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Z 乞 
数学 奥林匹克 是 对 青少年 极其 有 益 的 一 项 活动 . 它 通过 


”科学 与 趣味 相 统 一 的 丰富 多 彩 的 题目 ,使 许 许多 多 的 优秀 学 


生 在 中 学 时 期 就 经 受 了 考验 ,接受 了 各 种 现代 数学 思想 的 酝 


”| 网, 使 他 们 提高 了 能 力 ,增长 了 知识 ,开阔 了 了 眼界. 数学 奥 林 


匹 殉 活 动 的 广泛 开展 ,不 仅 丰 富 了 中 学 生 的 课外 活动 ,促进 
| 了 中 学 数学 教学 的 改革 ,而 且 发 现 和 培养 了 一 大 批 有 才能 的 
青年, 这些 青 年 将 成 为 我 国 科学 界 在 下 个 世纪 赶 超 世界 先进 


二 水平 的 中 坚 力量 


数学 竞赛 中 没有 失败 者 .虽然 每 年 参加 中 国 数学 奥 林 匹 


“| 克 的 选手 百 余人 ,作为 国家 队 出 国 参 加 国际 数学 奥林匹克 的 是“ 


”选手 也 只 有 六 人 ,但 是 ,那些 因为 运气 不 佳 ,培训 不 足 ,见识 
”不 广 或 临场 发 挥 不 理想 等 因素 而 没有 获胜 的 学 生 也 不 是 失 
“”” 败 者 .他 们 在 参加 竞赛 及 培训 中 所 培养 起 来 的 求解 难题 的 兴 


”“ ” 趣 和 欲望 , 那 种 永 不 满足 , 勇 柳 高 峰 的 精神 ,分 析 问 题 的 严密 

的 逻辑 思维 ,解决 问题 的 灵活 多 样 的 应 变 能 力 以 及 对 现代 数 
于 学 思想 的 理解 和 积累 , 正 是 进行 成 功 的 科学 研究 并 在 将 来 成 
为 科学 家 的 必要 条 件 . 因此 说 ,这 远 比 在 一 次 竞赛 中 获胜 更 


”为 宝贵 .他 们 中 的 许多 人 进入 大 学 后 成 为 学 习 尖 子 ,有 些 人 
全 正在 攻读 硕士 和 博士 学 位 并 成 为 数学 研究 队伍 中 的 后 起 之 
_“， 秀 , 就 是 最 有 力 的 证 明 . 即使 对 于 那些 进入 大 学 后 改 学 其 他 








专业 的 学 生 , 他 们 也 将 因 思 维 敏捷 ,头脑 灵活 ,勇于 创新 和 其 
”有 和 较 强 的 数学 能 力 而 使 自己 终身 受益 . 因此 ,数学 奥林匹克 
必 将 继续 下 去 . 

数学 奥林匹克 已 有 一 百 多 年 的 历史 ,上 且 越 来 越 受 到 重 
” 视 ,现在 ,每 年 举办 数学 奥林匹克 的 国家 和 地 区 已 超过 70 
”个 .已 有 的 竞赛 题目 成 于 上 万 ,其 中 构思 独特 、 新 颖 别致 、 灵 
。 活 深 疼 的 题目 有 儿 千 道 之 多 ,而 且 还 在 以 每 年 几 百 道 的 速度 


”继续 增长 .这 些 题目 散 载 于 国内 外 的 各 种 书籍 与 杂志 之 中 ， 


”任何 个 人 手中 的 资料 都 很 不 完整 ,使 用 起 来 极 不 方便 .这 次 
”河北 少年 儿童 出 版 社 邀 请 国内 数学 届 林 匹克 界 的 专家 、 教 授 


”和 高 级 教练 员 共 同 精 选 了 国内 外 数学 奥林匹克 的 试题 并 给 





”出 精辟 、 准 确 的 解答 ,编写 了 这 套 《 世 界 数 学 奥林匹克 解 题 大 
” 群 典 ). 这 是 一 次 很 有 意义 的 壮举 ,是 一 项 艰苦 而 又 巨大 的 工 


程 ,是 我 国 数学 奥林匹克 事业 的 一 项 基本 建设 .本 书 的 出 版 ，- 


” 必 将 推动 我 国 的 数学 奥林匹克 事业 稳步 地 向 前 发 展 ,有 助 于 
”我 国 在 国际 数学 奥林匹克 中 保持 优势 , 立 于 世界 数学 强国 之 
， 林 ,就 此 我 以 兴奋 的 心情 对 这 套 解 题 大 辞典 的 出 版 表示 热烈 
”的 祝贺 ,并 对 在 此 书 编写 过 程 中 付出 辛勤 劳动 的 各 位 作者 和 
”出 版 过 程 中 做 出 多 方面 努力 的 编辑 人 员 及 支持 本 书 出 版 的 “ 
”各 位 领导 表示 训 心 的 感谢 . 

”。 ”8 近 10 年 来 ,我 国学 生 在 国际 数学 奥林匹克 中 不 断 取 得 


好 成 绩 ,我 国 所 提供 的 候选 题 也 接连 被 选 为 试题 ,这 是 值得 
兴 的 事情 .但 是 ,我 们 也 应 清醒 地 看 到 ,与 一 些 先进 国家 相 


， 举 竟 不 长 ,这 方面 的 资料 也 不 很 
”也 是 不 很 完全 的 ,此 外 ,以 后 每 年 新 出 现 的 竞赛 题目 也 要 补 
” 充 进 来 .希望 大 家 继续 努力 ,不 断 完善 这 套 大 辞典 的 内 容 ,为 
”数学 奥林匹克 事业 做 出 新 贡献 . 
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第 一 章 计 数 


1.1] 在 1,2,3,4,5 的 排列 红 T 人 2 人 3 4 如 中 ,满足 Ul] < QI ,U2 


> a3,03 人 a404 之 as 的 排列 alyaayas,a4dyas 共 有 多 少 种 . 第 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1992 年 ) 让 
[ 解 ] 满足 要 求 的 排列 ,5 只 能 在 第 二 或 第 四 个 位 置 , 即 5= az 或 | 发 
3 三 4: 


(1) 当 $= 他 了 时 ,ai < dQ > ai ,因此 ul 可 以 是 1,2,3,4 中 的 
任 一 个 ,a3,a4,as 是 另 三 个 数 , 其 中 ud 是 最 大 的 ,a3,as 有 了 两 种 选 法 . 
所 以 共有 





C.C=8( 种 ). 
(2) 当 5 = as4 时 ,同样 有 8 种 . 
所 以 共有 16 种 排列 . 
1.2 如果 一 个 非 负 整数 有 序 对 (m,n ) 在 求 和 m+ n 时 无 需 进位 

(十 进 制 ), 则 称 它 为 “简单 ”的 . 求 所 有 和 和 为 1492 的 简单 的 非 负 整数 有 

序 对 的 个 数 . 

(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[ 解 】 因为 在 求 和 时 各 位 都 没有 进位 ,所 以 个 位 加 至 2 的 方法 有 3 

种 : 

0+2,1+1,2+0. 

十 位 加 至 9 的 方法 有 10 种 : 
0+9,1+8,2+7,3+6,4+5, 
$+4,06+3,7+2,8+1,9+0. 

同 理 , 百 位 加 至 4 和 千 位 加 至 1 的 方法 分 别 有 5 种 和 2 种 . 
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综 上 ,由 乘法 定理 便 知 ,满足 要 求 的 数 对 共有 3 x 10 x 5 x 2 = 300 
个 . 

1.3 如果 一 个 至 少 有 两 位 的 十 进 制 正 整 数 中 , 它 的 每 一 位 数 总 
比 其 右边 位 置 的 数 小 , 则 称 之 为 “上 升 数 ”. 求 上 升 数 的 总 数 . 

(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 按 已 知 , 上 升 数 的 各 位 数字 互 不 相同 . 又 因 首 位 数字 不 能 

为 0, 故 上 升 数 至 多 有 9 位 数字 .所 以 ,上 升 数 的 各 位 数字 一 定 是 集合 
S = |11,2,3,4,5,6,7,8,9| 

的 一 个 至 少 有 两 个 元 素 的 子 集中 的 各 数 从 小 到 大 排列 而 成 的 . 

因 S 有 9 个 元 素 , 故 它 的 所 有 至 少 有 两 个 元 素 的 子 集 的 总 数 为 
2 一 C 一 03 = 502. 从 而 知 共有 502 个 上 升 数 . 

1.4 用 2,4,6 三 个 数字 来 构造 六 位 数 ,但 是 不 允许 有 两 个 连 着 的 
2 出 现在 六 位 数 中 (例如 626442 是 允许 的 ,226426 就 不 允许 ), 问 这 样 的 
六 位 数 共 有 和 多少 个 ? 


3 吵 党 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] (1) 若 六 位 数 中 没有 2, 则 每 一 位 只 能 从 4 或 6 中 选 一 个 ， 
这 时 有 26 = 64 个 . 
(2) 者 六 位 数 中 只 有 1 个 2, 则 2 有 C = 6 种 位 置 选择 ,其余 5$ 个 
位 置 从 4 或 6 中 选取 ,因此 有 6: 2 = 192 个 . 
(3) 大 六 位 数 中 有 2 个 2, 这 时 有 24. C3 = 160 个 . 
(4) 奉 六 位 数 中 有 3 个 2, 这 时 有 2 . C3 = 32 个 . 
由 题 意 ,不 可 能 在 六 位 数 中 出 现 4 个 或 4 个 以 上 的 2. 
于 是 共有 
64 + 192 + 160 + 32 = 448 个 . 
[ 解 2] 设 用 2,4,6 三 个 数字 能 构造 出 a, 个 符合 题 意 的 位 数 ， 
则 
24,42,26,62, 
al 三 3， ac， 三 | ) 
46,64,44,66. 
若 首 位 数 Y 是 2, 则 第 二 位 数 Y 只 能 是 4 或 6, 所 以 这 样 的 ”位 数 
有 2a,,_; 个 . 
若 首 位 数 Y 不 是 2, 则 首位 数 Y 是 4 或 6, 这 样 的 位 数 有 24a, 


个 
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于 是 有 弟 推 式 
Qa, = 2a, 1+2a (n= 3,4,…). 
由 此 推出 
a3 = 2{ay + a2) = 22, a4 = 2(a; + a3) = 00， 
das = 2(a3 + as) = 164,a6 = 2(as4 + as) = 448, 
即 这 样 的 六 位 数 共 448 个 . 

1.:5 ” 当 将 写 有 数码 的 纸 倒 过 来 看 时 ,数码 0,1,8 不 变 , 数 码 6 与 9 
互 变 ,其 他 数码 在 倒 过 来 看 时 都 没有 意义 . 求 将 写 有 九 位 数 的 纸 倒 过 来 
看 时 不 变 的 九 位 数 的 个 数 . 

、 “(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[ 解 】 当 把 写 有 九 位 数 的 纸 倒 过 来 时 ,首位 数字 变 成 末 位 ,第 2 位 
数字 变 成 第 8 位 … 第 5 位 数字 不 动 . 故 可 将 9 位 数字 分 成 5 组 ;首位 与 
末 位 一 组 ,第 2,8 两 位 一 组 ,第 3,7 两 位 一 组 ,第 4,6 两 位 一 组 ,第 5 位 自 
己 一 组 . 易 见 ,第 1 组 有 4 组 不 同 值 :(1,1),(8,8),(6,9),(9,6); 第 2,3， 
4 三 组 各 有 5 组 不 同 值 :(0,0),(1,1),(8,8),(6,9),(9,6); 第 5 组 有 0， 
1,8 三 个 不 同 值 . 故 知 满足 题 中 要 求 的 九 位 数 的 个 数 为 4x53x3 = 
1500. 

1-6 1447,1005,1231 这 三 个 数 有 许多 相同 之 处 :它们 都 是 四 位 
数 , 最 高 位 都 是 1 ,都 恰 有 两 个 相同 的 数字 ,一 共有 多 少 个 这 样 的 数 ? 

(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 

[ 解 】 首先 ,考察 相同 数字 是 1 的 正 整数 . 由 于 首位 是 1, 故 另 一 个 
1 有 3 种 位 置 可 以 选择 . 另 两 位 数字 不 能 是 1 且 不 能 相同 , 故 有 P; 种 不 
同 排 法 .因而 有 


演 半 
是 1 加 


mi = 3Pi = 216. 
其 次 ,考察 相同 数字 不 是 1 的 正 整数 . 这 时 ,相同 数字 有 9 种 不 同 选 
法 ,这 两 个 相同 数字 在 后 3 位 有 3 种 不 同 排 法 . 另 一 位 数字 既 不 能 是 1， 
又 不 能 与 相同 数字 相同 , 故 有 8 种 不 同 取 法 .因而 有 
1 一 9x3x8=216. 
综 上 可 知 ,满足 要 求 的 四 位 数 共 有 mm = mi + mm， = 432 个 . 
17 任 给 ”个 互 不 相同 的 正 数 al ,ay，……,a, ,用 它们 组 成 一 切 可 


能 的 和 (分 别 有 1 至 “个 加 数 ). 求 证 在 这 些 和 数 中 最 少 存在 文 n(n + 1) 
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个 互 不 相同 的 数 
(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 


组 [证 ] 不 妨 设 a|l < as < … < a,. 考 察 下 列 各 数 
及 
C1， C2， ”3 人 六 -2， dn-l1， Uns 
ul 十 Un， Q2 十 Cn， dn-2+ Go Wn—l + Cn， 
Ul 十 nl 十 Uns U2 十 Un—l 十 Un. “yn -2 + dn~-l + dn 


ul 十 U2 十 十 Cn 


显然 ,其 中 每 一 个 数 都 大 于 它 前 面 的 一 个 数 . 所 以 这 些 数 互 不 相同 . 这 
些 数 共有 mn + (n 一 1) +… +1 = 二 na(a+1) 个 , 故 知 所 组 成 的 和 数 
中 至 少 有 才 m(m + 1) 个 互 不 相同 . 

另 一 方面 , 当 w = i(i = 1,2,…,n) 时 ,由 它们 所 组 成 的 每 个 和 数 
:都 满足 1 之; 达 方 4(n+1). 可 见 它们 至 多 有 方 4(n+1) 个 互 不 相 


同 的 数 . : 
综 上 可 知 ,在 由 个 互 不 相同 的 正 数 所 组 成 的 一 切 和 数 中 ,最 少 有 


方 n(n + 1) 个 互 不 相同 的 数 
1.8 设 a<b<c<d 且 (x,y,z,t) 是 (a,b,c,q) 的 任意 排列 ， 


问 表达 式 
n= (rz y+(y- zx) +(z—-t1) +(t-xr) 
可 以 取 多 少 种 不 同 的 值 ? 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[ 解 1] 因为 ”的 表达 式 关 于 (z,y,z,) 是 轮换 对 称 的 , 故 可 设 
2 = 4. 又 因 表 达 式 关于 > 和 + 是 对 称 的 , 故 对 于 (6,c,d) 的 6 种 不 同 排 
列 ,n 至 多 能 取 3 个 不 同 的 值 . 
另 一 方面 ,因为 ws < 5<c<d, 故 有 
nl(asb,c,d)—- n(a,b,d,c) 
=(b-c) +(d-a) -6-4d) ~-(c-a) 
=2(bd +ac—-b -ad)= 2(6b -a)(d-c)>0, 
n(a,csb,d)— n(a,b,c,d) 
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=2(ab + cd -ac— bd) = 2(c-b)(d-a)>d0, 


由 此 可 得 
n(acbd) >n(abcd) > n(a,b,d,c), 
即 ”可 取 3 个 不 同 的 值 . 
[ 解 2] 注意 ,表达 式 
Mr y 之 tt) + (x 一 之 ) 十 (y 一 1 )* 
= n(x,y,z,t) 十 《六 < 十 + z+1)—2(xzt+ yt ) 
关于 (x ,y,z,t) 是 对 称 的 , 故 其 值 与 (x ,y,z,t) 是 (a ,b,c,d) 的 何 种 
排列 无 关 . 又 因 上 式 右 端 第 2 项 也 是 关于 (x ,y,z,t) 对 称 的 , 故 n(x， 
y,z,t) 的 不 同 值 的 个 数 与 zz + yt 所 能 取得 的 不 同 什 的 个 数 相等 . 
表达 式 v = xz+ 交 的 值 取决 于 将 (a,b6,c,d) 分 成 两 对 的 分 法 ,而 
这 种 分 法 恰 有 3 种 fa,6b;c,di,fa,c;b,di,1a,d;b,ci, 因 此 多 有 3 个 
值 : 
v= ab+cd,v = act+bad,vs3= ad 二 eg. 
容易 验证 v! > > v3, 故 知 n 可 以 取 3 种 不 同 的 值 . 
1.9 设 * 是 所 有 满足 下 列 条 件 的 有 理 数 > 的 集合 : 
(1)0<r<i1; 


(2)r = 0.apcapcap… = 0.a bc ,其 中 aa,p,c 不 一 定 互 异 . 


问 当 将 * 中 的 数 ~ 写成 最 简 分 数 时 ,共有 多 少 个 不 同 的 分 子 ? 
机 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 


[ 解 ] 因为 0.apc = 2 ， ,又 因 999 = 33 x37, 所 以 , 当 正 整数 
abc 既 不 能 被 3 整除 又 不 能 被 37 整除 时 ,25 就 是 最 简 分 数 ,分 子 就 是 
abe .在 从 1 到 999 这 999 个 正 整 数 中 ,能 被 3 整除 的 共 共有 2 = = 333 个 ; 


能 被 37 整 除 的 共有 22 = 27 个 ;能 被 3x 37 整 除 的 共有 9 个 .由 容 斥 原 
理 知 ， 这 样 的 不 同 分 子 共 有 999 - 333 - 27 + 9 = 648 个 . 

再 考察 在 上 面 排 除 掉 的 那些 或 是 3 的 倍数 或 是 37 的 倍数 或 二 者 都 
是 的 数 中 还 有 哪些 可 以 作为 最 简 分 数 的 分 子 . 

因为 37* > 999, 所 以 凡是 37 倍数 的 abe ,与 分 母 约 去 37 之 后 不 会 
再 是 37 的 倍数 .因此 ,凡是 37 的 倍数 都 不 能 是 最 简 分 数 的 分 子 . 


所 1 入 


涯 半 
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但 在 3 的 倍数 的 abc 中 , 却 有 一 些 可 以 在 约 去 3 后 化 出 新 的 分 子 ， 
即 下 列 12 个 数 : 


{8lk|k = 1,2,.…,12| 

去 | ”它们 分 别 与 999 约 去 27 后 ,得 到 的 最 简 分 数 分 别 为 
3k 
3 ,= 1,2,…,12. 


它们 的 分 子 分 别 为 3,6,9,… ,36. 它 们 都 是 3 的 倍数 ,当然 与 前 面 的 不 
同 . 故 知 满 足 要 求 的 不 同 分 子 共 有 660 个 . 
1.10 在 前 1000 个 正 整 数 中 ,有 多 少 个 可 以 表示 成 [2zj+ [4z] 
+ [6x] + [8x] 的 形式 ?其 中 x 是 某 个 实数 . 
(第 3 届 美 国 数 学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 令 
f(z) = [2z] + [4z}+[6x] + {8zx), 


于 是 有 f(x + 方 )= f(x) + 10. 因 此 , 当 菜 正 整数 可 以 用 f(x) 之 值 


表达 时 ,该 整数 加 10 也 可 用 f(x) 的 值 来 表达 . 因而 只 须 考虑 前 10 个 
自然 数 用 f(z) 表达 的 情形 就 够 了 . 


注意 , 几 方 ) = 10. 当 ze (0, 省 ) 时 ,[2x] = 0, 故 有 
f(xz)= [4z]+[6z]+[8zj. 


容易 看 出 

(1) 当 xz € (0 二) 时 ,rz) = 0; 
(2) 当 ze | 二, 于) 时 ,KGz) = 1 
(3) 当 工 € [二 ， 二) 时 ,7(z) = 2; 
(4) 当 z€ [二 ,二 ) 时 ,f(x) = 4; 
(5) 当 rE | Ll,3)H, f(z) = 5; 

工 3 8 /NH, A(x) = 5; 
(6) 当 z € | 沁 , 士 ) 时 ,f(x) = 6 


可 见 , 当 z E (0, 寺 | 时 ,7(z) 可 表达 1,2,4,5,6,10 这 6 个 自然 数 . 因 
此 ,在 前 1000 个 自然 数 中 , f(x) 可 表达 其 中 的 600 个 数 . 
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[ 解 2] 令 
fi(x) = [2r],fa(x) = [4r],fs3(x) = (6x],fa(x) = [|8r], 
fxr) = fr) + f(x) + fr) + f(r). 
当 f(z) 的 值 在 x 从 小 向 大 变化 达到 某 点 而 增加 1 时 ,我 们 就 把 该 点 称 
为 增值 点 ,并 把 f(xz) 在 (0,50] 中 的 所 有 增值 点 的 集合 记 为 Mi ,y = 
1,2,3,4. 容易 看 出 


Mi = = 1,2,…,100|， 


广 | 
M = | 二 1 = 1,2,…,200|， 
Ms = | 去 |i = 1,2,…,300|， 


Mi = | 去 |i = 1,2,…,400|. 
由 此 可 网 ,MI CMCMMCMsMNM= MI = MN Ma. 计 章 

显然 , 当 且 仅 当 某 点 同时 是 两 个 f(x) 的 增值 点 时 , f(x) 的 值 将 
增加 2, 即 跳 过 1 个 自然 数 不 能 表达 . 同 理 , 当 某 x 同时 是 3 个 或 4 个 
(7) 的 增值 点 时 , f(z) 的 值 将 跳 过 2 个 或 3 个 自然 数 . 由 上 述 分 析 可 
知 Mi 中 每 点 恰 是 4 个 f(x) 的 增值 点 ,它们 共 跳 过 300 个 自然 数 .此 
外 , AM2 一 Mi 中 的 点 同时 是 户 (z) 与 户 (z) 的 增值 点 ,它们 共 跳 过 100 
个 自然 数 . 易 见 , f(x) 没有 别 的 跳 值 点 .所 以 f(z) 可 表达 600 个 自然 
数 . : 

1.11 对 于 0 过 xz 之 100, 求 函数 f(z)= [z]+[2z]+|[ 到 | 
[3z] + [4z] 所 取 的 不 同 整数 值 的 个 数 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 以 Al,A,,A;,A4,As 来 分 别 表示 函数 [zj,[2x],[3x]， 


[4z] 和 | 至 | 的 所 有 间断 点 的 集合 , 则 易 知 A1 C A; C 44 且 











A; = | 二 1 = 1,2,…,300|， 
A4 = 到 | = 1,2,…,400|， 
45 = | = 1,2,…,166|. 
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由 此 可 得 
Ai3MAs= In|n = 1,2,.…,100}, 
A3NAs=AsflAs=AN hf As 
= {3n|n = 1,2,…,33!. 

由 容 斥 原理 知 f(x ) 的 间断 点 的 个 数 为 
[A3|+|Asl+|1A;s|-|A3N Aij-|1A;NM A;|l- |AsN 45| 
+|A3NAAN A 

= 300 + 400 + 166 — 100 — 33— 33+ 33 = 733. 

故 知 f(x) 所 取 的 不 同 整 数值 的 个 数 为 734. 

1.12 考察 一 个 仅 由 数字 1 和 2 组 成 的 100 位 数 ,允许 挑 出 任意 

10 个 连续 的 数字 ,并 将 前 5 个 与 后 5 个 数字 的 位 置 互 换 . 如果 一 个 100 

位 数 可 以 由 夯 一 个 经 过 者 干 次 上 述 操作 而 得 到 , 则 称 这 两 个 数 是 合同 

的 . 问 至 多 可 以 选 出 多 少 个 两 两 不 合同 的 仅 由 数字 1 和 2 组 成 的 100 位 

数 ? 


号 党 


: (第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 因为 每 次 操作 时 ,都 是 将 取出 的 10 个 数字 中 的 前 5 个 数字 
后 移 $ 位 ,后 5$ 个 数字 前 移 5 位 . 故 在 操作 过 程 中 ,无论 操作 了 多 少 次 ， 
一 个 数字 的 所 处 位 数 与 它 开始 时 的 位 数 之 差 一 定 是 5 的 倍数 . 换 名 话 
说 , 当 把 100 个 数 分 成 下 列 5 组 时 
S = |5g+j|k = 0,1,2,…,19|,; = 1,2,3,4,5, 在 操作 过 程 中 ， 
每 个 数字 的 位 数 只 能 在 组 内 变化 ,而 且 只 要 适当 安排 操作 顺序 ,每 个 数 
字 可 以 移 到 组 内 任何 另 一 位 置 .因此 ,在 合同 的 意义 下 ,每 组 内 的 20 位 
数字 的 相互 位 置 无 关 , 即 无 论 怎样 交换 位 置 总 是 合同 的 , 仅 与 其 中 1 的 
个 数 有 关 , 即 只 要 5 组 数字 中 有 一 组 中 1 的 个 数 不 同 ,两 个 数 一 定 不 是 
合同 的 . z 
对 于 每 一 组 数 来 说 ,其 中 1 的 个 数 可 为 0,1,2,…,20 个 . 故 由 乘法 
定理 知 , 互 不 合同 的 由 数字 1 和 2 组 成 的 100 位 数 至 多 有 215 个 . 
1.13 设 正 整数 M 在 ”进位 表示 之 下 的 各 位 数字 互 不 相同 ,并 且 
除去 最 左边 的 数字 外 ,每 个 数字 都 与 它 左 边 的 某 个 数字 相差 + 1, 试 求 
所 有 这 样 的 正 整数 .M 的 个 数 . (答案 用 ”的 显 函数 以 最 简 形 式 给 出 ) 
(第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 首先 ,我 们 允许 0 作为 最 左 的 数字 并 用 F(n) 表示 满足 要 
求 的 M 的 个 数 .于 是 
F(1) = 1( 这 惟一 的 数 即 为 0); 
F(2) = 4(0,01,1,10); 
F(3) = 11(0,01,012,1,10,102,12,120,2,21,210); 
F(4) = 26(0,01,012,0123,1,10,102,1023,12,120,1203,123, 
1230,2,21,210,2103,213,2130,23,231,2310,3,32， 


321 ,3210) 
由 上 表 中 可 见 , 最 右边 一 位 数字 或 为 各 位 数字 中 最 大 的 ,或 为 最 小 的 
让 我 们 来 证 明 这 一 点 . 
设 满 足 要 求 的 n 进位 表示 数 
M = kik2**k,, I<m 夺 nn, . 第 


, 记 k = miniki,k2 ,kl = max|k1 ,ky,… ,| 并 设 i,j< 之 .不 | 
妨 设 i < .因为 每 位 数字 都 与 它 左 边 某 数字 相差 +1, 故 对 任何 正 整数 数 
有 ,kk; < 之 hh < 上 ,都 必 存 在 /1 < 7 使 及 = 下 .特别 对 于 户 = ,有 二 
k,,,[ 关 m, 亨 盾 . 

因而 ,F(n + 1) 个 满足 要 求 的 n+ 1 进位 表示 的 正 整 数 可 以 分 为 3 
类 : 

(Dx + 1 个 一 位 数 :0,1,2，,: 

(2) 进位 中 满足 要 求 的 F(a) 个 数 右边 添上 一 位 数字 , 它 比 该 数 
中 已 用 到 的 最 大 数字 大 1; 

(3)n 进位 表示 中 的 FCn) 个 数 ,将 各 位 数字 分 别 加 1, 然后 在 右边 
添上 原 数 的 各 位 数字 中 的 最 小 数 . 

由 此 即 得 递归 关系 式 

Fl(nt+1)=n+l1+2F(n), 
F(xn+1)+ (n+3)= 2{F(n)+ (n+ 2)1. 
由 此 弟 推 即 得 
Fl(n+1)+ (n+3) = 2"*|F() + (1 +2)| = 2"+2, 
F(n) = 2 -2. 

最 后 ,在 F(n) 计 数 中 除去 首位 为 0 的 数 :0,01,012,、…,012…(7 一 
1) 共 n 个 数 , 便 得 所 有 满足 要 求 的 正 整 数 M 的 总 数 为 2"*! - 2n -2. 

1.14 设 S 是 复 平面 上 的 单位 圆周 ( 即 模 等 于 1 的 所 有 复数 的 集 
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合 ) ,上 是 由 S 到 S 的 映射 ,对 于 任何 z € S, 定 义 
f= fz), fz) = fF D(z)),, 
组 FerD(z) 一 fF Lz)) ,Rk = 2,3,.…. 
如 果 c € SS, 使 得 

FDCc) Ac, fN(e) A ef (ce) = ec， 

则 称 c- 是 的 n_ 周期 点 . 设 m 是 大 于 1 的 自然 数 ,了 的 定义 如 下 : 

f(z) = z”",z€ SS. 

试 求 f 的 1989_. 周期 点 的 总 数 . 
(第 4 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1989 年 ) 

注 中国 中 学 生 数 学 冬令 营 即 中 国 数学 奥林匹克 

[ 解 ] 我 们 把 了 的 所 有 1989 周期 点 的 集合 记 为 了 并 令 B = {x 
E S|f0(z)= zj) = 1,2,…. 

(1) 若 zo € S 是 ”的 不 动 点 , 即 f(z0) = zo, 且 zo 是 ff 的 
hh 周期 点 , 则 必 有 h|n. 

设 n= 二 加 +g,0 达 gq < 之 有 ,于 是 

zo = f(z0) = FOF H(z0)) = fAV (2z0). 

由 于 g < 有 hh, 故 由 hh 周期 点 的 定义 便 知 g = 0, 即 户 | xn. 
(2) 因为 1989 = 3x13x17, 所 以 , 若 zE Bio- 工 , 则 > 的 周期 
hh 必 是 1989 的 真 约 数 ,因而 h 整除 663,153,117 这 3 数 之 一 , 即 有 
T = Biose — (Bi U Bi5 U B17). 
|T|= | Bigg9| - | Boes U Byss U Bi|. OD 
为 了 计算 中 式 右 端 第 2 项 ,将 利用 容 斥 原理 得 到 
| Bee3 U Bis3 U Bi 
= | Bees|+ |Biss|+ | Buz|- | Boe Biss| - | Boes NN Bony| 

一 | Bi5 f} Biz| + | Boss 站 Bis mn Buz|. O 

(3)Bi 门 B, = Bo 4) ,其 中 (n,k) 表示 与 & 的 最 大 公约 数 . 

由 定义 直接 看 出 ,当月 | nn 时 ,B,C B,, 从 而 有 Bi, 4) = B, 门 B,. 
反之 ,者 zo € BN 站 B,n>k, 记 n= p+g,0< gq<k, 则 zo€ 8B,, 
因而 之 0 € Be 门 B,,g < k. 由 此 递 推 即 可 得 到 之 有 € 如 (已 .再 由 之 0 EE 
B, 人 Bi 的 任意 性 便 知 B, 门 Bi CC Bi. 综 圭 即 得 B, 人 B = BO 

(4) 由 (3) 的 结果 可 得 
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Be 门 B1s3 = Bsi, Bee 人 Bi7 = By, 


Biss {1 Bi7 = Bo ,Bi () Bis (| Bu = B3. (3) 
将 号 代 人 名 , 便 得 
| Be U BisU Bur|= |Besl+ | Bl+ | Bi- |Bsl|- 
| B31 -|Bo|+ |8B3|. 由 
(5) 由 已 知 
f(z) = 2 . 


由 此 可 知 ,zx € B, 的 充分 必要 条 件 是 


z€ES, z= f (zz)= 2 , 

即 z 是 mm" -1 次 单位 根 .所 以 ,| B,|= zm” -1 由 此 及 四 和 个 式 即 得 
| T| = ml p63 六 1533 ll p13 
1*15 已 知 5 个 互 不 相同 的 正 数 可 以 分 为 两 组 ,使 得 两 组 数 的 和 

相等 , 问 一 共有 和 多少 种 不 同 的 分 为 这 样 两 组 数 的 分 法 ? 

(第 48 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 果 分 成 和 相等 的 两 组 数 的 个 数 分 别 为 1 和 4, 即 5 数 
中 最 大 数 等 于 其 他 4 个 数 之 和 , 则 显然 只 有 1 种 分 法 . 

(2) 设 所 分 成 的 和 相等 的 两 组 数 的 个 数 分 别 为 2 和 3; | mi ,mm ， 
fsas5 且 [+ 92 二 13+ m4 + x5. 由 (1) 知 , 车 存在 男 一 种 
满足 要 求 的 分 组 法 ,一 定 仍 是 2,3 分 组 .不 妨 设 为 ml + ms = m2z+ m3 
十 724 ,但 这 导致 ms 二 7 ,了 矛盾 . 

可 上 见 ,满足 题 中 要 求 的 分 组 法 只 有 1 种 . 

1.16 nn 元 集合 具有 多 少 个 不 同 的 不 交 子 集 对 ? 

(前 捷克 斯洛伐克 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 设 A 和 B 是 两 个 不 交 子 集 .对 于 元 集合 M 中 的 任 一 元 素 
,或 者 x E A, 或 者 +E B, 或 者 x € M (A UB), 三 者 恰 居 其 一 . 
因而 共有 3” 种 不 同 分 法 , 即 有 3” 个 不 同 的 不 交 有 序 子 集 对 . 

如 果子 集 对 是 无 序 的 , 即 |A,B| 和 jiB,Ai 视 为 同一 对 , 则 因 |0， 
D1 次序 交换 后 仍 是 它 自己 , 故 知 这 样 的 不 交 子 集 对 的 总 数 为 

1.17 “对 于 元 集合 M 的 任何 两 个 子 集 4 和 B, 求 得 集合 A 门 B 
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的 元 素 个 数 .求证 所 有 求 得 的 个 数 之 和 为 n4”. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 我们 用 Ac 表示 A 在 M 中 的 补 集 , 即 4 = M - A, 于 是 有 


六 吵 溢 


3) cl=D DIANBI= > OANB+|IANE|) 
C=ANMB | ACM BCM 


ACMBCM 


= D2 Al=2"1. 广 DIAl+ 1A|) 


=n 4"!. 

1.18 设 S= 11,2,…,1990} ,如 果 S 的 一 个 31 元 子 集 中 的 所 有 

数 之 和 是 5 的 倍数 , 则 称 为 “好 子 集 ”. 求 S 的 所 有 好 子 集 的 个 数 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 】 对 于 S 的 任 一 子 集 A ,分 别 用 | A | 和 I A 来 表示 A 的 元 
数 和 A 中 所 有 数 之 和 . 令 

FE=iA|IACS,|A|= 31,1Al =k(mod 5)}, 
其 中 有 = 0,1,2,3,4. 

对 于 任意 jzlyzrz……z3 = A € Fo 定义 

f(A) = {ritk, rt+k, ,TA+ ki,k = 1,2,3,4, 其 中 当 x;+ 
上 > 1990 时 ,理解 为 x; + - 1990. 因 为 31& 二 ,1990 三 0(mod 5)， 
所 以 (A) E€ 到. 钨 见 ,映射 fh 是 由 Fo 到 FF 的 一 个 双 射 , 故 有 

[Fol= |Fi|= |FE|= |F|= |F|. 


4 
又 因 请 ,FFi, 局, 3, 互 不 相交 且 》) | 据 | = Ciw. 所 以 ,S 的 好 子 
此 = 涪 


集 的 总 数 为 | Fo| = 二 Cj 

1.19 ”对 给 定 的 n € NN, 求 和 为 6n 的 所 有 不 同 的 自然 数 三 元 组 
的 个 数 . 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 设 (z,y,z) 是 使 zx+y+z= 6n 的 自然 数 三 元 组 且 有 Zz 过 
yz. 当 上 = 1,2,…,n 时 ,所 有 使 x+ = 2k 一 1 的 (x,y,z) 为: 

(28 —1,2k—1,6n— 4k+2),(2k — 1,2k,6n - 4k + 1), 

(2k -1,3n~k,3n—k+1),， . 0 
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所 有 使 r = 2k 的 三 元 组 为 
(2k,2k,6n — 4k),(2k,2k + 1,6n — 4k — 1), 
“2k,3n 一 到 37 一天) ©) 
Q@ 和 @ 中 三 元 组 的 个 数 为 
S, = [(3n —k)- (2k -2)]+[(3n — k)- (2k -1)] 
= 6(7n —k)+3. 
求 和 即 得 所 有 三 元 组 的 总 数 为 


SS 一 > s,- 六 60 hk)+3] = 6n — 3n(n+1)+3n = 3n7. 


1: .20 试 证 从 11,2 `,49| 中 取出 6 个 不 同 的 数 ,使 得 其 中 至 少 
有 两 个 相 邻 ,共有 Co 0% 种 取 法 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 首先 ,集合 M = 11,2,…,49| 的 所 有 不 同 的 6 元 子 集 的 个 
数 为 C9. 但 是 ,其 中 6 个 数 互 不 相 邻 的 子 集 
alsa," sa a+ 1 < ,i = 1,2,3,4,5 中 
不 满足 题 中 要 求 .因此 ,只 须 证 明 这 样 6 元 子 集 的 个 数 为 C9. 
记 满 足 @ 的 所 有 6 元 子 集 的 集合 为 A 并 令 
alyaz，…,a6f 一 | 0 02061， © 
其 中 
b; = a;—i+1,i:= 1,2,3,4,5,6. (3) 
易 见 ,51,653,… ,bs 互 不 相同 且 1 迄 如 < 人 < .06 返 44. 
容易 验证 ,由 人 @@O 和 罗 定 义 的 映射 是 由 集合 A 到 集合 S = {1,2,…,44| 
的 所 有 不 同 的 6 元 子 集 的 集合 8 的 一 个 双 射 .从 而 有 
[1A|= |1B|= C44 
1.21 甲 队 有 2m 个 人 , 乙 队 有 3m 个 人 , 现 自 围 队 抽 出 14 一 
人 , 乙 队 抽出 5m - 11 人 ,参加 游戏 . 问 甲乙 两 队 各 有 和 多少 人 ?参加 游 
戏 的 人 有 和 多少 种 不 同 选 法 ? 





(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 抽出 人 数 必须 满足 下 面 的 不 等 式 组 
0 和 14- 7 所 27 
js 一 11 3m 
‘mEN. 
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EK 中 这 


3 全 m14 
外 me 
mEN 
号 入 < 地， mEN. 
于 是 m = 5. 
故 甲 队 有 2 = 10 人 ， 
乙 队 有 3m = 15 人 . 
自 甲 队 抽出 14 一 mp = 9 人 ,有 Cio = 10 种 ， 
自己 队 抽 出 5m -11=14 人 ,有 CI = 15 种 . 
故 参加 游戏 的 人 共有 
CioCi = 150 
种 不 同 的 选 法 . 


1.22 ”把 含有 12 个 元 素 的 集合 分 成 6 个 子 集 ,使 每 个 子 集 恰 含 两 

个 元 素 ,共有 多 少 种 分 法 ? 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 1] 首先 从 12 个 元 素 中 任 取 两 个 元 素 作为 1 个 子 集 , 共 有 Cf 
种 选 法 .然后 从 余下 的 10 个 元 素 中 任 选 两 个 元 素 作为 1 个 子 集 , 共有 
C3 种 选 法 .依次 选 下 去 ,直到 分 成 6 个 子 集 为 止 ,共有 Cts: Cto* CE， 
C8， C9， C3 种 选 法 . 

由 于 题 中 要 求 的 6 个 子 集 与 顺序 无 关 , 故 对 于 分 成 6 个 子 集 的 每 种 
分 法 ,在 上 述 计数 过 程 中 恰 被 计数 61 次 .所 以 ,满足 要 求 的 分 法 的 种 数 为 


S= 直 Ch Clo: Ch: CE CH= 11x9x7x5x3= 10395. 


[ 解 2] 将 12 个 元 素 分 别 记 为 di 1H12. 第 l 个 子 集 中 除 含 
ai 之 外 还 有 1 个 元 素 , 可 从 后 11 个 元 素 中 任 取 , 共 有 Ti 种 选 法 .然后 在 
余下 的 10 个 元 素 中 取 下 标 最 小 的 1 个 和 另外 9 个 元 素 中 任 取 的 1 个 元 
素 组 成 第 2 个 子 集 ,共有 9 种 选 法 .这 样 依次 取 下 去 ,所 得 的 分 法 互 不 相 
同 ,所 以 分 法 总 数 为 

S=1l1x9x7xSx3= 10395. 

1.23 设 ”为 偶数 ,从 整数 1,2,……? 中 选取 四 个 不 同 的 数 a ,6， 
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cd ,满足 
a+c=b+d. 
证 明 不 同 的 选取 方法 (不 考虑 a ,b,c,d 的 顺序 ) 共有 
n(n 一 2)(27 — 5) 
” 24 种 ， 


(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 a4>65>4d. 由 
a+c=6b+d 

得 d>ie. 

考虑 从 1,2,…,n 中 选 出 3 个 数 a > b> c, 且 满足 wa +c 一 总 天 昌 
的 选 法 :从 个 数 选 三 个 数 a > 5 > c 有 CG 种 选 法 ,其 中 满足 ac +c 一 
b= 65, 妈 4 +c = 26 的 ,a 和 c 同 奇偶 的 选 法 有 

nn n 
2C3 2. 32($-Y = 县 ( 笃 - (种 ) 
所 以 取出 的 三 元 数组 
1a,pc)lnaa>p5>rca+c-p 天 D 


C- 卫 (于 -1)= 一 2 各 一 和 种， 





上 述 每 个 三 元 数组 (a ,5,c) 确定 一 个 符合 题目 要 求 的 四 元 数组 
(a,b,c,Q), 其 中 只 要 4d = a+c 一 45 郑 可 . 
但 每 个 四 元 数组 (a ,b,c,a) 出 现 两 次 (a,5,c) 和 (cc ,ad,c)( 因 为 


4 > c) 产生 的 四 元 数组 .因此 所 求 的 答案 为 女 呈 二 22 一 3) 


1.24 把 个 物体 排 成 一 行 ,如 果 这 些 物 体 的 一 个 子 集中 任何 两 
个 元 素 均 不 相 邻 , 则 称 这 个 子 集 是 不 亲切 的 . 

证 明 含 有 上 & 个 元 素 的 不 亲切 子 集 的 个 数 是 C0_ ,|. 

(第 16 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1956 年 ) 

[证 ] 对 于 个 物体 的 有 序 集合 的 每 个 子 集 S ,我 们 把 它 的 元 素 
按照 原来 的 顺序 排 成 一 行 ,每 个 元 素 都 记 为 A ,再 在 空位 上 补 上 若干 个 
B, 呐 者 的 总 数 为 n ,就 成 为 A 与 B 的 一 个 级 排列 .其 中 ,如 果 任 何 两 
个 4 都 不 相 邻 , 则 称 这 样 的 排列 为 不 亲切 排列 . 
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这 样 每 一 个 不 亲切 子 集 都 对 应 一 个 不 亲切 排列 ,从 而 我 们 只 需 证 
明 由 上 有 个 A 与 n -上 个 B 组 成 的 不 亲切 排列 总 数 为 Ck,41. 

事实 上 ,我 们 把 n -个 B 排 成 一 行 ,这 样 在 nx 一 个 B 之 间 ( 包 括 
两 端 ) 就 有 一 +1 个 空 档 , 在 这 一 上 + 1 个 空 档 中 选 出 个 空 档 放 
入 A, 这 样 ,任意 两 个 A 都 不 相 邻 , 就 构成 了 一 个 不 亲切 排列 , 而 在 
n 一 上 + 1 个 空 档 中 选 出 个 空 档 的 选 法 恰 有 人 2_j ,| ,从 而 本 题 得 证 . 

1.25 S 为 zm 个 正 整 数 对 (a,5)(1 志 a < 5 记 n) 所 成 的 集 .求证 


2 
nn 


4 
37 





至 少 有 4n1 . 个 三 元 数组 (a ,b,c) 使 得 (a,6),(a,c) 与 (b,c) 


都 属于 S. 
(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 考虑 个 点 1,2,…,n. 如 果 (i,j) € S, 则 在 i 与 ;之 间 连 
一 条 线 ,我 们 来 求 这 个 图 中 的 三 角形 的 个 数 ( 即 具有 题 中 所 述 性 质 的 三 
元 数组 (a ,b,c) 的 个 数 ) 芽 . 
设 (i,)) € S. 记 从 i 引出 的 线 有 4d; 条 (4d; 条 中 包含 有 (i,;) 这 一 
条 ). 
考虑 以 (i,j) 为 边 的 三 角形 ,至 少 有 
d; + qj; -nn( 个 ). 
| 所 以 S 中 至 少 有 
3 了 (di+d;~n) 中 


1 站 和 六 
个 三 角形 | 
对 于 每 个 固定 的 i, 怡 有 di; 个 j 使 (i,;) € S, 所 以 在 中 的 4 出 
现 了 d; 次 . 
叉 注 意 到 (i ,j) 既 可 作为 从 i 引出 的 边 又 可 作为 从 ; 引出 的 边 ,被 
计算 了 两 次 .所 以 


Sa, = 2m., : 四 


又 由 于 
nn 1 @) 
由 于 站 中 的 4 出 现 了 a, 次 ,所 以 
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/1 nl 
= my 4m @ 
n nn 
由 ,名 及 也 得 
2 
1 472 4m(m 一 二) 
1 二 30o 0 


1.26 若 X 是 一 个 有 限 集 , | X| 表 示 集 X 中 的 元 素 的 个 数 ,S , 开 
是 11,2,…,n1 的 子 集 , 如 果 对 每 一 个 YE S,s > | 了 | , 且 对 每 一 个 t 
ET,t > | S| ,就 称 有 序 对 (S, 丁 ) 是 “允许 的 ”. 

问 集合 11,2,… ,10! 有 和 多少 个 “允许 的 ”有 序 子 集 对 ?并 证 明 你 的 
结论 . 

(第 51 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 记 A, 为 11,2,…,n| 的 “允许 的 ”有 序 子 集 对 的 数目 . 设 
(S,T) 是 一 对 “允许 的 "有 序 子 集 对 .又 设 S 有 i 个 元 素 , 醋 有 ji 个 元 素 . 

由 题 意 ,S 中 的 i 个 元 素 取 自 ]) + 1,7 +2,…,n. 代 中 的 ; 个 元 素 取 
自 i+l1,i+2,…,7 .所 以 有 


4-STG C 


fr=0 7=0. 


因为 < 委 0-j 委 1-1i 故 i+j 达 nn. 记 上 上 =i+j, 则 


= Do, Co - 一 上 一 DP 
i=0 k=i 


二 人 1=0 


交换 求 和 次 序 得 


-Doo Rn — ; =- DO 天 十 1 ， 
上 趟 的 最 后 “个 和 式 就 是 斐 波 那 契 数列 ( Fo = = 0,Fi=1,F,= Fri 
+ 天) 的 第 2n + 2 项 F,,,2. 
所 以 对 本 题 
A 一 F,, 一 17711. 
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1.27 ”将 集合 i1,2,…,n| 分 成 3 个 子 集 A1,A;,A;, 其 中 允许 有 
空 集 , 求 满足 下 列 条 件 的 分 法 的 种 数 : 

(1) 当 将 每 个 子 集中 的 数 按 递增 顺序 排列 时 , 每 相 邻 的 两 数 的 奇 
偶 性 不 同 ; 

(2) 若 Ai,A:,A43 均 非 空 , 则 其 中 恰 有 1 个 集合 的 最 小 元 是 偶数 . 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 设 1€ Al, 且 A; 的 最 小 元 小 于 A; 的 最 小 元 .我 们 用 依次 
将 2,3,…,n 按 要 求 放 人 和信 3 个 集合 的 方法 来 构造 A1,A,,A3. 首先 ,2 有 
两 种 放 法 : 放 和 人 入 A 或 A,. 假 设 小 于 & 的 自然 数 均 有 两 种 方法 且 已 放 
妥 . 考 察 的 放 法 . 

(1)A;,A; 中 尚 均 未 放 入 元 素 . 这 时 日 可 散人 人 或 A,, 但 不 能 放 
和 A;, 共 有 两 种 放 法 . 

(2)A, 中 已 有 元 素 , 但 A; 中 尚未 放 人 元 素 . 

(Dk 与 A, 中 的 最 小 数 同 为 奇数 . 因为 集合 A 和 A; 中 已 放 人 的 到 
-1 个 数 中 奇偶 各 半 , 故 这 两 个 集合 中 的 最 大 元 都 是 偶数 .从 而 上 可 放 
和 Ai 或 4;, 但 不 能 放 入 A;, 共 有 两 种 放 法 . 辣 理 , 当 上 与 A, 的 最 小 数 
同 为 偶数 时 也 共有 两 种 放 法 . 

(iD) 与 A; 中 的 最 小 数 奇 偶 性 不 同 . 设 & 为 奇数 ,于 是 A| 和 A, 中 
已 放 人 的 一 工 个 数 中 奇偶 各 半 . 从 而 Al 和 A, 中 的 最 大 数 奇偶 性 不 
同 . 这 样 ,奇数 & 恰 可 放 人 4 与 A; 之 一 ,同时 又 可 放 人 43 ,共有 两 种 放 
法 . 同 理 , 当 太 为 偶数 时 也 共有 两 种 放 法 . 

(3)A, 和 A; 中 均 已 有 元 素 . 在 此 之 前 上 有- 1 有 两 种 放 法 .不 妨 设 
一 1 既 可 放 入 Al 又 可 放 入 A; 而 实际 上 放 人 了 4 ,于 是 下 可 放 人 Ai 
或 4; ,但 不 能 放 人 A,, 共 有 两 种 放 法 . 

综 土 可 知 ,从 2 到 ? 的 每 个 数 都 有 两 种 不 同 放 法 .从 而 知 满足 要 求 
的 分 拆 种 数 为 2” . 

1.28 设 集 合 4 = 11,2,3,…,366| .如 果 有 A 的 一 个 二 元 子 集 B = 
la,b| 满足 17| (a + 5), 则 称 B 具有 性 质 P. 

(1) 求 A 的 具有 性 质 P 的 所 有 二 元 子 集 的 个 数 ， 

(2) 求 A 的 两 两 不 交 的 具有 性 质 P 的 二 元 子 集 个 数 的 最 大 值 . 

(中 国 河北 省 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 17j (a + 5) 即 为 a+ 5 二 0(mod 17), 这 又 当月 仅 当 
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a 三 k(mod 17),0=17 -Amod 17), = 0,1…,16. 中 


从 
x 


A, = jnin=k(mod 17),n € Aj,k = 0,1,…,16, 于 是 A 





= U AA =22,8=1,2,,9;| 4 =21,k=10,11,,16,0. 
于 是 @ 式 可 改写 成 :17| (a + 5) 当 且 仅 当 
a € 4 €E AT RE = 0,1,..,16, 
其 中 Aly = Au. 
当 a,b € Ao 时 ,具有 人 性质 PP 的 子 集 的 个 数 为 C5 = 210. 


数 为 21 x 22 = 462. 

当 a € Ag,b € A 时 ,具有 性 质 P 的 二 元 子 集 的 个 数 为 22* = 
484. z 

综 上 可 知 , 具 有 性 质 PP 的 二 元 子 集 的 总 数 为 

210 + 462 x 7 + 484 = 3928. 

为 计算 (2) ,注意 , 当 a € Ao,b € Ao 时 ,由 于 | Ao| = 21, 故 两 两 
不 交 的 二 元 子 集 的 个 数 的 最 大 值 为 10. 对 于 1 和 7,a€ AbE 
AD7 .由 于 | Ai1 = 22,| Ai1-4| = 21, 故 两 两 不 交 的 二 元 子 集 的 个 数 
的 最 大 值 为 21. 同 理 , 当 a € Ag,bE Ay 时 ,两 两 不 交 的 二 元 子 集 最 多 
有 22 个 .所 以 ,两 两 不 交 的 具有 人 性质 P 的 二 元 子 集 的 个 数 的 最 大 值 
为 





10+21x7+22 = 179. 
1.29 ” 设 PP 是 一 个 奇 素 数 .考察 集合 11,2,…,2p| 的 满足 下 列 两 
个 条 件 的 子 集 A: 
(1)|A|= p; 
(2)A 中 所 有 元 素 之 和 和 可 被 p 整除 . 
试 求 所 有 这 样 的 子 集 A 的 个 数 . 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[ 解 1] 记 W = 11,2,…,2p| 并 令 
U= 11,2, ,pl,V= p+1,p+2,.…,2p). 
易 见 ,对 于 W 的 任 一 异 于 U 和 V 的 p 元 子 集 ,都 有 
ENMNUAO,ENVAO. 由 
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证 | 加 





路 


如 果 W 的 两 个 满足 条 件 @ 的 p 元 子 集 S 和 人 适合 下 列 两 个 条 件 
(DSNV= TN YV,; 
(ii) 只 要 编号 适当 ,S 门 的 元 素 s1，,s，，,… ,5,, 和 了 丁 介 口 的 元 素 i|， 
t2，,… 对 于 适当 的 &E 10,1,…,p 一 1|, 有 
5 一 万 三 Amod pp),i = 1,2,…,m 
我 们 就 将 这 两 个 子 集 S 和 工 划 人 同一 类 ， 
对 于 同一 类 中 的 不 同 子 集 S 和 丁 ,显然 有 此 关 0. 因 而 有 


>)， - > = mk 关 0(mod p). 


这 表明 同一 一 类 中 的 不 同 子 集 的 元 素 和 横 p 的 余数 各 不 相同 ,因而 每 一 
类 中 至 多 有 p 个 子 集 . 

为 一 方面 ,对 于 W 的 每 个 异 于 U 和 V 的 p 元 子 集 S, 当 保持 S 站 
V 中 的 元 素 不 动 ,而 将 S 门 U 中 的 元 素 在 U 中 进行 轮换 时 ,还 可 得 到 
p 一 1 个 p 元 子 集 ,这 上 p 个 子 集 当然 属于 同一 类 .所 以 每 一 类 都 恰 有 pp 
个 子 集 ,其 中 恰 有 一 个 子 集 的 元 素 之 和 能 被 p 整除， 

综 上 可 知 , 集 W 的 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 子 集 的 总 数 为 


(Cp 一 2) 十 2. 


[ 解 2] 为 计算 WW 的 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 了 集 的 个 数 ， 我 们 考察 
如 下 的 生成 函数 


g(tz) = (tt) tr) (+z2p) = autk OD 
RR, 


其 中 auw 是 展开 式 中 tr 项 的 系数 , 它 恰好 表示 W 的 适合 下 列 两 个 条 
件 的 子 集 的 个 数 . 

(i) 该 子 集 的 元 数 为 2p -上 ; 

(ii) 该 子 集 的 元 素 之 和 为 mm 


记 s 人 并 人 Eee re 1 于 是 由 四 有 
2 S87, 7) = 2 Pmt Por” ) ) 
= 2 atJ2 人 ( 这 ts ,) p?. (© 


1€EFE 
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二 


上 述 计算 过 程 中 用 到 如 下 的 关系 式 


el | 0 , 当 phn, 
> ,em = "lz 
p, 当 p | nn 


另 _ 方 面 ,我 们 利用 ga(1,x) 的 定义 式 而 不 利用 其 展开 式 来 计算 
同一 和 式 , 又 有 


2 Sats) = pd T(t + x ) (t+ x?) 


I€EE rEE 


= > ((+1)22+ 2 (1 + X(t + rx) (t+ x2)) 


:EE EE 11! 


= > (Ct D+(p- (+1)) 


:和 三 


= (+1D22+4p(p-1) 


iEE 


= (1+tCht 十 ， + C3pi2) +4p(p—1) 


了 上 
=p(l+C8,+1)+4p(p-1)=p (C8,+4p-2). ©® 
比较 他 与 归 ,得 到 
by a = (C8,+4p-2) - (Cs,-2) + 4 
plkpla 
上 式 左 端 除去 aop02p41) = 1 = a2 这 两 项 之 后 ,余下 的 诸 项 之 和 就 是 
满足 条 件 (1) 和 (2) 的 子 集 的 总 数 .从 而 所 求 的 子 集 的 总 数 为 - 
D2 Qj — = (C8, -2) +2. 
pp kpl! 
1.30 ” 求 满足 [a ,5,c] = 20000,(a,b,c) = 20 的 所 有 正 整数 三 
元 数组 1a ,2 ,cf 的 组 数 . 
(中 国 天 津 市 代表 队 济 验 题 ,1992 年 ) 
[ 解 1] 因为 20000 = 25 x 54,20 = 2? x 5, 故 可 写 
a = 215%2,6 = 20S2 ,c = 251S5 ， 
其 中 指数 满足 关系 式 2 迄 al,pcl 和 过 91 过 abc 二 4. 可 见 ,(a)， 
ca),( ipz),(ciycas) 都 将 取 值 于 如 下 的 集合 : 
V = 1(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1), (3,2),(3,3), (3,4),(4,1), 
(4,2),(4,3),(4,4),(5,1),(5,2),(5,3),(S,4)} 
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中 访 


且 使 得 


miniai ,piycl}+ = 2,maxial,blycll 一 9， 


min! a ,六 > ， C21 二 1] ,max| a, ,b> ,co | 二 4. 山 
因为 n 个 元 素 中 取 & 个 元 素 的 有 重复 的 组 合 数 为 Ci; 故 知 从 和 中 
取 3 个 元 素 的 有 重复 的 组 合 数 为 Cis 


中 式 中 的 4 个 约束 条 件 恰 有 1 个 不 成 立 的 组 合 数 为 Cl4; 恰 有 两 个 
不 成 立时 , 若 两 个 条 件 同 行 , 则 组 合 数 为 Cio, 若 不 同行 , 则 组 合 数 为 
Cll; 恰 有 1 个 成 立时 ,组 合 数 为 C3;4 个 约束 条 件 都 不 成 立时 ,组 合 数 
为 Ci. 于 是 由 容 斥 原理 知 , 所 求 的 取 法 总 数 为 
m =Cis ~ 4Cia + 4Cii + 2Cio ~ 4C8+ Ce 


[ 解 2] 令 a = 项 ,六 = 站 ,= 者, 于 是 条 件 化 为 (a',5 ,ec') 
= 1,[a ,b,c 」= 1000. 再 写 
4 = 221$“ ,0 = 20S22 ,c” = 2432 ， 
其 中 0 委 aiaz,pl,pclcz 委 3 且 满 足 
minlai, pyci = 0,maxlal, pic = 3， 
minlay, pc = 0,maxja,pc) = 3. 
不 妨 设 0 三 al 志 bcl 志 3. 
(1)61 = 0, 凤 al = 61 = 0,cl = 3. 
(i)1a2,652,c21 = 10,1,31 或 10,2,3}, 共 有 6 种 不 同 组 合 
(ii)iaz,pcz = 10,0,3| 或 10,3,31, 共 有 4 种 不 同 组合 . 
(2)5! = 3. 与 (1) 类 似 地 可 得 共有 10 种 不 同 的 组 合 . 
(3)01 = 1, 于 是 al = 0,cl = 3. 
(DD) fa2,62,c2{ = 10,1,31 或 10,2,3|, 共 有 12 种 不 同 组 合 ; 
(iiD)ia2,652,c21 = 10,0,3| 或 10,3,3j ,共有 6 种 不 同 组合 . 
(4)b1 = 2. 与 (3) 类 似 地 可 得 共有 18 种 不 同 组 合 . 
综 上 可 知 ， 所 有 满足 要 求 的 不 同 三 元 数组 共 上 有 56 组 . 
1.31 对 于 满足 关系 式 
al + 2a3+ + na, = 1979 OQ 
的 n 元 自然 数组 (al,a，,… ,a,), 当 为 偶数 时 称 为 偶 的 , 当 n 为 奇数 
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时 称 为 奇 的 ,求证 奇 组 与 偶 组 的 组 数 同 样 多 . 
(第 21 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 

[证 ] 首先 ,将 满足 条 件 @ 的 所 有 元 数组 (al,as,…,a,) 的 集 
合 记 为 A,. 仿 

A Da = (aiaz man) 一 > 人 (Op ,6b,) = b, 

其 中 6b; = ai +al+ 十 Qi? 二 1,2,…,n. 易 见 ,bl 二 5 十 十 如， 
= 1979 有 旦 651 > 0 >… > 6 .将 所 有 这 样 的 元 数组 65 的 集合 记 为 B,， 
则 上 述 对 应 是 由 A, 到 B, 的 一 个 双 射 .分 别 用 A 和 B 表示 所 有 的 A,， 
B, 的 并 集 . 于 是 只 要 对 集合 B 证 明 同 样 的 结论 就 行 了 . 

对 于 65 = 二 《61,52,…,b,) EB,, 用 x(b) 表示 nn 元 数组 5 的 最 后 一 
个 数 5, ,用 c(6) 表示 使 6 = 61 s+1 的 下 标 : 的 最 大 值 ,其 中 1 声 
5s. 当 o(b) = s 时 , 便 有 bs = 6 一 1,b3 = by-1,…,b, = b.1- 
1,b.+1 之 6, 一 1. 我 们 在 集合 B 上 定义 映射 a 和 8B. 如 果 x(5) 志 o(6)， 
则 5 志 n 一 1. 否则 便 有 nn 一 1 < b= x(65) 过 co(65) 之 nn ,从 而 b= 
cj = n, 于 是 有 

1979= 6 +b, + +b=nt(nt+l1)+ + (2n-1) 


= 方 4(3n 一 1). 由 于 1979 为 素数 , 故 上 式 对 任何 xn EN 都 
不 成 立 .这 样 ,对 于 65 = (61,5;,…,b,) € B, 令 
a(b) = (b1+1,62 + ,bis) + 1, bro bn-1). 
于 是 有 x(a(b))= bi1>b,= x(b)= a(a(5)). 如 果 x(b) > oa(6b)， 
则 令 
B(b) = (61 -1,62 ~ 1, ,ba -1,07(0+r1 ,61,0(5)), 其 中 必 ， 
= TO) >a0). 当 c(0) 王浆 时 ,有 上 -1>c(o). 和 否则 便 有 ?= 
o(b) < xb)= 6b, 过 oco(5)+1= n+1, 从 而 有 6b, = n+1. 于 是 
: 1979 = b+ b, 1+. +b = (3n + 1), 
由 于 1979 为 素数 ,这 对 任何 n € N 都 不 成 立 . 因此 , 当 o(5b) = nn 时 有 
plb) = (80 — 1,6 — 1,b, -1,0(6)) EE 有 
这 表明 o(8(5)) = n= ol(5), 从 而 x(B(5)) = o(6) = ao(B8(65)). 当 
co) 委 7 -1 时 ,容易 验证 ,x(B8(6)) 二 gb) 这 co(B(5)). 可 网, 对 所 
有 bE B, 均 有 x(B(5)) 委 c(8(0)). 由 定义 可 知 a(8(6)) = b。， 
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Bla(b)) = 6. 
用 EE 和 下 分 别 表示 所 有 B2,,-1 和 B;,,(m € N) 的 并 集 , 即 分 别 表 
示 所 有 奇 组 与 偶 组 的 集合 .定义 映射 yY:E 一 > 下 如下: 
y(b) = a(b), 当 rb) oo), 
B(6), 当 rb) > olb). 
容易 验证 ,映射 y 是 由 FE 到 下 的 双 射 .这 表明 集合 B, 从 而 集合 A 中 的 
奇 组 与 偶 组 个 数 同 样 多 . 
1.32 设 1 志 上 < 之 nn., 考 虑 所 有 和 为 n 的 正 整数 的 有 限 数 列 , 求 其 
中 珊 数 为 的 数列 的 个 数 工 (nx ,). 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 iz1,x2,…,xi| 是 一 个 正 整 数 数列 ,满足 x 十 x2 十 … 十 


Ak 一 1 . 令 


9 o> 党 


y= T+ r+ 二 ri?i= 1,2,.…,k,， 
则 有 0 < yi < V2 鼠 < VE 一 n. 于 是 {yy2 ,Yel 是 集合 和 1,2， 
…,7 一 11 的 一 个 上 一 1 元 子 集 , 且 对 应 


{ x1, XT2 ,he! > {ys y2 "Yel | 
是 个 双 射 , 即 一 对 一 的 对 应 . 故 得 
T(n,k) 一 C“ 。 


1.33 ”整数 1,2,…,n 的 排列 满足 :每 个 数 或 者 大 于 它 前 面 的 所 
有 数 ,或 者 小 于 它 前 面 的 所 有 数 .试问 有 多 少 个 这 样 的 排列 ? 
(第 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 记 所 求 的 排列 个 数 为 a,. 
n 二 1 时 ,只 有 数 1, 显 然 a| = 1. 
对 于 n 之 2, 如 果 数 n 排 在 第 i 位 , 则 它 之 后 的 n - i 个 数 完全 确 
定 , 即 只 能 是 一 in 一 7 一 1,…,1, 而 它 之 前 的 i - 1 个 数 有 < 种 排 
法 .考虑 到 n 的 不 同位 置 , 则 必 有 
a = 1]+alrt+at++ a,-l. 
由 al = 1 可 得 
a = 1+al= 2, 
a3=1+al+a;=4= 2, 


a4=1+alt+art+as=8=2. 
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由 此 可 猜测 
CQ， 一 22 一 1 . 

此 结论 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 . 

1.34 ”在 如 下 被 截 去 的 棋盘 中 ,有 8 个 正方 形 ， 
如 果 两 个 正方 形 至 少 有 一 个 公共 顶点 ,就 算 它 们 是 相 
连 的 .用 8 个 数 1,2,3,4,5,6,7,8 给 这 些 正 方形 标 有 
不 同 的 数 , 且 相 连 的 正方 形 标号 数 不 相继 , 问 不 同 的 
填 数 方法 共有 多 少 种 ? 





(新 加 坡 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 】 如 图 ,B 与 6 个 正方 形 相连 ,将 棋盘 标号 ,由 题 设 , 相 连 的 正 
方形 标号 数 不 相 继 , 则 B 必须 是 1 或 8. 同样 C 必须 是 1 或 8. 


(1)B=1,C = 8. 这 时 D = 2,A =7, 即 A,C,D 由 B 确定 . 第 

剩 下 的 数 是 3,4,5,6, 和 方 格 下 ,F,G,H. 由 于 E,F 与 4 相连 , 则 |; 
EE,F 只 能 在 3,4 上 选择 ,G,H 在 5,6 上 选择 ,所 以 共有 二 种 选 法 . 孝 

(2)B = 8,C = 1. 同 样 也 有 两 种 选 法 . 

所 以 共有 4 种 选 法 . 


1.35 ”用 94 块 规格 为 4x 10 x 19 的 砖 一 块 放 在 一 块 的 上 面 玲 成 
一 个 94 块 砖 高 的 塔 ,每 块 砖 可 随意 摆 放 而 为 塔 提供 的 高 度 分 别 为 4， 
10,19. 问 94 块 砖 全 部 放 上 后 , 合 置 成 的 塔 的 高 度 共有 多 少 个 不 同 的 
值 ? 
(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 首先 注意 ,如 果 有 5 块 砖 各 为 塔 高 提供 10 的 高 度 , 则 当 把 
其 中 3 块 放 扁 ,各 提供 4 的 高 度 ,而 另 两 块 立 起 来 ,各 提供 19 的 高 度 时 ， 
塔 高 不 变 .所 以 在 计算 塔 的 不 同 高 度 时 ,总 可 以 假定 贡献 为 10 的 砖 的 
块 数 小 于 5. 
设 对 塔 的 高 度 的 贡献 为 10,19 的 砖 的 块 数 分 别 为 x ,y, 则 贡献 为 4 
的 砖 的 块 数 为 94 - x - y. 于 是 塔 的 高 度 为 
4(94-xz-y)+1l0r+l19y= 376+6x+15y, OD 
其 中 0 之 + 之 4,0 之 y 达 94 -x. 从 而 不 同 的 非 负 整 数 对 (x,y) 共 有 95 
+ 94+93+92+91 = 465 种 .因此 礁 成 的 塔 的 高 度 至 多 有 465 个 不 同 
的 值 . 
下 面 来 证 明 人 心 式 给 出 的 465 个 值 互 不 相同 . 若 不 然 , 设 有 不 同 数 对 
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(z,y),(x ou) 所 对 应 的 塔 高 相等 , 即 有 
376+ 6r+13y = 3706+6u + 13v. OO 
由 @ 即 得 
2(rt— 4) = Sv — y). @) 
@ 式 表明 51 (x - 4). 因为 0 过 z+ 志 4,0 过 44, 故 -4 志 X+ 一 4 声 
4. 从 而 必 有 z = 4. 由 此 及 又 得 wv = y, 蔬 盾 . 
综 上 可 知 , 塔 的 高 度 共有 465 个 不 同 的 值 . 
1.36 ” 求 从 [1,2,…,n1t 中 取出 满足 下 列 条 件 的 个 不 同 元 素 
(J19729°"" ,Jk) 的 组 合 数 : 
(11 委 六 从 疡 区 区 有 大安 7 
(2)71; — Jim, = 2,3,.,k,mEN. 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 令 
ji= 二 i- 1)(m-1),i= 1,2,.…,k, 
则 由 (2) 知 
jt-ji= jj (m1) 守 1,i = 1,2,.…,k-1. 
再 由 (1) 又 有 
1 委 ) < < jn-(k-1)(m-1). 
易 见 ,这 个 对 应 是 个 双 射 .从 而 知 所 求 的 组 合 数 为 Ch_(4_ 146-_v. 
1:37 求 从 站 ,2,…,n| 中 任 取 上 个 元 素 的 可 以 重复 的 组 合 数 . 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 取 出 的 & 个 数 为 1 所 jj 二 放声 … 声 训 志 .为 了 便于 
jj)i=j+i~1,i= 1,2,.…,k, 
于 是 有 
1<) < jth lntk-l. 
且 和 容易 验 证 ,着 (i2，…, 访 ) 关 ( 间 1,j2，…, 庆 ), 则 变换 后 仍 有 (i, i，， 
7 27 4). 此 外 ,这 个 变换 还 是 可 道 的 : 即 对 任意 满足 
条 件 1 委 六 < 入 < 和 < 六 委 呈 + 一 工 的 一 组 (7 六) 都 
有 一 组 (j1,j2,…, 庆 ) 对 应 于 它 . 实 际 上 ,这 时 有 
i=ji—-it+1l,i= 1,2,.…,k. 
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可 见 , 这 个 对 应 是 个 双 射 .因为 (六 ,7 2, 7) 的 取 法 总 数 为 Ce-i， 
故 所 求 的 组 合 数 也 等 于 Ce-1 . 
1.38 ” 求 从 集合 i1,2,…,n1 中 任 取 满足 下 列 条 件 的 & 个 数 1j,， 
7 的 组 合 数 : 
(Dl < "<n 
(2) 训 01 一气 宇 mm,h = 1,2,…, 上 一 1, 其 中 xm > 1 为 固定 的 正 整 
数 ; 
(3) 存 在 ho,l 志 ho 二 1 ,使 得 j 11 一 Ji 之 下 十 二 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 36 题 的 结果 知 ,满足 条 件 (1) 和 (2) 的 & 元 数组 的 个 数 为 
Cx_ boss): 这 些 数组 中 不 满足 条 件 (3) 的 数组 必 使 (2) 中 等 号 成 
立 , 即 这 上 个 数 是 一 个 以 x 为 公差 的 等 差 数 列 . 显 然 ,这 样 的 数组 被 它 
的 首 项 所 惟一 确定 .而 在 11,2,…,n1 中 ,可 以 作为 这 样 首 项 的 数 恰 有 
n 一 (kk 一 1)m 个 ,从 而 不 满足 条 件 (3) 而 只 满足 条 件 (1) (2) 的 数组 个 
数 为 n 一 (一 1)m 个 .所 以 ,所 求 的 & 元 数组 的 组 全 数 为 Ch_(j_1)065.1) 
— nt(ko1)m. 

1.39 ”用 自然 数 来 组 成 数列 ,使 数列 中 的 每 一 项 都 比 它 前 一 项 的 
平方 还 大 ,而 最 后 一 项 均 为 1969( 这 类 数列 可 以 具有 不 同 的 长 度 ). 求 
证 具有 这 种 性 质 的 数列 的 个 数 少 于 1969. 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 】 我们 把 以 二 结尾 并 具有 题 中 所 述 性 质 的 数列 的 总 数 记 为 
f(n), 则 待 证 的 结论 是 f(1969) < 1969. 

首先 ,容易 看 出 , F(1) = 1,f(2) = 2,f(3) = 2,f(4) = 2. 
设 当 & 之 5$ 时 ,对 所 有 2 < 之 都 有 f(n) 声 n. 则 当 n = 时 ,把 所 
有 满足 要 求 的 数列 的 最 后 一 项 去 掉 , 则 除了 只 有 一 项 上 的 数列 之 外 ， 
其 余数 列 都 变 成 最 后 一 项 小 于 Yk 的 数列 且 仍 然 具有 题 中 要 求 的 性 质 . 
故 由 归纳 假设 有 
[Vk] [YE] 
f(k) <1+ Of) SI+ > 


-1+ 广 [VE](LVE] +1) < 和， 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 特别 当 nn = 1969 时 , 便 有 f(1969) < 1969. 
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1.40 ”从 字母 表 10,1,2,3,41 中 取 nn 个 数组 成 “ 词 ”, 使 其 中 每 相 
邻 的 两 数 之 差 都 是 1, 问 共 能 构成 多 少 个 单词 ? 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 将 要 计数 的 单词 称 为 “合格 词 ” 设 末 位 数字 为 0,1,2 的 合 
格 词 的 个 数 分 别 为 a ,5, ,cy .由 对 称 性 知 , 未 位 为 3 和 4 的 合格 词 的 个 
数 分 别 为 6 和 a . 按 题 中 要 求 应 有 


Antl] 一 bn, On+l 一 Cn 十 CxrCntt 一 22D,. 


给 中 溢 


由 此 可 得 
br = 30 
由 于 6 = 1,5， = 2, 故 得 
3*,n = 2k+1, 
2X3 177 = 2k. 
设 合格 词 的 总 数 为 m, , 则 有 mi = 5 县 
my = a, + 26, +c = 26, + 46,_1 

2x3+4xX2x3!1= 14x3l,n = 2k+1, 
2x2x3 1+4x3*1=8x3!l,n = 2k. 

1.41 1,2,3,4,5,6 的 排列 (ni1,n2,n3,74,15;m6) 具有 如 下 性 
质 : 对 于 7 = 1,2,3,4,5,(n1,n2,…,7;) 都 不 是 (1,2,… ,i) 的 排列 . 求 
这 种 排列 的 个 数 . 


nT 








(英国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 显然 ,ma 天 上 | 

n1 三 6 的 51 个 排列 均 满 足 题 中 要 求 . 

nj 二 5 的 5! 个 排列 中 ,ne = 6 的 4! 个 不 满足 要 求 , 故 满足 要 求 的 
排列 个 数 为 5! - 41. 

nm = 4 的 51 个 排列 中 ,ne = 6 或 mw = 5,ns = 6 的 排列 不 满足 要 
求 , 故 满足 要 求 的 排列 个 数 为 51 - 41 -31. 

mi 二 3 的 S! 个 排列 中 ， 形 姐 3xxxx6,3Xxxx65S,3XXx 645,3 
xx 564,3 xx 654 的 排列 不 满足 要 求 , 故 满 足 要 求 的 排列 个 数 为 51 
-4!1—3! -3x21. 

nt 二 2 的 5! 个 排列 中 , 形 如 2xxxx6,2xxx65,2 xx 645,2xx 
564,2 Xx 654,21 xxx 3,21 xx 34,21 xx 35,21 x 3 x 4,216345 的 排 
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列 不 满足 要 求 , 故 满足 要 求 的 排列 个 数 为 51 -4!--2x3(-6Xx21! 一 1 
综 上 所 述 , 满 足 要 求 的 排列 个 数 为 
SIl+(51—41)+ (S51 41 -3!1)+ (5! ~4!—-3!-3x2!l)+(5! 
~4!-2x3!-6x2!1-1) 
= 461. 
[ 解 2] 我 们 来 计算 不 满足 题 中 要 求 的 所 有 排列 的 个 数 . 设 (mi 
722， 7)13， 17114715 7716) 是 个 不 满足 要 求 的 排列 . 于 是 存在 2 科 :和 所 6, 使 
得 
{mj ms moe! = {i,i+1,.…,61, OD 
{pnt me {jj + 1,,61,j = i+1,,6, © 
其 中 当 = 6 时 ,四 式 不 存在 .我 们 把 满足 中 和 四 的 排列 (mr 
…, 146) 的 个 数 记 为 f(7) , 则 有 
f(6) = 1, 3) = 21 — 6) = 1， 
f(4) = 3!1~ FS) -21f(6) = 3， 
f(3) = 41 ~ f(4) — 21f(5) - 31f(6) = 13, 
f(2) = 51— f(3) -21f(4)—31f(5)— 41f(6) = 71. 
由 此 即 得 ,不 满足 题 中 要 求 的 排列 个 数 为 


S = 2 fi) (i 1)! = 259. 


从 而 满足 要 求 的 排列 个 数 为 61 - 259 = 461. 

1.42 有 多 少 方法 能 将 从 1 到 的 个 整数 排 成 下 面 的 排列 : 除 
了 左边 的 第 一 个 整数 外 ,每 个 数 都 与 它 左 方 (不 必 相 邻 ) 的 某 一 个 数 相 
差 1? 





(第 26 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 对 于 从 1 到 作 符合 题 意 的 每 一 个 排列 都 称 之 为 n 排列 . 
当 % = 2 时 ,可 得 2 个 2 排列 ; 


12 ， 21. 

当 ?7=3 时 ,可 得 4=2 个 3 排列 : 
123,213 ,231 ,321 . 

当 n = 4 时 ,可 得 8 = 23 个 4 排列 : 
1234 ,2134 ,2314 ,3214 ， 
2341 ,4321 .3421 ,3241. 
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eg 路 洽 


由 以 上 ,我 们 可 以 得 到 如 下 猜测 ; 
(1)72 排列 必定 以 1 或 nn 结尾 . 
(2)n 排列 的 个 数 为 2 . 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 两 个 猜测 
(1) 对 n = 1;2,3,4 结论 已 成 立 . 
假设 对 n = 上 结论 成 立 . 
则 当 % = 有 有 +1 时 , 任 取 一 个 +1 排列 
CQ 一 CIG2 ”CALR+1， 
寿 wii 和 关 1 或 al 天 有 +1, 我 们 从 a 中 删 去 &+ 1, 则 由 归纳 很 设 ,这 
个 排列 应 以 1 或 结尾 , 即 al = 1 或 上 .但 有 + 1 不 论 位 于 前 面 的 
什么 位 置 ,a 都 不 能 成 为 上 + 1 排列 . 出 现 矛 盾 . 因 而 对 上 + 1 排列 也 是 以 
1 或 &+1 结 尾 . 
从 而 对 所 有 自然 数 n ,猜测 (1) 成 立 . 
(2) 假设 ”- 1 排列 的 个 数 为 2 . 则 对 其 每 个 末尾 添上 n 即 可 得 
n 排列 ,个 数 仍 为 2 
对 这 样 的 每 个 排列 作 下 面 的 一 一 映射 
Qala2 a- ntl-ant+l a,nt+l— a,i,l 
恰好 得 到 以 1 结尾 的 ”排列 ， a t 有 2"* 悦 个 . 
由 (1),n 排列 必 以 1 或 n 结尾 ,因此 ,所 求全 部 n 排列 的 个 数 为 
F772 二 27-2 二 221 
1.43 已 知 一 个 由 0 和 1 工 组 成 的 数列 | ,x2,… ,x, ,A 为 等 于 (0， 
1,0) 或 (1,0,1) 的 三 元 数组 (zx; ,xz; ,xz; ) 的 个 数 ,其 中 1 过 ;i < 7 < 上 < 
n, 对 于 1 志 i 志 nn, 令 qd; 表示 满足 ; < i, 并 且 x = x;, 或 者 ;> i 且 
Zi 关 x; 的 ;7 的 个 数 . 
(Hb 求 证 A=C-C%-C%-…- Ca ; 
(2) 给 定 奇数 ”, 求 A 的 最 大 值 . 
(第 16 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 对 于 71 = 1,2,…,n, 令 
D = jv w= 和 jit 闫 x,i<j 志 nn|, 于 是 有 |D|= 
d;. 在 D; 中 任 取 二 元 与 zx; 共 3 项 , 按 下 标 从 小 到 大 的 顺序 排 成 三 元 数 
组 ,所 有 这 样 数组 的 集合 记 为 S;. 显然 , | Si | = C3 .将 所 有 不 满足 题 
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中 要 求 的 三 元 数组 的 集合 记 为 了 , 则 SCT,r:=1,2,…,7 且 诸 S; 两 

两 不 交 . 实 际 上 , 若 (zxj,z ,zx) ES;, 则 zi 闫 翅 = ry; 若 (Xj,Tj ,4) EE 

Si; 则 zx = tj 关 有 (Xi TE) EE 54;, 则 xz; = x = x 由 此 可 知 诸 
S; 两 两 不 交 . 

另 一 方面 ,对 于 全 中 任 一 个 三 元 数组 (x， Ti) , 必 为 下 列 6 种 情 

形 之 一 ; (0,0,1), (1,1,0),(0,1,1),(1,0,0), (0,0,0),(1,1,1). 按 定 

义 ,前 两 种 情形 属于 Si ,中 间 两 种 情形 属于 S; ,后 两 种 情形 属于 Si. 故 


有 工 CU S;. 从 而 得 到 


由 此 即 得 : 
A=C -|ITI= 0G- 0- - 
再 解 (2) 按 D; 和 ud 的 定义 ,对 任 一 个 二 元 数组 (rz ,r),1<i<i | 计生 

二 ,大 xXx; = zx, 则 xz;€ DD 并 在 aj 中 计数 一 次 ; 若 xz; 关 之 , 则 x 恰 在 

4; 中 计数 一 次 .由 此 可 见 , 所 有 di 之 和 恰 为 所 有 二 元 数组 的 个 数 , 即 有 


>a- = C2. 
为 求 A 的 最 大 值 ,只 须 求 D2 的 最 小 值 .这 时 ,由 柯 西 不 等 式 有 
(Pay < p34 由 


所 以 有 
= 六 Pala - 1) = 六 (人 Da- 2 ) 
> Sal 
(1 


n(n— 1)(n — 3). 2 


| 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 31 





(一 3) = 方 磊 ( 和 一) = nxC2. 代 入 加 式 即 得 


> ca > 0?. ® 
由 知 ,@ 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 d; = 4d; = … = d, = 六 (nn _ 1 


容易 验证 , 当 数 列 中 奇数 项 均 为 0 而 偶数 项 均 为 1 时 ,所 有 di 都 相等 . 
这 表明 号 式 右 闪 所 表示 的 最 小 值 是 可 以 取得 的 .从 而 知 A 的 最 大 值 为 


Ao= C0 — nC = n(n — 1)(n — 2) 一 襄 n(n - 1)(n — 3) 


= n(n? — 1). 
24 
1:44 设 zrEN. 若 一 串 自 然 数 1 = .royziz = 二 文 满足 
Ti < Tir | Ti,i = 1,2,.%,1, 
则 称 i xo, 1, x2， 为 的 一 条 因子 链 ,/ 为 该 因子 链 的 长 度 . 
L(x) 与 R(x) 分 别 表示 x 的 最 长 因子 链 的 长 度 和 最 长 因子 链 的 条 数 . 
试 对 于 工 = 5* x 31” x 1990"(k,m,n EN), 求 L(xr) SR(r). 
(第 5 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 莹 ,1990 年 ) 
[ 解 】 先 来 推导 L(y) 和 R(y) 的 一 般 表 达 式 . 设 y € N 的 质 因 
数 分 解 式 为 
: y= ph 的 DD 
其 中 pi,p2,…,p; 是 互 不 相同 的 素数 .因为 y 的 因子 链 仅 有 有 限 多 条 ， 
所 以 必 存 在 最 长 的 一 条 . 若 某 一 因子 链 相 邻 两 数 之 商 为 合 数 , 则 可 在 这 
两 数 之 间 再 揪 进 一 个 数 以 加 长 因子 链 . 因而 最 长 因子 链 中 ,任何 相 邻 两 
数 之 商都 是 素数 .从 1 开始 逐次 乘 以 pi ,p,,…,p, 之 一 ,并 且 乘 以 p; 的 
次 数 为 a; ,i = 1,2,…,s, 最 后 得 到 @ 式 所 示 的 y, 总 共 经 过 al + ay + 
… + w 次 乘法 运算 .因而 知 最 长 因子 链 的 长 度 为 
L(y)= al + ao 十 … 十 as © 
容易 看 出 ,如 下 元 素 
pi P13 pa s pys rns ps sp. 个 


”的 任何 一 个 排列 都 对 应 着 四 式 的 一 条 最 长 因子 链 , 即 当 依次 将 某 个 排 


列 中 的 前 1 个 ,前 2 个 ,前 3 个 ,…,(al + oz+…+w) 个 数 连 乘 时 ,就 
得 到 该 排列 所 对 应 的 最 长 因子 链 .反之 ,在 四 式 的 任 一 最 长 因子 链 中 ， 
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从 前 向 后 依次 将 相 邻 两 项 相 除 ,所 得 的 商 即 组 成 对 应 者 该 最 长 因子 链 
的 排列 .显然 ,这 个 对 应 是 个 双 射 .根据 有 重复 排列 的 公式 , 便 知 


(ai 十 Q2 十 .…， 十 a,)! 
R(y) = alla21 ay1 出 


对 于 题 中 所 给 的 x ,我 们 写 
于 一 Sk x 31” x 1990” 一 2 x Sk+n x 31”™ x 19972 
由 公式 饭 和 外 即 得 
| 
L(x) = ktm+i3n, Rr) = (+t 3n)! 


(gk + nlm!(n!) 
1.45 设 nE€ nN. 我 们 说 集合 11,2,…,2n1 的 一 个 排列 (zi ,x,， 
…,z2s) 具有 性 质 ,是 指 在 11,2,…,2n - 1| 中 至 少 有 一 个 i, 使 得 


| xz; 一 Ziti | = .求证 对 于 任何 ,具有 性 质 呈 的 排列 比 不 具有 性 质 P 第 
的 排列 的 个 数 多 . 一 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 3: 
[证 1] 显然 ,只 须 证 明 具 有 性 质 已 的 排列 数 m 大 于 全 部 排列 数 
的 一 半 . 


设 (zlyza，…,z2，) 中 ,上 与 上 二 nn 相 邻 的 所 有 排列 的 集合 为 M, ,上 
= 1,2,…,7n, 则 由 容 斥 原理 知 
m2 MI- 2 Mn 中 


1 


其 中 | A | 表示 集合 Mi 的 元 数 . 
注意 ,对 于 Ms 中 的 排列 , 当 把 & 和 ? + 上 & 视 为 一 个 数 时 ,共有 (2n 
一 1)! 种 不 同 排 法 ,但 & 与 & + n 相 邻 又 有 两 种 不 同 排 法 , 故 有 


| Mi | = 2(22 -1D)!. 四 
类 似 地 有 

At 站 AM | = 4(2n — 2)1. () 
将 四 和 国人 代入 中 即 得 


m 之 2n(2n ~ 1)! -C7 4(022 — 2)! 
= (22)! ~ 2n(n -1D)(2n 2)! > 320)!. 


[证 2] 令 A 和 中 分 别 表示 具有 性 质 P 和 不 具有 性 质 P 的 所 有 排 
列 的 集合 ,C 表 示 恰 有 一 个 i € 11,2,…,2n 一 1 ,使 得 | x 一 zt|= 
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的 所 有 排列 的 集合 .显然 ,C 是 A 的 真子 集 . 由 此 可 见 , 若 能 证 明 |B| 
过 | C1| ,问题 就 解决 了 . 
为 证 | B| 志 | C| ,我 们 在 B 与 C 之 间 建 立 一 个 对 应 如 下 :对 任何 
y 二 (yi; y24) EB, 当 然 有 | y1 一 y2| 关 ,因此 存在 8 > 2, 使 
得 | x 一 yi = 7n. 令 排列 y 对 应 于 z 
fy) = (Cys WL Vs WY2n), 
这 就 给 出 了 一 个 由 B 到 C 的 映射 .不 难 证 明 这 个 映射 是 个 单 射 ,所 以 有 
[IBI<|Icl<|Al. 
1.46 PP 为 集合 S, = 11,2,…,n| 的 一 个 排列 ,一 个 元 素 j € 5S,， 
如 果 满 足 p(j) = j, 则 称 为 P 的 一 个 不 动 点 . 令 为 S, 的 无 不 动 点 的 
排列 个 数 ,g, 为 恰好 有 一 个 不 动 点 的 排列 个 数 ， 
求证 ||-g|=1. z 
(第 14 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 我们 首先 证 明 无 不 动 点 的 排列 数 f, 为 
f= PP!ltP ?+(- 1)"P, 
= > (一 1 
显然 ,fi = 0,f» = 1. 
分 两 种 情况 考虑 : 
(D1= f(2) HH i= f(1). 
此 时 还 有 n 一 2 个 元 素 ,其 无 不 动 点 的 排列 数 为 f,-2. 又 1 = f( 让 ， 
而 f(i) 有 nn 一 1 种 选择 ,因此 共有 (n - 1)f_，. 
(2)1 = f(i) Bi f(1). 
”此 时 显然 无 不 动 点 的 排列 数 为 1-1, 又 1 = f( 门 ,而 f(i) 有 nl 
种 选择 ,因此 共有 (n - 1)f_1. 


于 是 有 
f= (no ft (n ~ 1)f2, 
万 -af = [fi (n -1)f2], 
于 是 有 
fr nfat= (fr -2f1)(-1)" = (-1)"™. 
印 fu- nf! = (~ 1)", 
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万 -1 fu-2 《一 1)2” 








和 





11 21 
相 加 可 得 
na 1 1 (1) 
nl 27 37 41 
1 1 ,1 (一 二 
所 = ad[ 二 -二 + 吉 +t ni | 


= PP- Pil+Pr? .+(-1)"P,. 
注意 到 ,对 $, 的 每 个 恰 有 一 个 不 动 点 的 排列 P, 设 p(j) = 7, 则 将 
7 划 去 后 得 到 的 排列 是 集合 
Si = |;2，… 一 1 十 1 
的 一 个 无 不 动 点 的 排列 ,因此 有 


Bn 一 Nl: 
于 是 
好 一 
gr = 2 1)P!" 
r= 人 0 
n—l 
= >,(- DnPpaH” 
r= 
好 一 ] 
= 证 Pr-D7 
r=0D 
从 而 


fo—g, = (-1)"P = (~ 1)”, 
因此 得 到 |f-gr|=1. 
1.47 试 证 数 A, , B, ,C, 相等 ,其 中 A, 表示 用 1 x 2 的 和 矩形 覆盖 
2 x nn 的 矩形 的 不 同方 法 的 种 数 , B, 表示 由 1 和 2 组 成 的 和 为 2” 的 不 同 
数列 的 个 数 ,而 C, 定义 为 
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Sk 中 说 


CO +C2 +t Chto + CW, n = 2m, 
Ci + C3 7 二 C3 ,3 十 …'* 十 C327+] , 当 n= 2m+l1. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 显然 ,A; = 1,A, = 2. 对 于 2x (n+ 1) 矩形 的 覆盖 ,如 果 
最 右面 竖 放 1 个 2 x 1 和 矩形 ,这 样 的 覆盖 法 共有 A, 种 ;如 果 最 右面 横 放 
两 个 1 x 2 矩形 ,这 样 的 放 法 共有 A,-1 种 .从 而 得 到 
AN = A, + Asisn = 2,3,.. OD 
此 外 , 易 知 Bi = 1,B; = 2. 对 于 由 1 和 2 组 成 的 和 为 n+ 1 的 数列 ， 
最 后 一 项 为 1 的 共有 B, 个 ;最 后 一 项 为 2 的 共有 B,_i 个 , 故 得 


C, = 


B, +i 一 B, 十 B,-1,7 一 2 二 3，…. 2 
最 后 ,显然 有 Ci = 1,C， = 2 且 有 关系 式 
Crl 一 C, + C1 nn 一 2 ,3，…. 电 


由 于 中, 名, 给 出 了 相间 的 递 推 关系 式 有 是 初始 条 件 也 都 相同 ,所 以 
,= B,= GC,,n = 1,2,.…. 
1.48 ”将 自然 数 3,4,5,… ,1994,1995 排 成 一 个 数列 | a 1 ,使 得 
klas, k= 1,2,.…,1993. 中 
问 共 有 多 少 种 不 同 排 法 ? 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1995 年 ) 

[ 解 】 除了 1994 和 1995 之 外 ,每 个 自然 数 都 可 能 排 在 以 自己 为 
号 码 的 位 置 上 .因此 ,首先 要 安排 1994 和 1995 的 位 置 . 

由 QD 知 ,1994 和 1995 都 只 能 排 在 以 自己 的 某 个 约 数 为 号 码 的 位 
置 上 .于 是 这 个 约 数 不 能 排 在 以 自己 为 号 码 的 位 置 上 ,又 得 排 到 以 自己 
的 一 个 约 数 为 号 码 的 位 置 上 (后 者 当然 也 是 原 数 的 约 数 ). 这 样 一 个 一 
个 传递 下 去 ,直到 最 后 一 个 约 数 排 到 第 1 号 或 第 2 号 为 止 . 

因为 

1993 =3x5$x7x19,1994 = 2 x 997, 
所 以 从 1995 开始 的 顶替 过 程 必然 以 最 后 排 到 第 1 号 为 止 .于 是 1994 只 
能 排 在 2 号 位 .这 样 一 来 ,每 种 满足 要 求 的 排列 都 对 应 于 1995 的 某 些 约 
数 的 一 个 排列 , 且 这 个 对 应 是 个 双 射 , 即 一 对 一 的 映射 .事实 上 ,其 他 数 
都 只 能 排 在 以 自己 为 号 码 的 位 置 上 .否则 必 导 致 小 数 排 在 大 号 码 ,当然 
不 能 满足 人 式 的 要 求 . 
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将 约 数 排列 从 大 到 小 ,县 只 记 相 邻 两 个 约 数 的 倍数 . 例如 ,将 1995 
-一 6065- 一 -35 一 一 7 一 1 记 为 (3,19,$,7). 显 然 ,每 种 排列 中 请 项 之 
积 都 是 1995. 

考察 第 1 项 为 3 的 所 有 排列 , 计 有 13 种 : 

(3,5,7,19),(3,5,19,7),(3,5,7 x 19), 

(3,7,5,19),(3,7,19,5),(3,7,5 x 19), 

(3,19,5,7),(3,19,7,5),(3,19,5 x 7), 

(3,5 x 7,19),(3,5 x 19,7),(3,7 x 19,5)， 

(3,5 x 7 x 19). 

同 理 , 分 别 以 5,7,19 为 首 项 的 排列 也 各 有 13 种 .从 而 ,这 样 的 排列 ( 首 
项 为 素 因 数 ) 数组 共有 13 x 4 = 52 个 . 

此 外 , 首 项 为 3 x 5 的 数组 共有 3 种: 

(15,7,19),(15,19,7),(15,7 x 19). 

同 理 , 首 项 分 别 为 3x7,3x19,5x7,5 x19,7x19 的 数组 也 各 有 3 个 ， 
共有 6 xXx3 = 18 个 .最 后 ,还 有 5 个 数组 为 

(3x Sx7,19),(3x5x 19,7),(3x7x 19,5), 

(5 x7 x 19,3),(1995). 

综 上 可 知 , 满 足 题 中 要 求 的 排列 的 总 数 为 52 + 18 + 5 = 75. 

1.49 ”在 规格 为 11 x 11 的 方 格 纸 上 标 定 22 个 方 格 ,使 得 在 每 一 
行 和 每 一 列 中 都 恰好 标定 两 个 方 格 . 如 果 所 标定 的 方 格 的 一 种 排列 方 
式 , 经 过 春 干 次 行 与 行 或 列 与 列 之 间 的 互 换 而 变 成 另 一 种 排列 方式 , 则 
认为 这 两 种 排列 方式 是 等 价 的 问 这 些 标定 方 格 共有 多 少 种 互 不 等 价 
的 排列 方式 ? 

(第 29 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[ 解 】 考虑 22 个 标定 方 格 的 中 心 , 并 将 同行 两 点 和 同 列 两 点 间 都 
连 一 条 线段 ,于 是 得 到 一 个 有 22 个 顶点 ,每 点 都 是 2 度 的 偶 图 .由 图 论 
定理 知 ,这 个 图 一 定 是 由 一 个 或 几 个 互 不 相交 的 圈 构 成 的 . 由 于 图 中 图 
的 边 都 是 水 平 或 竖 直 的 , 故 每 个 圈 都 有 偶数 条 边 且 若 有 一 个 标定 点 在 
史 上 ,与 该 点 同行 或 同 列 的 标定 点 也 在 同一 圈 上 . 设 图 共 分 为 有 个 赔 ， 
圈 上 的 点 对 数 分 别 为 11 722 7 则 7 十 ?2 十 … 十 中 三 工 . 

注意 , 当 进 行列 与 列 或 行 与 行 之 间 的 交换 时 ,每 个 圈 都 仍然 变 为 
阐 . 市 且 每 两 个 顶点 数 相同 的 圈 , 都 可 以 通过 行 或 列 之 间 的 交换 而 互 
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变 .由 此 可 见 , 两 种 排列 方式 不 等 价 , 当 且 仅 当 所 
有 轿 的 顶点 对 数 1n),n2,… ,nl 不 同 .而 这 种 不 
同 的 组 又 对 应 于 11 分 拆 为 不 小 于 2 的 整数 之 和 
的 不 同 分 法 .由 于 这 种 分 法 有 14 个 :11,9+2,8+ 
3,7 +4,6+5,7+2+2,6+3++2,5+4+2,5+ 
3+3,4+4+3,35+2+2+2,4+3+2+2,3+ 
3+3+2 和 3+2+2+2+2, 故 知 22 个 标定 点 
的 不 等 价 的 排列 方式 共有 14 种 . 

1.:50 ”在 m x2 方 格 表 的 每 个 方 格 内 都 填 人 一 个 自然 数 ,使 得 表 
中 每 一 列 数 都 自 上 而 下 严格 递增 , 且 每 一 行 数 都 从 左 至 右 非 严 格 递增 . 
我 们 用 L(al CC2 ,Op) 表示 在 方 格 表 中 填 人 Ql 个 1 , a» 个 2， ,Qa 个 
& 的 所 有 满足 要 求 的 不 同 填 数 法 的 总 数 , 求 证 函数 工 的 值 与 自 变量 的 
排列 顺序 无 关 . / 
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《圣彼得堡 代表 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 
[证 ] 显然 ,只 须 证 明 
Llaiysa2, ,ap 1rap rapt p+2s""* sak) 

= L(aiyaz, ,ap 1 sapt1l rp ap+2s""* ,Qk ), 人 

即 函 数 工 的 值 在 交换 某 相 邻 二 元 时 保持 不 变 . 

将 mx x n 数 表 中 填 有 数 1,2,… , 的 个 数 依次 为 a1，… ,a 1,a,， 
ap+1,4p+2，"… ,ag 的 所 有 不 同 数 表 的 集合 记 为 A , 填 有 数 1,2,…,& 的 个 
数 依次 为 a1,…,ap_1;,4apr1;4p,ap+2，…,a4 的 所 有 不 同 数 表 的 集合 记 
为 B. 为 证 等 式 中 ,只 要 在 集合 A 与 已 之 间 建 立 一 个 双 射 就 可 以 了 . 

对 任意 数 表 a E 4 ,考察 表 中 填 数 为 p 或 p+ 1 的 所 有 方 格 的 集合 
AM , 称 之 为 “市 形 ”. 显然 , 带 形 M 与 方 格 表 的 每 一 列 至 多 交 于 两 个 方 
格 ;而 且 这 两 个 方 格 相 邻 ,上 格 中 写 有 户 ,下 格 中 写 有 p + 1. 同 时 ,如 果 
带 形 W 与 方 格 表 的 某 行 之 交 多 于 1 个 方 格 , 则 这 些 方 格 左右 相 邻 , 且 
其 中 填 有 p 的 任 一 方 格 都 在 填 有 p + 1 的 方 格 的 左边 .这 时 , M 中 共有 
ap 十 ap+l 个 方 格 ,其 中 a, 个 方 格 中 写 有 如 ,aol 个 方 格 中 写 有 p+ 1. 

设 M 与 方 格 表 中 的 g 列 之 交 各 为 两 格 , 而 与 其 他 列 之 交 至 多 1 格 . 
将 这 9 对 方 格 去 掉 后 , M 中 的 其 余 方 格 将 分 解 为 若干 个 互 不 相连 的 1 
x d 的 “ 模 条 ” ,这些 横 条 中 共 分 布 着 a, 一 g 个 p 和 apy1 一 g 个 p+1. 对 
其 中 每 个 1x a 横 条 , 设 其 左边 di 个 方 格 中 写 有 pp ,右边 4 个 方 格 中 写 
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有 p+1. 现 将 横 条 中 的 左边 d; 个 方 格 中 填 人 bp, 右边 dj 个 方 格 中 写 入 
p + 1. 则 当 对 每 个 横 条 中 的 数 都 作 了 这 样 改动 之 后 (其 余 方 格 中 的 数 
不 变 ) ,所 得 的 数 表 8 中 恰 有 a 个 p 和 a 个 p+1, 即 8&€ B. 易 见 ,由 
a 一 > 有 的 对 应 是 个 双 射 . 

.1.51 “将 一 枚 硬币 掷 出 , 若 出 现 正面 ,点 P 就 在 数 轴 上 移动 + 1， 
若 出 现 反面 就 不 动 , 掷 币 次 数 不 超过 12, 而 且 点 已 到 达 了 坐标 点 + 10 
就 不 再 挪 币 了 , 问 点 P 到 过 坐标 + 10 的 所 有 不 同情 况 有 多 少 种 ? 

(中 国 浙江 省 数学 夏令 营 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 最 后 一 次 撕 币 必须 是 正面 . 
(1) 掷 10 次 正面 可 到 点 + 10, 有 一 种 . 
(2) 搓 11 次 ,因为 最 后 一 次 是 正面 ,所 以 前 10 次 掷 币 中 需 出 现 1 次 


反面 ,其 可 能 情况 有 C l= 10 种 . 第 
(3) 掷 12 次 ,因为 最 后 一 次 是 正面 ,所 以 前 11 次 掷 币 中 需 出 现 2 次 站 和 
反面 ,其 可 能 情况 有 CT = 55 种 . 孝 


所 以 共有 1+ 10+ 55 = 66 种. 

1.52 ”在 掷 便 币 时 ,如 果 用 2Z 表示 正 面 朝 上 ,用 下 表示 反面 朝 上 ， 
那么 掷 硬 币 的 序列 就 表示 为 由 Z 和 下 组 成 的 序列 .我 们 可 以 统计 在 这 
种 序列 中 正面 紧 跟 着 反面 (FZ) 的 出 现 次 数 ,正面 紧 跟着 正面 (22Z) 的 
出 现 次 数 ,…. 例如 序列 

ZZFFZIIZFZIFFFF 
是 掷 15 次 硬币 的 结果 ,其 中 有 5 个 2Z,3 个 ZF,2 个 到,4 个 FF. 在 挪 
15 次 硬币 的 序列 中 恰 有 2 个 22,3 个 ZF,4 个 FzZ 和 5 个 FF 的 序列 共 
有 多 少 个 ? 
(第 4 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1987 年 ) 

E 解 ] 显然 ,一 个 掷 硬 币 的 序列 可 以 视 为 是 由 Z 段 和 下 段 相 间 组 
成 的 . 当 从 Z 段 进 入 下 段 时 ,分 界 处 出 现 一 个 ZF; 当 从 下段 进入 Z 段 
时 ,就 出 现 一 个 FZ. 

由 已 知 ,序列 中 出 现 4 个 有 也 和 3 个 ZF, 因 此 这 个 序列 必 以 下 开头 
而 以 Z 结尾 且 共 分 为 8 段 : 

(F)(Z)(F)(Z)(F)(Z)(F)(Z), 
其 中 (FF) 和 (Z) 分 别 表示 下 段 和 Z 段 . 
易 见 ,相同 学 母 的 段 中 车 有 > 1 个 字母 ,将 分 别 产生 有 -1 个 2ZZ 
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或 FF .既然 序列 中 怡 有 2 个 2, 故 序 列 中 必 共 有 6 个 Z.4 个 Z 段 中 每 
段 先 排 好 1 个 Z, 然 后 把 余下 的 2 个 Z 排 人 1 个 或 2 个 Z 段 中 ,不 同 的 
排 法 共有 Cl + Cf? = C3 = 10 种 . 

因为 序列 共有 15 项 ,除去 6 个 Z 之 外 ,还 有 9 个 下 .把 9 个 下 分 成 
4 段 , 设 4 段 中 rr 的 个 数 分 别 为 x ,zr2 ,zx3,X4; 则 有 

XI+ X22+ x3+ x4 = 9, 

问题 化 为 求 这 个 不 定 方程 的 正 整数 解 组 的 个 数 . 显然, 它 共 有 Ci = 56 
组 解 . 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 序列 共有 560 个 . 

1.53 ”给 定 个 不 同 的 字母 ,每 个 可 用 两 次 , 配 成 n 对 ,每 一 对 中 
的 两 个 字母 可 以 相同 也 可 以 不 同 . 用 ww 表示 不 同 的 配对 方式 的 种 数 
(仅仅 是 对 的 顺序 不 同 或 某 些 对 中 两 个 字母 的 顺序 不 同 ,认为 是 同一 种 
配对 方式 ). 求 证 


Unt+] 一 (n 十 1) au, 和 


rw 号 次 





Un-2. 


n(n—1) 
2 


(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 考察 n + 1 个 字母 cl ,az,…,a, 和 4 的 配对 情形 与 前 nn 个 
字母 配对 情形 的 关系 .对 于 前 ”个 字母 的 每 种 配对 方式 ,加 入 一 对 (6， 
0) ,就 得 到 n + 1 个 字母 的 一 种 配对 方式 .对 于 前 ”个 字母 配 成 z 对 的 
一 种 配对 方式 ,从 中 任 取 一 对 数 (a; ,a;) 并 代 之 以 (a; ,56),(a;,5b), 则 就 
得 到 ”+ 1 个 字母 的 一 种 配对 方式 .这 样 , 共 可 得 到 (> + 1) wu 种 配对 方 
式 , 但 并 不 全 是 互 不 相同 的 . 如 果 原 先 ”个 字母 的 配对 中 有 两 对 (ca ,， 
Qj),(ai,4;),i 关 j ,那么 按 上 述 办 法 所 得 到 的 n +1 个 字母 的 配对 方式 
中 就 有 两 种 相同 的 配对 . 对 于 不 同 的 ; 和 7 共有 C? 种 不 同 的 选择 ,而 余 
下 的 n 一 2 个 字母 的 配对 共有 u,.，, 种 不 同方 式 , 故 有 


Ul = (n+ 1)wu, 一 n(n 一 1)u,3. 


1.54 ”在 阿 巴 部 落 里 有 两 个 字母 .已 知 这 种 语言 的 任何 单词 都 不 
是 为 一 个 单词 的 词 头 . 问 这 个 部 落 的 语言 词典 能 否 包 含有 :3 个 各 有 4 
个 字母 的 单词 ,10 个 各 有 5 个 字母 的 单词 ,30 个 各 有 6 个 字母 的 单词 和 
5 个 各 有 7 个 字母 的 单词 ? 
(第 17 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
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[ 解 ] 由 两 个 不 同 字 母 , 组 成 有 7 个 字母 的 单词 , 共 可 组 成 2” = 
128 个 不 同 单词 .但 由 于 任何 单词 都 不 能 是 男 一 个 单词 的 词 头 , 故 有 7 
个 字母 的 单词 ,其 前 4,$,6 个 字母 不 能 和 已 有 单词 相同 . 这 样 的 不 合用 
的 有 7 个 字母 的 单词 共有 3x8+10x4+30x2=124 个 .因而 可 用 
的 有 7 个 字母 的 单词 只 有 4 个 ,无 法 满足 要 求 . 
1:55 ”在 某 部 落 的 语言 中 ,任何 由 0 和 1 所 构成 的 含有 10 个 数码 
的 序列 都 是 一 个 单词 .两 个 单词 为 同义词 ,当量 仅 当 其 中 一 个 词 可 由 另 
一 个 经 过 如 下 程序 而 得 到 : 即 先 从 单词 中 划 去 若干 个 相连 的 数码 ,这 些 
数码 的 和 应 为 偶数 ,再 将 划 去 的 数码 按 相 反 的 顺序 写 在 原 位 上 . 问 该 部 
落 的 车 吾 言 中 共 《有 多少 个 意义 不 同 的 单词 ? 
(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 我 们 把 题 中 所 述 的 同义词 的 数码 变换 称 为 同 义 变换 . 如 果 和 
一 个 单词 中 左 起 第 1 个 0 的 右边 至 少 有 两 个 1, 则 可 将 第 1 个 0 起 到 右 计 癌 
方 第 2 个 1 为止 的 一 段 数码 换 为 相反 的 顺序 ,这 导致 左 起 第 1 个 0 的 右 。 | 乾 
边 1 的 个 数 至 少 减少 1 个 .因此 ,每 个 单词 都 或 为 0000000000 或 为 形 如 
11:…100:…:0 1 00:::0 OD 


nn 个 个 9 一 9 一 mm 个 
的 单词 的 同义词 ,其 中 nn ,mmr 宇 0,n+m 碌 9. 容 易 看 出 , 形 如 人 @ 的 单词 
共有 55 个 .所 以 ,意义 不 同 的 单词 共有 56 个. 
事实 上 , 当 两 个 形 如 @ 的 单词 中 ”不 同时 ,两 个 单词 当然 不 同 义 . 
当 ”相同 而 六 不 同时 ， 因为 同 义 变换 不 变 nm 的 值 ,所 以 两 个 单词 也 不 
同 义 . 
1.56 ”由 A,B 两 个 字母 组 成 的 长 为 15 的 序列 ,满足 以 下 条 件 : 
对 于 连续 两 个 字母 ,要 求 AA 出 现 5 次 ,AB, BA,BB 各 出 现 3 次. 
问 这 样 的 序列 共有 多 少 个 ? 
比如 在 AABBAAAABAABBBB 中 ,44 出 现 了 5 次 ,AB 出 现 了 3 
次 ,BA 出现 了 2 次 ,BB 出 现 了 4 次 ,不 满足 以 上 条 件 . 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 先 考虑 A 开头 的 序列 . 
由 于 AB, BA 与 BB 恰好 出 现 3 次 ,这 样 的 序列 结构 是 
-ABABA3By… As. 
在 B;(i = 1,2,3) 之 后 恰好 插 进 3 个 B. 设 在 B; 之 后 插 进 了 x 个 B, 则 
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绸 吵 说 


X11+ X22+ XxX3 = 3. 
这 个 方程 的 非 负 整数 解 的 组 数 为 C5， = 10 个 . 
在 Ai(i = 1,2,3,4) 之 前 插入 5 个 A. 设 在 A; 之 前 插入 yy 个 A, 则 
yt+y+y3+y4=3 
这 个 方程 的 非 负 整数 解 的 组 数 为 C8 = 56 个 ， 
所 以 这 样 的 序列 共有 
56 x 10 = 560 个 . 
1.57 ”在 一 次 射击 比赛 中 ,有 8 个 泥 质 靶子 挂 
成 右 图 所 示 的 3 列 , 一 位 神枪手 按 如 下 规则 打 掉 所 有 


靶子 : 
(1) 首先 选择 将 要 有 一 个 靶子 被 打 掉 的 一 列 ; 1 
(2) 然后 在 被 选中 的 一 列 中 打 掉 尚 存 的 最 下 面 
一 个 靶子 . 
问 打 掉 这 8 个 靶子 共有 多 少 种 不 同 顺 序 ? 
《第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 先 考 察 最 左边 的 一 列 ,打下 这 3 个 靶子 的 顺序 有 Ci 种 可 
能 . 再 考察 中 间 一 列 ,打下 这 两 个 靶子 的 不 同 顺序 有 C3 种 可 能 .余下 的 
3 个 号 码 是 打下 最 后 一 列 3 个 靶子 的 顺序 .所 以 不 同 顺 序 的 总 数 为 

S= Ci.C?= 56x10= 560. 

[ 解 2] 8 个 靶子 号 码 的 全 排列 有 8! 种 .但 是 每 一 列 的 靶子 被 打 掉 

的 顺序 必须 是 由 下 到 上 ,不 能 随意 排列 ,所 以 ,所 有 不 同 顺 序 的 总 数 为 


1.58 经理 将 要 打印 的 信件 交 给 秘书 ,每 次 给 一 封 , 且 放 在 信封 
的 最 上 面 ,秘书 一 有 空 就 从 最 上 面 拿 一 封 信 来 打 . 有 一 天 共有 9 封 信 要 
打 , 经 理 按 第 1 封 ,第 2 封 ,… ,第 9 封 的 顺序 交 给 秘书 .午饭 时 ,秘书 告 
诉 同 事 , 已 把 第 8 封 信 打 印 好 了 ,但 未 透露 上 午 工作 的 其 他 情况 ,这 个 
同事 很 想 知 道 按 什么 顺序 来 打印 .根据 以 上 信息 ,下 午 打 印 的 信 的 顺序 
有 多 少 种 可 能 ?( 没 有 要 打 的 信也 是 一 种 可 能 . ) 

(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 我 们 分 两 种 情形 来 分 别 计 数 . 

(1) 第 9 封 信 在 上 午 送 给 秘书 . 令 
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”两 个 男孩 , 间 j 共有 多 少 种 不 同 的 排列 方法 (只 要 把 圆 旋转 一 下 就 重合 的 


T= {1,2,3,4,5,6,7,9}, 
则 下 午 打 印 的 每 种 可 能 都 是 T 的 一 个 子 集 , 因 为 秘书 可 以 把 不 在 于 集 
中 的 信件 上 竺 一 送 来 就 打 完 了 ,而 未 打 别 的 信 . 集 工 有 8 个 元 素 , 故 有 
2” = 256 个 不 同 子 集 (包括 空 集 ). 
(2) 第 9 封 信和 在 午后 才 送 给 秘书 . 令 
S = 11,2,3,4,5,6,7}, 

则 上 午 未 打印 的 信 的 号 码 是 S 的 一 个 子 集 . 若 将 9 排 在 子 集 之 后 , 则 与 
(1) 中 的 情形 相同 , 故 只 有 子 集中 至 少 有 一 封 信 已 于 下 午 打 印 之 后 第 9 
封 信 才 送 来 的 情形 才 是 新 的 可 能 顺序 . 这 又 相当 于 把 号 码 9 放 在 该 子 
集 的 非 最 后 的 位 置 上 .对 于 有 上 个 元 素 的 子 集 ,号 码 9 有 kk 个 位 置 可 放 ， 
即 可 放 在 第 : - 1 个 元 素 之 后 和 第 i 个 元 素 之 前 ,i = 1,2,…, 上 .于 是 不 
同 顺序 总 数 为 


Pics = = ct ! = 7 x 26 = 448， 


即 下 午 有 448 种 可 能 的 打印 顺序 ， 
1.59 8 个 女孩 和 25 个 男孩 围 成 一 圈 ,任意 两 个 女孩 之 间 至 少 站 


排 法 认为 是 同一 种 )? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 固定 女孩 中 的 一 个 记 为 A, 对 任何 一 个 满足 要 求 的 贺 排 
列 , 从 A 开始 按 顺 时 针 方 向 将 它 变 成 一 个 直 排 . 由 于 每 个 女孩 后 面 至 
少 有 两 个 男孩 ,我 们 将 每 个 女孩 连同 紧 随 其 后 的 两 个 男孩 对 应 于 一 
黑 球 ,而 其 余 的 9 个 男孩 每 人 对 应 于 一 个 白 球 , 则 当 只 计 男 孩 与 女孩 的 
不 同 而 不 计 女 孩 与 女孩 ,男孩 与 男孩 之 间 的 不 同时 ,这 个 对 应 是 双 射 ， 
由 此 而 导致 的 排列 之 间 的 对 应 也 是 双 射 .于 是 问题 化 为 8 个 黑 球 与 9 个 
昌 球 且 第 一 球 为 黑 球 的 所 有 不 同 排列 数 的 计算 .显然 ,这 时 不 同 排列 的 
个 数 为 Ci6. 

对 于 黑 球 与 白 球 的 每 种 排列 ,其 中 每 个 黑 球 对 应 于 一 个 三 人 组 ,其 
中 第 一 人 为 女孩 ,后 两 人 为 男孩 .将 除 4 以 外 7 个 女孩 分 别 排 到 后 7 个 
三 人 组 中 ,共有 71! 种 排列 法 ;将 2S 个 男孩 排 人 到 25 个 位 置 , 计 有 2$1! 种 


不 同 排列 法 .由 乘法 原理 便 知 ,所 求 的 不 同 排列 共有 1 ?站 种 ， 
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1.60 ” 某 班 的 男生 与 女生 数 相同 (全 班 人 数 不 少 于 4 人 ) .将 他 们 
以 各 种 不 同 的 方式 排 成 一 行 , 看 看 能 否 将 这 一 行 分 成 两 部 分 ,使 得 在 每 
一 部 分 中 ,男生 和 女生 都 各 占 一 半 . 设 不 能 这 样 分 开 的 排 法 的 个 数 为 
a, 恰 有 一 种 方法 可 以 这 样 分 开 的 排 法 的 个 数 为 5, 求证 5 = 2a. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 我 们 把 男生 对 应 于 + 1, 女 生 对 应 于 - 1 ,于 是 每 种 排 法 都 
对 应 于 一 个 以 + 1 和 一 1 为 项 的 数列 . 设 这 班 学生 数 为 2n ,于 是 数列 的 
项 数 为 2n , 旦 数列 的 22 项 之 和 为 0. 这 些 数列 中 ,所 有 不 能 分 成 两 段 ， 
使 每 段 各 项 之 和 都 为 0 的 数列 所 成 的 集合 记 为 A; 所 有 的 恰 有 一 种 方 
法 可 以 分 成 两 段 ,使 每 段 各 项 之 和 都 为 0 的 数列 的 集合 记 为 B. 显然 ， 
[|A|=a,|B[= 6. 

由 于 将 一 个 数列 中 的 + 1 和 -1 互 换 所 得 的 新 数列 与 原 数列 同属 
于 A 或 同属 于 B, 故 可 只 考虑 集合 A,B 中 以 + 1 开头 的 数列 ,并 将 这 样 
数列 所 成 的 子 集 分别 记 为 A, ,Bi .显然 ,只 须 证 明 | Bi| = 21Al|. 

B) 中 的 数列 都 以 + 1 开头 , 且 都 可 以 惟一 的 方式 分 成 两 段 , 使 每 段 
的 各 项 之 和 都 为 0. 后 段 的 开头 可 为 +1, 也 可 为 -1, 且 当 将 后 段 中 的 + 
1 和 一 1 互 换 时 ,所 得 的 数列 仍 属于 Bl1. 我 们 将 后 段 首 项 为 + 1 的 数列 
构成 的 子 集 记 为 B1 ,后 段 首 项 为 - 1 的 数列 构成 的 子 集 记 为 B1/“. 显 
然 有 | Bi | = | B1”| .于 是 问题 化 为 证 明 | BL = |Al|. 

下 面 我 们 用 在 B 和 Al 之 间 建 立 一 个 双 射 的 办 法 来 证 明 
1B1|=|A1|. 设 


By, r= (TL XI Ti 
它 可 以 惟一 方式 分 成 两 段 
(zx, T2907 T), (1 2) 


其 中 zj = 1 il 三 1 zi 二 + 十 tr=0,rt+ rr, = 0,8 
人 二 I++ 二 十 和 天 0 天 1 有 委 21 一 1 令 
”y= (Dr Z2 Tj Tj XI ). 
因为 zl = 1 且 Si 关 0,k = 1,2,…,j 一 1, 且 Si 与 $441 之 差 为 1, 故 有 
St >0,k 二 1,2,…,j 一 1. 又 因 zxjwi = 1, 故 数列 y 的 前 项 之 和 
Ti= ritS 1>0,k = 1,2,…,;j+1, 
T= 9 天 (0， 有 一 1) 十 2271 一 上 
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由 此 可 见 y € 4 .容易 看 出 ,这 个 映射 是 单 射 . 

另 一 方面 ,对 任意 yE At:(yl yw) 由 定义 知 TT 二 十 
yp 于 十 内 >0R 挟 21 一 上 了 2， 三 0. 特别 地 有 T = 人 + 
故 ys =+1. 又 因 T，= 0, 故 必 有 某 些 部 分 和 五 的 值 为 + 1, 设 其 中 下 
标 最 小 的 一 个 为 T .考察 数列 

之 一 (2 
因为 Ti 宇 2, = 1,2,…,k0 一 1, 故 这 的 部 分 和 

Se = Tir-l 守 1l,k = 1,2,.…,ko— 2, 
Sh-1 = fi -1=0, 
Se = TO,k= ko,kot+ 1,…,2n—1. 
可 见 ,x € Bl , 且 在 规定 映射 下 ,y 即 为 z 的 映射 象 .由 y € Ai 的 任意 
性 知 映射 为 满 射 , 从 而 为 双 射 . 

1-61 用 6 种 不 同 的 颜色 来 涂 正方 体 的 6 个 面 ,使 不 同 的 面 涂 有 
不 同 的 颜色 ,共有 多 少 种 不 同 的 涂 色 法 (将 正方 体 任意 旋转 之 后 仍然 不 
同 的 涂 色 法 , 才 被 认为 是 不 同 的 )? 

(第 1 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1935 年 ) 

[ 解 ] 将 正方 体 的 6 面 涂 上 互 不 相同 的 颜色 ,共有 6! = 720 种 涂 
色 法 .但 其 中 某 些 种 涂 色 法 仅仅 是 位 置 不 同 ,将 正方 形 旋转 之 后 即 可 变 
成 同一 种 . 按 题 中 约定 ,这 样 的 两 种 涂 色 法 被 认为 是 同一 种 . 

对 于 一 个 已 涂 好 6 种 颜色 的 正方 体 , 可 选取 6 面 中 的 1 面 作为 底 
面 , 共 有 6 种 不 同 选 法 .然后 从 4 个 侧面 中 选取 一 个 作为 正面 ,有 4 种 不 
同 选 法 .于 是 这 个 正方 体 共 有 24 种 不 同位 置 , 亦 即 在 上 面 计数 中 ,每 种 
涂 色 法 恰 被 计数 24 次 . 故 知 不 同 的 涂 色 法 共有 30 种 . 

1.62 ”以 各 种 不 同 的 方法 将 ” 个 黑 球 和 ?7 个 白 球 排 成 一 行 ,并 计 
算 每 种 这 样 排列 中 , 球 的 颜色 改变 的 次 数 ,求证 颜色 改变 次 数 为 n 一 上 
的 排 法 和 颜色 改变 次 数 为 n + 的 排 法 的 种 数 同样 多 (0 < A < 7). 

( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 1] 首先 ,我 们 来 计算 , 当 ww 为 奇数 时 ,有 和 多少 种 方法 可 以 使 n 
个 黑 球 与 n 个 白 球 排 成 一 行 ,使 得 颜色 改变 的 次 数 怡 好 为 v. 

设 v = 2m+1. 在 n 个 黑 球 与 4 个 白 球 所 排 成 的 一 行 中 ,我 们 把 相 
邻 两 次 改变 颜色 之 间 的 若干 个 同色 球 称 为 一 段 . 由 于 共 改 变 颜 色 2zm + 
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此 于 
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1 次 ,所 以 这 一 行 共有 2m + 2 段 ,其 中 黑 球 和 白 球 各 有 m + 1 段 .由 此 
可 见 , 改 变 颜 色 vv 次 的 每 种 排 法 ,都 对 应 于 分 别 把 x 个 黑 球 的 一 行 入 n 
个 白 球 的 一 行 分 成 m + 1 段 , 然 后 把 m + 1 段 黑 球 和 m + 1 段 白 球 交 
替 地 排 成 一 行 所 得 .但 因 排 成 一 行 时 可 从 白 球 段 开 始 , 也 可 以 从 黑 球 有 段 
开始 ,所 以 对 于 个 黑 球 与 个 白 球 的 每 种 分 段 法 ,可 以 得 到 两 种 满足 
要 求 的 排 法 .而 对 黑 球 与 白 球 的 不 同 的 一 对 分 段 法 ,得 到 的 改变 颜色 vw 
次 的 排 法 互 不 相同 . 

将 排 成 一 行 的 n 个 黑 球 分 为 m +1 段 ,相当 于 从 2- 工 个 空隙 中 选 
取 xm 个 作 段 之 间 的 分 界线 ,所 以 共有 C 种 取 法 .因而 ,改变 wv 次 颜 
色 的 不 同 排 法 的 总 数 为 2(C ”1)*. 

这 样 , 当 n -为 奇数 时 ,2 + 上 也 是 奇数 ,于 是 改变 n -& 次 颜色 
和 改变 n + 上 次 颜色 的 所 有 不 同 排 法 的 种 数 分 别 为 

2(0C 7 ,2(0C21)2， 

其 中 mm = 方 (n 一 上 一 1 ,m2 = 二 (n+ 一 ). 易 见 mi+ ma = n 
一 1 从 而 有 CC 型 , = CO 可见, 当 ” 一 上 为 奇数 时 ,颜色 改变 n -上 次 
的 不 同 排 法 种 数 与 颜色 改变 nw +& 次 的 不 同 排 法 种 数 相等 . 

其 次 , 当 vw 为 偶数 时 , 记 v = 2m .这 时 ,颜色 改变 次 数 为 2m 的 每 
种 排 法 中 , 黑 球 与 白 球 的 段 数 之 和 为 2m + 1. 或 者 有 m + 1 段 黑 球 入 
段 白 球 , 或 者 有 m + 1 段 白 球 和 xm 段 黑 球 .类 似 的 论证 表明 ,颜色 改变 
次 数 为 2m 的 排 法 种 数 是 2C*1C*-! 

当 n 一 上 为 偶数 时 ,n + 上 也 为 偶数 .于 是 ,颜色 改变 n -上 次 入 
+ 大 次 的 不 同 排 法 种 数 分 别 为 

2C™ Cm 2C22C Yi! ， 
其 中 mi = 六 (za 一 此 ) ,1112 = 方 (n + 让). 易 见 ml+m,-1=n-1,， 
从 而 有 
Ci = CY ,Cr 二 CO 

由 此 可 见 ,颜色 改变 2 -& 次 和 7 + 次 的 不 同 排 法 的 种 数 同 样 多 . 

[证 2j 我 们 记 颜 色 改 变 n -次 的 所 有 不 同 排 法 所 成 的 集合 为 
4 ,颜色 改变 ”+ 次 的 所 有 不 同 排 法 所 成 的 集合 为 B, 并 通过 建立 A 
与 如 之 间 的 一 个 双 射 来 证 明 两 个 集合 的 元 素 个 数 相 等 . 
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(1) 对 于 任意 a € A, 设 a 的 排 法 如 下 


OOOC@@@ 0000e CO@@CCO@SSSCOO 人) 


(前 例 是 n = 6, = 3 的 情形 ,后 例 是 n = 6,& = 2 的 情形 ). 一 行 球 的 


颜色 改变 )-R& 次 , 故 其 中 颜色 相同 的 球 共 有 2 -有 + 1 上段 . 设 白 球 有 
ml 段 , 黑 球 有 m; 段 , 则 当 第 1 球 为 白 球 时 ,我 们 有 


| | 
nl 一 ni2 一 


才 ( 一 大 + 2)， 到 (m 到 ), 当 -上 为 偶数 ， 
当 第 1 球 为 黑 球 时 ,上 述 表 示 式 互 换 . 

(2) 中 所 示 的 排 法 对 应 于 2 个 日 球 分 为 mi 段 和 n 个 黑 球 分 为 
m2 段 的 一 种 分 法 : 

OO0ODO ®eekeee OOCOPDO ®eb@eeee (人 

(3) 将 @ 中 所 示 的 分 法 中 ,所 有 分 界线 去 掉 并 在 原来 没有 分 界线 
的 空隙 中 填 上 分 界线 ,于 是 得 到 新 的 分 法 

oocccp eeleelee cccpcb eleeeele ® 
设 这 时 日 球 分 成 m 1 段 , 黑 球 分 成 m5; 段 , 则 有 mr +m 1 = nt+1,n 
+ 71 5 = n+t+l. 

(4) 改变 第 1 球 的 颜色 ( 原 为 白 球 时 ,现在 排 黑 球 ; 原 为 黑 球 时 , 现 
在 排 白 球 ) 并 按 @ 中 的 分 段 交替 地 排 上 黑 球 段 与 白 球 段 , 便 得 到 排 法 
如 下 

O0800@0 SC@SCO@COSCS @ 
这 时 ,新 排 法 中 共有 mm + m ,上 段 球 ,颜色 改变 m+ mm 一 1 次 .因为 
mi+t+m2 1=2(n+1)- (m+m)-1=2n+l1-(n-k+1) 
= nn 十 上 ,所 以 ,也 中 所 示 的 排 法 属于 B. 这 样 ,我 们 就 建立 了 一 个 由 A 
到 B 的 映射 . 

容易 看 出 ,对 于 a ,a € A,a 关 a ,二 者 所 对 应 的 黑白 球 的 分 法 不 
同 , 从 而 改换 后 所 得 的 黑白 球 的 分 法 @ 也 不 同 ,因而 所 对 应 的 B 中 的 
排 法 也 不 同 ,这 表明 上 述 映 射 为 单 射 .又 因 这 个 映射 过 程 是 可 道 的 , 当 
然 是 满 射 .从 而 这 个 映射 为 双 射 . 

1.63 ”在 坐标 空间 中 绘 定 一 个 点 集 下 , 它 由 3 个 坐标 都 是 由 0 到 
1982 之 间 的 整数 的 所 有 点 组 成 .将 E 中 每 点 都 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,使 
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得 顶点 在 五 中 而 楼 平行 于 坐标 轴 的 每 个 长 方 体 上 的 红色 顶点 数 都 能 
被 4 整除 . 问 这 样 的 不 同 涂 色 法 共有 多 少 种 ? 
组 (第 24 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 首先 证 明 如 下 的 引 理 . 

引 理 ”集合 瑟 中 点 的 涂 色 满足 题 中 要 求 的 充分 必要 条 件 是 ,顶点 
在 EE 中 且 边 平行 于 坐标 轴 的 每 个 矩形 都 有 侦 数 个 红 顶 点 . 

引 理 的 证 明 “” 若 有 某 个 矩形 ro 的 红 顶 点 数 为 奇数 ,不 妨 设 它 恰 
有 1 个 红 顶 点 .考察 以 xo 为 公共 界面 的 两 个 长 方 体 ,在 二 者 中 与 xo 相 
对 的 面 分 别 为 x 和 x. 由 于 涂 色 满足 题 中 要 求 , 故 矩形 xx| 和 7x, 各 有 3 
个 红 顶 点 .从 而 以 xl 和 zx 为 一 组 相对 面 的 长 方 体 有 6 个 红 顶 点 ,矛盾 . 
这 就 证 明了 必要 性 . 

设 每 个 矩形 都 有 偶数 个 红 顶 点 .对 于 任意 一 个 长 方 体 ,如 果 它 的 所 
有 项 点 都 同色 , 则 红 顶 点 数 当 然 能 被 4 整除 . 如 果 它 的 顶点 不 全 同色 ， 
则 必 有 1 条 校 , 它 的 两 个 端点 异 色 . 由 于 每 个 矩形 都 有 偶数 个 红 顶 点 ， 
所 以 长 方 体 中 与 它 平行 的 另外 3 条 楼 中 的 每 一 条 的 两 个 端点 都 异 色 . 
从 而 长 方 体 恰 有 4 个 红 顶 点 . 引 理 证 毕 . 

设 | 是 集合 E 与 3 条 坐标 轴 之 交 的 1+ 3 x 1982 个 点 的 集合 .对 
于 五 ; 的 任意 一 种 涂 色 法 ,存在 五 的 惟一 一 种 满足 要 求 的 涂 色 法 , 它 在 
E， 上 的 涂 色 与 给 定 涂 色情 形 相同 .为 此 考察 卫 数 

rr ya = dt 为 红 点 ， 
l 1] , 当 点 (zy,z) 为 蓝 点 ， 
并 由 f(z,y,z) 的 值 来 确定 点 (x,y,z) 的 颜色 .定义 模 2 加 法 运算 < 引 
b 如 下 : 
0, 当 a + 5， 为 偶数 ， 
so- | 
对 于 任意 的 (x ,y,z) € EF, 令 
flr,y,z) = fx,0,0) D f(0,y,0) BP f(0,0,z). 
容易 验证 ,这 一 公式 对 于 El! 中 的 点 成 立 , 且 当 按 这 样 定义 的 函数 值 
f(z,y ,zz) 来 确定 EF 中 的 点 的 涂 色 时 , 边 平行 于 坐标 轴 , 顶 点 在 到 
中 的 每 个 和 矩形 都 有 偶数 个 红 点 . 事实 上 , 当 和 矩形 顶点 依次 为 (x1, yi， 
z) (zyiz), (zyyz), (riy yx) 时 ,由 定义 便 有 
frisyis2) 四 Arzybz) 四 Arz) 申 Fr，z) 
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= f(xi,0,0) BD Ff(0,y1,0) BD fF0,0,z)B fr,0,0) 中 厂 0,， 
0) DB f(0,0,z) B flxr2,0,0) BD f(0,y2,0) BP f(0,0,2) PD 
fri,0,0) BD f(0,y2,0) BD f(0,0,2z) 

= 0， 

即 知 形 有 偶数 个 红 点 .这 表明 由 f(z,y,z) 的 值 所 确定 的 涂 色 满足 题 
中 要 求 . 
为 一 方面 ,对 于 在 El 上 的 涂 色 与 给 定 情形 相同 日 满足 题 中 要 求 的 
F 的 任 一 涂 色情 形 ,考察 点 (x ,y,z) 的 函数 值 f(x,y,z). 由 引 理 知 ， 
顶点 为 (x,y,0),(x,0,0),(0,y,0),(0,0,0) 的 矩形 有 偶数 个 红 顶 点 ， 
故 有 
filx,y,0) = f(x,0,0) 由 f(0,y,0) BB f(0,0,0). 
同 理 有 _ 
fi(x,0,2) = f(x,0,0) OD fF(0,0,0) BP f(0,0, z). 计 章 
从 而 又 有 
Pizyyz)= fi(x,y,0) PD f(z,0,0) BD fi(zr,0,z) 

= f(x,0,0)D f(0,y,0)D fC0,0,0)B fr,0,0) BD f(z ,0,0)O 
f(0,0,0) D f(0,0, z) 

= f(x,0,0) DB f(0,y,0) Bf(0,0,z) = f(x,y,z). 

这 就 证 明了 由 EI 的 涂 色 到 的 满足 题 中 要 求 的 涂 色 法 的 对 应 是 一 个 
双 射 .从 而 EE 的 满足 题 中 要 求 的 不 同 涂 色 法 的 总 数 等 于 El 的 涂 色 法 总 
数 21+3x1982 二 25947 

1-64 ” 设 X,Y 的 正 半 轴 上 各 有 nm 个 和 个 定点 ,在 此 m 及 nn 个 
点 中 ,每 两 点 连 一 线段 ,如 果 每 三 条 线段 不 共 点 , 试 确定 所 连 全 体 线段 
交点 的 个 数 (不 包括 线段 的 端点 ). 

(第 20 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1959 年 ) 

[ 解 ] 在 X 轴 及 立轴 上 各 任 取 两 点 连 成 一 个 凸 四 边 形 ,其 对 角 线 
的 区 点 必 在 第 工 象限 内 .反之 一 切线 段 的 交点 中 的 每 一 个 都 对 应 一 个 
有 两 边 分 别 在 X 轴 及 Y 轴 上 的 凸 四 边 形 . 

再 由 题 设 ,在 第 ] 象限 内 无 三 线段 共 点 的 情形 出 现 ,因此 所 连 线 
段 的 交点 是 唯一 确定 的 . 

以 X 轴 上 任 两 点 及 了 轴 上 任 两 点 组 成 的 凸 四 边 形 共有 
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2 mn(m— 1)(no1) 
CC 和 4 


个 ,此 即 为 题 设 的 交点 的 个 数 . 
1.65 ”已 知 某 凸 w 边 形 的 任何 两 条 对 角 线 都 不 平行 ,任何 3 条 对 
角 线 都 不 交 于 一 点 , 求 在 n 边 形 之 外 的 对 角 线 所 在 直线 的 交点 总 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 72 边 形 有 7 个 顶点 ,这 半点 之 间 连 有 C2 条 线段 ,其 中 有 ?条 


是 多 边 形 的 边 , 故 对 角 线 总 数 为 m = C2 - = 2 -3). 这 疡 条 
对 角 线 共 C% 个 交点 .在 这 个 计数 过 程 中 ,每 个 顶点 恰 被 计数 & = 
C?_3 = 六 (Ca -3)(2 一 4) 次 .因而 除 顶 点 外 ,对 角 线 的 不 同 交 点 总 数 
(包括 形 内 与 形 外 ) 为 

mm-D) -kn = 计 n(n -3)(002 -TIn+14) =1. 


容易 验证 ,在 多 边 形 内 部 的 对 角 线 交点 总 数 为 C4. 从 而 在 形 外 的 对 角 


1- C4 =- n(n -3)( -4)(n -5). 


1.66 ”在 平面 上 给 定 5 点 ,其 中 两 两 连 线 互 不 重合 , 互 不 平行 也 互 
不 垂直 .经 过 其 中 每 点 作 其 余 各 点 间 连 线 的 垂 线 问 当 不 计 已 知 的 5 点 
时 ,这 些 垂 线 的 交点 最 多 有 多 少 个 ? 

(第 6 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 5 个 给 定点 之 间 两 两 连 线 共有 10 条 ,每 3 点 构成 一 个 三 角 
形 ,共有 C3 = 10 个 三 角形 .由 任何 4 点 可 连 出 6 条 直线 ,由 第 5 点 向 这 
6 条 线 分 别 作 垂 线 ,可 作 6 条 垂 线 , 故 总 计 有 30 条 这 样 的 垂 线 ， 

这 30 条 垂 线 两 两 相交 ,共有 C3 = 435 个 交点 (包括 重复 计数 和 多 
余 计 数 ). 对 于 5 点 间 10 条 连 线 的 每 一 条 ,从 另 3 点 向 它 所作 的 垂 线 互 
相 平行 ,彼此 之 间 没 有 交点 ,所 以 要 从 总 数 43$ 中 减 去 30 个 不 存在 的 交 
点 .又 因 10 个 三 角形 中 每 个 的 3 条 高 共 点 ,因而 又 要 减 去 重复 计数 中 多 
计 的 20 个 交点 .此 外 ,由 每 个 已 知 点 都 引出 6 条 垂 线 ,所 以 还 要 减 去 多 
计 的 5C6 = 75 个 交点 .这 样 , 剩 下 的 交点 总 数 为 

435 — 30 -20 ~ 75 = 310. 
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显然 ,可 以 适当 选 定 5 点 的 位 置 ,使 得 上 述 的 310 个 交点 都 互 不 相 
同 . 所 以 ,这 些 垂 线 之 间 的 交点 最 多 有 310 个 . 

1.67 已 知 规格 为 2 x 2 的 正方 形 纸 片 在 边 长 为 工 的 方 格 纸 上 兰 
住 了 不 少 于 7 个 结 点 , 问 它 到 底 盖 住 了 几 个 结 点 ? 

(第 48 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 如 果 正 方形 纸 片 盖 住 了 相距 2V2 的 两 个 
结 点 , 则 正方 形 恰 好 盖 在 4 个 方 格 上 ,从 而 盖 住 了 9 
个 结 点 . 

按 已 知 ,正方 形 纸 片 至 少 盖 住 了 7 个 结 点 ,如果 
不 是 上 述 情形 , 则 7 个 结 点 一 定 是 第 1 行 和 第 2 行 各 
3 个 ,第 3 行 1 个 结 点 如 右 图 所 示 . 考 察 人 ABC . 它 的 
面积 为 2 , 恰 为 正方 形 纸 片面 积 的 一 半 . 容易 证 明 , 对 于 正方 形 内 (包括 和 
边界 ) 的 三 角形 , 当日 仅 当 三 角形 的 一 条 边 与 正方 形 的 一 条 边 重合 且 计 章 
三 角形 的 第 3 个 顶点 在 正方 形 的 重合 一 边 的 对 边 上 时 ,三 角形 面积 等 数 
于 正方 形 面积 的 一 半 . 既然 正方 形 纸 片 盖 住 了 人 ABC ,由 此 可 知 , 它 一 
定 也 是 恰好 盖 住 了 方 格 纸 上 的 4 个 方 格 ,从 而 也 是 盖 住 了 9 个 结 点 . 

显然 ,2x2 的 正方 形 纸 片 至 多 盖 住 9 个 结 点 , 故 知 当 正 方形 纸 片 盖 
住 7 个 结 点 时 , 它 盖 住 了 9 个 结 点 . 

1.68 ”一 个 凸 多 面体 的 表面 由 12 个 正方 形 ,8 个 正六 边 形 和 6 个 
正八 边 形 组 成 , 且 每 个 顶点 都 恰 是 一 个 正方 形 ,一 个 正八 边 形 和 一 个 正 
六 边 形 的 公共 顶点 在 连结 多 面体 顶点 的 线段 中 ,有 多 少 条 在 多 面体 
内 ,而 不 是 在 面 上 或 多 面体 的 棱 ? 

(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 用 a,65,c,d 分 别 表示 凸 多 面体 的 顶点 数 , 棱 数 , 面 对 角 线 
数 和 体 对 角 线 数 . 

因为 在 每 个 顶点 恰 有 3 种 面 各 1 个 ,所 以 不 同 正方 形 的 顶点 必 为 多 
面体 的 不 同 顶点 , 放 有 a = 4x12 = 48. 又 因 每 个 顶点 都 引出 3 条 楼 而 


每 条 棱 连 结 两 个 顶点 ,所 以 有 6 = 2 = 72. 


每 个 正方 形 面 上 有 两 条 面 对 角 线 ,12 个 正方 形 面 上 共有 24 条 面 对 
角 线 .每 个 正六 边 形 面 上 有 2 - 6 = 9 条 面 对 角 线 ,8 个 正六 边 形 面 上 
有 72 条 面 对 角 线 .正八 边 形 面 上 有 3 - 8 = 20 条 面 对 角 线 ,6 个 正八 
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关中 这 


边 形 面 上 有 120 条 面 对 角 线 .所 以 , 凸 多 面体 共有 C = 216 条 面 对 角 
线 . 
由 于 多 面体 是 凸 的 ,所 以 
d=Ca-pb-c=128-72-216= 840, 
即 凸 多 面体 共有 840 条 体 对 角 线 . 

1.69 已 知 某 城市 的 形状 是 矩形 , 它 被 许多 条 街道 划分 成 许多 正 
方形 .南北 方 加 上 共有 mx 个 正方 形 , 东 西方 向 共有 ?2 个 正方 形 . 问 从 箱 
形 的 一 个 顶点 到 相对 的 顶点 的 最 短路 线 共 有 多 少 条 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[ 解 ] 易 见 ,从 矩形 的 一 个 顶点 到 它 的 相对 顶点 的 最 短路 线 由 和 
+ n 条 线段 组 成 (每 个 正方 形 的 一 条 边 都 称 之 为 一 条 线段 ) ,其 中 有 六 
条 线段 是 南北 向 的 ,n 条 是 东西 向 的 .显然 ,南北 向 的 m 条 线段 在 xm + 
n 条 线段 中 的 每 个 不 同 排列 都 惟一 确定 一 条 路 线 ,而且 路 线 不 则 所 对 
的 mm 条 南北 线段 的 位 置 也 不 同 , 即 二 者 之 间 的 对 应 关系 是 双 射 .所 以 ， 
所 求 的 路 线 总 数 是 C*,，,. 

1:70 设 O 是 边 长 为 1 的 方 格 纸 上 的 一 个 固定 的 结 点 . 现 以 已 表 
未 方 格 纸 上 的 以 点 O 为 起 点 ,长 度 为 上 旦 各 段 都 位 于 网 格 线 上 的 所 有 
不 同 折线 的 条 数 ,求证 对 所 有 上 ,都 有 已 < 2 x 3*. 

(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 对 于 上 = 1, 显 然 有 了 Pi 所 4<2x3. 设 当 k = m 时 结论 成 
立 , 当 k& = m+ 1 时 ,对 于 任何 一 条 长 度 为 m+1 的 满足 要 求 的 折线 ,去 
掉 其 最 后 长 度 为 1 的 部 分 ,就 得 到 一 条 长 度 为 m 且 满 足 要 求 的 折线 .在 
这 个 对 应 过 程 中 ,至 多 有 3 条 长 为 m + 1 的 折线 对 应 于 同一 条 长 度 为 
m 的 折线 , 故 有 

Pl 3P, <3x2x3”= 2x3”+l, 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

1:71 加 上 有 nr 个 点 (n > 1), 连 结 这 个 点 ,依次 记 为 Pi ,PP,， 
… ,了 P, ,使 得 折线 PP,…P, 不 自 交 , 问 这 样 的 连结 方法 有 多 少 种 ? 

( 原 联邦 德国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 我 们 首先 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 P, 点 确定 的 情况 下 ,可 能 
连结 的 方法 有 2”“ 种 . z 

当 二 2 时, 则 连结 PP 只 有 一 种 方法 , 即 1 = 22- 种 . 
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假设 对 n 个 点 有 22 一 种 连 法 ,再 增加 一 点 已 , 

由 于 对 每 一 种 连结 P, ,1 的 方法 ,而 已 必须 在 Pl 和 P, 之 间 , 因 
此 连 成 的 折线 或 是 P1P，… 了 P,P, 41, 或 是 P,1P1P，…P;, 即 有 2 种 可 能 
的 选择 . 

由 此 可 得 ,nn + 1 个 点 有 2 2” = 2620 种 连 法 ,因而 对 ”+ 1， 
命题 成 立 . 

由 以 上 ,对 n> 1 个 点 , 当 P, 点 确定 之 后 ,有 2” 种 连 法 . 

因为 已, 的 选择 有 种 可 能 ,所 以 符合 题目 要 求 的 连接 方法 有 7 ， 
2"”…2 种 ， 

1.72 设 M 是 平面 上 所 有 整 点 的 集合 , M 中 的 点 1 Po, Pi,…, 了 ,| 
构成 的 一 条 折线 满足 P,P; = 1,i = 1,2,…,7n, 则 称 这 条 折线 长 度 为 
n.F(n) 表示 起 点 Po 在 原点 而 终点 P, 在 x 轴 上 的 长 度 为 n 的 不 同 折 
线 的 条 数 , 求 证 F(n) = C3,. 


证 1 流 


计 
数 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 考察 有 nm 步 是 向 y 轴 正 向 走 的 折线 .因为 折线 从 原点 出 
发 ,最 后 要 回 到 z 轴 ,所 以 必 有 关 步 是 向 y 轴 负 向 走 的 ,其 余 的 2 -2z 
步 则 既 可 向 x 轴 正 向 又 可 向 zx 轴 负 向 走 . 因此 , 这 种 折线 的 条 数 为 
CYC4 nm 2 2 从 而 知 长 度 为 n 的 所 有 不 同 折线 的 条 数 为 
[这] 


F(n) = yc; "C22 中 
下 面 用 母 函 数 法 来 计算 中 式 右 端的 和 数 .考察 恒等式 


(1 + x) "= (1+27r 十 2) 

上 式 左 并 x” 的 系数 为 G3, , 右 端 必 的 系数 为 

[党] [ 晤 ] 

和 2 ml(n TD 2 CC, 2” ® 
由 @ 和 人 @ 即 得 F(n) = C3,. 

1.73 ”在 方 格 纸 上 沿 网 格 线 画 一 个 矩形 ABCD 且 使 4D 是 4B 的 

& 信 (RE N). 考 察 4 和 C 之 间 沿 网 格 线 的 所 有 可 能 的 最 短路 径 .求证 
在 这 些 最 短路 径 中 ,第 一 条 边 在 AD 之 上 的 路 径 的 条 数 是 第 一 条 边 在 
AB 之 上 的 上 售 . 





(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
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[证 1] 设 方 格 边 长 为 1 而 和 矩形 
ABCD 的 规格 为 m x n 且 m = kn .我 们 关 
于 m+n 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 用 4b) ,di， 
bz,d2,a2 分 别 表 示 从 顶点 B,D',B,, 
D;,As 到 CC 的 沿 网 格 线 的 最 短路 径 的 条 
数 . 





中 这 


当 m = 1 或 n = 1 时 ,命题 结论 显然 成 立 . 当 m > 1,n > 1 时 ,由 
归纳 假设 ,对 于 (m -1) x n 和 m x (n ~ 1) 的 矩形 分 别 有 





cd mm-—l1 42 _ _m 
位 2 n bs 7 一] 
因而 有 
42 241 一 工 
一 十 
di ta Sn +! -my 
pi b; + a 2 2 一 上， 1 1 9 
2 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 


[证 2] 显然 ,从 A 到 C 的 每 条 路 径 都 由 xm 段 水 平 网 格 线 与 n 段 

竖 直 网 格 线 所 组 成 .将 每 条 路 径 的 m+ n 段 网 格 线 按 先 后 顺序 排 号 ,出 
只 要 n 段 竖 直 网 格 线 的 号 码 确定 了 ,路 径 便 惟一 确定 了 .因而 ,经 过 D， 
的 最 短路 径 的 条 数 为 C*,，_ |; 经 经过 Bi 的 条 数 为 Ci ,_|. 从 而 二 者 的 比 


m+n-i)(m+in-2)..(m+n-n ， 


n—1)! 
Cm a “(m+n-nti+1) = = 

1.74 ” 设 纸 上 所 画 的 网 络 线 由 > 条 水 平 直 线 和 条 坚 直 直线 组 
成 . 问 沿 着 这 些 网 络 线 可 以 作出 多 少 条 不 同 的 具有 2n 段 的 闭 折线 ,使 
得 其 中 每 条 折线 都 经 过 每 条 水 平 线 和 每 条 竖 直 线 ? 

. (第 26 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 沿 着 网 络 线 的 闭 折线 必然 是 横竖 交错 的 ,所 以 必 有 w 个 水 
平 段 入 个 竖 直 段 .容易 看 出 ,折线 被 它 的 顶点 组 所 惟一 确定 ,而 顶点 
组 又 被 水 平 段 和 竖 直 段 的 一 组 排列 


(19719 7129 729", ts fn OD 
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所 惟一 确定 ,其 中 | | 和 二 72 者 


是 (1,2,…,n) 的 排列 .这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 一 个 由 
排列 @ 到 折线 的 映射 , 它 显然 是 满 射 但 不 是 单 射 . 因 . 
为 对 任意 1 委 & 委 ?2 ,排列 

| 


ji R29 1 jn ns tk 
所 对 应 的 折线 都 是 同一 条 ,所 以 这 个 映射 是 倍数 为 2n 的 倍数 映射 . 
因为 所 有 形 如 名 的 排列 的 个 数 是 (n1)*, 故 知 不 同 的 闭 折线 的 条 





数 为 方 ! (nC—1)1!. 
1:75 ”在 圆周 上 给 定 20 个 点 ,并 用 10 条 既 无 公共 端点 又 互相 不 
交 的 弦 来 连结 它们 , 问 共 有 多 少 种 不 同 的 连 线 法 ? 第 
(第 13 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1950 年 ) 一 
[ 解 ] 设 当 圆周 上 有 27 个 点 时 ,用 条 弦 来 , je 


连结 它们 时 满足 要 求 的 不 同 连 线 法 的 总 数 为 &,. 
在 给 定点 中 选 定 一 点 A 并 设 它 与 点 B 间 有 弦 AB 
相连 , 则 点 A 和 如 将 圆周 分 成 的 两 条 弧 中 ,每 条 内 
部 都 有 偶数 个 给 定点 . 设 由 A 顺 时 针 到 B 的 圆 弧 
内 部 有 27 个 点 , 则 另 一 条 弧 的 内 部 有 2(9 - 7 个 点 . 3 
两 条 弧 内 的 给 定点 的 不 同 连 线 数 分 别 为 志和 
ko 故 知 以 弦 AB 为 一 条 弦 的 不 同 连 线 法 的 种 数 为 &; . &。_;. 从 而 得 到 
如 下 的 递 推 关系 式 
k» = ks 1 t+ kik, 2 + kak 3+ +k 天 十 开 

容易 看 出 ,| = 1,k2 = 2. 由 上 面 递 推 关 系 式 可 以 依次 算出 :k; = 
5,k4 = 14,ks = 42,k6 = 132,k; = 429, kg = 1430, ko = 4862,kio = 
16796. 即 所 求 的 不 同 连 线 法 的 总 数 为 16796. 

1.76 ”在 平面 上 给 定 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 .允许 在 两 点 
之 回 连 线 ,但 所 连 出 的 线段 彼此 不 能 相交 (可 以 有 公共 端点 ) ,求证 可 能 
连 出 的 线段 数 的 最 大 值 与 点 对 的 选择 无 关 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 设 这 个 点 的 凸 包 是 凸 多 边 形 M, 晶 M 有 wm 条 边 .因为 任 
何 两 个 给 定点 间 连 出 的 线段 都 不 会 与 M 的 边界 相交 ,所 以 无 论 怎样 连 
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结 ,迟早 都 要 把 多 边 形 M 的 m1 条 边 都 连 出 来 . 
下 面 我 们 来 证 明 , 当 连结 线段 数 达 到 最 大 值 时 ,在 多 边 形 M 内 部 
组 ” 连 出 的 线段 数 也 都 是 相同 的 .我 们 指出 , 当 按 要 求 连结 线段 并 达到 线段 
“| ”条 数 的 最 大 值 时 ,这 些 线段 一 定 将 多 边 形 M 分 成 大 十 个 三 角形 ,每 个 
三 角形 的 顶点 都 是 给 定点 .实际 上 , 若 分 出 的 诸 区 域 中 还 有 n 边 形 (? 
宇 4), 则 在 它 的 内 部 至 少 还 可 连 出 1 条 对 角 线 , 此 与 已 连 线 段 数 的 最 大 
性 予 盾 . 
设 多 边 形 M 被 分 成 个 三 角形 , 则 这 个 三 角形 的 内 角 之 和 为 kx. 
为 一 方面 ,对 于 这 个 三 角形 的 内 角 和 和 ,多边形 M 的 内 角 的 贡献 为 (m1 
一 2)x. 多 边 形 M 之 内 的 每 个 给 定点 的 贡献 是 2x ,和 为 (1 一 2)x + (n 
一 1)2z. 从 而 得 到 
k=2n-m)t+(m-2)=2n-m-2. 
义 因 每 个 三 角形 有 3 条 边 , 上 个 三 角形 有 3k 条 边 ( 包 括 重复 计数 ) ,而 多 
边 形 M 的 边 仅 为 一 个 三 角形 的 边 , 1M 内 部 每 条 连 线 则 是 两 个 三 角形 的 
公共 边 , 故 得 连 线 总 数 为 
L= 六 (34 + 7 一 31 一 1 一 3， 


这 显然 是 与 连 线 次 序 无 关 的 常数 . 

1:77 已 知 A 和 EF 为 正八 边 形 的 一 组 相对 顶点 .一 只 青蛙 从 点 A 
开始 跳跃 ,如 果 青蛙 在 任 一 个 异 于 的 顶点 ,那么 它 可 以 跳 到 两 个 相 
邻 顶点 之 一 ,而 当 它 跳 到 点 五 时 就 停 在 那里 . 设 。, 为 经 过 步 跳 路 到达 
点 五 的 不 同 路 线 的 条 数 .求证 


e272n-| 一 0，,e2>， 一 


其 中 zx =2+y2,y= 2-vV2. 
注 “一 条 ?7 步 的 路 线 是 指 顶 点 的 一 个 序列 ( Pu,P,,…, 已 ,), 它 满 
足 条 件 
(1) Pu = A,P, = E; 
(2) 对 每 个 i,0 志 i 之 n-1,P, 关 EE; 
(3) 对 每 个 i,0 志 7 过 一 1,P; 与 P;,| 是 正八 边 形 的 两 个 相 邻 顶点 . 
(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 设 正 八 边 形 为 ABCDEFGH ,从 顶点 A 出 发 经 过 nn 步 到 达 
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(2 1 yo ) ,nn = 1,2,…, 


ji 





B,C,DD,A 的 不 同 路 线 的 条 数 分 别 记 为 5, ,c,d, ,a,. 由 对 称 性 知 ,由 
A 出 发 经 过 nn 步 到 达 互 ,G ,下 的 不 同 路 线 的 条 数 分 别 为 5b, ,c,d，. 注 
意 , 青 蛙 在 除 王 之 外 的 任 一 顶点 ,都 可 以 向 两 个 相 邻 项 点 中 的 一 点 跳 
一 步 ,而 跳 到 顶点 下 就 不 动 了 , 故 有 
ec = 2d,_ ia = 20 1d, = el, 
Cx = byt disby = Qi 十 1. 
由 由 式 可 得 
el = 2d 1=2c 三 200 3 + dy.3) 
= 2(0d 4+c 4) 二 ea 一 40 s+ 2e,_» 
= 44c 4 — d,s) + 2e,.2 = 4e ~ 2e,_4, © 
这 是 一 个 关于 ev 的 递归 关系 式 . 


由 于 el = e3 = 0,e;=0= 方 (z" — yl! '),ea=2= 


由 


1 
[7 
六 1) = 方 [(2+ 2) - (2 - 人)] ,可 见 所 求证 的 结论 于 ”= 1,2 时 成 
立 . 设 结论 对 nn 去 大 成 立 , 于 是 当 = 有 + 1 时 ,由 递 推 式 @ 及 归纳 候 
设立 即 得 到 Co2k+1 一 0, 且 有 


e2k+2 = 4e2x 一 2E2K_2 


2-1 


= (kl AD 人 (AAA-2 
万 人 7!) 记 (* 光一) 
= 1(z + yp) y(t p72) 


即 结论 对 n = 有 + 1 也 成 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

1.78 ”蜗牛 要 在 方 格 边 长 为 1 的 足够 大 的 方 格 纸 上 沿 着 网 格 线 肥 
行 长度 为 2n 的 路 程 ,路 程 的 起 点 和 终点 都 是 同一 个 指定 的 结 点 .求证 
供 它 息 行 的 不 同 路 线 的 条 数 是 (C5 )2. 

(第 23 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 1] 蜗牛 所 候 过 的 每 个 方 格 的 一 条 边 称 为 一 段 . 由 于 蜗牛 翁 
行 的 路 线 是 封闭 的 , 故 知 它 向 右 故 行 的 段 数 与 向 左 疏 行 的 段 数 相等 ,向 
上 和 向 下 的 行 的 段 数 也 相等 . 因此 , 它 向 上 和 向 右 慌 行 的 自 数 恰 为 ， 
男 外 n 段 旭 是 向 下 和 向 左 起 行 .因此 ,我 们 首先 从 2n 段 中 选 出 n 段 作 
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潜 寺 


性 1 深 





为 向 上 和 向 右 疏 行 的 路 段 , 然 后 在 这 n 段 中 选 出 & 段 作 为 向 上 息 行 的 

路 段 , 于 是 余下 的 nn -有 段 便 都 是 向 右 扑 行 .在 为 外 的 nw 段 中 , 任 选 k 段 
组 ”作为 向 下 了 息 行 的 路 段 即 可 惟一 确定 一 条 路 线 .因此 ,蜗牛 候 行 的 不 同 路 
线 的 总 数 为 


CY, Pes. Ch= Ch,- De cr = (C43,)?, 
其 中 用 到 的 组 合 恒等式 
Ses Ck = CH, 


是 容易 证 明 的 .因为 左 端 Cec- “表示 的 是 从 2n 个 元 素 中 的 前 n 个 元 
素 中 取 名 个 ,从 后 n 个 元 素 中 取 n -上 & 个 的 组 合 数 .对 求 和 后 所 表示 
的 当然 是 从 2n 个 元 素 中 任 取 个 的 组 合 数 . 

[证 2] 因为 蜗牛 向 上 和 扑 行 的 段 数 与 向 下 爬行 的 段 数 相等 ,向 左 
妨 行 的 段 数 和 向 右 息 行 的 段 数 也 相等 . 故 知 向 右 和 向 上 把 行 的 段 数 为 
2 段 , 回 左 和 疝 下 疏 行 的 段 数 也 是 段 .前 者 共有 C3, 种 不 同 取 法 .后 
者 也 恰 有 C3, 种 不 同 取 法 .两 种 取 法 各 一 次 就 惟一 确定 一 条 路 线 (两 次 
都 取 到 的 路 段 为 向 右 慌 行 的 路 段 ,两 次 都 未 选取 的 路 段 为 向 左 疏 行 的 
路 段 ,第 上 次 取 而 第 2 次 未 取 的 路 段 是 向 上 疏 行 的 路 段 ,第 2 次 取 而 第 
1 次 未 取 的 路 段 是 向 下 疏 行 的 路 段 ). 从 而 知 蜗牛 疏 行 的 不 同 路 线 的 总 
数 为 (C 3 )2， 

1.79 在 每 格 边 长 为 1 的 方 格 纸 上 画 一 个 半径 为 100 的 圆 , 它 不 
经 过 方 格 纸 的 任 一 结 点 也 不 与 任何 一 条 网 格 线 相 切 问 这 个 圆 可 能 穿 
过 多 少 个 方 格 ? 

(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 容易 看 出 ,不 过 结 点 ,不 与 网 格 线 相 切 且 直径 为 200 的 圆周 
恰 与 200 条 水 平 线 及 200 条 竖 直线 相交 ,并 且 与 每 条 直线 都 有 两 个 交 
点 .于 是 交点 共有 800 个 ,它们 将 圆周 分 成 800 段 圆 弧 ,每 段 弧 在 一 个 方 
格 内 ,因此 圆周 至 多 穿 过 800 个 方 格 . 

让 我 们 来 考察 能 否 发 生 有 两 段 圆 弧 属于 同一 个 方 格 的 情形 . 如 果 
能 发 生 这 样 的 情形 , 则 称 这 样 的 方 格 为 “奇异 格 ”. 下面 我 们 来 证 明 , 奇 
异 格 可 能 没有 ,也 可 能 有 一 个 但 至 多 一 个 

设 圆 周 与 菜 格 的 某 一 条 边 AB 相交 于 两 点 ,让 我 们 来 看 圆心 O 的 
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位 置 .这 时 点 OQ 与 A ,8B 的 距离 均 大 于 100, 而 O 〇 到 
直线 AB 的 距离 小 于 100 因此 点 O 的 位 置 必 在 分 | | 4 B | 
别 以 A,B 为 心 ,以 100 为 半径 的 两 圆 之 外 而 且 在 | | | | | | 
与 直线 AB 平行 有 相距 100 的 水 平 网 格 线 之 上 . 确 | | | | | | 
切 地 说 ,点 O 必 在 如 上 图 所 示 的 曲 边 三 角形 内 . 显 | | | | | 
然 , 沿 方 格 的 每 一 条 边 , 都 可 在 方 格 内 作 一 个 这 样 | | | | | 
的 曲 边 三 角形 ,但 4 个 曲 边 三 角形 并 不 能 完全 盖 
住 整 个 方 格 , 而 当 圆心 落 在 盖 不 住 的 部 分 时 ,就 没有 奇异 格 ， 

综 寺 可知, 圆周 穿 过 的 方 格 数 或 为 799 ,或 为 800. 

1.80 ”已 知 一 张 9x 10 的 矩形 方 格 纸 的 每 个 正方 形 小 格 的 边 长 为 
1 以 方 格 纸 结 点 为 顶点 ,以 网 格 线 为 边 作 正方 形 , 问 这 样 的 正方 形 共 可 
作出 多 少 个 ? 







(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,每 个 满足 题 中 要 求 的 正方 形 被 它 的 边 长 和 左下 角 的 
顶点 所 惟一 确定 .对 边 长 为 k(k = 1,2,…,9) 的 正方 形 ,其 左下 顶点 必 
游 在 所 给 矩形 的 左下 方 的 (9 - &) x (10 - ) 和 矩形 的 结 点 上 .这 些 结 点 
数 为 (10 一 有 )(11 -). 从 而 ,满足 题 意 的 正方 形 的 总 数 为 


9 
S = 2,(10- A)(11 -hk) = 420. 
1 


1.81 在 1993 x 1993 的 方 格 纸 上 标 定 两 个 处 于 同一 条 边缘 的 小 
方 格 A 和 B ,它们 之 间隔 着 奇数 个 小 方 格 . 现 用 1 x 2 的 矩形 覆盖 方 格 
纸 上 除 了 1 个 标定 方 格外 的 其 余部 分 , 试 证 不 盖 A 的 盖 法 数 与 不 盖 B 

和 盖 法 数 相 等 . 
(圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 

[证 ] 将 方 格 纸 像 国际 象棋 棋盘 那样 染色 ,并 假定 4 个 角 上 的 方 
格 都 是 黑 格 .显然 ,A 和 召 格 同色 . 若 二 者 同 为 白 格 , 则 去 掉 其 中 工 格 后 
不 能 用 1 x 2 的 矩形 覆盖 , 即 不 盖 A 格 的 盖 法 数 与 不 盖 B 格 的 盖 法 数 均 
为 零 ,结论 自然 成 立 .下 面 设 A 和 B 同 为 黑 


格 . 加 
对 于 方 格 表 工 的 不 盖 A 格 的 任意 一 种 。 岂 


盖 法 f, 设 其 中 盖 住 方 格 B 的 1x2 和 矩形 还 全 六 
盖 住 B 的 一 个 邻 格 Bi .将 这 个 矩形 没 着 由 
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同 1 流 








B 到 B, 的 方向 平移 1 格 而 盖 住 B, 和 B;. 原 来 盖 住 B; 的 矩形 盖 住 的 另 

一 个 方 格 为 B3 ,并 将 这 个 矩形 沿 着 由 B, 到 B; 的 方向 平移 1 格 而 盖 住 
组 吾 ; 和 Bs. 如 此 继续 下 去 ,可 得 到 由 一 串 条 形 所 构成 的 链 . 因为 每 个 矩 
“| ” 形 都 恰 盖 住 黑 格 与 白 格 各 1 个 而 且 B 为 黑 格 ,所 以 By 均 为 黑 格 ,k = 

2,4,6,…, 从 而 这 个 链 永远 不 会 回 到 B 格 .否则 , 移 到 B 格 之 前 的 偶数 

号 方 格 也 是 黑 格 ,矛盾 .此 外 ,这 个 链 进行 下 去 也 不 会 中 途 出 现 一 个 循 

环 圈 , 因 而 最 后 必然 终止 于 A 格 .这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 下- B 的 覆盖 

8. 令 工 - A 的 每 个 覆盖 f 对 应 于 按 上 述 程 序 所 得 到 的 T- B 的 覆盖 g. 

易 见 ,这 个 对 应 是 个 双 射 , 即 一 对 一 的 对 应 .所 以 , 题 中 所 论 的 两 类 覆盖 

的 种 数 相等 、 

1.82 ”在 坐标 平面 上 画 出 下 列 直线 
y= k,y = 3x +2k,y =— V3r + 2k, 
其 中 &=0,+l,+2,…,+10, 这 63 条 直线 可 将 平面 划分 出 若干 个 等 


边 三 角形 , 求 边 长 为 的 等 边 三 角形 的 个 数 . 
(第 12 届 美国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 最 外 面 的 6 条 直线 围 成 了 一 个 边 长 为 号 的 正六 边 形 .过 原 

点 的 3 条 直线 
y=0,y= V3r,y =— 3r 

将 这 个 正六 边 形 分 成 6 个 边 长 均 为 只 的 等 边 三 角 
形 .因为 每 个 这 样 的 大 三 角形 的 边 长 是 所 论 小 三 
角形 边 长 的 10 倍 , 所 以 每 个 大 三 角形 可 被 分 成 
100 个 小 三 角形 .从 而 正六 边 形 被 分 成 600 个 边 长 
为 后 的 等 边 三 角形 . 此 外 , 位 于 正六 边 形 之 外 且 
有 1 条 边 位 于 正六 边 形 边 上 的 小 等 边 三 角形 还 有 
60 个 ,正六 边 形 的 每 条 边 的 外 面 都 有 10 个 .所 以 , 边 长 为 六 的 等 边 三 
角形 共有 660 个 . / 

1.83 ”在 圆 上 标 出 10 个 点 ,以 这 些 点 中 的 巢 些 点 为 顶点 能 构造 出 
多 少 个 不 同 的 凸 多 边 形 ?( 只 有 顶点 全 部 相同 时 , 才 是 相同 的 多 边 
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形 ) 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 对 于 正 整 数 上 ,3 过 & 近 10, 每 选取 & 点 便 可 构成 一 个 凸 多 
边 形 且 点 组 不 同时 构成 的 多 边 形 也 不 同 .& 个 点 有 Co 种 不 同 取 法 ,由 
于 

Cio + Cio+ Cio+……+CI 
= 2 — Co 一 Cio 一 Cfo = 968， 
所 以 共 可 构成 968 个 不 同 的 凸 多 边 形 . 

1:84 ”在 平面 上 给 定 一 个 点 集 M ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 .两 个 
端点 都 在 M 中 的 每 条 线段 都 标 上 数 + 1 和 -1 之 一 ,并 且 标 上 -1 的 线 
段 条 数 为 .如果 顶 点 都 在 M 中 的 三 角形 的 3 条 边 上 所 标 数 之 积 为 
- 1, 则 称 该 三 角形 为 负 的 .求证 负 三 角形 的 个 数 与 乘积 mn 奇偶 性 相 
同 . 

(罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 记 负 三 角形 的 总 数 为 .对 于 每 个 三 角形 ,把 标 在 其 3 边 上 
的 数 连 乘 ,然后 把 所 有 这 样 得 到 的 乘积 连 乘 ,得 到 的 乘积 为 (-- 1)*. 另 
一 方面 ,因为 每 条 线段 恰 属 于 ”- 2 个 三 角形 ,所 以 其 上 所 标的 数 在 这 
个 连 乘 积 中 出 现 z -2 次 .因此 ,得 到 的 连 乘积 又 应 为 (- 1)027”. 这 表 
明 上 与 (” - 2)7 奇偶 性 相同 ,从 而 上 与 nm 奇偶 性 相同 

1.85 ”在 圆周 上 给 出 .了 一 个 由 点 Al,A,,…,A, 所 组 成 的 点 集 . 
考察 所 有 以 该 点 集中 的 点 作为 顶点 的 各 种 不 同 的 凸 多 边 形 ,并 把 这 些 
多 边 形 分 成 两 组 :第 1 组 中 的 多 边 形 都 以 A| 为 一 个 顶点 ,第 2 组 中 的 多 
边 形 则 都 不 以 Ai 作为 顶点 . 问 哪 一 组 中 的 多 边 形 个 数 多 ? 

(第 16 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[ 解 ] 对 于 第 2 组 中 的 任 一 多 边 形 , 将 它 加 上 一 个 顶点 A 之 后 就 
得 到 第 1 组 的 一 个 多 边 形 , 而 且 这 个 对 应 是 单 射 . 但 是 第 1 组 中 的 
全 Ai1A;A; 不 是 第 2 组 任 一 多 边 形 的 象 ,所 以 这 个 对 应 不 是 满 射 . 故 知 
第 1 组 中 多 边 形 的 个 数 多 . 

1.86 在 凸 1000 边 形 中 给 定 500 个 点 ,连同 多 边 形 顶 点 的 共 
1500 个 点 中 ,任何 3 点 都 不 共 线 将 上 上 述 西 1000 边 形 前 分 为 一 些 三 
角形 ,所 有 1500 个 点 都 是 这 些 三 角形 的 顶点 ,而 且 这 些 三 角形 除 此 
之 外 别 无 其 他 顶点 .在 这 样 的 剖 分 之 下 , 凸 1000 边 形 被 分 成 了 多 少 
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个 三 角形 ? 
(第 16 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[ 解 ] 设 这 个 多 边 形 被 分 成 了 个 三 角形 , 则 这 些 三 角形 的 内 角 
和 为 4 .180". 另 一 方面 ,多 边 形 的 1000 个 顶点 对 内 角 和 的 贡献 就 是 多 
边 形 的 所 有 内 角 ,其 值 为 998 x 180". 上 而 1000 边 形 内 部 的 每 个 给 定点 对 
内 角 和 的 贡献 为 360". 于 是 所 有 三 角形 的 内 角 和 又 应 为 

998 x 180° + 500 x 360° = 1998 x 180°. 

故 知 共 分 成 了 n = 1998 个 三 角形 . 

1.87 ”一 张 正 方形 纸 的 内 部 被 针 所 了 1965 个 孔 , 这 些 孔 和 正方 形 
的 顶点 之 中 的 任何 3 点 都 不 共 线 . 引 若 干 条 互 不 相交 的 直线 段 ,它们 的 
半点 都 是 这 些 孔 或 正方 形 的 顶点 ,以 将 正方 形 分 割 成 一 些 三 角形 ,并 且 
在 这 些 三 角形 的 内 部 和 边 上 都 不 再 有 小 孔 问 一 共 引 了 多 少 条 线段 ? 共 
得 到 了 多 少 个 三 角形 ? 

(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

{ 解 ] ”我们 把 1965 个 小 孔 和 正方 形 的 4 个 项 点 所 成 的 集合 记 为 

AM. 显然 , M 中 的 点 都 是 一 些 二 角形 的 公共 顶点 .我 们 从 两 方面 来 计算 
所 有 三 角形 的 内 角 和 和 .… 

_ 设 闪 分 威 了 个 三 角形 ,于 是 它们 的 内 角 和 为 180 男 一 方面 ， 
三 角形 的 内 角 的 顶点 都 是 M 中 的 点 . 换 句 话说 ,它们 的 内 角 都 是 
由 的 点 提供 的 .正方 形 的 每 个 顶点 都 提供 90° 角 ,每 个 孔 点 则 提供 
360" 角 . 所 以 ,得 到 的 ”个 三 角形 的 内 角 和 又 应 为 
4 x 90° + 1965 x 360° = 1966 x 360°. 
故 得 n. 180" = 1966 x 360". 解 得 n = 3932, 即 共 得 到 3932 个 三 角形 . 
这 3932 个 三 角形 共有 3932 x 3 条 边 , 其 中 有 4 条 边 是 原 正 方形 的 
4 条 边 , 不 用 另行 引出 .其 他 各 边 都 是 引出 的 线段 ,但 每 条 线段 恰 为 两 
个 三 角形 的 公共 边 , 所 以 ,引出 的 线段 总 数 为 
(3932 x 3 — 4) 二 2 = 5896. 
1.88 三 边 长 均 为 整数 且 最 大 边 长 为 11 的 三 角形 ,共有 多 少 个 ? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 三 角形 另外 两 条 边 长 分 别 为 x,y, 则 文才 11,y 达 11. 满 
足 这 一 条 件 的 非 负 整数 对 对 应 于 右 图 中 正方 形 OABC(OA = 11) 上 的 
格 点 (包括 边 上 的 ) ,这 样 的 格 点 共有 12 x 12 = 144 个 . 
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因为 zx 和 y 作 为 三 角形 两 边 长 还 应 满足 z+y 
> 11, 所 以 符合 题 意 的 格 点 应 在 全 ABC 上 且 不 在 。 B 
边 AC 上 .又 因 公 ABC 关于 直线 OB 成 轴 对 称 , 故 
知 全 ABC 上 的 格 点 , 除 DB 上 的 之 外 , 恰 有 一 半 符 
合 要 求 . 又 因 点 也 不 是 格 点 ,所 以 ,符合 题 意 的 格 
点 数 恰 为 正方 形 上 格 点 总 数 的 -二 .可 见 , 满 足 要 求 0 1 
的 三 角形 共有 36 个. 

189 ” 设 Pi,Pi,… ,Pw43 为 平面 上 的 2n +3 个 点 ,其 中 任何 3 点 
都 不 共 线 ,任何 4 点 都 不 共 圆 .过 其 中 3 点 作 圆 ,使 其 余 27 个 点 在 圆 内 
和 圆 外 各 有 2 个 点 ,这 种 圆 的 个 数 记 为 KK ,求证 

K > C3 
z (第 28 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 对 任意 两 点 P;, PP; ,一 定 存在 第 3 点 Pi ,使 得 过 

P; ,P,Pe3 扎 的 圆满 足 题 中 的 要 求 .为 此 ,不 妨 设 直线 P,P; 的 上 方 的 
点 数 m 宇 n+ 1. 因为 任何 3 点 不 共 线 ,任何 4 点 不 共 圆 , 故 可 将 直线 
上 方 的 m 点 按 对 线段 PiP; 的 张 角 从 小 到 大 排列 为 P,P ,… ,Pe ， 
即 有 z z 
0° < LPPi P; < LPP,P; < < LPP, P; < 180°. 
由 此 可 知 ,过 pi;, pj, pe 3 点 的 圆 内 的 点 数 不 少 于 n; 过 Pi,Pj,P 3 所 
的 加 内 的 点 数 不 多 于 n. 铬 两 圆 中 有 一 圆 内 恰 有 个 点 , 刘 它 就 满足 要 
求 .否则 ,前 者 内 部 点 数 大 于 2 ,后 者 内 部 点 数 小 于 .而 当 顺 次 考察 过 
P,P ,Pi (h = 1,2,…,m)3 扩 的 圆 时 ,图 内 给 定点 的 个 数 每 次 恰 减 少 
1 个. 故 知 其 中 必 有 1 个 圆满 足 题 中 要 求 . 

这 样 一 来 ,对 于 {1P,P，… Ps3l 中 的 任意 两 点 都 可 以 作出 1 个 
圆满 足 题 中 要 求 . 于 是 共 可 得 到 C3 :3 个 圆 .但 在 这 个 计数 过 程 中 ,每 
个 圆 可 被 计数 3 次 , 故 得 


下 之 em > CBr. 
1.90 ”已 知 平 面 上 及 n 条 直线 ,其 中 任何 两 条 不 平行 ,任何 3 条 不 
共 点 .这 些 直 线 互相 相交 共有 多 少 个 交点 ?这 些 直 线 可 生成 多 少 个 三 角 
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形 ? 这 些 直 线 把 平面 分 成 了 多 少 部 分 ?其 中 有 多 少 部 分 是 无 界 的 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 由 于 任何 两 条 直线 不 平行 ,任何 3 条 不 共 点 , 故 每 两 条 直线 
有 一 个 交点 ,每 个 交点 也 仅仅 是 这 两 条 直线 的 交点 .所 以 交点 数 与 直线 
对 的 数目 相等 ,共有 C2 = 赴 n(n ~ D) 个 . 
由 已 知 条 件 可 知 ,每 3 条 直线 彼此 相交 构成 一 个 三 角形 , 且 这 个 对 
应 也 是 一 对 一 的 .所 以 ,三 角形 的 总 数 为 C3 = 二 n(n 一 了 D)(n -2). 


下 面 用 递 推 法 来 计算 x 条 直线 把 平面 分 成 多 少 部 分 . 设 条 直线 
把 平面 共 分 成 的 部 分 数 为 a .第 k+ 1 条 直线 与 前 上 条 直线 共有 k 个 互 


ee 宵 党 


不 相同 的 交点 , 它 被 这 & 个 交点 分 成 + 1 段 . 每 段 都 将 它 所 在 的 部 分 
一 分 为 二 .因而 有 
Ce = CC 十 k+l1. 
由 此 递 推 即 得 
人， 二 n+(n-i1)++2+4a 一 方 a(n +1)+1 


最 后 ,我们 注意 ,n 条 直线 中 的 每 条 都 被 另外 的 nn - 1 条 截 成 n 段 ， 
其 中 恰 有 两 端的 两 条 射线 是 无 界 的 .因此 共有 2n 条 射线 .被 n 条 直线 
所 分 成 的 诸 部 分 中 , 围 成 每 个 无 界 区 域 的 边界 折线 恰 有 两 条 是 射线 ,而 
且 每 条 射线 从 是 两 个 无 界 区 域 的 公共 边界 .所 以 ,共有 27 个 无 界 部 分 . 
1-91 人 设 图 周 上 有 个 点 (n 之 6), 其 中 每 两 点 间 连 一 条 弦 且 任何 
3 条 弦 在 圆 内 都 没有 公共 点 . 问 这 些 弦 彼此 相交 共 能 构成 多 少 个 不 同 
的 三 角形 ? 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1) 先 考察 3 个 顶点 都 在 圆 上 的 三 角形 的 集合 Si. 设 Ti 是 
圆 上 ”个 已 知 点 的 所 有 三 元 子 集 的 集合 , 则 
| TT| = C3 .显然 ,由 三 角形 到 它 的 3 个 顶点 的 对 ， 
应 是 由 Si 到 的 一 个 双 射 , 故 有 | S | = C3. 
(2) 其 次 考察 2 个 顶点 在 圆 上 ,1 个 顶点 在 圆 内 
的 三 角形 的 集合 S,. 设 T, 是 2 个 已 知 点 的 所 有 四 
元 子 集 的 集合 , 则 | Tz| = C$. / 
设 人 MP;P; 是 任 一 这 样 的 三 角形 ,其 顶点 P,， 
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P; 是 圆 上 的 已 知 点 ,顶点 M 是 弦 已 P 和 PP; 
在 圆 内 的 交点 . 令 全 MP;P; 对 应 于 四 点 组 1P， 
PP PT 则 和 MPP ,人 MPIP” 和 
全 MPj P 也 都 对 应 于 这 同一 个 四 点 组 . 易 见 ,这 
个 映射 是 由 S; 到 T, 的 倍数 映射 有 倍数 为 4. 从 
而 有 | Ss| = 4C?4 

(3) 再 考察 1 个 顶点 在 圆 上 ,2 个 顶点 在 圆 内 
的 所 有 三 角形 的 集合 S;. 设 T; 是 ”个 已 知 点 的 
所 有 五 元 子 集 的 集合 , 则 | T3| = C5 

设 公 P1QIQ; 是 一 个 这 样 的 三 角形 ,其 顶点 
P 在 圆 上 ,顶点 Qi 和 Qs 在 圆 内 (如 图 所 示 ). 令 
人 PIGQIQ 对 应 于 五 点 组 jP,P, ,Pi,P4,P:| 
E T;, 这 就 定义 了 一 个 由 $3 到 TT 的 倍数 为 5 的 
倍数 映射 . 故 有 | S3| = 5| T3| = 5C5. 

(4) 最 后 考察 3 个 顶点 都 在 圆 内 的 所 有 三 角形 的 集合 S4. 设 T4 是 

个 已 知 点 的 所 有 六 元 子 集 的 集合 , 则 | T4| = C6. 

设 人 AMIM2AM3 是 一 个 这 样 的 三 角形 (如 图 所 示 ). 令 人 AMIM;Mi 
对 应 于 六 点 组 {1P ,P,P3,Ps,P;,Poi E 了 T4. 易 见 ,这 是 -一 个 由 5S， 到 
T4 的 双 射 .从 而 有 | Ss| = | T | = C6. 

由 加 法 原理 知 ,所 求 的 三 角形 的 总 数 为 S = C3 +4C4 +5C5 + C6， 

1.92 在 图 中 ,大 三 角形 的 边 长 为 3, 由 图 中 
过 各 格 点 的 直线 所 成 的 平行 四 边 形 的 个 数 f(3) = 
15. 在 一 般 情况 下 , 求 边 长 为 n 的 三 角形 中 ,相应 的 
平行 四 边 形 的 个 数 f(n). 

(第 23 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 两 边 分 别 与 AABC( 边 长 是 n) 的 边 
AB ,BC 平行 的 平行 四 边 形 的 个 数 为 g(n). 

在 BA ,BC 的 延长 线 上 分 别 取 FE,F, 使 BE = BF = +1, 则 EF 
= n+1, 并 且 上 述 平行 四 边 形 的 每 一 边 恰好 与 EF 相交 于 一 点 ,这 4 个 
扩 互 不 相同 , 且 都 是 EF 上 的 格 点 (即将 EF 等 分 为 + 1 份 的 分 点 ). 

反之 ,从 EF 上 的 n +2 个 格 点 (包括 端点 玉 , 下 在 内 ) 中 任 取 四 点 ， 
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过 靠近 的 两 点 作 AB 的 平行 线 , 过 另 两 点 作 BC 的 平行 线 , 便 可 得 到 
上 述 的 平行 四 边 形 ,所 以 
组 g(n) = C%42, 
才 从 而 : 
fln)=3xg(n) = 3C4,,. 

1.93 ”已 知 99 条 了 直线 将 平面 分 成 个 部 分 , 试 在 小 于 199 的 范围 

内 求 ”的 所 有 可 能 
(第 15 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,195S2 年 ) 

[ 解 ] 当 9%9 条 直线 都 互相 平行 时 ,把 平面 分 成 100 部 分 ; 当 98 条 
直线 互相 平行 而 另 一 条 与 它们 不 平行 时 , 把 平面 分 成 198 部 分 . 当然 ， 
当 99 条 直线 共 点 时 ,也 把 平面 分 成 了 198 部 分 .下 面 证 明 在 小 于 199 的 
范围 内 ,nn 没有 其 他 解 . 

(1) 设 已 知 直线 中 有 上 条 互相 平行 (2 之 过 97), 其 余 的 每 条 直线 
都 不 与 它们 平行 .这 时 , 条 平行 线 将 平面 分 成 & + 1 部 分 ,其 余 的 直线 
每 加 入 1 条 ,都 至 少 增加 & + 1 个 部 分 区 域 . 故 所 分 成 的 部 分 数 不 少 于 
(+1)(99-&+lD) 之 3x98> 200. 可 见 ,这 种 情形 下 ”无 解 . 

(2) 设 任何 两 条 直线 都 不 平行 但 有 & 条 直线 交 于 一 点 O(2 过 上 声 
98) ,而 其 余 直线 不 过 点 O. 这 时 ,过 点 O 的 & 条 直线 将 平面 分 成 24 部 
分 .其 余 的 直线 每 加 入 1 条 ,都 至 少 增加 名 + 1 部 分 . 故 所 分 成 的 部 分 数 
不 少 于 2k + (99 -上 )(k + 1) 之 196 + 99 > 200,n 也 无 解 . 

综 上 可 知 , 在 小 于 199 的 范围 内 ,n 的 所 有 可 能 的 值 只 有 两 个 :100 
和 198. 

1.94 ” 设 凸 n(n 之 4) 边 形 中 的 任何 三 条 对 角 线 都 不 共 点 , 问 这 个 
n 边 形 被 它 的 所 有 对 角 线 分 成 多 少 块 内 部 不 交 的 小 多 边 形 部 分 ? 

(第 3 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1937 年 ) 

[ 解 1] 设 凸 w 边 形 被 分 成 的 诸 区 域 中 , 边 数 最 多 的 多 边 形 为 mx 
边 形 , 并 设 & 边 形 的 个 数 为 nn ,k = 3,4,… ,nm .我 们 从 两 个 方面 来 分 别 
计算 顶点 数 及 内 角 和 . 

一 方面 ,分 成 的 诸多 边 形 的 顶点 总 数 为 

3n3+ 4na+ + mn,, C1) 
诸多 边 形 的 内 角 总 和 为 
n3° 180° + 274。180 +…+( ~ 2)n,, :180°. © 


66 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





另 一 方面 , 原 n 边 形 的 每 个 顶点 恰 是 nn - 2 个 小 多 边 形 的 公共 项 
点 ,而 任何 两 条 对 角 线 的 交点 都 是 4 个 小 多 边 形 的 顶点 且 这 样 的 交点 
共有 C4 个 , 故 知 诸多 边 形 的 顶点 总 数 又 应 为 n(n 一 2) + 4C4. 册 此 及 
Q@ 得 到 

373 +424 二 二 1 = n(n — 2)+404. 3) 
此 外 ,原来 的 n 边 形 的 内 角 和 为 (n - 2)180" ,对 角 线 间 的 每 个 交点 对 内 
角 和 的 贡献 为 360", 所 以 ,诸多 边 形 的 内 角 和 和 又 应 为 (n - 2)180” + 
C4360" .由 此 及 @ 得 到 
33+274+…+( 一 2) =n-2+20. @ 
曙 - 二 得 到 
2(n3+ na a) = (no 1)(n -2)+204, 
na+ na 十 nn, 二 Ce) 十 C+, 
即 分 成 的 小 多 边 形 的 总 数 为 C%_) + C4. 

[ 解 2] 当 = 时 , 记 凸 上 边 形 被 对 角 线 所 分 成 的 小 多 边 形 的 总 
数 为 my. 当 nn 二 角 ++1 时 ,我 们 视 顶 点 At 是 后 加 入 的 ,考察 由 于 它 的 
加 入 增加 了 多 少 个 小 多 边 形 . 

首先 , 由 顶点 4 共 引 出 有 ~ 2 条 对 角 线 , 它们 将 新 增加 的 
人 AAA 分 成 & - 工 个 小 三 角形 ,这 些 三 角形 全 是 新 增加 的 . 其 次 ， 
对 角 线 Ai 1A;(j = 2,… ,kk 一 1) 将 凸 &+1 边 形 的 其 余 顶 点 分 成 两 组 : 
1A1,A2,…, Ajil 和 | Aji1,Aj12,…,Axl. 当 且 仅 当 两 组 各 出 一 点 所 连 
的 对 角 线 与 Ai;,14; 相交 .由 于 任何 三 条 对 角 线 不 共 点 , 故 新 增加 的 小 
多 边 形 的 个 数 ( 上 面 已 计数 的 除外 ) 与 新 增 的 对 角 线 交 点 数 相同 .后 者 
Dy mk lm) = SR-1(k 2) Dk -2)2k-3) 


pil 
=C. 
这 样 来 ,我 们 得 到 递 推 关系 式 
mrt = mt (k-1)+0. 
由 此 递 推 即 得 
PD 二 13 十 2+3+ 二 (一 2)+C3+C3 二 十 C3 
= Cr+C+t+C+tO + + 0 
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~ 2 4 
一 (人 7-1 十 C%,. 


[ 解 3] ， 凹 n 边 形 中 对 角 线 总 数 为 z 
A C3 -n= 六 n(n -1D) -n= 地 n(n -3)= C3-l 


关 简 记 wm = CC 一 1 并 将 这 wm 条 对 角 线 排 定 次 序 为 1 ,73,… ,1，. 
先 将 /1 去掉, 则 小 多 边 形 的 总 数 将 减少 al + 1 个 ,这 里 a 为 4 与 
其 他 对 角 线 相交 的 交点 数 ( 多 边 形 的 顶点 不 算 在 内 ). 在 已 去 掉 11, 2, 
…,4j-! 后 ,再 去 掉 对 角 线 1; ,小 多 边 形 总 数 又 将 减少 a; + 1 个 ,这 里 a 
为 /; 与 尚未 去 掉 的 所 有 对 角 线 的 交点 数 . 当 把 所 有 对 角 线 都 去 掉 之 后 ， 
余下 的 多 边 形 只 有 一 个 , 即 原 来 的 边 形 . 故 分 成 的 小 多 边 形 的 总 数 为 


Dat+1)+l 二 Datmt+l 
= C+(C -+1L=C4+C2 
1-95 ”在 平面 上 给 出 了 3000 条 直线 ,其 中 任何 两 条 都 不 平行 , 任 
何 3 条 都 不 共 点 .这些 直线 将 平面 分 割 成 若干 块 多 边 形 区 域 .求证 在 这 
些 多 边 形 中 ,(a) 至 少 有 1000 个 三 角形 ;(6) 至 少 有 2000 个 三 角形 . 
(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

【证 ] 对 于 任意 一 条 直线 / ,其 他 各 直线 的 所 有 交点 中 有 1 个 离 它 
最 近 的 交点 . 则 产生 这 个 交点 的 两 条 直线 与 ! 围 成 一 个 三 角形 . 

对 于 3000 条 直线 中 的 每 条 都 至 少 有 1 个 三 角形 ,至 少 共有 3000 个 
三 角形 .但 在 这 个 计数 过 程 中 , 每 个 三 角形 都 被 计数 3 次 , 故 至 少 有 
1000 个 不 同 的 三 角形 ,这 就 证 明了 (4). : 

在 平面 上 至 多 能 找 出 两 条 这 样 的 直线 ,使 得 所 有 其 他 直线 的 交点 
都 位 于 它们 的 同一 侧 . 若 不 然 , 设 有 3 条 直线 都 具有 这 样 的 性 质 . 这 时 ， 
3 条 直线 彼此 相交 将 平面 分 成 7 部 分 ,其 他 直线 的 所 有 交点 只 能 全 都 位 
于 其 中 的 1 部 分 中 .但 第 4 条 直线 与 这 3 条 直线 的 3 个 交点 显然 不 能 全 
在 一 个 部 分 中 ,矛盾 .由 此 可 知 , 至 少 有 2998 条 直线 中 的 每 条 直线 的 两 
侧 都 有 其 他 直线 的 交点 ,从 而 每 条 直线 至 少 存在 两 个 三 角形 ,于 是 至 少 
共有 2998 x 2+ 2 = 5998 个 三 角形 .每 个 三 角形 被 计数 3 次 ,所 以 三 角 
形 总 数 N 二 本 x5998 = 1999 本 ， 
因 三 角形 个 数 N 为 整数 , 故 有 N 万 2000. 

1.96 今 有 到 + 个 直角 ,其 中 每 个 都 是 由 两 根 长 度 为 1 的 铁 棒 
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焊接 而 成 .用 这 些 直角 排列 成 一 个 正方 
形 方 格 网 ,其 中 有 nn* 个 1x 1 的 小 方 格 . 
我 们 把 边 向 上 和 向 右 的 直角 称 为 A 类 
的 ,把 边 向 下 和 向 左 的 直角 称 为 已 类 
的 .求证 方 格 网 中 A 类 直角 与 召 类 直角 
的 个 数 相 等 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 
[证 ] 因为 nxn 的 方 格 网 中 共有 
2(n? +72) 条 长 度 为 工 的 边 , 所 以 mx2 +m 
个 直角 全 被 用 到 且 方 格 网 中 的 每 条 小 
边 都 恰 属 于 1 个 直角 . 
我 们 为 方 格 网 中 的 每 条 小 边 赋 值 如 右 图 所 示 ， 易 见 , 方 格 网 中 每 
个 A 类 直角 的 两 边 上 的 数 之 和 为 1 ,每 个 B 类 直角 的 两 边 上 的 数 之 和 
为 - 工 ,另外 两 类 直角 ( 边 向 上 和 向 左 的 直角 称 为 C 类 , 边 向 下 和 向 右 
的 直角 称 为 万 类 ) 中 每 个 角 的 两 边 上 数 之 和 均 为 0. 记 方 格 网 中 4 类 直 
角 的 个 数 分 别 为 a ,6 ,c,d. 由 赋值 关于 主 对 角 线 的 反对 称 性 ( 即 值 为 ; 
的 边 的 对 称 边 的 值 为 -~ i) 知 方 格 网 中 所 有 边 的 值 之 和 为 0, 故 有 
a 1l1+p.(-l)+tc:0+d.0=0， 
由 此 即 得 a = 4. 
1.97 在 平面 上 给 定 n(n > 4) 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 . 试 
至 少 存在 C?-; 个 以 上 述 给 定点 为 顶点 的 凸 四 边 形 . 
(第 11 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 1 首先 注意 ,任何 3 点 都 不 共 线 的 平面 上 的 $ 点 之 中 必 可 选 
出 4 点 ,使 得 以 它们 为 项 点 可 以 构成 一 个 凸 四 边 形 . 
其 次 ,由 1 个 给 定点 可 以 组 成 C5 个 不 同 的 五 点 组 ,于 是 每 组 至 少 
可 以 构成 一 个 西 四 边 形 ,共计 至 少 有 G5 个 凸 四 


边 形 (包括 重复 计数 ). 另 一 方面 ,每 个 凸 四 边 形 2 
恰 属 于 Ci_s = -4 个 五 点 组 ,所 以 ,不 同 的 本 3 / 
四 边 形 的 个 数 不 少 于 一 C5 


最 后 ,用 数学 归纳 法 容易 证 明 











访 1 流 


深 十 
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i > C02,, 
其 中 等 号 当 且 仅 当 nn = 5,6 时 成 立 . 
“”“” [证 2] 以 给 定点 中 的 任意 3 点 为 顶 点 可 以 作 一 三 角形 ,所 有 这 
样 的 三 角形 总 共 只 有 有 限 多 个 ， 帮 其 中 必 有 面积 最 大 的 个 (六 这 樟 的 
三 角形 不 只 一 个 ， 则 任 取 其 中 之 一 )， 记 为 人 ABC. 过 顶点 A,B,C 
分 别 作对 边 的 平行 线 ,3 条 线 交 成 入 DEF( 如 上 图 所 示 ), 则 ”个 给 定点 
全 都 落 在 全 DEF 的 内 部 或 周 界 上 ,否则 将 导致 与 人 ABC 面积 的 最 大 
性 矛盾 . 

除 A,B,C3 点 之 外 的 nn =- 3 个 给 定点 中 ,任意 两 点 所 决定 的 直线 
至 多 与 人 ABC 的 两 条 边 相 交 . 从 而 这 两 点 以 及 不 与 它们 所 决定 的 直线 
相交 的 全 ABC 的 那 条 边 的 两 个 端点 就 可 构成 一 个 凸 四 边 形 . 显然 ,这 
些 凸 四 边 形 互 不 相同 县 至少 有 C2 3 个 . 

[证 3] 设 这 个 给 定点 的 凸 包 是 是 m 边 形 , 则 3 声 m 过. 任 取 
凸 包 的 3 个 顶点 为 顶点 作 一 个 三 角形 , 记 为 人 ABC. 容易 验证 ,其 余 
-3 个 给 定点 中 的 任何 两 点 所 决定 的 直线 都 至 多 与 人 ABC 的 两 条 边 相 
交 . 以 下 论证 同 证 2. 

1'98 ”在 平面 上 给 定 100 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 . 考察 以 这 
些 氮 为 顶点 的 所 有 可 能 的 三 角形 ,求证 其 中 至 多 有 70% 的 三 角形 是 锐 
角 三 角形 . z 
“(第 12 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 1] 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 一 般 的 结论 :对 于 所 有 自然 数 
n 之 5, 题 中 的 结论 都 成 立 . 

议 M 是 个 给 定点 的 集合 .以 M 中 的 点 为 顶 顶点 的 三 角形 的 总 数 记 
为 G(M) ,其 中 锐角 三 角形 的 总 数 记 为 SCLM). 首 先 证 明 :如 果 二 (A 
所 “对 任意 "点 集 M 都 成 立 , 则 当 将 点 集 M 再 增加 一 点 而 得 到 点 集 M 
.有 

设 M = 1A1,A,,…,A,r| 并 令 M= M -AI = 1,2, 
n 十 .于 是 有 


G(M ) = 





一 31G(MI) + GOM2) + 二 CCOAMT 中 
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S(M) = 一 -51S(MD) + S(M) + + S(Mu)l, © 
而 由 假设 有 SCM) 过 aG(M),j = 1,2,…,n + 1, 从 而 得 到 

S(MI) + S(M2) + :+ S(M,1) alG(MI) + G(M2) + "+ 
G(M, ,1)!. 


SCM) 





其 次 , 当 nn = 4 时 ,MM 由 4 点 组 成 .这 时 G(M) = 4, 且 4 个 三 角形 


中 至 少 有 一 个 非 锐角 三 角形 , 故 有 S(M) 去 3. 从 而 有 六 二 0.75 
由 此 及 前 段 证 明 的 结论 便 知 , 当 M 为 五 点 集 时 ,也 有 

SUM 

GM << 0.75. G) 
但 这 时 G(CM) = Ci = 10 而 SCM ) 为 正 整 数 , 故 有 S(M ) 委 7, 再 代 
入 @@ 即 得 





SM 0.7. 出 
由 四 及 前 段 证 明 便 知 当 n 之 5 时 ,对 所 有 点 集 M 均 有 号 人 二 0.7 

[证 2] 我 们 证 明 本 题 的 等 价 命题 :至 少 有 30% 的 非 锐角 三 角形 . 
从 给 定点 中 任 取 5 点 . 

(1) 设 $ 点 的 凸 包 为 凸 五 边 形 ABCDE , 则 它 的 5 个 内 角 中 至 少 有 
两 个 钝 角 . 这 时 只 有 两 种 可 能 情形 :两 个 钝 角 相 邻 或 不 相 邻 ,不 妨 分 别 
设 “4A ,一 B 为 钝 角 或 人 A, 人 C 为 钝 角 . 但 无 论 哪 种 情形 ,在 四 边 形 
ACDE 中 至 少 有 一 个 内 角 不 是 锐角 县 显然 与 前 两 个 钝 角 不 同 . 所 以 ,这 
时 至 少 有 3 个 非 锐 角 三 角形 . 

(2) 设 点 E 在 凸 四 边 形 ABCD 之 中 ,不 妨 设 点 下 在 公 ABC 与 
人 BCD 之 内 . 这 时 1~AEB,~BEC,CE4A 和 {BEC,/CED,， 
人 DEB| 每 组 中 至 少 有 两 个 钝 角 且 其 中 至 多 有 一 个 角 重 复出 现 , 故 至 
少 有 3 个 钝 角 三 角形 . 

(3) 设 点 D 和 五 都 在 和 全 ABC 中 ,如 (2) 中 一 样 地 可 以 证 明 这 时 至 
少 有 4 个 钝 角 三 角形 . 

综 上 可 知 ,无 论 哪 种 情形 ,都 至 少 有 3 个 非 锐角 三 角形 .由 于 5 点 所 
能 构成 的 三 角形 共有 C3 = 10 个 , 故 知 在 任何 五 点 组 中 , 非 锐 角 三 角形 
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六 中 沪 


都 至 少 有 30% . 从 而 当 把 由 100 个 给 定点 所 组 成 的 所 有 可 能 的 五 点 组 
中 的 三 角形 放 在 一 起 (包括 重复 计数 ) 时 , 非 锐角 三 角形 至 少 占 30% . 

男 一 方面 ,因为 每 个 三 角形 都 恰好 在 C5 个 五 点 组 中 出 现 , 即 在 上 
述 计数 过 程 中 ,每 个 三 角形 重复 的 次 数 同 样 多 ,所 以 在 由 100 个 给 定点 
为 项 点 的 所 有 不 同 的 三 角形 中 , 非 锐角 三 角形 至 少 占 30% . 

1-99 ” 设 点 M 在 平面 上 的 坐标 为 (p x 1994,7p x 1994) ,其 中 户 
是 某 个 素数 , 求 满足 下 列 条 件 的 直角 三 角形 的 个 数 : 

(1) 三 角形 的 3 个 顶点 都 是 整 点 ,而 且 M 是 其 直角 顶点 

(2) 三 角形 以 坐标 原点 为 内 心 . 

(第 9 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 连结 坐标 原点 O 及 点 M , 记 线 
段 OM 的 中 点 为 1(p x997,7p x997). 把 满 
足 题 中 要 求 的 每 个 直角 三 角形 都 关于 点 1 6 
作 中 心 对 称 , 即 把 点 (x,y) 变 为 点 (p x 
1994 - xz,7p x 1994 - y). 于 是 ,满足 题 中 
要 求 的 每 个 整 点 直角 三 角形 都 变 为 一 个 与 
之 全 等 的 整 点 三 角形 , 原 三 角形 的 内 心 变 
到 点 M ,直角 顶点 变 到 坐标 原点 .由 此 可 见 ,只 须 统计 直角 顶点 在 原点 
而 内 心 在 点 M 的 直角 三 角形 的 个 数 即 可 . 

考察 满足 上 述 条 件 的 整 点 直角 信 OAB. 记 人 xOM = BB, 人 人 xOA = 


a ,注意 到 tgB = 7,a + 下 = B, 便 有 


iga = tg(B - 3 : 0 


因此 直角 边 OA 上 的 任 一 点 的 坐标 都 可 写成 (41 ,31). 由 于 A 为 整 点 ， 
故 有 EN, 且 O4 = 51. 又 因 OB | OA , 故 知 点 B 的 坐标 为 (- 3s， 


4s), 其 中 s EN. 于 是 OB = 5;. 直角 分 O04B 的 内 切 圆 半径 r = 3ov 
= 5p x 1994. 我 们 写 
OA = 2r + k,OB = 2r + h, 人 
由 于 OA ,OB ,> 都 是 5 的 倍数 , 故 自然 数 &,A 也 都 是 5 的 倍数 . 
由 圆 的 切线 长 定理 可 知 
= (r+k)+(r+h)=2r+k+h. 
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再 由 勾 股 定理 便 有 
O=AB2-O42-OBz = (2r+k+h)- (2r+k) — (2r+h) 


= 2kh — 4r’. 
由 此 解 得 ”好 = 2r2. 又 因 < ,4 都 是 自然 数 , 故 有 
.= 23X9972x 所 ， @ 
当 p 关 2 和 pp 关 997 时 ,由 @ 可 得 
入 = 21x997 xp, 
i = 2 i X9972 7 x p* ", 


其 中 ; = 0,1,2,3, = 0,1,2,n = 0,1,2. 由 此 可 知 ,这 时 方程 名 有 4 
x 3 x 3 = 36 组 不 同 的 解 . 当 p = 2 时 ,方程 @ 化 为 


kh 5 2 
5 5 = 2 X997 G) 


与 前 类 似 地 可 知 ,方程 @ 有 6x3= 18 组 不 同 的 解 . 同 理 , 当 p = 997 
时 ,方程 思 有 20 组 不 同 的 解 .由 外 知 ,这 里 所 得 的 方程 @ 的 每 组 解 都 
对 应 1 个 满足 要 求 的 直角 三 角形 , 且 不 同 的 解 组 对 应 于 不 同 的 直角 三 
角形 .从 而 知 所 求 的 直角 三 角形 的 个 数 为 

ls 当 p 关 2,p 关 997 时 ， 


m= $18, p= 2, 

20， p = 997. 

1.100 ”至 少 通过 立方 体 三 条 核 的 中 点 的 平面 共有 几 个 ? 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 】 立方 体 的 12 条 楼 的 中 点 ,任何 3 点 都 不 共 线 . 


由 其 中 每 3 点 决定 一 个 平面 ,不 考虑 重复 的 情况 则 有 C ?= 220 


个 .但 是 ,其 中 4 点 共 面 的 有 21 个 .六 点 共 面 的 有 4 个 . 
因此 重复 计算 的 有 
21x(C3-1)+4Ca-1) = 139 个 . 
所 以 所 求 平面 的 总 数 为 
220 - 139 = 81. 


1.101 有 数量 足够 多 的 三 棱 长 为 2,3,S$ 的 长 方 体 在 一 棱 长 为 90 
的 正方 体 中 ,将 这 种 长 方 体 同方 向 整齐 排列 , 填 满 为 止 求 此 时 正方 体 
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深 症 
-i 





一 一 一 





中 浴 


一 对 角 线 所 穿 过 的 长 方 体 的 个 数 ， 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 将 正方 体 的 三 楼 分 别 分 为 号 , 汪 , 汪 等 分 , 即 18,30,45 等 


分 , 则 正方 体 被 分 为 
90; 
2x3x5 
个 2x3x5 的 长 方 体 . 
此 时 正方 体 一 对 角 线 穿 过 长 方 体 个 数 为 


加 下) 


+ (ss; -1)1+ (ss 1)= 65. 

1.102 现 有 边 长 分 别 为 3,4,5 的 三 角形 两 个 , 边 长 分 别 为 4,5， 
V41 的 三 角形 四 个 , 边 长 分 别 为 二 V3,4,5 的 三 角形 六 个 .用 上 述 三 角 
形 为 面 , 可 以 拼 成 多 少 个 四 面体 ? 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 将 所 给 的 3 种 三 角形 依次 编号 为 1,2,3 号 . 易 知 1 号 和 2 号 
三 角形 都 是 直角 三 角形 ,而 3 号 是 钝 角 三 角形 .由 抽 履 原理 知 四 面体 的 
4 个 面 中 ,至 少 有 两 面 是 同 号 三 角形 . 此 外 ,不 难 证 明 , 在 一 个 四 面体 
中 ,如 果 有 两 个 侧面 三 角形 全 等 , 则 男 两 个 侧面 三 角形 或 者 是 全 等 三 角 
形 ,或 者 都 是 等 腰 三 角形 .由 于 所 给 的 三 角形 中 没有 等 腰 三 角形 ,所 以 ， 
四 面体 的 4 个 侧面 三 角形 必然 是 两 组 全 等 三 角形 . 

(1) 用 两 个 1 号 三 角形 . 

参看 右 图 .因为 长 为 3 的 棱 是 两 条 长 为 4 的 楼 


的 公 垂 线 , 故 有 x > 3. 又 因 定 JI < 3, 所 以 x 不 能 
为 过, 即 两 个 号 和 两 个 3 号 三 角形 不 能 拼 成 四 
面体 . 另 一 方面 , 设 两 条 长 为 4 的 对 楼 的 夹 角 为 9， 
由 异 面 直线 上 点 的 距离 公式 有 


Zz = 3244 一 2 .420os8. 


= .24300 
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当 9 = -7 时 ,x = V41, 所 以 用 两 个 1 号 和 两 个 2 号 三 角形 可 以 拼 成 一 
个 四 面体 . 

(2) 用 两 个 3 号 三 角形 . 

参看 右 图 . 在 四 面体 ABCD 中 ,会 ABC 和 
人 DBC 是 两 个 3 号 三 角形 . 记 a = BC = 立 ， 
AD = xz. 分别 过 A,D 作 直 线 BC 的 款 线 , 交 直 
线 BC 于 Bi 和 Ci. 易 见 ,全 ABIC 呈 个 DC1B, 故 
有 OC 一 BB 一 y, ABI 一 DC 一 .由 勾 股 定 
理 有 





(at+y) = =4-y.. 


解 得 y= 让 (各 - a ). 由 此 可 得 , 异 面 直线 AB1, DCI 的 公 垂 线 长 4 = 


a 


BiC!: = a+2y = 所 = 5.4Y2 > V50. 从 而 有 


a 


rd> VWH> VI> 训 友 


由 此 可 知 ,用 4 个 3 号 三 角形 ,或 用 两 个 2 号 三 角形 及 两 个 3 号 三 角形 都 
不 能 拼 成 四 面体 . 

(3) 用 4 个 2 号 三 角形 . 

若 能 构成 四 面体 , 则 两 条 长 为 4 的 棱 都 是 两 条 长 为 5 的 棱 的 公 重 
线 ,这 是 不 可 能 的 . 

综 上 可 知 ,用 所 给 的 三 角形 为 侧面 ,只 能 拼 成 一 个 四 面体 . 

1.103 ”在 空间 中 给 出 不 在 同一 平面 上 的 4 个 点 问 以 这 4 点 作为 
8 个 顶点 中 的 4 个 ,能 作出 多 少 个 不 同 的 平行 六 面体 ? 

(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 1] ”每 个 平行 六 面体 被 它 的 一 个 顶点 和 三 个 中 截面 (过 平行 
六 面体 的 中 心 且 平行 于 一 组 侧面 的 平面 ) 所 惟一 确定 . 这 样 的 中 截面 
与 平行 六 面体 的 8 个 顶点 等 距 . 

对 于 给 定 的 4 点 ,共存 在 7 个 与 4 点 等 距 的 平面 ,它们 中 的 每 一 个 
都 与 以 4 个 给 定点 为 顶点 的 四 面体 的 某 些 条 棱 交 于 中 点 .确切 地 说 ,在 
平面 一 侧 有 3 点 , 另 一 侧 有 1 点 的 中 截面 共有 4 个 ;在 平面 两 侧 各 有 两 
点 的 中 截面 共有 3 个 .从 这 7 个 中 截面 中 任 选 3 个 组 成 “三 平面 组 ”, 共 
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凑 寺 


二 1 溉 





可 组 成 C3 = 35 个 三 平面 组 . 

注意 ,平行 六 面体 的 三 个 中 截面 交 于 一 点 , 即 它 的 中 心 .所 以 ,在 上 
述 的 三 平面 组 中 ,如 果 某 组 中 的 3 个 平面 不 交 于 一 点 , 则 它 就 不 能 分 别 
作为 平行 六 面体 的 3 个 中 截面 .这 样 的 三 平面 组 共有 6 组 , 即 平行 于 以 
给 定 4 点 为 顶点 的 四 面体 的 每 条 楼 的 三 平面 组 各 有 一 组 .余下 的 29 组 
均 可 作为 平行 六 面体 的 中 截面 , 故 知 共 可 作出 29 个 不 同 的 平行 六 面 
体 . 

[ 解 2] 因为 4 点 不 共 面 ,所 以 作出 的 平行 六 面体 中 ,每 个 侧面 至 
多 有 其 中 3 点 ,至 少 有 其 中 1 点 .这 时 ,每 个 给 定点 恰 在 3 个 侧面 上 . 

(1) 六 个 侧面 上 每 面 各 有 两 点 .这 时 ,给 定 4 点 恰 是 平行 六 面体 上 
一 组 互 不 相 邻 的 4 个 顶点 .显然 ,这 样 的 平行 六 面体 只 能 作出 1 个 . 

(2) 六 个 侧面 中 ,有 一 个 面 上 有 3 点 ,一 个 面 上 有 1 点 ,其 余 四 个 面 
上 各 有 两 点 .这 时 ,在 一 个 侧面 上 的 三 点 构成 一 个 三 角形 , 它 的 两 条 边 
是 平行 六 面体 从 一 个 顶点 发 出 的 两 条 楼 , 而 另 一 条 边 则 是 所 在 侧面 的 
对 角 线 .第 4 个 给 定点 则 只 能 是 发 出 两 条 楼 的 那 点 的 相对 顶点 .由 于 从 
4 点 中 取 3 点 在 一 个 侧面 上 的 取 法 有 4 种 , 取 三 角形 一 条 边 为 该 侧面 对 
角 线 的 取 法 有 3 种 , 故 这 样 的 平行 六 面体 共 可 作出 12 个 、 

(3) 六 个 侧面 中 ,其 上 有 1,2,3 个 给 定点 的 侧面 各 两 个 .这 时 ,各 有 
3 个 给 定点 的 两 个 侧面 必然 相 邻 ,二 者 的 公共 楼 的 两 个 端点 都 是 给 定 
点 , 记 为 A,B, 另 外 两 点 记 为 C,D. 于 是 两 组 线段 1CA ,BD| 和 {CB， 


. AD} 中 恰 有 一 组 是 平行 六 面体 的 两 条 棱 . 以 4 个 给 定点 为 顶点 的 四 面 


体 ABCD 共有 6 条 棱 , 选 取 其 中 一 条 作为 平行 六 面体 的 棱 , 共 有 6 种 选 
法 .然后 再 选 一 组 对 棱 作 为 平行 六 面体 的 棱 , 有 两 种 选 法 . 由 乘法 原理 
知 可 作出 12 个 不 同 的 平行 六 面体 . 

(4) 六 个 侧面 中 ,其 上 有 1,3 个 给 定点 的 侧面 各 3 个 .这 时 , 必 有 一 
个 给 定点 , 它 与 另外 3 点 的 3 条 连 线 恰 为 平行 六 面体 从 一 个 顶点 发 出 的 
3 条 校 .容易 看 出 ,这 样 的 平行 六 面体 共 可 作出 4 个 . 

综 上 ,由 加 法 原理 即 知 ,满足 要 求 的 平行 六 面体 共有 29 个 . 

1.104 将 正四 面体 的 每 条 棱 都 5 等 分 ,过 每 个 分 点 作 两 个 平面 ， 
使 二 者 分 别 平行 于 四 面体 中 不 过 该 点 的 两 个 侧面 问 这 些 平面 将 四 面 
体 划分 成 多 少 部 分 ? . 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 
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[ 解 ] (1) 首先 看 当 将 四 面体 的 每 条 校 都 2 等 分 并 按 题 中 要 求 作 
平面 后 的 情形 . 易 见 ,这 时 得 到 4 个 四 面体 和 和 1 个 八 面体 共 5 个 部 分 . 
(2) 再 考察 当 将 四 面体 的 棱 3 等 分 并 按 题 中 要 求 作 平 面 后 的 情形 . 


这 时 ,把 底层 去 掉 ,就 得 到 一 个 每 条 校 都 2 等 分 的 正四 面体 .我 们 称 之 


为 “ 削 底 四 面体 ”. 对 每 个 侧面 都 这 样 做 之 后 , 共 得 到 4 个 削 底 四 面体 . 
由 (1) 知 每 个 削 底 四 面体 都 被 分 成 5 部 分 ,共有 20 部 分 . 

另 一 方面 ,每 两 个 削 底 四 面体 之 交 恰 为 1 个 小 四 面体 , 故 上 述 20 部 
分 中 有 6 个 小 四 面体 各 被 计数 两 次 . 于 是 不 重复 的 部 分 共有 14 个 .此 
外 , 原 四 面体 去 掉 4 个 削 底 四 面体 之 后 ,还 余下 1 个 小 四 面体 , 即 以 原 四 
面体 的 4 个 侧面 的 中 心 为 顶点 的 四 面体 .从 而 知 四 面体 被 分 成 了 15 部 


(3) 然后 考察 将 四 面体 的 每 条 棱 都 4 等 分 且 按 题 中 规定 作 平 面 后 
的 情形 .仍然 将 底层 去 掉 所 得 的 四 面体 称 为 削 底 四 面体 .由 (2) 知 ,每 
个 削 底 四 面体 都 被 分 成 了 15 部 分 . 同时 ,每 两 个 前 底 四 面体 之 交 是 一 
个 2 层 的 四 面体 ,每 3 个 削 底 四 面体 之 交 是 一 个 小 四 面体 . 故 由 容 斥 原 
理 可 得 

p= 1 Sx4-Sx6+4=60—-30+4= 34, 
即 这 时 四 面体 被 分 成 34 部 分 . 

(4) 最 后 考察 四 面体 的 每 条 棱 都 5 等 分 且 按 题 中 要 求 作 平面 后 的 
情形 .这 时 ,每 个 削 底 四 面体 的 棱 都 被 4 等 分 ,两 个 削 底 四 面体 之 交 是 3 
层 的 四 面体 ,3 个 之 交 是 2 层 的 四 面体 ,4 个 之 交 是 1 个 小 四 面体 .于 是 
由 容 斤 原理 便 得 

ps=34x4-13x6+5x4-1= 65, 
即 四 面体 被 分 成 65 部 分 . 

1*105 ” 试 作 一 俩 ,使 它 与 平 而 上 的 4 个 给 定点 距离 相等 , 问 共 能 
作出 多 少 个 不 同 的 圆 ? 

(第 6 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1940 年 ) 

[ 解 ] (1) 当 A,B,C,D 四 点 共 线 时 ,车 AB = CD, 则 可 作出 1 个 
网 .否则 ,一 个 圆 也 作 不 出 来 . 

(2) 当 4 个 给 定点 共 圆 时 ,显然 可 以 作出 无 穷 多 个 圆 ,因为 这 时 与 
它们 所 共 的 圆 同心 的 每 个 圆 都 满足 要 求 . 

(3) 当 4 点 中 的 任何 3 点 都 不 共 线 上 是 当 两 两 分 组 并 连 线 时 ,任何 一 
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组 线段 都 不 平行 时 , 共 可 作出 7 个 不 同 的 圆 . 
这 时 ,我 们 可 以 把 4 点 分 成 两 个 非 空 集合 ,使 一 组 点 在 贺 内 , 另 一 
组 组 在 圆 外 ,可 以 作出 一 个 圆 . 因为 共有 7 种 不 同 分 法 , 故 可 作出 7 个 不 同 
， 的 圆 . 
(4) 当 4 点 中 恰 有 3 点 共 线 时 ,上 述 7 个 圆 中 有 一 个 作 不 出 来 , 共 可 
作出 6 个 不 同 的 圆 . 
(5) 当 以 4 个 给 定点 为 顶点 的 凸 四 边 形 为 梯形 且 不 是 等 腰 梯 形 时 ， 
共 可 作出 6 个 不 同 的 图 . 当 凸 四 边 形 为 平行 四 边 形 时 , 共 可 作出 5 个 不 
同 的 圆 . 
1.106 设 有 3 个 集合 4,B,C 定 义 如 十: 集合 4 表示 个 数 乘积 
aiazQa344Qs 加 3 个 括号 的 所 有 不 同方 法 的 集合 ;B 表示 症 六 边 形 划 分 
成 4 个 三 角形 的 所 有 不 同方 法 的 集合 ; C 表示 将 4 个 黑 球 和 4 个 白 球 排 
成 一 行 ,使 在 任意 一 个 位 置 之 前 , 白 球 数 都 不 少 于 黑 球 数 的 所 有 排 法 的 
集合 .求证 141= 1B|= | Cj. 
(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 





[证 】 按 右 
图 所 示 建 立 对 应 
关系 : 将 凸 六 边 | 
形 的 6 条 边 分 别 5 = ((aliaz)as)(a4as) 一 一 
对 应 于 6 个 数 5， 
C1yC2C3，C4， 
as, 两 个 数 的 乘 
积 就 对 应 于 以 它们 所 对 的 边 为 两 边 的 三 角形 的 第 3 边 . 容易 验证 ,这 个 
对 应 是 个 双 射 .所 以 有 1A| = 1B1. 

将 A 中 的 每 个 元 素 最 外 面 再 加 一 层 括号 ,然后 将 每 个 括号 的 左 半 
个 探 掉 只 留 右 半 个 括号 ,最 后 将 al 控 掉 ,并 将 a,,a;,a4,as 分 别 对 应 
于 一 个 白 球 ,4 个 括号 的 各 右 半 括号 分 别 对 应 于 一 个 黑 球 , 便 得 对 应 如 
下 : 

((aia2)a3) (asas) 一 ~ (((a1a2)a3)(a4a5)) -一 > 42)a3)aras)) 
一 一 Cec0eccee 


容易 验证 ,这 个 对 应 也 是 个 双 射 .所 以 有 1A|= 1C|. 从 而 有 |A1= 
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1B = [cl|. 

1.107 从 给 定 的 6 种 不 同 颜 色 中 选用 若干 种 颜色 ,将 一 个 正方 体 
的 6 个 面 涂 色 ,每 面 涂 一 种 颜色 ,每 两 个 有 公共 校 的 相 邻 面 都 涂 有 不 同 
的 颜色 , 问 不 同 的 涂 色 方 案 共 有 多 少 种 ? (如 果 两 个 涂 色 的 正方 体 中 的 

一 个 经 若干 次 翻转 ,可 以 使 两 个 正方 体 的 涂 色 情形 完全 一 致 , 则 认为 二 
者 原来 的 涂 色 方案 是 同一 种 ) 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 

[ 解 1] (1) 使 用 6 种 颜色 时 ,可 使 第 1 种 颜色 的 面向 上 ,侧面 的 4 

种 颜色 中 选 定 一 种 向 前 ,于 是 不 同 的 涂 色 方案 的 种 数 为 
6! 二 6 二 4=30. 

(2) 使 用 5 种 颜色 时 ,从 6 色 中 选 5 色 ,5 色 中 选 定 1 色 涂 相对 两 
面 ,不 妨 设 为 上 面 和 下 面 .然后 从 另 4 色 中 选 定 一 种 向 前 ,于 是 后 面 是 
另 3 色 之 一 .余下 两 色 涂 左右 两 面 ， 可 以 经 翻转 互 所 所 以 不 同 涂 色 方 
案 的 种 数 为 

CiClx3=6x5x3=90. 

(3) 使 用 4 种 颜色 时 ,从 6 色 中 选 4 色 ,4 色 中 选 2 色 各 涂 相 对 两 

面 ,不 同 涂 色 方 案 的 种 数 为 
CtC4=15x6=90. 

(4) 使 用 3 种 颜色 的 不 同 涂 色 方案 的 种 数 为 Ci = 20 

综 上 可 知 ,不 同 的 涂 色 方案 的 总 数 为 30+90+90+20=230. 

[ 解 2] (1) 使 用 6 种 颜色 时 ,总 可 以 使 第 1 种 颜色 朝 下 ,并 从 另 
外 5 种 颜色 中 任 选 1 种 涂 上 面 ,有 5 种 选 法 ;从 其 余 4 色 中 指定 一 种 涂 
后 面 ,并 从 男 3 种 色 中 任 选 一 种 涂 前 面 有 3 种 选 法 ;余下 两 种 涂 左右 两 
面 ,有 两 种 选 法 .共有 30 种 选 法 . 

(2) 使 用 5 种 颜色 时 , 恰 有 一 种 颜色 涂 在 两 个 面 上 . 显然 ,这 一 定 是 
相对 的 两 面 ,总 可 使 为 上 下 两 面 . 这 有 6 种 选 法 ; 另 $ 色 中 选用 4 种 各 
涂 一 面 . 选 4 色 有 5 种 选 法 ,4 色 中 指定 一 种 涂 后 面 , 另 选 3 种 中 的 一 
种 涂 前 面 , 有 3 种 选 法 ;余下 两 种 涂 左 右 两 面 ,可 进行 互 换 , 由 乘法 原理 
知 其 有 6x5x3=90 种 涂 色 方案 . 

(3) 使 用 4 种 颜色 时 , 恰 有 两 种 颜色 分 别 涂 在 两 组 相对 面 上 ,而 由 
对 称 性 知 另 两 种 颜色 的 涂 法 只 有 1 种 ,所 以 不 同 涂 色 方 案 共 有 C4C? = 
90 种 . 
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(4) 使 用 3 种 颜色 时 ,由 对 称 性 知 共有 Ci = 20 种 . 
综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 不 同 涂 色 方案 共有 30+90+9%0+20= 
组 ” ” ”230 种. z 
1*108 设 ABCDEF 为 正六 边 形 ,一 只 青蛙 开始 在 顶点 A 处 , 它 
每 次 可 随意 地 跳 到 相 邻 两 个 顶点 之 一 , 若 在 $ 次 之 肉 跳 到 点 万 , 则 停止 
跳动 ;着 5 次 之 内 不 能 到 达 点 万 , 则 跳 完 $ 次 也 停止 跳动 . 问 这 只 青蛙 
从 开始 到 停止 ,共有 多 少 种 不 同 跳 法 ? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 由 图 中 可 知 ,青蛙 经 过 1 次 ,2 次 或 4 次 
跳动 之 后 不 可 能 位 于 点 D. 故 青蛙 的 可 能 跳 法 只 有 
下 列 两 种 : 
(1) 青 蛙 跳 3 次 到 达 点 DD, 共 有 2 种 不 同 跳 法 ; 
(2) 青 峙 一 共 跳 $ 次 后 停止 .这 时 ,青蛙 跳 3 次 
后 不 在 点 DD 的 跳 法 共有 23 -2=6 种 .后 2 次 的 不 同 
跳 法 共有 4 种 . 故 这 种 类 型 的 跳 法 共有 24 种 ， 
综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 不 同 跳 法 共有 26 种 . 
1°109 从 0,1,2,…… ,9 这 10 个 数 中 取出 3 个 数 , 使 其 和 是 不 小 
于 10 的 偶数 ,不 同 的 取 法 共有 多 少 种 ? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 
[ 解 1] 从 5 个 偶数 中 取出 3 个 数 , 共 有 Ci= 10 种 不 同 取 法 .从 5 
个 偶数 中 取 1 个 数 ,并 从 5 个 奇数 中 取 两 个 数组 成 三 数组 ,共有 5C2 = 
50 种 不 同 取 法 .所 以 和 为 偶数 的 不 同 取 法 共有 60 种 . 
在 上 述 60 种 取 法 中 ,3 数 之 和 小 于 10 的 取 法 共有 10,1,31、10,1， 
S51 {10,1,71 10,2,41 {0,2,61,10,3,51, {11,2,3!, {1,2,51|, {1,3,4!9 
种 . 
综 上 可 知 ,满足 要 求 的 不 同 取 法 共有 51 种 . 
[ 解 2] (1) 含 9 的 三 数组 共 20 个 (从 余下 4 个 奇数 中 取 工 个 ,从 
5 个 偶数 中 取 1 个 ); 
(2) 不 含 9 而 含 8 的 三 数组 共 12 个 ; 
(3) 不 含 9 和 8 但 含 7 的 三 数组 共 12 个 ,但 其 中 17,1,01 不 行 ; 
(4) 不 含 9,8 和 7 而 含 6 的 三 数组 共有 |j6,5,3},16,5,1),16,4， 
21,16,4,01 和 16,3,115 组 ，; 
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($) 不 含 9.8.7.6 而 含 $ 上 且 和 不 小 于 10 的 三 数组 共有 15,4,31， 
15,4,1| 和 15,3,213 组 . 
综 上 上 可知, 满足 要 求 的 不 同 取 法 共有 20+12+11+5+3=51 种 . 
1.110 已 知 直线 oz + by+c=0 中 的 系数 a,5b,c 是 取 上 自 集 合 
i 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3| 中 的 3 个 不 同 元 素 ,并 且 该 直线 的 倾斜 角 为 锐 
角 . 求 所 有 这 样 的 不 同 直线 的 条 数 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 


[ 解 ] 设 直线 的 倾斜 角 为 6, 于 是 9 为 锐角 ,所 以 tg0= - 三 >0. 
不 妨 设 cc >0,5<0. 

(1) 当 c=0 时 ,a 有 3 种 取 法 ,b 也 有 3 种 取 法 .由 于 3x 3y=0, 
2x 一 2y=0 和 x 一 y=0 为 同一 条 直线 , 故 应 去 掉 两 条 重复 的 直线 . 所 
以 这 样 的 直线 共有 3X3 一 2=7 条 . _ 

(2) 当 c 关 0 时 ,a 有 3 种 取 法 ,b 有 3 种 取 法 ,c 有 4 种 取 法 , 且 易 计 章 
见 其 中 任何 两 条 直线 均 不 相同 , 故 这 样 的 直线 共有 3X3x4=36 条 . 

综 上 可 知 ,满足 要 求 的 直线 共有 43 条 . 

1*111 一 个 递增 的 整数 数列 ,如 果 它 的 第 1 项 为 奇数 ,第 2 项 为 
偶数 ,第 3 项 为 奇数 ,第 4 项 为 偶数 , 依 此 类 推 , 则 称 它 为 交错 数列 . 空 
集 也 当 作 一 个 交错 数列 .每 项 都 取 自 集合 11,2,…,n| 的 所 有 交错 数列 
的 个 数 记 为 A(n). 显 然 ,A(1)=2,A(2)=3, 求 A(20) 并 说 明理 由 . 

(英国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 当 n=1 时 , 空 集 D 和 11! 是 两 个 交错 数列 , 故 有 A(1)=2. 
当 n=2 时 , 除 上 述 两 个 之 外 又 增加 了 交错 数列 11,21 ,所 以 A(2)=3. 

设 fal,as,…,a,l 是 取 自 集合 11,2,…,n| 的 非 空 交错 数列 . 按 定 
义 ,al 二 1 或 al 之 3 日 al 为 奇数 . 当 al=1 时 ,数列 as 一 1,a3 一 1,…， 
a 一 1 是 取 自 集合 11,2,…,n 一 1 的 一 个 交错 数列 .这 时 ,定义 


[anasia tla la -1a -1 
则 映射 了 是 由 取 自 集合 11,2,…,n} 的 首 项 为 1 的 所 有 交错 数列 的 集 
合 到 取 目 集合 11,2,…,n 11 的 所 有 交错 数列 的 集合 的 一 个 双 射 .所 
以 取 自 集合 11,2,…,n1 且 首 项 为 1 的 所 有 交错 数列 的 个 数 为 A(n =- 
1). 
当 奇 数 a 之 3 时 ,数列 1al -2,a 一 2,…,a,, -21 是 取 自 11,2,…， 
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n 一 2| 的 非 空 交错 数列 .定义 映射 


& 
aa | al ~2,a2—2," ,a — 21, 


则 映射 g 是 由 取 自 1,2,…,n| 的 首 项 ai 之 3 的 所 有 交错 数列 的 集合 


到 取 自 11,2,…,n 一 21 的 所 有 非 空 交错 数列 所 成 的 集合 的 一 个 双 射 . 
所 以 取 自 代 ,2,…,ni| 的 首 项 al 之 3 的 所 有 交错 数列 的 个 数 为 A(n 一 
2)—1. 
综 上 ， 我 们 得 到 递 推 关系 式 
A(n)=A(n—-1)+A(n—2). 中 
注意 ,这 恰好 是 斐 波 那 契 数列 的 递 推 公式 . 
因为 A(1)=2= Fz,A(2)=3= F3, 故 由 @ 可 得 
A(7) = 已 1 三 1,2， a 
特别 地 ,有 A(20) = F2i .依次 写 出 斐 波 那 契 数 列 的 前 21 项 
1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987, 1597， 2584， 
4181 ,6765,10946,17711. 
由 此 即 得 
A(20) = F =17711. 
1'112 A 城 有 n 个 女孩 和 个 男孩 , 且 每 个 女孩 都 认识 所 有 的 男 
护 . 已 城 有 2 个 女孩 g1,g2,…,g, 和 2n 一 1 个 男孩 61,6,,… Oe! 1， 
其 中 女孩 g; 认识 男孩 51 ,5;,… ,652;_1, 但 不 认识 其 他 男孩 ,i = 
…,7n. 对 于 任意 的 r= 二 1,2,…,n, 从 A 城 和 B 城 各 选取 x 个 妇 访 上 
个 男孩 组 成 > 对 舞伴 ,要 求 每 个 女孩 的 舞伴 都 是 自己 认识 的 男孩 . 分 别 
将 A 城 和 B 人 先 江 的 种 数 记 为 A(，) 和 和 B(r), 求 证 A 
(r)=B(r),r=1,2,: 
(第 38 居 国 际 数学 奥林匹克 预选 是 1997 年 ) 
[证 ] 为 使 用 递 推 法 起 见 ,将 题 中 的 A(r) 和 B(r) 分 别 记 为 A 
(n,r) 和 B(n,r). 
由 于 A 城 的 n 个 女孩 中 每 人 都 认识 所 有 男孩 , 故 有 
A(ln,r)= (Ci)*r! = 由 
下 面 我 们 来 对 B(2a ,7r) 建 立 一 个 递归 关系 式 , 设 wn 守 3 有 2 所 7 志 
2 .考察 在 B 城中 选取 ~ 对 舞伴 且 使 每 个 女孩 都 认识 自 己 舞 伴 的 所 有 
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可 能 选 法 .分 两 种 情况 来 计数 . 

当 g 是 选中 的 >- 个 女孩 之 一 时 ,其 余 的 ~- 1 对 舞伴 共有 B(n - 
1,r 一 1) 种 不 同 选 法 . g, 可 在 余下 的 (2n 一 1) 一 (rr 一 1)=2n 一 r 个 男 
孩 中 任 选 1 个 男孩 为 舞伴 ,当然 共有 2n - r 种 选 法 .由 乘法 原理 知 这 
种 情况 共有 (27n 一 r)B(n -1,r 一 1) 种 不 同 选 法 . 

当 g, 未 被 选中 时 ,当然 有 >< 2 .于 是 > 个 女孩 全 都 选 自 gl,g，， 
… ,gn-1 且 她 们 的 舞伴 也 都 来 自 561,52,…,653,_3 之 中 .所 以 不 同 选 法 
的 种 数 恰 为 B(n 一 1,r). 

这 样 一 来 , 当 nn 宇 3 时 总 有 

B(n,n)=nB(n—1,n~1), 


Bl(n,yr)=B(n-1,r)+(2n-r)B(n-1,r—-1). 人 
其 中 r=2,3,…,n 一 1. 和 
由 中 有 计 间 
. _ 7 一 1)1] 教 
AT 
四 (2 二 1)1 
A 1,r -1) [Cn—r)tr 1)! 
由 此 可 得 
A(n,r)=A(n—-1,r)+(2n-r)A(n~1,r~1). G3) 


入 式 表 明 ,A(n,r) 与 B(n,r) 满 足 相 同 的 递归 关系 式 .此 外 ,对 任 
意 nEN, 都 有 A(n,1)=n*=B(n,1) 和 A(2,2)=2=B(2,2). 所 以 
对 此 有 nEN 和 r=1,2,…,n, 均 有 A(n,r)=B(n,r). 

1.113 设 4X4Xx4 的 大 正方 体 由 64 个 单位 正方 体 组 成 .选取 其 
中 的 16 个 单位 正方 体 涂 成 红色 ,使 得 大 正方 体 中 每 个 由 4 个 单位 正方 
体 构成 的 1x1x4 的 小 柱 体 中 ,都 恰 有 1 个 红色 单位 正方 体 . 问 16 个 
红 正 方 体 共有 多 少 种 不 同 取 法 ? 说 明理 由 . 

(第 14 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1999 年 ) 

[ 解 1] 将 大 正方 体 按 从 前 到 后 的 顺序 分 成 4 层 ,每 层 都 是 一 个 1 
x4X4 的 长 方 体 . 依 次 将 4 层 编 号 为 1,2,3,4. 将 所 有 红 正 方 体 都 投影 
到 正面 的 4X4 正 方形 的 方 格 上 ,于 是 16 个 红 正 方 体 的 投影 互 不 相同 
且 恰 好 充满 4x4 的 正方 形 . 按 每 个 单位 正方 形 是 哪 一 层 红 正方 体 的 投 
影 而 在 该 正方 形 中 写 上 1,2,3,4 之 一 .这 样 , 红 正方 体 的 不 同 取 法 就 与 
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4x4 正 方形 方 格 表 的 不 同 填 数 法 一 一 对 应 .所 以 只 须 计 算 后 者 有 多 少 
种 不 同 的 填 数 法 . 

易 知 ,每 层 的 16 个 单位 正方 体 中 都 怡 有 4 个 红 正 方 体 且 4 个 红 正 
方 体 既 不 同行 又 不 同 列 ,因此 ,4x4 正方 形 所 填 的 16 个 数 中 ,1,2,3,4 
各 有 4 个 , 且 每 组 4 个 相同 的 数 在 4x4 数 表 中 既 不 同行 也 不 同 列 . 

首先 ,将 4 个 1 填 人 4x4 方 格 表 中 , 既 不 同行 又 不 同 列 ,共有 4! 
=24 种 不 同 填 法 . 

然后 注意 ,第 1 行 的 另 3 个 数 只 能 是 2,3,4 各 1 个 ,有 6 种 不 同 填 
法 . 

对 于 4 个 1 的 任何 一 种 填 数 法 ,总 可 以 经 过 层 之 间 的 交换 而 使 4 
个 1 恰好 排 在 主 对 角 线 的 4 个 方 格 中 .然后 对 第 1 行 的 后 3 个 数 进行 
轮换 ,可 设 第 1 行 数 恰 为 1 ,2,3,4. 

考察 第 2 行 1 列 的 方 格 ,其 中 可 填 2,3,4 之 一 . 若 
填 2, 则 第 2 行 4 个 数 为 2,1,4,3. 从 而 表 中 第 3 行 4 

列 和 第 4 行 3 列 方 格 中 的 数 都 只 能 是 2. 余 下 的 左下 
角 的 2x2 正 方形 的 4 个 方 格 中 必 为 3 和 4 各 两 个 且 
对 角 2 数 相同 ,有 两 种 不 同 填 法 . 若 第 2 行 1 列 的 方 格 
中 填 3, 则 第 2 行 4 个 数 依次 为 3,1,4,2, 并 从 而 导致 
只 有 惟一 的 填 数 法 . 同 理 , 当 第 2 行 1 列 的 方 格 中 填 4 
时 ,也 只 有 惟一 的 填 数 法 .可 见 ,共有 4 种 不 同 的 填 数 
法 . 

综 上 可 知 , 共 有 24xX6x4= 576 种 不 同 的 填 数 法 . 
从 而 16 个 红 正 方 体 共有 576 种 不 同 取 法 . 

[ 解 2] 由 解 1 知 ,16 个 红 正 方 体 的 每 种 满足 要 求 的 取 法 恰 对 应 
于 将 4x4 的 方 格 表 划 分 成 4 组 ,每 组 的 4 个 方 格 既 不 同行 又 不 同 列 的 
一 种 分 法 . 故 只 须 计 数 后 者 有 和 多少 种 不 同 的 分 组 方法 . 

用 1,2,3,4 来 表示 方 格 所 属 的 组 号 并 固定 第 1 列 4 个 方 格 依次 属 
于 第 1,2,3,4 组 ,于 是 不 同 分 组 法 有 下 列 24 种 ; 


织 呆 兴 
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将 4 组 方 格 分 别 对 应 于 4 层 的 红 正 方 体 ,共有 24 种 不 同 的 对 应 方 
法 , 故 知 16 个 红 正 方 体 的 所 有 不 同 取 法 共有 576 种 . 
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2.1 任 给 5 个 整数 ,证 明 从 中 必 能 选 出 3 个 ,使 此 3 个 数 之 和 能 被 
3 整除 . 
(中 国安 徽 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 由 于 一 个 整数 被 3 除 时 ,余数 只 能 是 0,1,2. 
(1) 车 此 5 数 被 3 除 时 ,有 3 种 余数 ,那么 ,把 余数 分 别 为 0,1,2 的 
3 数 相 加 ,其 和 即 能 被 3 整除 . 
(2) 若 此 $ 数 被 3 除 时 ,至 多 有 两 种 余数 ,由 抽 履 原理 ,至 少 有 3 个 
数 的 余数 相同 , 则 将 此 3 数 相 加 ,其 和 即 能 被 3 整除 . 
2.2 试 证 在 任意 ”个 自然 数 构成 的 集合 中 ,总 有 一 个 非 空子 集 ， 
它 所 含 的 各 数 之 和 可 以 被 n 整除 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 n 个 自然 数 为 al 过 a; 世 … 忒 a, 并 考察 下 列 n 个 和 数 
QlC1I 士 QQ 十 az 十 CQ 十 CQ 十 二 a, 
除 以 2 的 2” 个 余数 . 若 其 中 有 一 个 余数 为 0, 则 该 和 中 所 有 数 所 成 的 子 
集 即 为 所 求 . 若 其 中 任何 一 个 都 不 为 0, 则 这 >” 个 余数 只 能 从 11,2,…， 
n 一 1| 中 取 值 .于 是 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 个 余数 相同 .将 两 个 余数 
所 对 应 的 和 数 相 减 . 减 去 相同 项 后 ,余下 的 各 数 所 成 的 集合 即 为 所 求 . 
2.3 证明 在 21- 1,22 -1,23 -1,…,2"-1- 1 中 至 少 有 一 个 数 能 
被 n 整除 ,其 中 是 大 于 1 的 奇数 . 
(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 考虑 29,21 ,2 ,…,2” 1, 这 7 个 数 被 4 除 的 余数 为 70 ,ri， 
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汶 溺 


是 1 湾 





由 于 是 大 于 1 的 奇数 , 故 nf27(i = 0,1,…,n 一 1). 所 以 这 个 
余数 01 77] 只 能 是 


组 1,2,…,n—1. 
人 这 一 1 种 情形 ,因而 一 定 有 两 个 余数 相等 .不 妨 设 六 = ,其 中 0<<% 
< /三 n 一 1, 于 是 
n|12'— 24, 
7 24(24 — 1). 
因为 n» 是 大 于 1 的 奇数 ,2* 是 偶数 , 故 (nn,2*) = 1, 从 而 
z | 2 一 1. 


由 于 0<7-& 雪 7 一 太 所 以 2 一 是 2 一 1,22 一 1,…,2”! 
一 1 中 的 一 个 ,从 而 命题 得 证 . 
2.4 把 从 1 到 2 的 所 有 整数 任意 排 成 一 行 ,然后 将 每 个 数 都 加 
上 它 所 在 位 置 的 顺序 号 数 ,求证 这 2n 个 和 数 中 至 少 有 两 个 在 被 2n 除 
时 的 余数 相同 . 
(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 大 不 然 , 则 这 2n 个 和 数 除 以 2n 时 的 余数 互 不 相同 , 即 0， 
1,2,…,2n 一 1 各 1 个 .从 而 有 
S=(0+1+2+.+2n -1) = 广 2n(2n -1)=n(mod 2n), 
其 中 S 表示 2 个 和 数 之 和 . 另 一 方面 , 先 对 2n 个 和 数 求 和 又 有 
S=21+2+…+2n)=2n22+1) 三 0(0mod 2n), 矛 盾 . 
2.5 ” 试 证 在 任意 52 个 整数 中 , 必 有 两 个 数 , 它 们 之 和 或 差 是 100 
的 倍数 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 考察 这 52 个 整数 除 以 100 时 所 得 的 非 负 余数 ri,r,,…， 
r52 .这 时 有 0 所 六 和 99,;i = 1,2,…,52. 它 们 分 属于 下 列 51 个 集合 : 
10},{1,99|, {12,98|,… ,149,51| ,150}. 
由 抽 懂 原理 知 必 存在 1 委 ;< JJ 委 $2, 使 一 与 王 属于 同一 个 集合 .这 样 ， 
当 7 = xj 时 ,它们 所 对 应 的 原 二 数 之 差 是 100 的 倍数 ; 当 r; 关 x 时 , 它 
们 所 对 应 的 原 二 数 之 和 是 100 的 倍数 . 
2:6 在 前 100 个 奇数 1,3,…,199 的 集合 MM 中 , 选 出 一 个 子 集 ,使 
其 中 任何 一 数 都 不 能 被 另 一 个 数 所 整除 , 问 此 子 集 最 多 有 和 多少 个 元 
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素 ? 
(中 国 天 津 市 代表 队 测 验 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 仿 
S = ff22+1i33 过 2， 过 99|， 
则 S 有 67 个 元 素 且 满足 题 中 要 求 . 若 存在 ac, ES, 使 | 6, 则 因 w ,6 
都 是 奇数 , 故 商 了 也 是 奇数 .从 而 了 之 3,65 之 34 之 201 ,矛盾 
另 一 方面 , 令 
Ti = fk|k= 3m,(m,3)= 1,k € AM 
则 1 过 芭 志 199,(m,3) = 1,(zx,2) = 4. 这样 的 xw 中 共有 67 个 . 设 A 
为 M 的 任 一 元 素数 多 于 67 的 子 集 . 由 抽 必 原理 知 其 必 有 两 个 元 素 属 
于 同一 个 T, ,从 而 二 者 中 大 的 必 能 被 小 的 整除 .可 见 任何 元 数 多 于 67 
的 子 集 都 不 满足 题 中 要 求 . 故 知 所 求 的 元 数 的 最 大 值 为 67. 
2°7 对 任 给 的 97 个 互 异 的 正 整数 cl ,a,,… ,aw. 试 证 一 定 存 在 4 
个 正 整数 , 仅 用 减 号 , 乘 号 和 括号 将 它们 适当 组 合 为 一 个 算式 ,其 结果 
是 1984 的 倍数 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 因为 ”1984 = 64 x 31. 所 以 在 al,a,,…,ass 这 65 个 互 异 
的 正 整数 中 ,至 少 有 两 个 数 模 64 同 余 ,不 妨 设 
al (mod 64), 
64| al— a;. 
在 a66,… ,ao 这 32 个 数 中 ,至少 有 两 个 数 模 31 同 余 ,不 妨 设 
at6 兰 aorz(mod 31), 
31 | Q66— a67. 
又 因为 (31,64) = 1, 所 以 1984|(a -as)(asg - ao)， 
2.8 设 n 为 2 的 正 整 数 蝴 , 试 证 从 任何 售 2n -1 个 正 整数 的 集合 
中 总 能 取出 x 个 数 , 使 它们 的 和 可 被 n 整除 . 
(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 
[证 ] 记 = 2*,k € N 并 关于 上 使 用 数学 归纳 法 . 
当 太 = 1 时 ,n = 2,2n-1= 3.3 个 数 中 总 有 两 个 数 奇偶 性 相同 ， 
二 数 之 和 当然 能 被 2 整除 , 即 有 = 1 时 命题 成 立 . 
设 命题 于 & = m 时 成 立 . 当 & = n+ 1 时 ,由 于 
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加 史 访 


2 .2711— 1 = 2”+27+2:27—1, 

故 从 所 给 的 2. 2”*! ~ 1 个 正 整 数 中 可 依次 选 出 3 组 数 ,使 得 每 组 都 有 
2™ 个 数 且 其 和 能 被 2” 整除 . 记 这 3 组 数 的 和 分 别 为 2%a ,2”b ,2™c. 

显然 ,a ,b,c 这 3 个 数 中 至 少 有 2 个 数 的 奇偶 性 相同 ,不 妨 设 为 a 
和 和 4b, 记 之 为 a +b = 2s,s EN, 于 是 将 相应 的 两 组 数 合成 一 组 , 则 这 组 
共有 2”… 个 数 且 其 和 为 

2 + 2 = 27(a + 6) = 22418， 

可 被 2”*! 整除 .这 就 证 明了 命题 于 有 & = m + 1 时 成 立 . 

2.9 ”给 出 一 组 自然 数 4,14,24,… ,94,104. 首先 从 这 些 数 中 划 去 
1 个 ,然后 在 剩 下 的 数 中 划 去 两 个 ,接着 再 一 次 划 去 3 个 ,最 后 一 次 划 去 
4 个 .求证 不 可 能 在 每 次 划 去 之 后 , 剩 下 的 诸 数 之 和 都 可 被 11 整除 . 

(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ]】 注意 ,这 11 个 数 之 和 为 S=4+14+…+104= 54x11， 
它 显然 是 11 的 倍数 .而 这 11 个 数 中 ,惟一 的 一 个 是 11 倍数 的 数 是 44. 

知 结论 不 成 立 , 则 每 次 划 去 之 后 的 诸 数 之 和 都 可 被 11 整除 ,而 第 4 
次 划 去 之 后 只 余 1 个 数 , 故 只 能 为 44. 但 是 第 1 次 划 去 的 1 个 数 也 必须 
是 11 的 倍数 ,也 只 能 是 44 ,矛盾 . 

2.10 试 找 出 50 个 自然 数 , 使 得 其 中 任何 一 个 数 都 不 能 被 另 一 个 
数 整 除 ,但 是 其 中 任何 两 个 数 之 积 都 可 被 其 余 的 每 一 个 数 所 整除 . 

(第 50 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 取 50 个 素数 p) ,ps,…,pso 并 令 


"= Ip, j = 1,2,.…,50. 


于 是 当 角 关 i 时 ， 不 能 整除 但 对 任何 i 关 j, nin; 部 是 50 个 素数 科 
积 的 倍数 ， 故 它 能 被 任何 np 所 整除 . 可 见 | 21， Po" ,ns01 满足 要 求 . 
2.11 设 n 之 4 是 整数 ,求证 集合 |1,2,…,2n -1 的 2 元 子 集 S 
中 必 有 一 个 子 集 ,其 中 所 有 元 素 之 和 是 2n 的 倍数 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 大 ”多 S = {ai,a2,.", an| , 则 下 列 2n 个 数 
A129 Qn oN 一 Qi21 一 0 ,2n — a, 
都 属于 (0,2n). 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 个 数 相等 .又 因 a; 关 ,所 以 
Qi 2N aaj;,i = 1 ,2,…,n. 因 而 存在 1 付 i1 关 7 信 1, 使 a = 2n— a,, 
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即 c; + a; = 2n. 

着 7 0102 onl 不 戎 设 on 一 了 是 和 有 els02 a 

C ff,2, nn 一 Jn+1,…,27 一 .又 因 n 实 4, 帮 fal,a2,… ,Qn-1| 
至 少 有 两 个 元 素 属于 (0,n) 或 属于 (in ,2 ). 不 妨 设 al， “2 € (0,n). 于 
是 ci 关 az(modn ) .考察 下 列 ”个 整数 

Cj 642 41 十 CGI 二 QQ2 十 Q3 9G1 十 C2 十 二 Cl 
若 它 们 被 n 除 的 余数 都 不 相同 , 则 其 中 必 有 1 个 数 是 ”的 倍数 ; 奋 有 两 
数 被 n 除 的 余数 相同 , 则 不 是 前 两 个 数 , 于 是 两 数 之 差 是 1al,a;,… 
ai 中 某 些 元 素 之 和 .这样 一 来 ,集合 1a1,a2,…,a-1| 有 一 个 子 集 ， 
其 中 所 有 元 素 之 和 等 于 kn . 若 上 为 偶数 , 则 它 即 为 所 求 ; 夺 为 奇数 , 则 
将 wa, = n 加 入 即 满足 要 求 . 

2.12 设 S= 11,2,…,1963), 问 最 多 可 以 从 SS 中选 出 多 少 个 数 ， 
使 得 其 中 任何 两 数 之 和 都 不 能 被 它们 的 差 整除 ? 

(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 】 令 

T= |3k+1|k =0,1,.…,654|, 
则 工 CCS 且 | 开 | = 655. 工 中 任意 两 数 之 差 均 是 3 的 倍数 但 两 数 之 和 
则 不 是 3 的 倍数 , 故 工 中 任意 两 数 之 和 都 不 能 被 它们 的 差 整 除 . 所以， 
所 求 的 最 大 值 不 小 于 655. 

对 于 S 的 任 一 个 656 元 子 集 M ,其 中 必 有 两 数 之 差 不 大 于 2. 设 这 
两 个 数 是 a 和 65 日 4 > 565. 车 a -0 = 1, 则 显然 (a -56)| (a+65); 若 a 
-5 = 2, 则 a+5 也 是 偶数 ,当然 有 (a -2)|(a + 5). 这 表明 任何 元 数 
大 于 655 的 子 集 都 不 满足 题 中 要 求 . 

综 上 可 知 , 最 多 可 选 出 655 个 数 ,使 其 中 任意 两 数 之 和 都 不 能 被 它 
们 的 差 整 除 . 

2.13 设 S = | 站 ,2,…,50|. 求 最 小 自然 数 有 ,使 S 的 任 一 & 元 子 
集中 都 存在 两 个 不 同 的 数 a 和 6 ,满足 (a + 56)| ab. 

(第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 
工 解 ] 对 于 满足 条 件 (a +65)|ab 的 a,bE€ S, 记 c= (a,6b), 于 是 
a = cal,b = cb, 其 中 a1,b61 EN 有 昌 (a1,651) = 工 因 而 有 
c(al+b)= (a+6)|ab = craibl, 
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《al 十 6b1) | cei61. 
因为 (al + b1,a1) = 1,(al+bpb) = 1, 故 有 
(al + bi)le. 0% 
叉 因 a,b5E S, 所 以 a+b 达 99, 即 c(a1+5b) 达 99. 由 只 知 3 志 a 
+ 外 委 9. 由 此 可 知 ,S 中 满足 条 件 (a + 5)| ab 的 所 有 数 对 如 下 : 
al+ b= 3:(6,3),(12,6),(18,9),(24,12), 
(30,15),(36,18),(42,21),(48,24); 
ait + bi = 4:(12,4),(24,8),(36,12),(48,16); 
al+ b! = 5:(20,5),(40,10),(15,10),(30,20), 
(45,30); 
at+ b1 = 6:(30,6); 
air+ bi = 7:(42,7),(35,14),(28,2]1); 
al+ bb! = 8:(40,24); 
al+ b! = 9:(45,36). 
共有 23 对 . 


今 


M = 16,12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48}, 
则 | M| = 12 且 上 述 23 个 数 对 中 的 每 个 数 对 都 至 少 含 有 M 中 的 1 个 元 
素 . 因 此 ,车 令 T= S-M, 则 | 工 [=38 且 了 中 的 任何 两 数 都 不 满足 
题 中 的 要 求 . 所 以 ,所 求 的 最 小 自然 数 & 之 39. 

注意 ,下 列 12 个 数 对 

(6,3),(12,4),(20,5),(42,7), (24,8),(18,9), 

(40,10),(35,14),(30,15),(48,16),(28,21),(45,36) 
互 不 相交 且 都 满足 题 中 的 要 求 .所 以 ,对 于 S 的 任 一 39 元 子 集 , 它 只 比 
S 少 11 个 元 素 , 而 这 11 个 元 素 至 多 属于 上 述 12 个 数 对 中 的 11 对 ,从 而 
必 有 12 对 中 的 一 对 属于 这 个 39 元 子 集 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 最 小 自然 数 = 39. : 

2.14 设 A 为 自然 数组 成 的 无 限 集 ,其 中 每 个 元 素 都 是 至 多 1987 - 
个 素数 的 乘积 ( 重 数 计算 在 内 ) .求证 必 存 在 一 个 无 限 集 BCA 和 6 € 
NN ,使 B 中 任意 两 个 数 的 最 大 公 因 数 都 是 46. 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
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[证 ] 若 每 个 素数 都 只 是 A 中 有 限 多 个 数 的 因数 , 则 可 取得 一 个 
无 限 集 BCA, 使 吕 中 任意 两 个 数 都 互 素 . 取 法 如 下 : 先 任 取 cl E A. 
因 al 是 至 多 1987 个 素数 的 乘积 而 每 个 素数 都 只 是 A 中 有 限 多 个 数 的 
因数 , 故 可 取得 好 2 € A, 使 (al , 42) 一 1 .一般 地 ,知已 取得 Ul d's 
at 两 两 互 素 , 则 与 上 同样 的 原因 使 得 可 以 取出 aolE A ,使 它 与 前 个 
数 中 的 每 个 都 互 素 . 

在 存 在 素数 p| 为 A 中 无 限 多 个 数 的 因数 , 则 令 

Ai = Da E A,pilal. 

于 是 A, 为 无 限 集 旦 像 上 面 一 样 地 有 两 种 可 能 :或 者 存在 无 限 集 Bi C 己 


4 ,使 Bi 中 的 任意 两 个 数 都 互 素 ,从 而 B = pi1Bi = fa| py E€ Bl| 和 





数 pi 即 为 所 求 ,或 者 存在 无 限 集 A, 一 pop | a kt A,pip2 | dj . 若 为 


后 者 , 则 继续 进行 下 去 .由 于 A 中 每 个 数 至 多 有 1987 个 素 因 数 ,所 以 进 
行 若 干 次 后 必然 可 得 到 所 要 求 的 无 限 集 B 和 数 0. 
2:15 在 任意 133 个 正 整 数 中 , 若 至 少 有 799 对 互 素 , 则 必 可 找到 
其 中 4 个 数 a,5,c,d, 使 (a,6) = (6,c)= (cd) = (da) = 1 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 将 这 133 个 正 整数 的 集合 记 为 4 , 且 对 任何 a€ A, 将 A 中 


和 汐 
二 1 泪 








与 a 互 素 的 所 有 数 的 集合 记 为 S ,| > | = 万 = 1,2,…,133. 于 
是 
1 十 ?2 十 二 13 之 2X799. QD 
统计 所 有 S, 中 的 点 对 总 数 ,我 们 有 : 
Cn Cn， T+ Ca 2 > 
由 柯 西 不 等 式 和 中 有 


133 133 
1 2 1 妆 (2x799) ) 
Mm 之 了 x 133 (2m:) 2 各 2 x 133 799 > C133. 


于 是 由 抽 民 原理 知 存在 数 对 (a,c),(65,d) 己 A, 使 得 (56,4d) CS 中 
S.. 由 定义 即 知 (a,6) = (b,c)= (c,d)= (d,a)=1. 

2.16 ” 试 证 对 每 个 正 整数 ,都 存在 自然 数 11,2,…,n| 的 一 个 排 
列 (a1,a2,，… ,a,) ,使 得 对 所 有 上 = 1,2,…,n -1, 都 有 有 aor | (alt+a， 
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十 …-. 十 ay) 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 
[证 ] 当 n = 2m 为 偶数 时 ,可 将 x 个 数 排列 如 下 : 


m+1l,1,m 十 2 2 ,2m ,7. 


中 深 


这 时 ,我 们 有 


C1 十 42 十 "+ ay; 


| 


(1+2+%+i)+(m+1l+m+2+.…+m+i) 
= i(m+i+1) = ia741; 

Ql+ azt + a = i(m+i)= (m+ i)a.. 
可 见 , 当 ”为 偶数 时 结论 成 立 . 

当 wm = 2xm + ] 为 奇数 时 ,将 前 2z 个 数 按 上 述 方式 排 好 ,而 将 2 
+ 1 排 在 最 后 一 项 即 可 满足 题 中 要 求 . 

2.17 设 上 为 正 偶数 , 试 证 可 以 将 自然 数 |1,2,…,k - 11 排 成 一 
行 (ai,a2,… ,as-1) ,使 得 任何 一 段 连续 项 的 和 均 不 能 被 整除 . 
(中 国 国家 集训 队 训练 题 ,1990 年 ) 


[证 ] 这 时 共有 - 1 个 数 .将 除 分 之 外 的 数 分 成 -1 对 :1 
一 11,12,k 一 21,…| 了 一 1, 世 + 1 .首先 将 第 1 对 数 排 在 最 前 和 最 
后 ,然后 把 第 2 对 数 交换 顺序 后 分 别 排 在 次 前 和 次 后 .每 对 数 的 正 序 和 
反 序 交替 使 用 ,直到 排 完 为 止 , 最 后 将 如 排 在 中 间 即 可 得 到 数列 ， 


1,k 2,3,k- 4,… ,4 3,2,k- 1. 


容易 验证 ,从 左 至 右 每 相 邻 两 数 之 和 依次 为 上 一 1,k+1,k-1,k+1， 
…,k 一 1,k + 1, 都 不 是 的 倍数 .因此 ,任何 连续 偶数 项 之 和 都 不 是 
的 倍数 . 又 因为 偶数 ,所 以 - 1 个 数 之 和 -CA - 1) 也 不 是 的 售 
数 . 

只 须 再 考察 既 不 是 所 有 项 又 是 奇数 项 段 之 和 的 情形 . 


(1) 当 从 左 端 去 掉 2; (j < 二 ) 项 时 ,余下 奇数 项 之 和 为 





(RI) -kD) = 
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当然 不 是 上 的 倍数 . 
(2) 当 从 右 端 去 掉 2 (7 < 元) 项 时 ,由 于 
二 p(k -1) 二 二 (mod k),j(k+1)=j(mod &). 
所 以 余下 的 奇数 项 之 各 也 不 是 上 的 倍数 . 


(3) 当 从 左 端 去 掉 21 项 , 右 端 去 掉 2i 项 时 (i + j < 二 ) ,不 妨 设 i 


之 j. 于 是 左右 各 2i 项 之 和 是 & 的 倍数 ,问题 化 成 前 两 种 情形 .所 以 余 
下 的 奇数 项 之 和 也 不 是 & 的 倍数 . 

2.18 A 是 一 个 16 位 的 正 整数 .证 明 可 以 从 A 中 到 出 相继 若干 位 
数码 ,使 得 其 乘积 是 一 个 平方 数 .例如 A 中 某 位 数码 是 4, 就 取 这 个 数 
码 . 

(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 】 设 A = aias…ai6; 其 中 a; € 10,1,2,…,91 ,i = 2,3,… 
16,a1 € 11,2,.…,91. 

由 题 设 , 若 w = 0,1,4,9, 则 问题 已 得 证 . 

今 设 A 中 的 数码 只 富有 2， 3,5,6,7,8. 这 时 A 中 若干 相继 位 的 数 
码 之 积 是 形 如 2? . 3? . 5” .7; 的 数 . 

为 简化 问题 ,对 于 p,q,r,s ,我们 以 1 表示 其 中 的 奇数 ,以 0 表示 其 
中 的 偶数 . 则 问题 化 为 证 明 存在 四 元 有 序数 组 (p,q,r,s) 为 (0,0,0,0) 
的 情形 . 

首先 ， 有 序数 组 (Cp, g ,r,s) 对 于 p,q,r,s 取 奇数 和 偶数 仅 有 2 = 
16 种 不 同 的 形式 . 

再 考察 以 下 16 个 乘积 : 

Ua 02263 和 CQC122 R16. 

(1) 若 其 中 有 一 个 乘积 是 (0,0,0,0) 型 ,此 时 问题 得 证 . 

(2) 若 其 中 没有 一 个 乘积 是 (0,0,0,0) 型 ,这 时 16 个 乘积 只 有 15 
种 1,0 组 成 的 四 数组 ,因此 必 有 两 个 乘积 所 对 应 的 四 元 有 序数 组 (， 
g ,r,s) 的 奇偶 型 相同 . 设 这 两 个 乘积 是 


人 1C2 人 一 2 ， QIC2 Ci-10 


洽 溺 
娘 1 加 


(1 三 77 夺 16). 
则 这 两 个 乘积 的 商 a;414;12…aj-1a; 对 应 的 四 元 数组 是 (0,0,0， 
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0) ,airiait2…aj 就 是 一 个 平方 数 . 
2.19 已 知 48 个 自然 数 的 乘积 恰好 有 10 个 不 同 的 质 因数 .求证 


组 必 可 从 48 个 数 中 挑 出 4 个 数 ,使 得 4 数 之 积 是 一 个 完全 平方 数 . 
(第 49 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 任 取 48 个 自然 数 中 的 两 个 数 a 和 65, 按 已 知 可 写 
. ab = 所 的 山 
其 中 pi PpP2,°°°, P10 为 已 知 的 10 个 不 同 质 数 而 Q&l1y 2 "Qi0 都 是 非 负 
整数 .定义 映射 
(a ,5 ) 一 一 > | al ,aal0 上 上 OO 


因为 不 同 的 二 数组 (a,5) 共有 Cis = 1128 个 ,而 十 数组 1a1,a2，,… 
aio1 按 奇偶 性 来 看 只 有 210 = 1024 个 , 故 由 抽 居 原理 知 存 在 两 个 不 同 
的 二 数组 (a ,5) 和 (c ,qd), 它 们 按 @ 对 应 的 十 数组 奇偶 性 相同 .从 而 
abcd 为 一 个 完全 平方 数 . 

如 果 a ,5,c,d 互 不 相同 , 则 它们 即 为 所 求 ; 如 果 其 中 65 = 4, 则 ce 
为 一 完全 平方 数 . 

除去 两 数 a 和 ,其余 46 个 数 所 组 成 的 不 同 二 数组 的 个 数 C3 和 。 = 
1035 > 2”, 故 可 重复 上 述 过 程 而 找到 两 个 不 同 的 二 数组 (x,y) 和 (>， 
1 ) ,使 得 xyzt 为 一 个 完全 平方 数 .如果 xz,y,z, 互 不 相同 , 则 它们 即 为 
所 求 ;如 果 其 中 y = 1, 则 xz 为 一 完全 平方 数 , 从 而 a,c,z,z 即 为 所 

2.20 ”已 知 1986 个 自然 数 的 乘积 刚好 有 1985 个 不 同 的 质 因数 ， 
求证 这 1986 个 自然 数 中 ,或 者 有 1 个 是 完全 平方 数 ， 或 者 有 某 几 个 数 的 
乘积 是 完全 平方 数 . 

(第 49 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 记 这 1986 个 自然 数 的 集合 为 A 并 考察 A 的 所 有 非 空子 集 . 
显然 ,这 样 的 非 空子 集 共有 21886 - 1 个 . 求 出 每 个 这 样子 集中 的 所 有 自 
然 数 之 积 , 并 将 乘积 表示 成 最 大 可 能 的 完全 平方 数 与 一 些 互 不 相同 的 
奈 数 之 乘积 的 形式 (例如 ,将 n = 28 .35.598 .7 表示 为 n = (29 .37 

574) ,3 .5 .7, 而 将 mr = 21 .1310 表示 为 m = (28. 135)?), 再 

令 该 子 集 对 应 于 所 有 数 之 积 除 以 最 大 可 能 的 完全 平方 数 之 后 所 余 的 诸 
质 因 数 的 集合 . 例如, 当 某 子 集中 所 有 数 之 积 为 n 时 , 它 对 应 于 13,5， 
7| , 当 另 一 子 集中 所 有 数 之 和 为 m 时 , 它 对 应 于 空 集 . 这 样 一 来 ,我 们 
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就 将 A 的 每 个 子 集 都 对 应 于 一 个 质数 集合 , 而 这 个 质数 集合 是 所 有 
1986 个 自然 数 乘 积 中 所 出 现 的 1985 个 质 因数 的 集合 B 的 一 个 子 集 .这 
样 的 子 集 共有 2" 个 .因此 ,由 抽 居 原理 便 知 , 必 有 A 的 两 个 不 同 子 集 
Al 和 A,, 对 应 于 B 的 同一 子 集 |p1,p;,，…, pil .这 意味 着 Al! 和 A, 中 


的 所 有 自然 数 之 积 可 分 别 写成 
ni = a pr: pa pesnz = b pr py .pe, 


其 中 a 和 4 是 两 个 自然 数 .这 样 一 来 ,n)* n, 便 是 一 个 完全 平方 数 .但 
在 nn1n; 中 ,将 Al 门 A, 中 的 每 个 自然 数 都 连 乘 了 两 次 ,因此 在 划 去 A) 
和 4; 的 公共 元 素 ( 自 然 是 划 去 一 个 完全 平方 数 ) 之 后 ,所 余下 的 数 的 
滋 积 仍然 是 一 个 非 零 完全 平方 数 ,而 它 恰 是 1 个 或 w 个 自然 数 之 积 . 

2:21 设 M 是 由 1985 个 不 同 的 正 整 数组 成 的 集合 ,其 中 每 个 元 
素 的 素 因 子 都 不 大 于 26 ,求证 从 M 中 至 少 可 以 找到 一 个 由 4 个 不 同 元 
素 组 成 的 子 集 ,使 得 这 4 个 数 的 乘积 等 于 某 个 正 整数 的 4 次 方 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 因为 不 超过 26 的 素数 只 有 9 个 :2,3,5,7,11,13,17,19,23， 

所 以 对 任何 a € M, 必 可 写成 
a = 2， 3 a 23%,， 

其 中 al ,as,…,ag 都 是 非 负 整数 .显然 ,a € M 被 有 序数 组 (al ,a,,…， 
a9) 惟一 确定 且 M 中 的 1985 个 数 对 应 于 1985 个 互 不 相同 的 数组 . 

出 现在 这 些 数 组 中 的 非 负 整数 a; ,当然 可 能 是 奇数 也 可 能 是 偶数 . 
但 从 奇偶 性 角度 看 来 ,这 些 数 组 中 至 多 有 2”= 512 个 互 不 相同 的 数组 ， 
使 其 中 任何 两 个 数组 中 都 至 少 有 一 对 相应 的 数 奇 偶 性 不 同 . 换 句 话说 ， 
如 果 有 5$13 个 这 样 的 数组 , 则 必 可 从 中 选 出 两 个 数组 (ai ,az ,… ,ao) 和 
(a ia ao), 使 得 

a; + a'; = 28.,i = 1,2,.…,9, 中 

其 中 A 都 是 非 负 整 数 . 

因为 1985 = 2x513+959, 故 从 M 中 的 1985 个 数 所 对 应 的 1985 
个 数组 中 ,可 以 选 出 513 对 数组 ,使 其 中 每 对 数组 都 满足 关系 式 中 ,并 
由 关系 式 (D 给 出 相应 的 513 个 数组 (Pi, PB;,…, Bo). 再 由 抽 居 原理 ,这 
513 个 数组 中 必 存 在 两 个 数组 (B81 ,PB,,…, Bo) 和 (8 ,8 ,，,… ,B's), 使 得 

B+ B;= 27;,i = 1,2,.…,9, 
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其 中 7 都 是 非 负 整数 . 于是, (8 ,82 …,59) 和 (BB'1,B 3,…,B'9) 所 对 
应 的 4 个 数 的 相应 数组 满足 
x+a +a +a ;= 28+28,= 47,i = 1,2,.…,9. 
这 意味 着 这 4 个 数 的 乘积 是 某 个 正 整 数 的 四 次 方 . 
2.22 ”能 和 否 把 所 有 自然 数 分 组 ,使 得 在 第 大 组 中 恰 有 ; 个 数 ,i = 
1,2,……, 且 使 每 组 中 的 所 有 数 之 和 都 恰 为 某 自 然 数 的 7 次 方 ? 
(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 


[ 解 ] 令 

Ai1= {1},A;, = {2,2’ 2},A; = 13,4,3 -3-4}, 

A = aa sa sk —- a1 ~ a2— "~ aril, 
k= 4,5,6,…, 


其 中 A 中 的 前 & 一 1 个 数 是 A1,A,,…, A;_! 中 没有 用 过 的 最 小 上 -1 
个 自然 数 .显然 ,As 中 个 数 的 和 是 &’ 上 且 每 个 自然 数 都 恰 属 于 某 一 个 
Ai. 这 就 是 说 ,| A |&= 1,2,…| 满足 题 中 要 求 ,可 见 题 中 所 要 求 的 划 
分 是 可 以 实现 的 . 

2.23 已 知 53 个 不 间 的 自然 数 的 和 不 超过 1990, 求 证 其 中 必 有 两 
个 数 ,其 和 为 53. 

(第 53 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 】 若 不 然 , 记 53 个 已 知 自然 数 的 集合 为 S 并 考察 下 列 数 对 
{i,53— i},i = 1,2,…，,26， 
显然 ,其 中 每 对 数 中 至 多 有 1 个 数 属于 S. 从 而 S 中 的 所 有 数 之 和 
Mi 之 (1+2+…+26)+(S$3+5S4+…+79) 


= 2133 > 1990, 
此 与 已 知 巴 盾 . 
2.24 ” 设 A 为 从 等 差 数 列 
1,4,7,.… ,100 


中 任意 选取 20 个 相 异 整数 所 成 之 集合 .证 明 在 A 中 必 有 两 个 相 异 整 
数 ,其 和 为 104. 
(第 39 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 将 数列 | 
1,4,7,.…,100 
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分 成 18 个 不 相交 的 集合 如 下 : 
{11}, 1452} ,14,100},17,97},.…, {149,55}. 
于 是 任 了 到 的 20 个 整数 中 ,必定 有 两 个 数 属于 后 面 16 个 二 元 集合 中 的 一 
个 .这 一 对 整数 的 和 即 为 104. 
2.25 ”任意 给 定 70 个 不 超过 200 的 互 不 相 则 的 自然 数 ,求证 其 中 
必 有 某 两 个 数 的 差 或 为 4, 或 为 5, 或 为 9. 
(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
证 上 记 给 定 的 70 个 数 为 al,a;,…,a70. 考察 如 下 的 210 个 自然 
数 
dls dH21 人 加 ， 
al + 4,a2 + 4,.…,a7 + 4, 
al + 9,a2 + 9,°"*,amn + 9, 
其 中 的 所 有 数 都 是 不 超过 209 的 自然 数 .于 是 由 抽 居 原理 便 知 ,其 中 必 
有 两 数 相等 且 这 两 个 数 嗓 不 同行 也 不 同 列 .显然 ,两 个 数 去 掉 后 一 项 
(如 果 是 第 1 行 的 数 则 不 必 ) 所 得 的 a; 与 a 便 满足 题 中 要 求 . 
2.26 ”给 定 20 个 都 不 超过 70 的 自然 数 al < as < … < aw. 求 证 
在 差 a; - a ,1 过 上 之 JJ 委 20 中 至少 有 4 个 相同 . 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 阁 不 然 , 则 对 每 个 自然 数 j,1 志 ;二 69, 值 为 j 的 差 数 至 多 
3 个 .考察 下 列 19 个 差 : 
Ci 一 ai 二 1,2,°*%,19. . 
易 匈 ,其 中 分 别 等 于 1,2,3,4,5,6 的 差 至 多 各 有 3 个 ,其 余 的 差 值 都 不 
小 于 7. 于 是 有 
70 > aw -ar= (aw ~ a19) + (aryg ~ am) t+ (a — GT) 
宇 3X(1+2+3+4+5+6)+7 = 70, 
矛盾 . 
2.27 ” 设 a 是 任 一 正 数 ,求证 在 a,2a,…,(n 一 1)a 这 n 一 1 个 数 


中 ,至 少 存在 一 个 数 , 它 和 与 它 最 近 的 整数 之 差 不 超 过 二 
《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1927 年 ) 


[证 ] 显然 ,结论 只 与 数 a 的 分 数 部 分 a - [a] 有 关 . 取 一 个 周 长 
为 1 的 圆 并 设想 将 数 轴 缠 绕 在 圆周 上 ,于 是 所 有 整 点 都 重合 于 圆周 上 
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的 同一 点 , 记 为 点 O. 将 圆周 从 点 O 〇 开始 ,等 分 为 
份 并 且 约 定 , 按 递 时 针 方 向 ,每 段 弧 的 终点 属于 该 ， a 
弧 而 起 点 不 属于 该 弧 , 即 这 n 段 弧 都 是 半 开 的 .从 
点 O 〇 开始 ,在 圆周 上 标 出 长 为 a,2a)…,(n 一 Da gp 
的 弧 的 终点 ,并 在 这 些 点 相应 地 标 上 a,2a,…,(n 
— 1)a. 5a 6a 

如 果 第 1 段 弧 或 第 wm 段 统 中 有 1 个 点 , 则 这 个 
点 所 对 应 的 数 ka (1 这 三 n -1T) 便 满足 要 求 . 若 不 然 , 则 这 2- 工 个 
点 全 都 落 在 其 余 的 n -2 段 弧 上 .由 抽 屠 原理 知 总 有 两 点 pa ,ga(1 志 pp 
< g 碌 nn 一 1) 落 在 同一 段 弧 中 .由 此 可 知 ,(g - p)a 必 落 在 第 1 段 绝 或 
第 n 有 段 弧 中 ,矛盾 . 

2.:28 用 ol(S) 表示 非 空 的 整数 集合 S 的 所 有 元 素 的 和 . 设 A = 
a CI | 是 正 整 数 的 集合 且 a < a2< "< aliy 又 设 对 每 个 正 
整数 上 委 1500 ,都 存在 A 的 子 集 S ,使 得 c(S) = x. 求 ajo 的 最 小 可 能 
值 . 

(第 21 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 令 Ao = 11,2,4,8,16,32,64,128,247,248,750|, 则 Ao 满 
足 题 中 要 求 且 ay。= 248, 故 知 aio 的 最 小 可 能 值 不 超过 248. 

性 一 方面 ,为 保证 A 满足 题 中 要 求 ,A 中 前 10 个 数 之 和 必须 不 小 
于 730. 又 因 A 中 前 8 个 数 之 和 最 大 为 235, 故 ae + aio 的 最 小 可 能 值 为 
495 ,从 而 ai0 至 少 为 248. 故 知 al0 的 最 小 可 能 值 为 248. 

2.29 设 rz…mxi… 是 一 个 正 整 数 数列 ,满足 

TXT1-6 十 十 xi 和 12 (t= 1,2,.…). 

记 S; = xr1+… + zi. 求证 对 任意 正 整数 ,一 定 有 下 标 ) ,上 ,其 中 ) < 
& ,使 得 


成 立 . 
(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 ] 由 题 设 得 
Zi Xi 十 "十 X77 太 12， 


Z8 十 xo+ + x S12, 
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Tn-6 十 了 7 一 全 十 … 十 In < 12. 


将 以 上 诸 式 相 加 得 
S7, 全 1l2n. 
由 于 是 正 束 数 ， 覆 和 有 
SI < S2 < 人 < S7, 人 12n. OD 
n+SI<nto … “< 之 n+ S77, 13n. 从 


对 于 14n 个 正 整 数 Sj,S2,… ,Sin +T Si,n + 9 11 十 97 均 不 大 
于 13n ,因此 必 有 两 个 数 相等 ,由 于 组 中 的 任 两 数 严格 不 等 ,组 @ 的 任 
两 数 也 严格 不 等 ,所 以 这 相等 的 两 数 , 必 有 一 数 在 组 中 ,一 数 在 组 名 ， 
且 组 @ 的 数 等 于 组 @ 的 数 , 不 妨 设 组 由 的 数 为 5, 组 的 数 为 n+ 
Si, 则 有 

St =n+S, 
即 Se— SH;= nn. 

2.30 设 n>3, 且 nn 是 上 自然数 ,a0,al,a2,… ,a 为 整数 ,满足 
lao<a<a< “<a 人 2n -3. 
下 i1,j ,上 k,l1,m ,使 得 
[十 Qi 人 十 CGI 二 Qi 


(日 本 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


J 


[证 ] (1) 当 ww = 4 时 ,由 
1 入 ao< ar<a<as 近 ad4 扫 $ 
及 a;(i = 0,1,…,4) 为 整数 可 得 
(ao,alyazya3,a4) = (1,2,3,4,5). 
从 而 有 
a0+a3= a!+a;= a4= 5. 
结论 显然 成 立 . 
(2) 假设 n = &(k 之 4) 时 命题 成 立 . 则 n = 有 +1 时 ,由 于 
lao<a< <a < a 人 2k+1)-3=2k-1. 
若 al 委 22 一 2, 则 a 过 2k 一 3, 从 而 由 归纳 假设 命题 成 立 . 
若 dk+l 一 2k 一 1, 则 
lao<a 人 < < a R22k -2, 
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流 问 


向 11 流 





峰 中 入 


我 们 把 1 到 2& 一 2 这 2k 一 2 个 数 分 成 一 1 组 :(1,2k 一 2),(2,2k 
一 3),(3,2k 一 4),…,(k 一 1,k). 由 于 ao 到 a 有 k+ 1 个 数 ,由 抽 层 原 
理 ,至 少 有 两 组 包含 的 全 是 ao 到 wa 的 数 , 从 而 存在 i ,j,k ,l,m ,使 得 
adita;= at+a = 2k-1= a = A. 
即 当 ”= +1 时 ,命题 成 立 . 
综 上 可 知 ,总 可 以 找到 $ 个 不 同 的 数 ,使 


Qi; 十 Qj = Qt a 二 Qn: 
2.31 求 最 小 正 整 数 ,使 在 任何 n 个 无 理 数 中 ,总 存在 3 个 数 ， 
它们 两 两 之 和 都 仍 是 无 理 数 . 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,1Y2,Y2, 一 Y2, 一 V21 这 4 个 数 中 的 任何 3 个 数 中 都 


、 有 一 对 相反 数 , 二 者 之 和 为 0, 当然 不 是 无 理 数 . 可见 ,所 求 的 最 小 正 整 


数 nn 尘 5. 
设 xz,y,z,u,v 是 5 个 无 理 数 .我 们 用 5 个 点 来 代表 它们 .车 两 数 
之 和 为 有 理 数 , 则 在 相应 两 点 间 连 一 条 红线 ,否则 就 连 一 条 蓝 线 . 于 是 
得 到 一 个 二 染色 的 5 个 项 点 的 完全 图 K;. 我们 要 证 的 结论 化 为 图 中 必 
有 蓝 三 角形 . 
知 不 然 , 则 图 中 或 有 红 三 角形 或 者 没有 单 色 三 角形 (3 边 同 色 的 三 
角形 ). 
各 为 前 者 , 设 全 XYZ 是 红 三 角形 ,于 是 3 个 和 数 芝 +y,y+z,z+ 
x 都 是 有 理 数 . 从 而 
zr =rty) + (rt) (y+z)) 
也 是 有 理 数 ,矛盾 . 
奋 为 后 者 , 即 二 染色 的 Ks 中 没有 单 色 三 角形 . 容易 证 明 , 这 时 每 
点 引出 的 4 条 线 都 是 2 红 2 蓝 并 且 S 条 红线 和 S$ 条 蓝 线 各 构成 一 个 有 5 
条 边 的 圈 . 不 妨 设 红 圈 是 XYZUYV. 于 是 3 个 和 数 Ty,y+ zz,Z+wu,， 
UW 二 Vv 二 + 区 都 是 有 理 数 .从 而 
二 Fett (tu t (vtr) (yt) (ut wv) 
也 是 有 理 数 ,矛盾 . 
2.32 设 4 是 整数 集合 ,其 中 的 最 小 元 素 是 1 ,最 大 元 素 是 100. 除 
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1 外 , 它 的 每 个 元 素 都 等 于 A 中 两 个 元 素 之 和 (可 以 是 一 个 元 素 的 2 
音 ) . 求 集合 A 的 元 数 的 最 小 值 . 
【第 14 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 集合 11,2,4,8,16,32,36,64,1001 满足 要 求 且 共有 9 个 元 
素 , 故 所 求 的 最 小 值 不 超过 9. 
若 集 合 A 满足 题 中 要 求 且 只 有 8 个 元 素 :1 = al < as < … < a 
< as = 100, 则 因 ao 甩 2a;, 故 有 aj 志 2 1,i = 1,2,…,8. 由 于 ae 去 
32,a7 委 64, 故 cg = 2a7,47 = 530. 又 因 a5 委 16,ag 委 32, 故 a6 = 25. 
这 时 ae 关 2a;, 然 而 因 a4 委 8,as 委 16,a+ais< ac 矛盾 . 
综 上 可 知 ,集合 A 最 少 有 9 个 元 素 . 
2.33 ” 试 证 从 任何 11 个 十 进 制 无 穷 小 数 中 ,都 能 找 出 两 个 小 数 
来 ,使 得 在 它们 的 差 的 十 进 制 表达 式 中 ,或 者 含有 无 穷 多 个 0, 或 者 含 
有 无 穷 多 个 9. 
(第 26 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 将 每 个 小 数 写成 一 行 ,第 2 个 排 在 第 1 个 下 面 ,第 3 个 又 排 
在 第 2 个 下 面 ,……, 最 下 面 一 行 是 第 11 个 小 数 ,并 将 相同 的 位 数 上 下 对 
齐 ,于 是 我 们 得 到 一 个 11 行 无 穷 列 的 数 表 ,每 列 都 有 11 个 数字 . 
由 抽 懂 原理 知 ,每 列 的 11 个 数字 中 必 有 两 个 数字 相同 ,我 们 称 之 
为 “数字 对 ”. 由 于 每 列 至少 有 1 个 数字 对 , 故 知 整个 数 表 中 有 无 穷 多 个 
数字 对 .又 因由 两 个 给 定 小 数组 成 的 数 对 只 有 有 限 多 个 , 故 由 抽 屠 原理 
又 知 , 必 存 在 两 个 无 穷 小 数 , 二 者 在 无 穷 多 位 数 上 数字 相同 .在 两 个 小 
数 相 减 时 , 知 下 一 位 不 借 位 , 则 相同 数字 之 差 为 0; 车 下 一 位 借 位 , 则 相 
同 数 字 之 差 为 9. 从 而 再 由 抽 居 原理 即 知 ,这 两 个 小 数 的 差 中 ,或 者 有 
无 穷 多 个 0, 或 者 有 无 穷 多 个 9. 
2.34 设 S 是 |1,2,…,1989} 的 一 个 子 集 , 且 S 中 任意 两 数 之 差 
都 不 等 于 4 或 7, 问 S 中 最 多 有 多 少 个 元 素 ? 
(第 7 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 首先 指出 ,集合 11,2,…,1989| 中 的 任意 11 个 连续 自然 数 
中 最 多 能 有 5 个 数 属于 S. 
以 了 = 11,2,…,11| 为 例 进 行 证 明 . 考察 工 的 下 列子 集 . 
{11,51 ,12,61,13,71,14,8| ,15,9|,16,101,17,111!, 
11,8}, 12,9},13,10},14,111. 
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显然 ,人 中 的 每 个 数 恰 属 于 这 11 个 子 集中 的 两 个 .对 于 了 中 的 任何 6 
个 数 ,它们 恰 属 于 这 些 子 集中 的 12 个 ,由 抽 懂 原理 知 必 有 两 个 数 属 于 
其 中 同一 个 子 集 , 即 两 数 之 差 为 4 或 7. 因 而 工 中 任何 6 个 数 都 不 能 同 
时 属于 S. 
另 一 方面 ,T = 11,3,4,6,9| 中 任何 两 数 之 差 都 不 等 于 4 或 7, 它 
们 可 以 同时 属于 子 集 S. 故 知 了 中 最 多 有 有 5 个 数 可 以 属于 S. 
因为 1989 = 181 x 11 - 2, 所 以 S 中 的 元 素数 不 超过 905. 又 因 集 
A 
{11,3,4,6,9,12,14,15,17,20| 
任何 两 数 之 差 都 不 等 于 4 或 7, 所 以 集合 
JE+1ln|jk= 1,3,4,6,9,n = 0,1,2,.…,180} 
中 任何 两 数 之 差 都 不 等 于 4 或 7, 晶 它 有 905 个 元 素 . 故 知 S 中 最 多 有 
905 个 数 . 
2.35 考察 由 2” 个 不 同 的 夸 码 组 成 的 奔 码 组 ,其 中 每 个 夸 码 的 重 
量 均 为 不 超过 21 克 的 整数 克 . 问 当 n 最 小 为 多 少时 , 夸 码 组 中 必定 存 
在 两 对 硅 码 的 重量 之 和 相等 ? 
(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 当 7 个 硅 码 的 重量 克 数 分 别 为 1,2,3,5,8,13,21 时 , 容易 
验证 ,任何 两 对 硅 码 的 重量 和 都 互 不 相同 .事实 上 ,两 对 的 4 个 硅 码 中 ， 
最 重 的 硅 码 所 在 的 对 的 重量 和 较 重 .由 此 可 知 , 所 求 的 最 小 值 不 小 于 
8. 
下 面 来 证 明 ,在 任何 8 个 夸 码 中 ,都 能 找 出 两 对 硅 码 来 ,使 它们 的 
重量 和 相等 . 
由 于 8 个 硅 码 共 可 组 成 C$ = 28 个 不 同 的 硅 码 对 (两 个 "对 ”不 同 ， 
是 指 两 对 中 都 至 少 有 1 个 硅 码 不 属于 另 一 对 ) ,而 每 一 对 硅 码 的 重量 之 
差 的 绝对 值 (简称 为 差 ) 都 不 超过 20 克 且 都 为 正 整数 , 故 至 多 有 20 个 
不 同 的 差 值 .因此 , 必 能 选 出 不 同 的 8 组 硅 码 对 : 
[aj,06;), (c,d,)},i 一 1,2,.…,8, 中 
使 得 
bi;—a;= d;-c,i= 1,2,.…,8. © 
(1) 如 果 巴 中 的 8 组 夸 码 对 中 有 某 组 的 4 个 夸 码 wa,o,c,d 互 不 相 
同 , 则 由 人 吉 便 得 a+d = + c ,两 对 夸 码 (a ,qd ),(5,c) 便 满足 要 求 . 
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(2) 设 引 中 的 8 组 夸 码 对 中 的 每 组 的 4 个 夸 码 都 不 是 互 不 相同 .这 
时 , 若 8 个 夸 码 中 有 两 个 重量 相同 , 则 显然 有 两 个 硅 码 对 的 重量 和 相 
等 .以 下 设 8 个 夸 码 的 重量 互 不 相等 .于 是 由 四 知 6 = ci = 1,2,…， 
8. 这 样 一 来 ,@ 中 的 每 组 夸 码 对 都 化 成 三 元 组 
la;,bsd;l,i = 1,2,.…%,8, (3 
满足 条 件 
a: + d; = 26,7 = 1,2,.…,8, (4) 
即 5; 为 a; 与 a; 的 等 差 中 项 ,因此 它 不 能 是 最 轻 或 最 重 的 硅 码 ,而 只 能 
是 中 间 的 6 个 夸 码 之 一 .由 抽 居 原理 知 ,5 ,0 ，…,esg 中 总 有 两 个 相同 ， 
设 为 6b; = 访 全 天门 .于 是 由 国 便 有 w+ 二 = aj+dj. 易 见 ,a;,di,a， 
d; 互 不 相同 .从 而 (a;,d;) 和 (ai di) 满足 题 中 要 求 . 
综 上 可 知 , 硅 码 数 n 的 最 小 值 为 8. 
2:36 已 知 一 个 集合 由 10 个 互 不 相同 的 十 进 制 的 两 位 正 整 数 所 
组 成 ,求证 它 必 有 两 个 不 交 的 子 集 ,使 得 两 子 集中 各 数 之 和 相等 . 
(第 14 届 国际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 记 给 定 的 10 个 正 整数 的 集合 为 M, 则 MM 共有 不 同 子 集 2 
= 1024 个 .除去 空 集 和 M 本 身 , 尚 有 非 空子 集 1022 个 .由 已 知 , 这 些 子 
集中 每 个 的 元 素 之 和 都 不 大 于 99 x 9 = 891 且 不 小 于 10, 故 由 抽 展 原 
理 知 总 有 M 的 两 个 不 同 子 集 Mi 和 M:; ,使 二 者 中 元 素 之 和 相等 . 
再 令 








S; = M;— (Mf M2),i = 1,2, 
则 Si 和 5S; 便 是 M 的 两 个 不 交 的 非 空 子 集 且 二 者 中 元 素 之 和 相等 . 

2'37 设 n EN 有 上 且 设 两 组 自然 数 中 的 每 个 数 都 小 于 n ,每 组 中 的 
数 互 不 相同 ,两 组 数 的 总 个 数 不 小 于 n ,求证 必 可 从 两 组 数 中 各 取出 1 
个 数 ,使 二 数 之 和 等 于 7 

《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
上 证 】 设 两 组 数 分 别 为 A 组 和 B 组 , 今 
B= {6|b=n-b,bE€B), 

则 8B” 也 是 互 不 相同 的 自然 数 的 集合 ,其 中 每 个 数 都 小 于 nn 且 |1B’| = 
1B|. 

因为 | Ai+18 |= |1A|+ 18| 宇 n 且 两 个 集合 A 和 B’ 中 的 每 
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乌 史 蕉 


个 自然 数 都 属于 11,2,…,n 一 1} , 故 由 抽 展 原理 知 其 中 必 有 两 个 数 相 
同 . 因 同 组 数 互 不 相同 ,所 以 两 数 分 别 属于 A 和 B , 设 为 a € A,b E€ 
B ,a = bb .于 是 与 6 相应 的 EBP, 满 足 ae+B = 沁 . 

2.38 ”从 行 ,2,…,100| 中 任 取 55 个 不 同 的 数 , 问 其 中 是 否 必 有 两 
个 数 , 使 得 二 数 之 差 等 于 :(a)9;(5)11? 

: ( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 考察 下 列 91 个 数 对 : 

(1,7 + 090),7 = 1,2,..,91. 出 
易 多 ,1,2,…;9 和 92,93,…,100 这 18 个 数 中 的 每 个 数 都 恰 属 于 上 述 
91 对 数 中 之 一 ,而 其 余 的 82 个 数 中 的 每 个 数 都 恰 属 于 上 述 91 对 数 中 
的 两 对 .因此 ,任意 的 S5 个 数 ;都 至 少 属于 @ 中 的 18+37x2 = 92 个 
数 对 .由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 个 数 属于 @ 中 同一 对 数 , 即 二 数 之 差 
为 9. 

此 外 , 当 所 取 的 55 个 数 为 1,2,…,11,23,24,…,33,45,46,…,55， 
67,68,…,77,89,90,…,99 时 ,其 中 任何 两 数 之 差 都 不 等 于 11. 

综 上 可 知 , 任 取 的 55 个 数 中 必 有 两 数 之 差 等 于 9, 但 不 一 定 有 两 数 
之 差 等 于 11. 

2.39 设 S$= ,2,…,201, 是 否 从 S 的 任 一 个 10 元 子 集 中 总 可 
取出 4 个 数 ,使 其 中 两 数 之 差 等 于 另 两 数 之 差 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 1] S 中 所 有 数 对 的 差 ( 取 正信 ) 共有 19 个 不 同 的 值 :1,2,…， 
19. 对 于 S 的 任 一 个 10 元 子 集 , 从 10 个 数 中 任 取 两 数 作 差 ,共有 45 种 
不 同 取 法 ,所 得 的 45 个 差 当 然 不 多 于 19 个 不 同 的 值 .由 抽 居 原理 使 知 ， 
这 10 个 数 中 必 存 在 3 个 不 同 的 数 对 (i,;),(k,/),(s,t), 使 得 i ;= 
k-li=s-t>0. 显 然 ,i 关上 ,kk 关 s,s 关 i1,j 关 l,l! 关 t,t 关 j, 耕 
则 将 导致 3 对 数 中 有 两 对 相同 .此 外 ,j = &,! = ,+ = ;不 能 同时 成 
立 , 和 否则 有 

3(7—J7)= (i-7)+(k-/I)+(s—i) 

= (k-7)+(s-/l)+(i-t)=0, 
邓 盾 .这 表明 (j,k),(1,s),(t,i) 中 至 少 有 1 对 是 由 不 同 整数 组 成 的 . 
不 妨 设 ;关卡 . 
(1) 寿 /= s, 则 由 i 关 s 知 i 关 L. 于 是 4 个 数 i,j,k,! 互 不 相同 目 
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i 一 = 大 一 

(2) 若 ; = 1, 则 由 /7 关 1 知 / 关 i1. 于 是 1,;,k,/ 即 为 所 求 . 

(3) 车 /1 关 s,i 关 ,再 考察 (1,k),(1,i),(j,s) 这 3 个 数 对 .与 上 
面 类 似 地 可 证 ,其 中 至 少 有 1 对 中 的 两 数 不 同 .不 妨 设 为 1 关上 ,于 是 上 ， 
1,s,t 即 为 所 求 . 

综 上 所 述 ,S 中 的 任 一 个 10 元 子 集中 均 可 取出 4 个 数 ,使 其 中 两 数 
之 差 等 于 男 两 数 之 差 . | 

[ 解 2] 若 不 然 , 则 存在 S 的 一 个 10 元 子 集 jal,a>，…,aio ,al 进 
42 "< aio, 其 中 任何 4 数 都 不 能 使 两 数 之 差 等 于 另 两 数 之 差 .于 是 
两 组 差 数 ia， Ta da Gd306 Ussdadg 7 dT A10 Qo| ,| aa QQ5 


44,47 - 46，;49 一 4a81 都 是 由 互 不 相同 的 正 整数 构成 的 .因而 有 


(az a)+t+(as—a3)+(a6— as)+(ag— a7)+(alo ~ a9) 之 15, 第 
(a3— a2)+ (as—- as)+(a7—- a6o)t+ (ag— ag) > 10. 数 间 
两 式 相 加 即 得 和 
9 
20 之 an > dl0 一 妈 一 > (ai a;) 之 23， 
i = 1 
矛盾 
2.40 设 S 一 1— (2n 1 ) ， 一 (2n — 2),…， 1,0,1,2,.…,2n 


11 ,求证 S 的 任 一 个 2n + 1 元 的 子 集中 必 有 3 个 数 之 和 为 零 . 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 则 存在 S 的 一 个 2n + 1 元 的 子 集 吾 , 其 中 任何 3 个 
数 之 和 都 不 为 零 . 

(1) 首先 证 明 ,0 QH. 如果 0E€ 互 , 则 其 余 的 22 个 整数 分 属于 如 下 
27 一 1 个 数 对 : 

(— i,i),i = 1,2,…,2n -1, 

由 抽 屠 原理 知 其 中 必 有 一 对 的 两 个 数 都 属于 五 .二 者 加 上 0,3 数 之 和 
为 零 ,矛盾 

(2) 设 日 中 绝对 值 最 小 的 元 素 为 4 ,不 妨 设 d > 0. 令 

H'*= |xlx€E H,r >dl,H = {xlx€ H,r <-d|, 


H'* ~ =Id-x|Ilx€EH'I,H+= -qdq-zx|lx€EHi. 
显然 ,这 些 集 都 不 是 空 集 且 由 反 证 假设 知 
HNH ”= 6. Q) 
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若 -d QH, 则 由 中 有 
2n-1 守 JHIUH*|= |1H'|I+|H'|= 2n, 
矛盾. 故 必 有 - wd E H. 于 是 HN 个 H' = 人 及 
IHtIi+|H |= |Htj+|H I=2n-1. 
故 有 
HU HY? = {1,2,…,2n—1i, 
_ © 
H UH = 1{-1,—2,.…,~ (2n — 1)|. 
将 H' ,H” 中 各 数 之 和 分 别 记 为 h* 和 4 7, 则 HH* 各 ' 中 各 数 
之 和 分 别 为 | H+|.4a~h! 和 -|H |.4d--h- .于 是 由 人 @ 便 得 
ht+h-+|H'i|.d-h*—-|IH |.d4-h =0, 
(IH:|-|1H |)ad=0. 
因 | HI+ |H 1 = 2n 一 1, 故 |H* | |H- | 为 奇数 , 故 得 4 = 0, 矛 
盾 . 这 就 证 明了 S 中 必 有 3 数 之 和 为 零 . 
2.41 设 n>>1,S = 11,2,…,3n1, 求 证 S 的 任 一 n + 2 元 子 集 
中 必 有 两 个 数 , 它 们 的 差 大 于 而 小 于 2x. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 1] 设 了 为 S 的 任 一 2+2 元 子 集 . 因 结论 只 与 两 数 之 差 有 关 ， 
故 可 设 工 中 的 最 大 元 为 3 . 若 不 然 , 则 可 将 下 中 的 2 + 2 个 数 同 时 加 上 
一 个 数 ,使 最 大 元 变 成 3n. 
由 于 最 大 元 为 3 , 故 若 其 他 2 +1I 个 数 中 有 [2 +1,m+2,…,27 一 
1 中 之 一 ,问题 就 解决 了 .否则 ,其 余 的 n+ 1 个 数 都 属于 下 列 n 对 数 . 
(1,2n),(2,2n + 1),(3,2n + 2),.…,(n,3n — 1). 
由 抽 屠 原理 知 , 必 有 一 对 的 两 个 数 都 属于 工 , 且 这 两 数 便 满 足 题 中 要 
求 . 
[证 2] ” 取 一 个 圆 并 将 它 3n 等 分 ,然后 用 3n 个 分 点 按 道 时针 顺 
序 依次 代表 数 1,2,… ,37 .将 其 中 的 任意 x + 2 个 点 涂 成 黑色 ,其 余 分 
点 涂 成 白色 ,于 是 问题 化 为 证 明 必 有 两 个 黑 点 ,它们 把 圆周 分 成 的 两 段 


弧 的 长 度 都 大 于 圆周 的 

若 不然 , 则 任何 两 个 黑 点 分 圆周 所 成 的 两 条 弧 中 ,总 有 一条 的 长 度 
不 大 于 圆周 长 的 本 ， 

为 方便 计 ,我 们 把 和 为 整个 圆周 的 不 交 的 两 条 弧 称 为 是 互补 的 ,把 
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除 端点 为 黑 点 外 ,内 部 不 含 黑 点 的 圆 弧 称 为 自由 弧 . 由 反 证 假设 知 , 自 
由 弧 不 可 能 既 大 于 圆周 的 -3 ,又 小 于 圆周 的 污 ,否则 , 它 的 两 个 端点 满 
足 题 中 要 求 .因而 ,最 长 的 自由 弧 或 者 不 超过 圆周 的 ,或 者 不 小 于 图 
周 的 邱 . 另 一 方面 ,由 反 证 假设 还 可 知 , 对 于 圆周 上 的 任 一 黑 点 ,以 它 
为 中 心 , 长 为 圆周 和 的 弧 的 补 弧 的 内 部 不 能 有 黑 点 .因此 ,最 长 的 自由 
弧 不 小 于 圆周 的 方 ， 

如 果 最 长 的 自由 弧 等 于 圆周 的 - , 则 圆周 上 只 能 有 3 个 黑 点 ,它们 


互 不 相交 ,但 黑 点 数 3 < n + 2, 了 矛盾 . - 


如 果 最 长 的 自由 弧 不 小 于 图 周 的 , 则 黑 点 全 都 位 于 其 补 弧 上 ， | 雪 


至 多 有 n + 1 个 黑 点 , 刻 盾 . 

2.42 设 上 自然 数 n 具有 如 下 性 质 :从 自然 数 1,2,…,n 中 任 取 50 
个 不 同 的 数 时 ,其 中 必 有 两 数 之 差 等 于 7. 求 的 最 大 值 . 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 从 1 开始 连续 取 7 个 自然 数 ,然后 越过 7 个 自然 数 再 从 15 
开始 连续 取 7 个 自然 数 ,这 样 继续 下 去 直到 98, 共 取得 49 个 自然 数 .再 
加 上 99 , 即 得 到 50 个 自然 数 : 

i4i1+],i =0,1…6J) = 1,2,…,7 及 i=7,;j=1. 

易 见 ,这 50 个 数 中 任意 两 数 之 差 都 不 等 于 7. 所 以 ,所 求 n 的 最 大 值 小 
于 99. 

当 n= 98 时 ,将 98 个 数 分 成 7 个 集合 : 

{1,8,15,.… ,85,921, 

[12,9,16,… ,86 ,93| ， 

13,10 ,17,… ,87 ,941 ， 

14,11,18,… ,88,95| ， 

{15,12,19,.…,89,96|, 

16,13,20,… ,90,97i， 

(17,14,21,.… ,91,98|,， 
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其 中 每 个 集合 中 恰 含 14 个 数 且 每 相 邻 两 数 之 差 为 7. 任 取 的 50 个 数 分 
属于 这 7 个 集合 ,由 抽 居 原理 知 必 有 1 个 集合 中 至 少 含 8 个 取 定 的 数 .8 
个 数 中 必 有 两 数 相 邻 , 二 者 之 差 为 7. 
综 上 可 知 ,n 的 最 大 值 为 98. 
2.43 ”从 了 个 实数 al < a < … < a, 最 多 能 挑 出 几 组 不 同 的 三 
项 等 差 数 列 ? 
(第 9 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 为 了 便于 计数 ,我 们 将 每 个 三 项 等 差 数 列 都 对 应 于 它 的 中 
项 并 分 别 求 出 以 a; 为 中 项 的 不 同等 差 数 列 的 最 多 组 数 . 
当 nn 为 奇数 时 , 记 n = 2k +1. 对 于 每 个 给 定 的 中 项 w ,2 委 ;雪上 
+1 ,有 1 -1 个 可 能 的 首 项 al ,az , ,ai 因而 以 a; 为 中 项 的 三 项 等 
差 数 列 至 多 有 i -1 组 .所 以 ,以 a;(2 过 i 过 上 ) 为 中 项 的 等 差 数 列 的 组 
数 至 多 为 
D-DD= 5-D). 
由 对 称 性 知 , 以 a,(k + 2 过 i 之 nn 一 1) 为 中 项 的 等 差 数 列 组 数 也 至 多 
为 六 (一 1). 居 加 上 以 a41 为 中 项 的 至 多 & 个 等 差 数列 , 便 知 不 同 的 
三 项 等 差 数 列 的 总 数 为 
: S = Rk(k-1D)+k= 如 = 地 (n -1)?. 器 
当 n = 2&k 为 偶数 时 ,与 前 段 类 似 地 可 知 所 有 三 项 等 差 数 列 的 总 数 
为 
_ 2 .1 
S=k(k—-1)= a(n-1) 一 下， OO 
将 也 与 @ 结合 起 来 便 知 ,对 于 正 整 数 n ,所 求 的 三 项 等 差 数 列 的 
组 数 至 多 为 
(7 一 1)? 
= 二 上 4 | 3) 
容易 看 出 , 当 数 列 al ,as,… ,a; 为 等 差 数 列 时 ,所 有 不 同 的 三 项 等 
差 数列 的 总 组 数 恰 为 @ 中 给 出 的 S. 所 以 ,@ 中 给 出 的 S 就 是 所 求 的 
数列 组 数 的 最 大 值 . 


2.44 ”从 集合 i1,2,…,19821 中 删 去 一 些 数 ,使 得 在 剩 下 的 数 中 ， 
任何 一 个 数 都 不 是 另外 两 个 数 的 乘积 , 问 最 少 应 删 去 多 少 个 数 才能 做 


110 傣 界 数 学 供 林 匹克 解 征 大 辞典 





到 这 一 
(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 因为 4$x46 = 2070, 故 当 删 去 43 个 数 :2,3,…,44 后 ,所 得 
的 集合 便 满足 题 中 要 求 . 

另 一 方面 , 当 从 集合 中 至 多 删 去 42 个 数 时 ,下 面 43 个 集合 

|k,89— k,k(89— k)!,k = 2,3,..,44 

中 至 少 有 一 个 集合 中 的 3 个 数 均 未 被 删 掉 ,不 满足 题 中 要 求 . 

故 知 所 求 的 最 小 值 为 43. 

2.45 ” 试 证 在 任意 13 个 实数 中 ,总 有 两 个 数 c 和 4 ,满足 
< 和 <2- 3, 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 这 13 个 数 为 al,42,…Q13. 令 


TX; = arctgai， 





0 < 


流泪 
贸 11 四 


A 


则 xz; € (- 于, 于),i = 1,2,…,13. 由 抽 展 原理 知 ,其 中 存在 两 个 数 
zi 入, 使 得 0 < x; 一 zx; < 15 .于 是 有 


0< tg(z ~ %) < tg = 2- 3, 


天 利用 三 角 公 式 tg(x; ~ x)) = BE BE 即 得 所 欲 证 . 


1 + tgx;tgz; 
2.46 ” 求 最 小 正 整 数 ,使 得 在 区 间 (1,1000) 中 任 取 ”个 不 同 的 
数 a1,a,,…,a, 时 ,其 中 总 有 两 个 数 a;,aj,1 委 i,j 过 nn, 满足 不 等 式 
0<a-a<1l+3Vaa. OD 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 因为 
di ~ aj = (Va ~ Va)(Va?+ / aaj + Va}) 
= (Va -ya - Vay +3 Yaa |, 


故 知 (D 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
0< va -ya<1 © 


当 a € [1,1000] 时 ,Ya € [1,10]. 由 抽 民 原理 知 当 渤 11 时 , 必 存 在 
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毕 中 入 


ai 各 aj 使 人 成立 ,从 而 由 式 也 成 立 ， 

当 = 10 时 , 取 Va = i,i = 1,2,…,10, 则 其 中 任何 两 数 都 不 满 
是 名 式 ( 这 时 人 名 式 化 为 等 式 ), 不 满足 题 中 要 求 .所 以 ,所 求 的 最 小 正 整 
数 n = 11. 

2.47 设 A 是 一 个 正 整 数 的 集合 且 对 任意 x,y € 4, 都 有 


[一 y [> 光 ， 求证 A 中 最 多 有 9 个 元 素 . 


(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 A= zz 了 zi 一 7X; 十 d;,d; > 0. 由 条 件 
1z -y| 宇 党 易 知 ,A 中 至 多 有 1 个 元 素 不 小 于 25, 从 而 有 zt 去 
24. 
由 已 知 有 
_ _ Titl Ti (+ di) x, 
d; 一 | zr zi| 之 5 一 25 


zt 
d; 全 二 一 已， 人 
从 zs 之 5 出 发 ,由 四 式 得 到 ds 之 务 >1, 故 有 zo 之 7. 再 由 外 式 又 
得 de > 2,z7 之 10;dy > 6,zxg 之 17;ds > 36,xo 实 54 > 25. 可 见 ,A 
中 至 多 有 9 个 元 素 . 
男 一 方面 ,容易 验证 集合 {1,2,3,4,5,7,10,17,54| 满足 题 中 要 求 . 
从 而 知 集合 A 中 最 多 有 9 个 元 素 . 
2.48 ” 求 所 有 的 由 不 同 正 整 数 (至 少 2 个 ) 组 成 的 集合 ,使 其 中 各 
数 之 和 等 于 它们 的 积 . 
(中 国 国家 集训 队 训练 题 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 显然 ， 1 在 集合 中 起 着 保持 积 不 动 而 增 大 和 的 作用 ， 而 且 它 
是 具有 这 种 性 质 的 惟一 正 整 数 . 
先 设 集合 中 的 n 个 数 中 不 含 1 自 1 < al < as<…<a, 于 是 a 
之 ,7 二 1,2,…,n. 因 nn 实 2, 故 有 
ar 一 an 一 1= (a, ~ 1)(a, .1-1)-1 完 1， 
Qan-l an+ al1+1 (D 
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其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 w = 3,a,_| = 2. 从 而 当 n 宇 3 时 ， 
QQ cd al 2 ddd id+a 2 二 |. 
依 此 类 推 , 便 得 
CC dd 之 二 ai 十 二 Cl 二. © 
Q@ 式 和 人 @ 式 结合 起 来 表明 , 凡 不 含 1 的 集合 都 不 满足 要 求 , 而 且 多 式 
还 意味 着 当 n 之 3 时 ,即使 将 1 添 入 集合 中 也 不 能 满足 要 求 . 
由 多 知 当 n = 2 时 ,只 有 ao = 1,al = 2,a = 3 才 满 足 题 中 要 求 . 
又 当 n = 1 时 ,aj :1<a+1 所 以 任何 11,ai 都 不 满足 题 中 要 求 . 
总 结 起 来 ,满足 题 中 要 求 的 集合 只 有 一 个 , 即 为 11,2,3}. 
2.49 ”考察 由 n(n 这 3) 个 自然 数 所 成 的 集合 ,其 中 任何 3 个 数 都 
不 成 等 差 数 列 .求证 在 所 有 这 样 的 集合 中 存在 一 个 集合 , 它 的 所 有 元 素 
的 倒数 之 和 为 最 大 . 
(第 3 届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 对 每 个 满足 题 中 要 求 的 集合 A = ial,a2,…,a1, 记 SA = 
ny 1] 


对 于 任意 两 个 自然 数 a 和 ,至 多 有 3 个 数 24 - ,2 二 ,20 -4 

能 分 别 与 a ,6 构成 等 差 数 列 . 令 
AM = 11,2,.°,n + 3C2.1}. 

易 见 ,对 于 M 中 的 任何 两 个 元 素 ,都 可 以 找到 不 与 这 两 个 元 素 成 等 差 
的 第 3 个 元 素 ; 对 于 这 3 个 元 素 , 可 以 找到 不 与 3 个 元 素 中 的 任何 两 个 
成 等 差 的 第 4 个 元 素 ;…; 最 后 , 当 有 ? - 1 个 元 素 时 ,可 以 找到 不 与 其 
中 任何 两 个 成 等 差 的 第 ”个 元 素 . 这 表明 M 中 存在 满足 题 中 要 求 的 7 
个 自然 数 的 子 集 . 这样 的 元 子 集 只 有 有 限 多 个 , 故 其 中 必 有 一 个 使 其 
所 有 元 素 的 倒数 之 和 最 大 , 记 这 个 子 集 为 AC M. 

对 于 满足 题 中 要 求 的 任 一 元 集合 B, 关 8CM, 则 有 Sp 过 Sa. 
若 B-M 关 CO, 则 [BNM|<n. 因 |M|= n+30C2_1, 故 可 依次 用 
M 中 的 元 素 代替 六 一 M 中 的 元 素 .显然 ,每 次 都 使 Sp 增 大 . 从 而 也 有 
Sy 委 S4. 这 表明 对 所 有 满足 要 求 的 n 元 集合 来 说 ,Ss 最 大 . 

2.50 设 自 然 数 ” 5,n 个 不 同 的 自然 数 al,a;,,…,a, 满足 条 
件 :对 集合 S = ial,a;,…,a,! 的 任何 两 个 不 同 的 非 空子 集 A 和 8B,A 
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中 所 有 数 之 和 与 B 中 所 有 数 之 和 都 不 相等 .在 上 述 条 件 下 , 求 倒数 和 


Tl .LL 
组 al a2 an 
的 最 大 值 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 首先 证 明 如 下 的 引 理 . 
引 理 ” 设 S= iai,a2,…,an| 满足 题 中 的 条 件 , 则 对 任何 自然 数 


kk 三 nn, 都 有 
> a; 之 2 一 1. 
引 理 的 证 明 。” 着 不 然 , 则 有 
Da <2 2 


由 于 {al 2,""" ,a | 共有 24 一 1 个 不 同 的 非 空 子 集 ,它们 的 元 素 和 都 在 
11,2,…,2* 一 2| 中 取 值 . 故 由 抽 居 原理 知 , 必 有 两 个 子 集 的 元 素 和 相 
等 ,此 与 已 知 条 件 矛 盾 . 引 理 证 毕 . 





考察 表达 式 
1 ,1,1 /il 1 
(tt (a a2 ti 
at-l a;,—2 a, 一 27 
al 2a2 " 2" 1c， 出 





] 出 上 
令 Ci 二 ad; 一 Qi 2 !,D, 一 >,e ,于 是 有 Cl > C2 > “> Cn 
i= 1 


2 a, 
且 有 
二 
De = Pa- (+2+22+ .+ 24-1) 
= 1 
开 
= Da; - (2 -1)>0. 加 
i= 1 
由 中 各 有 : 
Ti ll 11 
[+ 了 十 六 二 二 (二 + + 


二 
ni 


一 Dod; 一 Cl 十 C2:(D， 一 D') 十 "十 cD, 本 D,.-1) 


i=] 
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一 (cl c2) DI 十 (cz c3)D; 十 "十 (cl cx) Ds -i + caD, 之 0. 


因而 有 


1 1l1,.,.1 1 l,l - 1 
a t ast ta lt +72+ 十 二 2 


另 一 方面 ,容易 验证 ,集合 So = 11,2,2*,…,2” | 满足 题 中 的 要 
求 且 有 
1 ,1 1 1 1 1 1 


一 十 一 十 十 一 二 上 + 十 十 二 
ul 2 Uy 2 2 " 
] 


综 上 可 知 ,所 求 的 表达 式 的 最 大 值 为 2 - py 

2.51 已 知 若干 个 正 整 数 之 和 为 1976, 求 其 积 的 最 大 值 . 

(第 18 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 因为 和 为 1976 的 不 同 的 正 整 数组 只 有 有 限 多 组 , 故 所 求 的 
最 大 值 必然 存在 . 

设 zj ,z，…z 都 是 正 整数 是 zi + za + … + = 1976, 其 积 P 
= xziz2…2w 取得 最 大 值 , 则 有 

(lz 和 有 乏 4 = 1,2,…,n. 若 有 zx; >4, 则 因 2+ (x 一 2)= x; 而 
2(z -2) = 2x; 一 4 >> zx;, 故 当 用 2 和 x; 一 2 代替 zx; 时 ,将 使 乘积 PP 的 
值 变 大 ,矛盾 . 

(2)z; 宇 2,i = 1,2,…,n. 厅 有 Zz; = 1, 则 zz) = zj << Xi 二 X;, 故 
当 用 x; + zj; 代替 x; ,xz; 时 ,将 使 乘积 P 变 大 ,矛盾 . 

(3) 因为 4 = 2+2 = 2xXx2, 故 寿 有 x; = 4, 则 可 用 两 个 2 来 代替 
Zz;. 这样 一 来 ,所 有 z 都 是 2 或 3. 

(4) 由 上 述 论证 知 可 设 P= 27 3;, 其 中 vy 和 ;都 是 非 负 整数 .因为 
2+2+2=3+3, 而 2 < 3 , 故 必 有 rr<3. 又 因 1976 = 658 x3+2,， 
故 知 > = 1,s = 658. 所 以 ,所 求 的 最 大 值 为 P = 2 x 38. 

2.52 设 zl1,z;,… ,zz, 均 为 复数 ,和 且 满 足 


|zil+ | x+ 和 二 | 加 | = 1， 
求证 在 这 ”个 复数 中 , 必 存在 若 于 个 复数 ,它们 的 和 的 模 不 小 于 -< 
(第 1 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 


[证 1] 不 妨 设 z|,z,,…,z, 都 异 于 0. 用 从 原点 出 发 且 辐 角 分 别 
为 60" ,180" ,300 "的 3 条 射线 将 复 平面 分 成 3 个 角形 域 .于 是 3 个 角形 域 
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bn 


届 1 渡 





给 吵 洽 


把 给 定 的 ”个 复数 分 成 3 组 ,位 于 射线 上 的 复数 同时 属于 以 该 射线 为 
边 的 两 个 角形 域 .显然 ,3 组 复数 中 必 有 1 组 复数 的 模 之 和 不 小 于 ， 
设 这 组 复数 为 xl, =:，…,zw, 且 它们 所 在 的 角形 域 以 正 实 轴 为 平分 角 
线 ( 另 两 种 情形 可 类 似 地 进行 讨论 ). 因为 角形 域 的 张 角 为 120", 故 其 中 
任 一 复数 在 正 实 轴 上 的 投影 , 即 该 复数 的 实 部 都 不 小 于 其 模 的 方 . 从 
而 有 

| = 十 之 2 十 十 之 六 | 之 tl 十 2 十 “十 Ty 


> zi|+ | z2 | + 十 | z,, | ) 


1 
> 二 = 
一 了 X33 


[证 2] 记 Zt 一 Xp 二 iys ,Rk 一 1 ,2 
1 = Dal zl+t Dy 
k=1 上 上 =| 点 = | 
= Dy [xel|+ 2 [xl+ > | 类 | + > | yl. 
让 30 -中 <0 和 0 BA <0 


上 述 右 端 4 个 和 数 中 必 有 1 个 不 小 于 二 ,不 妨 设 第 1 个 和 数 是 如 此 .由 
于 这 组 数 中 所 有 的 xx 同 号 , 故 有 
(>al>| Da|= Dlal>, 


当然 ,这 组 复数 的 和 之 模 更 大 于 -< . 
2.53 (1) 证 明 :存在 不 全 为 零 的 三 个 整数 ,6,c, 其 中 每 一 个 的 
绝对 值 均 小 于 106 ,使 得 
[a+bf+t+ey3|< 10" 


hb| 一 


1 
5 
7. 于 是 有 


(2) 设 a,5,c 是 不 全 为 零 的 整数 , 且 每 一 个 的 绝对 值 均 小 于 105. 
试 证 ， 
la+ b+ ev3|> 102. 
(第 41 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] (1) 设 S= |izrlz=r+sV2+1Y3), 其 中 x,s,:t € 10， 
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1.2,…,106- 1. 则 SS 中 有 1018 个 元 素 .又 设 d = (1 + V2 + V3)106. 
则 0 和 受 < da. 
把 区 间 [0,4d) 平均 分 成 10 - 工 个 小 区 间 
[( — 1)e,ke}, 


其 中 2 一 | i，* 一 1 ,2,.…,10'8 _ 二 


根据 抽 居 原理 ,S 的 10 个 数 中 必定 有 两 个 数 属 于 同一 个 小 区 间 ， 
设 这 两 个 数 为 
XI 三 rl 二 si V2+ t1 V3, x2 二 六 + sy 2+ t2 ¥3, 
则 TI X29 = rir) + (si 52) V2 + (11 ~ 12) 3 
满足 


| zu -zz < < 10-11. 


1 
10 —1 


记 a=r-rB6b6= $1 一 5s25C = 一 纱 , 则 a,b,c 的 绝对 值 均 小 


于 10. 因 此 a + b V2 + cy3 满足 要 求 , 即 a ,b,c 为 所 求 的 三 个 整数 . 
(2) 令 FI=a+bV2+t+ey3. 
并 令 下 ,FF;, 下 4 为 形 如 a + 6Y2+c V3 的 男 外 3 数 ， 则 F,(i = 1， 
2,3,4) 均 不 为 零 . 
由 题 设 可 知 
IF|<10,. i= 1,2,3,4. 


从 而 TFET > 107,i = 1,2,3,4, 
由 于 二 Fy| 守 1,， 


则 下 之 > TFET > 10 全. 

2.54 设 S= fai,ay, ,ay | 是 整数 的 一 个 集合 ， 其 中 > 1. 对 
于 S 的 非 空子 集 A ,定义 p(A) 为 A 中 的 一 切 整数 的 乘积 . 设 m(S) 表 
示 所 有 p(A) 的 算术 平均 数 . 吞 m(S) = 13, 且 有 一 正 整数 a,,; ,使 得 
m(S U jia) = 49. 试 确定 a1,a;,…,a, 及 ci 的 值 . 

(第 20 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 对 任何 自然 数 及 A = ial,a;,…,a,1.A 的 所 有 非 空子 

集 元 素 之 积 的 和 为 


ul 十 dd? 十 … 十 Ci 十 (ala2 十 … 十 LiCy 十 … 十 Qi _1G， ) 十 (aia2d3 
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游 洱 


凡 1 潍 





中洲 


Fa ua) t+ alar "a, 
= (1l+a)(l+a)*(l+a)—1. 
A 的 所 有 非 空子 集 的 个 数 为 2” - 工 于 是 
(1 + a)*(1l+a,)—1 
2"” 一 1 





m(A)= 
即 有 

(1+ai)(t+a) -1 = m(A)(2" 一 1 
由 此 式 可 得 ( 当 nn = r+1 时) 

(2 一 1)m(SU larnl)+1 

= (1 + a)(l + a,)(l + ai) 

= [mm(S)(2 7 —1)+11I(l + a,:i). 

由 题 设 mm(S) = 13,m(S 了 U {1a,y1)= 49 有 

49(2 -1)+1=[13( 1)+1](+a,r). 
由 此 式 可 算出 


12(a+1 到 3) 
l3a,.11 — 85 


4 oo) 上 部 是 减 数 
由 于 当 aw+ = 1 时 ， @ 式 的 右边 等 于 爷 = = 本 .所 以 当 arrl = 1,2， 


3,4,5,6 时 ,@ 式 右边 是 小 于 1 的 数 .因此 只 须 讨论 。， 这 7 的 情形 . 当 
Ur+l 之 8 时 ,QD 式 右 边 不 是 整数 ,所 以 只 能 有 Cr+l 一 7. 
由 名 式 得 


2” = Q) 





X 
2 
所 以 r = 3. 
由 此 可 得 
(1+a)(l+a)(l+a)= (23~1)m(S)+1 
= 7x13+1= 92. 
于 是 有 


(1+a)(l+a)(l+a)= 92=2x2x23. 
由 此 可 得 惟一 的 正 整数 解 是 
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1+tal=2,1+a=2,1+a3s=23， 
即 al= 1l,a2 = 1,a; = 22. 
除 此 之 外 还 有 15 组 整数 解 ,这 可 由 92 关于 整数 的 不 同 分 解 得 到 ， 
它们 是 
(0,0,91), (0, -2,-93)， (1, -3, — 24)，, 
(-2, -2,91)，(-2,0, — 93), (0,1,45), 
(—2,—3,45), (2,1,—47), (0,— 3,— 47), 
(0,3,22), (-2, -353,22)， (-2,3,— 24), 
(0, = 5, — 24), (—3,—3,22), (-3,1, — 24), 
2.55 ”给 定 1991 个 两 两 不 同 的 正 实数 ,其 中 任意 10 个 数 之 积 都 
大 于 1 ,求证 所 有 1991 个 数 的 乘积 大 于 1. 
(德国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 将 给 定 的 1991 个 正 实数 记 为 aj ,a2，,… ,alool 并 设 其 中 ai 
最 大 , 则 al > 1, 否 则 所 有 数 都 不 大 于 1,10 数 之 积 也 不 大 于 1 ,矛盾 . 
将 除了 ai 之 外 的 1990 个 数 分 成 199 组 ,每 组 10 个 数 .于 是 每 组 10 
数 之 积 都 大 于 1, 从 而 1991 个 数 之 积 也 大 于 1. 
[ 解 2] 设 给 定 的 1991 个 正 实数 已 按 从 小 到 大 排序 为 al < a2 < 
… 之 alg91. 因为 
Di = a1a2'""a10>1， 
所 以 aio > 1 ,否则 p; 筷 1. 由 此 可 知 
a; > 1,7 = 11,12,…,1991. 
因而 有 
4a142…41991 = 户 Qa0Q12…Q1991 > 1. 
2.:56 设 pEN,n = 2? 考察 = |11,2,…,n| 具 有 如 下 性 质 的 
子 集 A: 若 xz € A, 则 2x & A. 求 这 样 的 子 集 A 的 元 数 的 最 大 值 . 
(法 国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 对 任意 e € ,我 们 写 e = 2 ,其 中 s 是 非 负 整数 ,t 是 奇 
数 . 按 已 知 , 若 24E 4A, 则 2 &A,20 CA. 因 此 ,对 每 个 !: < 7 , 集 
合 A 与 集合 和,24;22 的 安 的 元 素 个 数 不 多 于 集合 和 ,227…， 
222| 的 元 素 个 数 ,其 中 mi 为 使 22%t 之 n 的 最 大 非 负 整数 .所 以 ， 
271 283 二 十 22 十 1, 当 p 为 奇数 ， 
2P71 23 4+.… 十 2+1, 当 上 为 偶数 . 





1Al< 
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注入 


所 1 1 流 





六 泪 


对 上 式 右 端 求 和 即 得 


1 
一 (2 和 1 一 1) 
| Al 志 - = | nl+ e,, OO 
To 


其 中 
| 当 p 为 奇数 ， @) 
cp |]1， 当 p 为 偶数 
易 见 ,不 等 式 @ 中 的 等 号 是 可 以 成 立 的 , 故 知 | A | 的 最 大 值 即 为 


| 三。 + 6,, 其 中 e， 如 加 所 给 出 


2.:57 设 n,kEN 有 目 k 志 nn 并 设 S 是 含有 nn 个 互 异 实数 的 集合 . 
设 人 是 所 有 形 如 .ri + zz+…+ 人 不 的 实数 的 集合 ,其 中 .zzz 是 
S 中 的 个 互 异 元 素 . 求 证 丁 中 至 少 有 k(n 一 上 )+ 1 个 互 异 的 元 
素 . 

(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 

[证 ] 设 s5 < <…<s 是 S 的 2 个 元 素 并 对 元 素数 2 使 用 数 
学 归纳 法 来 证 明 . 

首先 , 当 & 上 =1 工 和 & = n 时 ,结论 显然 成 立 . 设 k 志 nn -1 是 结论 对 
So = 151,52,… 5x-!1| 成 立 , 并 设 To 是 当 把 S 换 成 Su 时 与 下 相应 的 集 
合 . 于 是 由 归纳 假设 有 

1Tol 三 En 一 -1)+1 
令 工 = 2 +TS1+…+Si 并 令 
多 = 工 -01 
于 是 y€ET 且 有 yo< yi< yz<… < .因为 yo 是 To 中 的 最 大 
元 素 , 所 以 
由 ET GTo,i = 1,2,.…,k. 

故 有 

IT|I 宇 |To|l+k2k(n -kl1)+1+k= k(n-k)+l1l. 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

2.58 设 S 为 ”个 正 实数 组 成 的 集合 ,对 S 的 每 个 非 空子 集 A , 令 
CA) 为 A 中 所 有 元 素 的 和 ,求证 集合 |F(A)1A4SES,A4 关 人 可 以 分 
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拆 为 个 子 集 ,每 个 子 集中 最 大 数 与 最 小 数 之 比 小 于 2. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 S= iul,wu2,…,u1, 且 

Uw Ui>0(71= 1,.…,7n). 
令 S = 1f(A)|A= ia 

S = {FANuatittu< OA) 过 二 十 十 在 
k= 2,3,.,n. 

在 Si 中 最 大 数 与 最 小 数 都 相等 , 即 都 等 于 xi ,所 以 有 





当 & 之 2 时 ,由 于 
Ui Wu2+ 二 ur 守 f(A), 
所 以 每 一 个 f(A) 的 值 属于 某 个 St. 
奉 矿 入 i+ tz 二 十 -1; 则 在 Si 中 


最 大 数 ul 十 “十 | 十 Uk 
最 小 数 人 wT 于 wl 全 


若 > uit ust+…+ us-1, 则 由 于 满足 
f(A) Uj 二 Wy 十 …' 十 Uk-] 
的 集 A 必 有 某 个 元 素 uj(i 宇 ) ,所 以 uu 是 S 中 的 最 小 元 素 , 于 是 


最 大 数 HTH 
最 小 数 “ Uk 


所 以 Si 中 最 大 数 与 最 小 数 的 比 小 于 2. 因此 S1,S;,…,S, 是 符合 要 求 
的 分 拆 . 

2'59 ” 设 c 关 1 是 给 定 的 正 有 理 数 . 试 证 自然 数 集 可 以 表 
为 两 个 不 交 的 子 集 A 与 B 之 并 ,使 得 同一 子 集中 任何 两 数 之 
比 都 不 等 于 c. 


流泪 
十 14 小 








(奥地利 -波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 我 们 递归 地 构造 集合 A 和 下. 令 16EA 日 当 已 将 1,2 … ,7 
一 1 分 到 子 集 A 和 B 并 满足 题 中 要 求 时 ,考虑 数 .如 果 存 在 & € 11， 


2,…,n 一 11, 使 外 = c, 则 将 分 到 不 含 k 的 子 集 ;如 果 存 在 hy € |1， 
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2,…,n—1| ,使 得 = c, 则 将 分 到 不 含 & 的 子 集 ;如 果 这 样 的 &| 与 


k 均 不 存在 , 则 令 nE 人 .由 于 全 < 1, 姓 > 1, 故 局 与 如 不 能 同时 存 


在 ,所 以 不 会 导致 矛盾 . 易 见 ,这 样 分 得 的 子 集 A 和 B 满 足 题 中 的 要 求 . 

2.60 ” 设 正 整数 具有 如 下 性 质 : 在 从 11,2,…,1988| 中 任 取 的 7 
个 数 中 ,总 有 29 个 数组 成 一 个 等 差 数 列 , 求 证 n > 1788. 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 首先 从 |1,2,…,19881 中 删除 29 的 所 有 倍数 , 共 68 个 .将 
余下 的 1920 个 数 分 成 69 个 集合 : 

A, = {1 + 29k,2 + 29k,:…,28 + 29k|,k = 0,1,2,.…,67, 

Aus = 11973 ,1974 ,… ,1988}. 

由 于 29 为 素数 , 故 当 (&,29) = 1 时 ,公差 为 d 的 等 差 数列 _ 

aatd,…,a+28d 
中 的 29 个 数 模 29 互 不 同 余 , 其 中 必 有 29 的 倍数 .由 于 这 样 的 数 已 被 删 
除 , 故 在 剩 下 的 数 中 不 存在 与 29 互 素 的 公差 4 的 29 项 等 差 数 列 . 

下 面 青 考察 以 29 的 倍数 , 即 以 29 或 58 为 公差 的 29 项 等 差 数 列 的 
情形 . 删 去 集合 A2g,Asz 中 的 所 有 数 , 共 删 去 56 个 数 .由 于 公差 为 29 的 
等 差 数列 的 29 项 必 分 别 属于 Ao, Al,…, Aes 中 相继 的 29 个 集合 ,公差 
为 58 的 等 差 数 列 的 29 项 则 分 别 属于 Ao ,Al,…, Acg 中 相间 的 29 个 集 
合 , 故 两 者 均 必 有 某 项 属于 As 或 Asy. 从 而 在 删除 Azg,Asl 的 所 有 数 
之 后 , 即 不 存在 任何 29 项 的 等 差 数列 . 

易 见 ,两 次 共 删 除了 68 + 2 x 28 = 124 < 200, 所 以 余下 的 数 多 于 
1788. 这 就 证 明了 只 有 n > 1788 , 才 可 能 具备 题 中 所 述 的 性 质 . 

2.61 考察 集合 i1,2,… ,ni 的 所 有 可 能 的 不 包含 相 邻 自然 数 的 
子 集 . 求 证 这 些 子 集中 的 数 的 乘积 的 平方 和 等 于 (2 + 1)! - 1. 例如 , 当 
=3 时 ,有 1+22+32+(1.3)2 =-23=41 一 1. 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 当 有 = 1,2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 于 n < 之 上 时 成 立 . 当 
n 二 上 时 ,将 满足 要 求 的 所 有 子 集 分 成 两 类 :包含 数 k 的 所 有 子 集 为 第 
1 类 ,不 包含 数 & 的 为 第 2 类 .显然 ,第 1 类 中 的 子 集 都 不 包含 上 - 1, 所 
以 ,其 中 的 数 的 乘积 的 平方 和 为 
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S| = k[(k -1)!~-1]+k’, 全 
而 第 2 类 子 集中 的 数 的 乘积 的 平方 和 则 为 


S,=k!-1. B 
将 各 相 加 即 得 
S= Si+S;=(k+1)!—1. 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . : 


2.62 设 1 和 -和 ”考虑 集合 11,2,，……,?+ 的 所 有 含 -个 元 素 的 
子 集 及 每 个 这 样子 集中 的 最 小 元 素 . 用 FE(n ,r) 表示 所 有 这 样 的 最 小 
数 的 算术 平均 值 .求证 
n+l 
广 十 工 


(第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 1] 集合 11,2,…,n| 的 + 元 子 集 共有 C' 个 .如 果 一 个 /元 子 
集中 的 最 小 数 为 7 , 则 其 余 x -1 个 元 素 必 都 取 自 和 + 1,…,n|. 所 以 ， 
最 小 元 为 ; 的 r 元 子 集 共有 Ci 个 .于 是 有 


> Ci = C7. 中 
利用 中 式 , 可 以 算出 所 有 > 元 子 集 的 最 小 数 的 和 为 


r+i+l 到 一 了 十 上 
. r— 六 - 一 
21CD= C+ DG- DC 
j=2 


1:=1 


F(n,r) = 


这 党 


nn—rt+!l 


= Ci+t C1t 2 (7 -2 C7 


由 此 可 得 
Ct! 1 十 1 
Cr” 广 才 二 

[证 2j 集合 S = 11,2,…,n| 的 不 同 的 7 元 子 集 共有 CC’ 个 , 故 
这 些 > 元 子 集 的 最 小 元 之 和 为 F(n,r)C'. 另 一 方面 ,考察 集合 M - 
10,1,…,n|. 它 共有 C 人 +| 个 不 同 的 > + 1 元 子 集 .再 将 这 样 的 r+ 1 元 
子 集 中 的 最 小 元 去 掉 , 便 得 到 S 的 > 元 子 集 .按照 这 个 原则 ,我 们 就 建 
立 了 一 个 从 M 的 所 有 > +1 元 子 集 到 S 的 所 有 x 元 子 集 的 一 个 映射 . 显 








下 (ar) = 
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然 ,对 于 S 的 任意 一 个 > 元 子 集 A ,如 果 它 的 最 小 元 为 i, 则 A 恰 有 i 个 
原 象 : 
OU A,IITU A,.…,li-1}UA. 
这 意味 着 i 恰好 是 A 的 原 象 的 个 数 . 因而 S 的 所 有 > 元 子 集 的 最 小 元 的 
和 恰 等 于 M 的 所 有 x + 1 元 子 集 的 个 数 , 即 有 
Fa sr)C7 = Ctl. 
由 此 即 得 


7 十 上 
广 十 】- 


2.63 ” 设 集 合 M = 11,2,…,10001. 对 于 M 的 任 一 非 空 子 集 X， 

令 ax 表示 X 中 最 大 数 与 最 小 数 之 和 , 求 所 有 这 样 的 wv 的 算术 平均 值 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 将 集合 M 的 非 空子 集 进 行 配 对 :对 于 每 个 非 空 集合 XC 

M , 令 和 


F(n,r) = 


= I1001 ~- xz | x€ X}, 
则 当 MDXI 和 关 X 时 ,X 关 X'1. 于 是 所 有 非 空 子 集 可 以 分 成 两 类 : 
(DIXI XC M,X XI;(2)1X| XC MX = X}. 
显然 ,对 于 第 2 类 的 外 ,有 ax = 1001. 而 对 于 第 1 类 中 的 一 对 外 和 
X ,又 有 ax + ax = 2002. 由 此 可 见 , 所 有 ax 的 算术 平均 值 为 1001. 
[ 解 2] 首先 ,对 于 每 个 i€ M ,我 们 来 计算 以 它 为 最 大 数 的 集合 
的 个 数 和 以 它 为 最 小 数 的 集合 的 个 数 . 易 见 ,这 两 个 数 分 别 为 2"! 和 
2 .因而 ,所 有 ax 的 和 为 


1000 


S = 2 1 + 2100077) 7. 
将 和 S 与 自己 的 反 向 求 和 式 相 加 ， 便 得 
S= 方 | 之 OF E+ 2100077) i 二 > i + 21771)(1001 -i) | 


000 


= 1001 2 (2 1 + 2100077). 


由 于 上 式 右 端 的 和 式 恰 为 所 有 非 空子 集 的 总 数 , 故 知 所 有 ax 的 算术 均 
值 为 1001. 
2.64 已 类 100 个 数 之 1 2 TI ,它们 的 和 等 于 1 ,其 中 任何 两 
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个 相 邻 数 的 差 的 绝对 值 都 小 于 击 . 试 证 可 以 从 中 选 出 50 个 数 来 ,使 它 


们 的 和 数 与 十 的 差 的 绝对 值 小 于 101 
(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 令 
A = zlzayrs，…vzog|, 电 = zzdyzr6 ,T1001 .如 果 A 中 530 
个 数 之 和 与 十 的 差 小 于 j00 , 则 问题 就 解决 了 . 若 不 然 ,不 妨 设 A 中 50 


1 
个 数 之 和 不 大 于 二 - 二 ,于 是 B 中 50 个 数 之 和 不 小 于 方 + 06- 


首先 将 A 中 的 zi 换 成 ,得 到 的 集合 记 为 Al 再 将 A 中 的 rs 换 
成 x4, 得 到 的 集合 记 为 A，,… ,最 后 将 人 | z9% 换 成 zio, 便 得 到 集 


合 有 .集合 中 50 个 数 的 和 也 从 不 大 于 六 - j00 逐步 变 到 不 小 于 方 + 


二 .因为 每 次 都 恰好 把 集合 中 的 1 个 数 换 成 了 它 的 相 邻 数 , 故 换 数 前 


后 50 个 数 之 和 的 变化 都 小 于 去 .从 而 A1,A,,…,Aso 中 必 有 一 个 集合 
中 的 50 个 数 之 和 与 广 之 差 的 绝对 值 小 于 00 

2.65” 当 (ai,az,…，an) 取 遍 (1,2,…,n) 的 所 有 排列 时 , 求 表达 
式 

(ai — qa) + (a 一 ad) 二 (ai 一 ai) 
的 值 的 平均 值 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] (1,2,…,n) 的 不 同 排列 共有 n! 种 . 将 相应 的 1 个 和 式 

Sa air1)? 再 求 和 , 记 所 得 的 和 数 为 S. 对 于 任何 1 + < s 志 4， 


(r 一 s)* 都 在 S 7 一 1)! 次 ,而 这 样 的 项 共有 Cs 个, 故 有 
= 2(n -1)! 2 —s)? 


n s—1 
= 2(n— 1)! >》 DC — 2rs + s”) 
二 2 二 1 


一 本 (Go — 1)! 2025 — 3s* + s). 
ss 1 
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二 1， 小 





因为 


组 DR? = n(n +t1)(2n+1), Dp = (n+ 1) 
1 *=1 k= 1 
个 。 故 得 
1 7 1 1 ] 
21 一 3 (Fn 十 1 -n(n 十 1){2n 十 1D)+ n(n 十 1) ) 
1 


(n+ Da(n—1)= Cr, 


即 所 求 的 平均 值 为 C3 41. 

2.66 设 [a1,as;,…,anj 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 , 若 ao > ww 对 于 
所 有 的 ;7 > i 都 成 立 , 则 称 a; 是 此 排列 的 一 个 “大 ” 数 . 

试 计算 全 体 m1! 个 排列 中 ,所 有 “大 ” 数 的 算术 平均 值 . 

(第 19 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1958 年 ) 

[ 解 】 令 co 是 一 个 排列 , 记 N,(o) = 1 表示 6o 的 第 ; 个 数 是 “大 ” 
数 ,N;(o) = 0 表示 o 的 第 i 个 数 不 是 “大 ” 数 . 

可 以 证 明 从 1 到 x 的 全 体 ”1! 个 排列 中 ,Ni(c) 的 平均 值 是 
n 十 二 

这 是 因为 a; 前 面 的 i - 1 个 数 共 有 P' 种 排 法 ,再 把 余下 的 nn 一 i 
+ 1 个 数 中 送 一 个 最 大 的 排 在 第 i 个 位 置 ,从 第 i+1 个 位置 之 后 的 排 法 
有 关 -i 种 ,由 此 可 得 

SN) = Pil. Pei = n(n —1)(n -i+2)(n -i)! 








从 而 Ni(o) 的 平均 值 为 
2 一 1) (ni7+2)(n 2! 1 
ni ni+t+l1 
取 i = 1,2,…,n, 则 得 出 本 题 所 求 “ 大 ” 数 的 平均 值 为 
二 ++ 二 1 


2.67 ” 当 n 为 何 值 时 ,存在 11,2,…,n i 的 一 个 排列 | ,x ，…， 
zj ,使 得 对 于 & = 1,2,…,n,|xzt 一 上 | 互 不 相同 ? 
(中 国 代 表 队 模拟 考试 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,| xx -上 | 只 能 取 n 个 不 同 的 值 :0,1,…,n - 工 . 若 对 
上 二 1,2,…,n,| Zzk 一 上 | 互 不 相同 , 则 必 是 0,1,…,n 一 1 各 1 个 .又 因 
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| -上 | 志 x -上 k(mod 2), 故 对 上 求 和 便 知 

地 n(n -1) = Ed = Dm -hk) = Omod 2) 
由 此 可 得 41in 或 41n 一 1. 

(1) 当 n = 4m 时 ,一 个 满足 要 求 的 排列 如 下 : 

4nm 1,4m -2,..,3m+1,3m -1,3m -2,..,2m,4m, 

27 C1,2m -2 m+ 1l,3m,m,m— 1,.…,1. 

(2) 当 = 4m + 1 时 ,一 个 满足 要 求 的 排列 如 下 : 

4m,4m 一 1 ,3n +2,3m,3m 一 1 ,27 十 47 二 |， 

2m,2m 一 1 ,7 十 13 二 1,72 7 一 上 |. 

综 上 可 知 , 当 且 仅 当 4| nn 或 4|n =- 工时 ,满足 要 求 的 排列 存在 . 

2.68 已 知 zi,za，…zl90 是 1,2,…,1990 的 任 一 排列 , 求 表达 
式 

ro x) 3) oxo90 | 中 
的 最 大 值 . 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 对 于 任何 非 负 整数 x,y,z, 总 有 |z-y| 所 
maxix,y|l,maximax|x,y|,z| = maxlzy yy zj, 便 知 对 所 有 7 = 1,2， 
… ,1990, 均 有 

1x xz2|— zx3|— | | max{ ri, zr, Tn). 
由 此 可 知 @ 式 的 值 不 超过 1990. 但 是 ,因为 中 式 的 值 的 奇偶 性 与 和 
数 

Z1 十 十 …+Tlo0 三 1+2+… 二 1990 = 995 x 1991 
的 奇偶 性 相同 , 故 它 不 能 等 于 1990. 

另 一 方面 ,对 于 任何 4 个 相继 自然 数 z,za+1l2+2,2+3, 我 们 有 

an- Cnt+2)|- (n+3)|- (n+1)!=0, 


故 有 
[2-4|-51-31:…|— (4k+2)|— (4k+4)|—(4k+5)| 

— (4k +3)|:…|— 1986|— 1988|— 1989|— 1987| - 1990 | 一 了 

= 1989. 


综 上 可 知 ,表达 式 QD 的 最 大 值 为 1989. 
2.69 ”把 正 整数 1,2,…,9 分 成 3 组 ,每 组 都 有 3 个 数 .把 每 组 中 的 
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证 11 3 





YW 吵 徐 


3 个 数 连 乘 求 积 并 令 A 表示 3 个 乘积 的 最 大 值 ,求证 A 72. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 j】 若 不 然 , 则 存在 一 种 分 组 法 

11,2,.…,9| = fal,a2,a3| U {61,b,,03i U fe,c2,c3l, 

使 得 alazas 和 71,50 的 受 71,cicoci 扫 71. 于 是 有 
ala2zaab1b203c1c203 妇 713. QD 

男 一 方面 

aiaza3bib2baciczsc3 = 91= (3x4Xx6)(2XxSXx7)(8X9) 

= 72 x 70x72= (7 -1)(71+1) 

= 7 +71 -71-1>71. ©@ 
四 与 中 了 矛盾 . 

“2:70 设 al1,as,…,ai0 是 任意 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 , 且 al 十 
az 十 …+awio = 1995. 试 求 
CC2 + C263 十 十 CgCi0 十 Qi0&i 
的 最 小 值 . 
(第 10 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1995 年 ) 

[ 解 】 将 给 定 的 10 个 自然 数 ci ,az,，……,aio 按 顺 时 针 方 向 依次 写 
在 一 个 圆周 上 ,于 是 所 论 的 表达 式 即 为 每 两 个 相 邻 整数 之 积 的 和 , 记 之 
为 S(m), 其 中 1 = al + ay+…+ aio. 

显然 ,10 个 两 两 不 同 的 自然 数 之 和 的 最 小 值 为 55. 因此 ,我 们 先 来 
考察 jm = 55 的 傅 形 .这 时 ,layaz, ,aio = {1,2,…,101. 

让 我 们 来 证 明 , 当 

4a1 = jb,az = 1,a3 = 9,44 = 3,as = 7， 

a6 = ,a7 = 6,a8g = 4,a9 = 8,al0 = 2 时 ， 
S(55) 的 值 最 小 . 

对 于 这 10 个 自然 数 的 在 圆周 上 的 任 一 排列 ， 
不 妨 设 ai = 10. 若 aa 天 1 设 w = 1,3 委 j) 委 10. 
这 时 ,我 们 将 弧 段 azaw 上 的 数 整 个 地 按 反 序 排 
列 ， 即将 142,a3,… ,aj_1,a; 一 1} 变 成 有 j,aj_1， 
… ,a3,421 .这 样 一 来 ,和 值 S 仅 在 两 处 发 生变 化 且 变 化 值 为 


10a> 二 1 ， Qi 一 人 1 .10 二 Qa2aj;+1) 
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一 (a 一 1)(10 一 PT 之 0. 
这 表明 在 这 一 操作 过 程 中 ,和 值 S 是 不 增 的 ,但 操作 之 后 有 ci = 10,a， 
一 1. 
和 若 at0 关 2, 设 a; = 2,3 之 1 世 9. 像 上 面 一 样 地 将 弧 段 waio 上 的 
数 整个 地 按 反 序 排列, 即将 faeas aiol 变 成 {ay0,ag,… ,aditl， 
a;| .这 时 和 S 的 变化 值 为 


Qj-1Qi + Qi0al 一 (aial + a;-1410) 
一 (10 一 ai 1)(Cai0 一 2) > 0， 
即 操作 之 后 和 值 S 变 小 了 . 


若 as 天 9, 则 又 可 类 似 地 进行 操作 而 使 cs = 9 且 和 值 S 变 小 .这 样 
进行 下 去 即 可 得 所 和 欲 证 . 


这 样 , 和 值 S$(55) 的 最 小 值 为 
So0(55) = 10x (1+2)+9x(1+3)+8x (2+4) 
+7X(3+5)+6x (4+5) = 224. (QD 


下 面 来 考察 S(k) 与 S(& 一 1)(k > 55) 的 关系 .将 和 为 上 的 10 个 

自然 数 按 大 小 排列 为 
bi > by > b3 > > bo. 
令 bli = 0 并 令 
d; = b;— bi = 1,2,…,10, 
则 Gj; 宇 1. 因 b+ 6b2+…+bio = 二 >> 55, 所 以 fd1,d,,…,diol 中 至 
少 有 1 个 大 于 1. 将 b; 所 代表 的 a; 减 去 1, 则 10 个 自然 数 仍 然 两 两 不 辣 
且 和 为 上 一 1, 这 时 显然 有 
SG) 二 SR -1)+3. 

因 上 上 式 对 任 一 排列 都 成 立 , 故 对 最 小 值 亦 然 , 即 有 


So(&) 之 So(R 一 1)+3. 2 
从 而 由 中 和 四 有 
So(1995) 之 So(55) + 3 x 1940 
= 6044. 3) 
为 一 方面 , 当 


al 二 19530, a> 一 1 ,as3 一 9,a4 一 3,as 一 7， 


ue 一 3,a7 一 0,ag 一 4,co9 一 8 ,ai0 一 2 
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时 有 
S(1995) = 6044. 出 
由 急 和 中 知 所 求 的 最 小 值 为 6044. 
2.71 将 自然 数 1,2,3,…,2n 一 1,272 任意 分 成 两 组 ,每 组 ”个 
数 . 将 第 一 组 按 递增 顺序 写 出 为 cl < az < …< a,; 第 二 组 按 递减 顺序 
写 出 为 5 > 及 > … > 6. 求 证 |at-bi|+ as-b2l+… + 
| Qan 一 b, | = n’. 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 注意 ,第 一 组 中 不 超过 的 a; 的 个 数 恰 等 于 第 二 组 中 大 于 
n 的 5 的 个 数 , 故 知 每 组 (a;,6;) 中 从 有 一 数 不 大 于 2, 另 一 数 大 于 . 
因而 有 
lar— bil+ |azs— bal+. + |a,—b,| 
= (n+t+1)+(n+2)+…+2n- (1+2+…+n)= n?. 
2.72 能 否 把 1,2,…,1980 这 1980 个 数 分 成 互 不 相交 的 4 组 ,使 
4 组 数 的 4 个 和 数组 成 以 10 为 公差 的 等 差 数 列 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 如 果 可 能 , 设 第 1 组 的 和 数 为 *, 于 是 后 3 组 的 和 分 别 为 + 
10,s + 20,s + 30. 从 而 这 1980 个 数 之 和 为 
S= s+(s+10)+ (s+20)+ {s+ 30) = 4s + 60， 
即 总 和 为 4 的 倍数 .但 是 ,对 这 1980 个 数 按 等 差 数 列 求 和 又 有 


S - 方 x 1981 x 1980 = 2 x 495 x 1981, 


它 不 是 4 的 倍数 ,矛盾 .这 说 明 题 中 的 要 求 是 无 法 实现 的 . 

2.73 ”将 集合 11,2,…，,1001 分 成 7 个 子 集 , 求 证 其 中 至 少 有 1 个 
子 集 , 其 中 要 么 含有 4 个 数 a,65,c,d, 使 得 a + 5 = c +4, 要 人 么 含有 3 
个 数 。,f,g, 使 得 e+ f= 2g. 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 由 抽 民 原理 知 , 必 有 一 个 子 集中 至 少 含有 15 个 数 . 设 子 集 
A= jiaaz al C11,2,.,1001 且 a <ay<…<as. 于 是 A 
中 的 15 个 数 共 可 组 成 Cfs = 105 个 不 同 的 差 a -ay,1 过 &<j 志 15. 
由 于 每 个 差 的 值 都 是 不 超过 99 的 自然 数 , 故 由 抽 懂 原理 知 其 中 必 有 两 
个 差 a -4,ai ~ an(j < 站 ,其 值 相等 .车 j = hh, 则 a; + a = 2a; 若 
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7 关上, 则 a ,a ,aj;,ax 互 不 相同 且 aw + an = Ci 十 Qa,. 
2.74 ”将 数 11,2,3,4,51 任意 分 成 两 组 , 则 总 可 在 其 中 一 组 中 找 
到 两 个 数 ,使 它们 的 差 也 是 同 组 中 的 数 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1916 年 ) 
[证 1] 设 有 一 种 将 5 个 数 分 成 A,B 两 组 的 分 法 使 结论 不 成 立 . 
不 妨 设 2€ A. 
因为 4-2=2,2-1=1, 故 知 1,46E B. 又 因 4-3= 1, 所 以 有 
3€ A. 于 是 ,车 5€ A, 则 5 -3 = 22, 矛盾; 若 5E€ B, 则 5-4= 1, 矛 
盾 . 
[证 2j 对 于 任意 一 种 分 法 ,由 抽 居 原理 知 个 数 较 多 的 一 组 中 至 
少 有 3 个 数 . 
(1) 设 A 组 有 4 个 数 .车 A 中 不 含 1, 则 4 与 2 的 差 仍 在 A 中 ;车 AA 
中 不 含 2, 则 4 与 3 的 差 仍 在 A 中 ;车 A 中 既 含 1 又 含 2, 则 2 与 1 的 差 
仍 在 A 中 . 
(2) 设 A 组 有 3 个 数 . 若 A 中 任何 两 个 数 都 不 满足 题 中 要 求 , 则 A 
只 能 是 11,3,51 或 13,4,51. 这 时 , 另 一 组 中 的 两 个 数 12,41 或 11,21 均 
满足 题 中 要 求 . 
2.75 ”能 否 将 81 个 重量 分 别 为 上 ,2 ,… ,81? 的 夸 码 分 成 3 组 ,使 
得 每 组 27 个 夸 码 且 对 每 组 硅 码 的 重量 求 和 所 得 的 3 个 和 数 相等 ? 
(第 13 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 首先 注意 ,对 任意 n E 六 ,都 有 
n+ (nt+5) + (n+7)* = 3n: + 24n + 74, 
(nt+1)+ (nt+3)+(n+8) = 3n +24n+74,， @ 
(nti+2)*+ (nt+4) + (nt+6) = 3n:+ 24n + 56. 
者 记 f(n) = 32 + 24n, 则 当 把 前 27 个 硅 码 分 成 9 组 时 ， 
1 6 ,821 122 ,42 92 ,132 ,S2 721 ， 


{11°,13°,182|, {122,14?2,16°}, {10?,152,17}, © 
{21° ,23°,252|, 119°,24?,26*| ,1202 ,222 ,2721 ， 
其 和 分 别 为 
f(1) +74,F(1) + 74,f(1) + 56, 
f(10) + 74,f(10) + 56, f(10) + 74， 3) 


f(19) + 56, f(19) + 74, f(19) + 74. 
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认 泛 


11 和 浅 





x 中 入 


由 图 可 知 当 把 表 @ 中 每 列 3 组 的 9 个 夸 码 合 为 1 组 时 ,所 得 3 组 硅 码 
重量 之 和 相等 . 

再 把 28 一 一 54* 和 55 一 一 81* 这 各 27 个 硅 码 类 似 地 都 分 成 重量 
和 相等 的 3 组 .最 后 再 于 每 段 的 3 组 中 取 1 组 合成 1 大 组 , 共 得 3 大 组 便 
满足 题 中 要 求 .这 就 证 明了 题 中 所 要 求 的 分 法 是 可 以 实现 的 . 

2.76 ”给 定 7 个 整数 :ai 二 1,a;,…,0, ,其 中 Ai Sail S20ai,1 
= 1,2,…,n 一 1, 并且 所 有 个 数 之 和 为 偶数 . 问 能 否 将 这 些 整 数 分 成 
两 组 ,使 得 两 组 中 的 整数 之 和 相等 ? 

(第 20 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,将 a,, 和 a, -1 分 放 于 两 组 之 中 .然后 依次 放 和 人 a,，， 
ai 3 al 且 每 次 放 人 和 数 较 小 的 一 组 之 中 , 当 两 组 和 数 相 等 时 , 可 
任 选 一 组 放 人 ,直到 放 完 ai 为 止 .这 样 ,我 们 就 把 ”个 给 定数 分 成 了 两 
组 . 

由 条 件 di 和 al 委 20 可知 ,a 过 2 1 = 1,2,…,2 .因此 , 当 将 
ai 放 人 某 组 之 后 ,两 组 整数 之 差 不 超 过 2 和 一: . 从 而 当 全 部 放 人 两 组 之 
后 ,两 组 数 之 差 不 超过 1. 又 因 所 有 整数 之 和 为 偶数 , 故 两 组 整数 之 和 
必 相 等 . 

2.77 设 &EAN,M 是 从 2k?+ 上 到 2k2 + 3k 的 2k + 1 个 整数 
所 成 的 集合 .能 否 将 Mi 分 拆 成 两 个 子 集 ,使 得 两 个 子 集中 各 数 的 平方 
和 相等 ? 

(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 答案 是 肯定 的 .事实 上 ,把 M, 中 的 前 & +T 个 数 的 集合 记 为 
有 A, 后 上 个 数 的 集合 记 为 B, 便 满足 题 中 的 要 求 .这 时 有 

> (2k2+2k+i)2- >) (2k +k+i) 


二 t 三 


1 
= DO [2k +2k + 7) (2 + k+ 7] (2k? + k) 


i= 1 


上 
= k DO,(4k + 3k+2i) - (2k2 + k)? 
i= 1 


| 


kl (4k° + 3R)R + E(k+1)] 一 (484 + 483 + £2) 
= 0. 
2.78 ” 试 证 对 于 每 个 大 于 1 的 整数 ,都 能 找到 一 个 最 小 的 整数 
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h(r) > 1, 使 在 集合 11,2,…,h(r)| 分 成 r 组 的 任何 分 划 中 ,都 存在 整 
数 ca 之 0,1 委 zz 委 y, 而 使 数 a + za+ya+z+y 人 省 于 分 划 的 同一 
组 中 . 
(第 26 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 考察 将 11,2,…,2r| 分 成 > 组 的 任 一 分 划 . 在 r,r+1,…， 

2r 这 > + 上 个 数 中 , 必 有 两 个 数 x 和 w 属于 同一 组 ,不 妨 设 x < v. 令 
Q&=2U 一 之 0,zrz=y= 盖 2 之 1， 

则 az+z=a+y=wya+z+y=v 在 同一 组 中 .由 此 可 见 A(r) 势 
2r. 

男 一 方面 ,考察 i] ,2,…,2r - 1} 的 如 下 分 划 ; 

{1,1+rl,12,2+ ri,… ,|r—1,2r—1},ir}. 
显然 ,a + z,a + y,a + 过 +y 不 能 同 在 |z} 中 . 设 它们 都 在 i&,k+ ri 
中 ,于 是 只 能 是 a+x=aty=k,atrt+y=at+2rz=k+r. 从 
而 有 z = y =r. 这 样 一 来 ,a = & -rr<0, 矛 盾 . 而 且 由 证 明 可 知 , 当 
n 达 2r 时 ,11,2,…,n| 都 不 能 满足 要 求 . 

综 上 可 知 ,h(r) = 27. 

2.79 ”能 否 将 自然 数 集 N 划分 为 无 穷 多 个 无 限 子 集 , 使 得 这 些 子 
集中 的 每 一 个 都 可 以 通过 对 另 一 个 的 每 个 元 素 加 上 相同 的 整数 而 得 
到 ? 


二 1 1 加 


数 
集 


z (第 44 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) ， 

[ 解 ] 可 以 做 到 . 取 自 然 数 的 两 个 子 集 A 和 B: 在 A 中 含有 所 有 
这 样 的 自然 数 , 在 它们 的 十 进 表 达 式 中 , 凡 自 右 数 起 的 偶数 位 上 和 皆 是 
0; 而 在 B 中 则 包含 了 所 有 奇数 位 上 和 锭 为 0 的 自然 数 . 易 见 ,每 一 个 自然 
数 ”都 可 以 惟一 地 表示 成 2 = a, + 6b,, 其 中 a,€ A,b,EB.. 

设 B= fb,62 ,村 ,|, 令 Ao0o= A 及 

Ai= latbla€ Al,k = 1,2,…, 

则 Ao,Al,A;,…,Aj,… 这 无 穷 多 个 无 限 子 集 就 满足 题 中 要 求 . 

2.80 是否 存在 两 个 无 穷 的 非 负 整数 的 集合 A 和 8B, 使 得 任 一 非 
负 整 数 都 能 以 惟一 的 方式 表示 成 两 项 之 和 ,其 中 一 项 属于 A 而 另 一 项 
属于 B? 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 可 以 实现 .我 们 将 非 负 整数 的 数位 自 右 至 左 地 依次 编号 为 
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1,2,3,4,…. 将 凡 偶 数位 数字 均 为 0 的 所 有 非 负 整数 作成 的 集合 记 为 
A, 几 奇数 位 数字 均 为 0 的 所 有 非 负 整数 作成 的 集合 记 为 B. 易 见 ,A 门 
组 B 中 的 惟一 元 素 是 0. 
“ 对 于 任何 一 个 非 负 整数 ,把 它 的 所 有 个 位 数字 都 改 为 0 而 保持 
奇 位 数字 不 动 ,我 们 得 到 一 个 非 负 整 数 n1 € A; 把 的 所 有 奇 位 数字 
都 改 为 0 而 保持 偶 位 数字 不 动 ,又 得 到 一 个 非 负 整数 wz E 妃 . 显然 有 7 
三 11 十 如?， 
任 取 另 一 对 非 负 整数 1 E A,n 2 E Bo 天 四: 于 是 2 与 7 
的 所 有 偶 位 数字 均 为 0, 且 奇 位 数字 中 至 少 有 一 位 不 同 .由 于 一 个 A 中 
的 数 与 一 个 B 中 的 数 相 加 时 所 得 的 和 的 奇 位 数字 与 A 中 的 数 相 同 , 偶 
位 数字 与 B 中 的 数 相同 ,所 以 ,ni1+n 5 了 关 n1+ ns = 2 .这 就 证 明了 任 
一 非 负 整数 n 分 解 成 集合 A 和 B 中 各 一 个 数 之 和 的 方式 的 惟一 性 . 
2.81 ”是否 存在 非 零 复数 a ,b,c 及 自然 数 h ,使 对 任何 整数 ,7， 


六 ,只 要 | 有 | + | 7 + ma| 之 1996, 就 有 |ka + 及 + mc| > 了? 


(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1996 年 ) 

[ 解 】 不 存在 . 若 不 然 , 设 有 非 零 复 数 a ,2,c 及 自然 数 h 满足 题 中 
的 要 求 . : 

考察 复 平面 . 不 妨 设 复数 a 和 6&5 所 对 应 的 向 量 之 间 的 夹 角 既 不 等 
于 0 也 不 等 于 x. 取 以 向 量 a 和 6 所 在 的 直线 为 坐标 轴 且 分 别 以 | a|， 
151 为 单位 长 的 斜 坐 标 系 .过 坐标 轴 上 的 每 个 整 点 作 平行 于 另 一 条 坐 
标 轴 的 直线 .两 组 平行 线 互相 相交 将 复 平 面 划 分 成 网 格 平面 .这 些 网 格 
是 彼此 全 等 的 平行 四 边 形 .再 考察 复数 c 所 对 
应 的 向 量 c 所 在 的 直线 . 显然 , 对 每 个 整数 
m ,mc 都 对 应 这 条 直线 上 的 一 点 , 称 之 为 c _ 
整 点 .同时 ,每 个 < -~ 整 点 都 落 在 某 个 小 平行 
四 边 形 中 (包括 边界 )( 如 图 所 示 ). 记 点 mc 所 
在 的 小 平行 四 边 形 的 左下 顶点 所 对 应 的 复数 
为 ka+ 避 ,于 是 mc -ka--ib 所 对 应 的 复 向 量 大 小 和 方向 如 图 中 以 产 
< 和 ka + 如 为 两 边 的 三 角形 的 第 3 边 所 示 但 要 将 起 点 移 至 原点 .这 就 
是 说 ,mc - ka 一 6 对 应 于 以 原点 O 为 左下 顶点 的 小 平行 四 边 形 上 Um 
点 .显然 ,每 个 这 样 的 差 都 对 应 于 这 个 小 平行 四 边 形 上 的 一 点 .显然 ,这 


已 


4 一 一 一 一 大 本身 





样 的 点 有 无 穷 多 个 .以 下 我 们 称 这 种 点 为 标定 点 . 

用 平行 于 坐标 轴 的 网 格 线 将 以 原点 O 为 左下 顶点 的 单位 平行 四 
边 形 均 分 成 足够 小 的 平行 四 边 形 ,使 它们 的 长 对 角 线 小 于 二 . 因为 这 
组 小 平行 四 边 形 共有 有 限 多 个 , 故 由 抽 导 原理 知 ,其 中 必 有 一 个 小 平行 
四 边 形 M 中 含有 无 穷 多 个 标定 点 . 

若 有 M 中 的 两 个 标定 点 重合 , 设 这 两 点 代表 的 复数 为 mjc -kia 
-6 和 mc -ka 71265, 于 是 (1 一 m2)c+ (ky~ ki)at (ly 1)b 
= 二 0 且 (mm 一 292),(k> 一 上 1) 和 (1, 一 1) 不 全 为 0. 于 是 有 

1996( m1 — ni2)c + 1996(k, ~ ki)a + 1996( — 11)6 = 0， 

此 与 反 证 假设 矛盾 .这 表明 M 中 的 标定 点 互 不 相同 . 


固定 一 个 标定 点 mc + ka + 16 ,并 将 其 他 标定 点 mc+kat+ 4b 与 第 
它 作 差 , 则 可 得 到 无 穷 多 个 这 样 的 差 , 且 每 个 差 都 满足 二 
数 章 

Cm- m)etlk-k)at(i-1)6l< 二， (x ) 集 


因为 这 无 穷 多 组 和 一 ,i- ,mm-m i 互 不 相同 而 满足 |k 一 & | + 
[71- 玫 | + |]|m 一 zm < 1996 的 只 有 有 限 多 组 , 故 其 中 必 有 一 组 使 得 
ig-k i+|i-1|I+|lm-m |>1996 

和 (* ) 式 同时 成 立 ,此 与 反 证 假设 矛盾 .这 就 完成 了 全 部 证 明 . 
2.82 ” 试 求 所 有 正 整 数 &, 使 得 集合 
M = 11990,1991,.…,1990 + 上} 
可 以 分 解 为 两 个 不 交 的 子 集 A 与 B 且 使 两 集中 元 素 之 和 相等 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 正 整 数 k 能 使 集 M 分 解 成 满足 题 中 要 求 的 子 集 A 与 
B. 于 是 M 中 所 有 元 素 之 和 为 偶数 ， 即 


Da n) = 1990(k + 1)+ pia + 1) 


为 偶数 . 因此 ， k(k+1) 三 0(mod 4). 由 此 可 知 上 = 皇 0(mod 4) 或 上 三 
3(mod 4). 换 句 话说 ,k = 4m+1 与 k= 4m+2(m = 0,1,2,…) 都 
不 满足 本 题 要 求 . 

(2) 设 kh 圭 3(mod 4), 则 4|(k +1). 今 


A= {1990 + 了 | j= 4n1,4n + 3,m = 0,1,…,| 全] 
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组 


x 中 


B= |1990 +7|;7= 4m +1,4m +2,m = 0,1,.: ,[ 在] 1， 
易 见 ,这 样 的 A 和 B 满足 要 求 . 故 知 对 所 有 非 负 整数 jx ,& 二 4m 十 3 都 
满足 题 中 要 求 . 

(3) 设 有 三 0(mod 4), 于 是 有 = 4m,m E€ N 因为 | M | 为 奇数 ， 
故 有 | A | 关上 1B| .不 妨 设 | A| > 1B8| ,于 是 |A| 宇 2m + 1,1B| 志 


2m. 因 而 ,A 中 元 素 之 和 不 小 于 >1(1990 + nn),B 中 元 素 之 和 不 大 于 


S\(1990 + 2 ), 故 得 


N=2n 1 


Daoo+ 7 ) 去 Soo0+ n) = (2m)? + 1(1990 + %). 
| 


化 简 得 到 2m? 之 995， 解 得 n 之 23,k 之 92. 
往 证 当 上 三 0(mod 4) 且 有 宇 92 时 ,IM 存在 满足 要 求 的 分 解 , 当 上 
= 92 时 , 令 
AI = 11990,1991,:…,1990 + 46}, 
B), = 11990 + 47,1990 + 48,… ,1990 + 92}. 
两 集中 元 素 之 和 分 别 为 SA = 1990 x 47 + 1081, Sp, = 1990 x 46 + 
1081 + 2116, Sp, - Sa = 126. 再 令 
A = A;U 12053} - 11990},B = Bi U 11990| — 120531， 
则 集合 A 和 B 即 为 满足 题 中 要 求 的 分 解 . 
当 & > 92 时 ,我 们 将 前 93 个 数 分 组 如 上 ,而 将 后 面 的 & -92 = 4m 
个 数 中 的 每 相 邻 4 数 按 (2) 的 办 法 处 理 即 可 得 到 所 需要 的 分 解 . 
综 上 可 知 ,所 求 的 所 有 & 的 集合 为 z 
{kik= 4n +3,m = 0,1, 5k = 4m,m = 23,24,.…|. 
2.83 求 所 有 自然 数 & ,使 得 集合 
S = {1994,1997,2000,…,1994 + 3 1 
可 以 分 成 两 个 不 交 的 集合 A 与 B 的 并 集 , 且 使 A 中 所 有 数 之 和 是 B 中 
所 有 数 之 和 的 9 售 . 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,|S|=&+1, 且 S 中 的 &+ 1 个 自然 数 之 和 为 


由 
M = >)(1994+31) = 1994(R +1)+ 广 kk+1) 
j= 0 
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— 1990(k + 1) 二 广 ( + 1)(3k + 8). 
设 集合 A 和 8B 满足 题 中 的 要 求 , 并 记 B 中 所 有 数 之 和 为 x ,于 是 A 
中 所 有 数 之 和 为 9x .因而 有 
10x = 1990(k + 1) + (8 + 1)(3k + 8), 


+ = 199(k+1)+H(k+1)(3R+8). QD 
因 >z 为 整数 , 故 必 有 20| (kk + 1)(3k&k + 8). 这 又 等 价 于 
4|(k+1)(3k+8),S|(k + 1)(3k + 8). © 


因为 (E+ 1)(34+8) = 5Ck 二 1)+3( 下 二 1, 所 以 @ 中 第 2 个 关系 式 
又 等 价 于 5| (k+1), 即 记 =5m 一 1,m EEN. 将 此 代入 久 中 第 1 个 关 
系 式 ,又 有 41m(15mm + 5). 这 又 可 化 简 为 4| m(3p + 1). 可 见 ,应 有 
m 二 41 或 m 一 4:+1,:EN. 

(1) 当 m = 4t 时 ,k= 20:--1,|S|= 201, 即 S 中 共有 20i 个 自 
然 数 .将 S 中 的 数 从 小 到 大 排列 ,从 1994 起 每 20 个 数 分 成 一 组 , 则 恰 可 
分 成 1 组 .每 组 中 的 最 小 数 与 最 大 数 划 归 和 集合 B, 而 其 余 的 18 个 数 划 归 
集合 A. 易 见 ,这 样 得 到 的 集合 A 与 B 满足 题 中 要 求 . 

(2) 当 m= 4t1+1 时 ,k = 201:+4,1 EN. 于 是 由 有 

x = 199(20: + 5) + 1 (201 + 5)(60+ + 20) 
= $(41 + 1)(3r + 200) 
三 2(1 + 1):2 志 1+ 1 (mod 3). G) 
又 因 S 中 每 个 数 除 以 3 时 都 余 2, 故 由 国 又 有 
21B|x t+ 1(mod 3). 
由 此 可 得 
1B|=4|B|= 2:+2 (mod 3). @ 

当 z = 1 时 ,x = 5075,|B| 法 1(mod 3). 但 是 ,S 中 任何 一 个 数 都 
小 于 xz 而 任何 4 个 数 之 和 都 大 于 xz, 故 有 = 24 不 满足 要 求 . 

一 当 +1=2 时 ,xz = 9270,1B| 圭 0(mod 3). 但 是 ,S 中 任何 3 个 数 之 
和 都 小 于 9270 而 任何 6 个 数 之 和 都 大 于 9270, 故 有 = 44 不 满足 要 求 . 

依次 进行 下 去 ,直到 上 = 7 时 ,x = 1990 x 13 + 6175 = 1990 x 16 
+ 205,|1B| 寺 1(mod 3). 易 见 ,S 中 最 大 的 13 个 数 之 和 

1990 x 13 + (436 + 433 + … + 400) = 1990 x 13 + 5434 
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都 比 zx 小 而 最 小 的 16 个 数 之 和 

1990 x 16+ (4+7+.…+49) = 1990 x 16 + 424 
都 比 x 大. 可见 = 144 也 不 满足 题 中 要 求 . 

当 1 = 8 时 ,x = 1990 x 18+ 1140,|B| 二 0(mod 3). 
今 

B = 11994 ,1997,… ,2039,2210,2486|， 
则 | 吾 | = 18 且 这 18 个 数 之 和 为 

1990 x 18+ (4+7+…+49+220+496) 

= 1990 x 18 + 1140 = x. 
再 令 A = S -B, 便 知 A 和 BB 满足 题 中 要 求 , 即 : = 8 时 有 满足 要 求 的 
分 解 . 

由 (1) 知 ,如 果 某 个 自然 数 上 满足 题 中 要 求 , 则 对 于 & + 20, 只 要 将 
后 20 个 数 按 (1) 中 方法 分 别 划 归 A 和 B, 即 知 有 + 20 也 满足 题 中 要 求 . 
由 此 可 知 ,自然 数 & = 20t + 4(t € N 且 1 实 8) 都 可 满足 题 中 的 要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 所 有 自然 数 共 有 两 族 :& = 20: -1,t = 1,2,… 
和 = 20: +4,t = 8,9,.… 

2. 84 将 自然 数 集 N 分 拆 为 两 个 不 交 的 子 集 A 和 B, 满 足下 列 条 
件 ; 

(1)l € A; 

(2)A 中 任何 两 个 不 同 元 素 之 和 都 不 能 写成 24 + 2 的 形式 ,其 中 此 
一 0,1 ,2… 

(3)B 中 元 素 也 具有 (2) 中 所 述 的 性 质 . 

试 证 这 种 分 拆 法 是 惟一 确定 的 并 求 1987,1988 和 1989 所 属 的 子 
集 . 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 因为 1+2=20+2, 所 以 2E 了 .下 面 用 归纳 法 来 证 每 个 自 
然 数 n 宇 3 都 有 惟一 确定 的 归属 . 

设 小 于 x 的 所 有 自然 数 都 已 有 了 惟一 的 与 属 县 满足 是 中 的 条 件 . 
对 于 ”, 取 自然 数 &, 使 得 2 < nn < 24+1. 

若 n= 2*,k 之 2, 则 由 于 2E€ B, 故 只 能 局 于 A. 这 时 ,对 任意 洲 
ECE A,m 达 nn ,都 有 

<p+m < 24+1 77 十 ja 
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即 当 mw € A 后 条 件 (2) 仍然 成 立 . 

苦 =2+1,k 守 1, 则 因 1E€EA 且 1+ n= 2*+2, 所 以 只 能 有 
n € B. 像 上 面 一 样 地 可 证 条 件 (3) 仍然 成 立 . 

若 刀 >24+1R>0, 则 2441+2-7 < 必须 上 且 只 须 令 允 与 2431 
+ 2 一 在 不 同 子 集 中 .这 时 , 设 w 之 nn 与 与 n 属于 同一 子 集 ,于 是 
有 

M42<n+im 人 2 n+ m2 + 2, 
即 条 件 (2) 和 (3) 仍然 被 满足 .这 就 证 明了 题 中 要 求 的 分 拆 是 惟一 确定 
的 . 

因为 1987 = 24 +2-63,63 = 26+2-3,3=2+16E ,所 以 
63 € A,1987€ B. 同 理 , 因 为 4€ A,5E€ B, 所 以 1988€ A,1989 EE 
B. 

2.85 能 否 将 整数 集合 分 为 3 个 子 集合 ,使 对 任何 整数 ,整数 n， 
n 一 50 和 n + 1987 都 分 属 3 个 不 同 的 子 集合 ? 

(第 50 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 不 能 实现 . 若 不 然 , 设 存 在 满足 要 求 的 分 法 .我 们 用 记号 m 
一 上 表示 整数 hm 和 上 属于 同一 个 子 集 合 , 用 m 勾玉 表示 它们 不 属于 同 
一 个 子 集 . 下 面 我 们 来 证 明 一 个 引 理 

引 理 “对 任意 整数 n ,都 有 (1)n 一 n+ 1937;(2)n ~ n -150. 

利用 引 理 的 结果 , 便 有 

0 ~ 1937 ~ 2. 1937 ~ .…… ~ 50. 1937 

= 646 : 150 - 50 ~ 645 . 150 - 50 ~— … ~— 50, 
即 0 一 - 50, 此 与 已 知 予 盾 . 

引 理 的 证 明 ”首先 ,我 们 引入 一 个 术语 :如 果 三 元 组 中 的 3 个 数 分 
属于 3 个 子 集 , 则 称 这 个 三 元 组 为 “基本 的 ”. 按 已 知 ,对 任何 整数 n ,下 
列 的 三 元 组 都 是 基本 的 ; 

(zz — 50,n,n + 1987),(n - 100,n — 50,n + 1937), 

(n+ 1937,n + 1987,n + 2 . 1987). 
由 上 述 第 2 和 3 个 三 元 组 可 知 ,n + 1937 nn 一 50,n + 1937Xn+ 
1987. 再 由 第 1 个 三 元 组 便 知 mw 一 n + 1937, 这 就 证 明了 (1). 

由 (1) 知 可 将 上 而 第 2 个 三 元 组 中 的 n+ 1937 换 成 ,得 到 基本 三 
元 组 (n - 100,n - 50,n). 由 于 nn 是 任意 的 , 故 知 (n 一 150,n 一 100,n 
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一 50) 也 是 基本 三 元 组 ,从 而 得 到 nn 一 7 一 150. 
2.86 ” 设 p 是 素数 , 问 & 是 什么 数 时 ,集合 11,2,…,&| 能 划分 成 p 
个 子 集 , 使 得 每 个 子 集中 的 各 数 之 和 都 相等 ? 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 我 们 把 对 于 素数 bp 满足 要 求 的 整数 & 的 集合 记 为 V .显然 ， 
对 于 满足 要 求 的 任 一 划分 ,所 得 的 p 个子 集中 至 多 有 1 个 集合 中 仅 含 1 


个 元 素 ,因此 有 宇 2p -~ 1. 而 且 p 必须 整除 所 有 数 之 和 让 kk + 1). 


下 面 证 明 , 上 述 两 个 条 件 也 是 上 € V, 的 充分 条 件 . 

首先 注意 ,对 于 Xi = 11, 2 有 的 一 个 满足 要 求 的 划分 ,都 可 生 
成 一 个 X126 的 满足 要 求 的 划分 ,这 只 须 把 后 面 的 2p 个 数 分 成 p 组 : 
Ik+i,k+2p+1 一 让 ,i = 二 1,2,…, 记 ,并 分 别 加 到 前 个 数 所 分 成 的 
P 组 中 去 就 行 了 .由 此 可 见 ,着 kE€ V,, 则 k+2p € V. 

当 p = 2 时 ,4|& 或 4| (k++1). 只 须 证 明 3,4 € V,. 这 可 从 11,2， 
3 = 由,2UI3 和 ,2,3,4 = |1,4} U 12,3} 直接 看 出 . 

设 p 是 奇 素数 , 则 条 件 为 k= mp 一 1 或 k= mp ,mm 这 2. 这 时 只 
须 验 证 2p -1,2p,3p 一 1,3p € V,. 

(1)A=2p-1, 可 将 Xi 分 划 如 下 : 

(11,2p — 21,12,2p—31,.…,1p-1,pl,i2p—1}. 
(2)& = 2p, 可 将 2p 划分 如 下 : 
{1,2pi,12,2p—1i,.…, {1p,p+1i. 

(3)& = 3p ,我 们 取 a; = 3i,i = 1,2,…, 记 ;并 将 余下 的 2p 个 数 从 

大 到 小 依次 记 为 6b1 ,02，… ,0p ,C1,C2， ch 容易 验证 
(bi +t ce) ~ (bint ct) = 3,1 = 1,2,.%…,p—1. 

从 而 a; + bi + ci 是 一 个 常数 , 即 1a;,b;,c! ,i = 1,2,… ,pp 就 是 满足 要 
求 的 划分 . 

(4)k = 3p 一 1, 选取 a;,b;,c; 同 (3), 则 

la —1,b -1,c—11,i= 1,2,…,p~1, 
fa, — 1,6,— 1 

就 是 满足 要 求 的 划分 . 

2.87 ” 试 求 具 有 下 述 性 质 的 最 小 自然 数 ,使 当 将 集合 站 ,2,…， 
n1 任意 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 时 , 必 可 从 其 中 之 一 中 选 出 3 个 不 同 的 
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数 ,其 中 两 数 之 积 等 于 第 3 数 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 

[ 解 1] 按照 从 小 到 大 分 组 的 原则 来 处 理 ,可 将 前 95 个 有 目 然 数 分 

成 册 组 : 
A = |1,2,3,4,5,7,9,11,13,48,60,72,80,84,90}, 
B = 16,8,10,12,14,15,.…,47,49,50,.…,59,61,.…,71,73,.…,79,81, 
82,83,85,.…,89,91,…,95|. 

容易 看 出 ,无论 A 还 是 B, 其 中 的 任何 3 数 都 不 满足 题 中 要 求 .但 当 将 
96 加 入 A 或 B 时 ,都 将 出 现 3 个 数 满足 题 中 要 求 (2 x 48 = 96 = 8x 
12). 

下 面 用 反 证 法 来 证 明 ”= 96 满足 题 中 要 求 . 设 11,2,…,961} = A 
UB 且 没 有 满足 要 求 的 3 个 数 .因为 2x 48 = 3 x 32 = 96, 故 若 2,48 
€ A,3,32 € B 或 相反 , 则 无 论 % 属于 A 还 是 B 都 将 出 现 满足 要 求 的 
3 个 数 .所 以 ,这 两 对 数 或 全 在 一 集 内 或 至 少 有 一 对 要 拆 开 . 

(1) 若 2,3,32 € A, 则 因 2x3= 6,32 二 2 = 16,3 x 32 = 96, 故 
知 6,16,96 同属 于 已 ,矛盾 . 

(2) 行 2,3,48 € A, 则 因 2x3= 6,48 二 3 = 16,2x48= 096, 又 
导致 6,16,96 同属 于 B, 亨 盾 . 

(3)2,3 € A,32,48€ B, 则 6€ 8B,8E€ A. 从 而 4€ B,24€ 8B，, 
矛盾 . 

(4)2,32 € 4,3,48 € B. 无 论 16 属 于 A 还 是 B, 都 导致 菠 盾 . 

(5) 若 2,32,48€ A,3€B, 则 16,24,96€ B. 从 而 8E A,6E€ B. 
但 6 x 16 = 96, 了 矛盾 . 

(6) 厂 3,32,48E A,2E€ B, 则 16,96€ B. 从 而 8E A,6€ B, 矛 
盾 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 n = 96. 

[ 解 2] 用 解 1 开头 的 例子 可 知 所 求 的 最 小 自然 数 n 衬 96. 下面 
证 明 对 于 11,2,…,96) 的 任何 一 个 分 解 11,2,…,96| = A UB,A 与 B 
中 总 有 一 个 集合 中 存在 3 个 数 满足 题 中 要 求 . 

大 不 然 ,不 妨 设 2€ A. 因 为 2x3 = 6,2x4 = 8, 所 以 3 和 6 ,4 和 
8 中 都 至 少 有 1 个 数 在 B 中 . 

(1D)3€B,4€B. 因 3x4= 12, 故 12E€ A. 叉 因 2x6= 12,2x 
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12 = 24, 故 6€ B,24€ B. 但 4x6 = 24 不 能 同 在 B 中 ,矛盾 . 

(2)3€B,8EB. 因 3x8=24, 故 24€ A. 又 因 2x12= 24,2x 
24 = 48, 所 以 12 € B,48 € 有 .由 于 3x4=12,6x8=48, 故 又 有 4 
EA,6E€ 4, 即 |4,6,241C 4A, 了 矛盾 . 

(3)6 € B,4€ B. 于 是 24 € A. 因 此 又 有 12€ B,48E€ B. 因 3x 
4 = 12,6x8= 48, 所 以 3€ A,8E€ 有 A, 即 有 i3,8,24| CC A, 矛盾 . 

(4)6 € B,8 € B. 于 是 48 € A. 因 此 又 有 24€ B,96€ B. 因 3x 
8 = 24,6X16= 96, 所 以 3€ A,16€ A, 即 13,16,48| CA, 矛 盾 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 n = 96. 

2.88 ”能 否 将 全 体 非 负 整 数 分 为 1968 个 集合 ,使 得 每 个 集合 都 非 
空 且 满足 如 下 条 件 :如 果 数 m 可 以 由 数 n 经 过 若干 次 划 去 两 个 相 邻 的 
相同 数字 或 相同 的 数字 组 而 得 到 ,那么 mx 和 nn 就 属于 同一 集合 (例如 ， 
整数 7,9339337,932233937,932239447 都 属于 同一 个 集合 )? 

(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

( 解 | 首先 来 证 明 如 下 的 引 理 . 

引 理 ”如果 两 个 位 数 相同 的 自然 数 的 区 别 仅仅 是 数字 的 排列 顺 
序 不 同 , 则 这 两 个 自然 数 属 于 同一 个 集合 . 

显然 ,只 须 证 明 当 把 任 一 自然 数 的 某 相 邻 两 位 数字 换 位 ,而 其 他 数 

字 均 不 动 时 所 得 的 自然 数 与 原 数 属于 同一 集合 就 行 了 . 

设 自然 数 n 的 十 进 表示 为 

HO RIA 1 ARR dpms 

我 们 再 考虑 两 个 自然 数 
将 n,n ,n” 的 数字 按 左 ,中 , 右 接 起 来 成 为 一 个 自然 数 . 当 把 前 两 段 
逐次 消去 后 ,得 到 mn ; 当 把 后 两 段 逐次 消去 后 ,得 到 .从 而 nn,k 和 nn” 
都 属于 同一 集合 . 

对 于 任何 一 个 自然 数 ,如 果 它 的 各 位 数字 中 有 两 位 相同 , 则 由 引 理 
知 可 将 两 位 相同 数字 交换 成 相 邻 数字 而 消去 ,最 终 得 到 同 集中 的 一 个 
各 位 数字 互 不 相同 的 非 负 整数 . 显然 ,这 个 数 的 位 数 至 多 10 位 .将 每 个 
集合 中 各 取 一 个 各 位 数字 互 不 相同 的 非 负 整数 作为 该 集合 的 代表 , 则 
按 引 理 又 知 ,这 些 代表 数 的 各 位 数字 所 成 的 数字 组 合 互 不 相同 且 都 是 
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集合 10,1,2,…,91 的 非 空子 集 . 但 这 样 的 子 集 只 有 2”- 1 = 1023 个 ， 
故 知 题 中 要 求 分 成 1968 个 集合 是 无 法 实现 的 . 

2.89 ” 试 将 集合 11,2,… ,1989| 分 为 117 个 互 不 相交 的 子 集 A;,i 
= 1,2,…,117, 使 得 

(1) 每 个 A; 都 含有 17 个 元 素 ; 

(2) 所 有 A; 中 诸 元 素 之 和 都 相同 . 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 1] 因为 1989 = 117x17, 故 可 将 {11,2,…,1989| 顺 次 分 成 17 
段 ,每 段 含 117 个 数 .显然 ,只 要 把 每 段 的 117 个 数 适 当地 分 别 放 人 Al， 
A;,,… ,A 中 以 使 条 件 (2) 被 满足 ,问题 就 解决 了 . 

从 第 4 段 数 开始 ,将 偶数 段 从 小 到 大 依次 放 人 A1i,A;,,… ,A 中 
并 将 奇数 段 的 数 从 大 到 小 依次 放 人 这 117 个 子 集中 . 易 见 ,所 有 集合 中 
的 14 个 数 之 和 都 相等 .于 是 问题 归结 为 如 何 将 前 三 段 数 11,2,，……,351| 
放 人 每 个 集中 3 个 数 且 使 3 数 之 和 都 相等 . 

把 这 些 数 中 3 的 倍数 抽出 来 从 大 到 小 排 好 : 1351,348,345,…,6， 
31 , 共 117 个 数 . 其余 的 234 个 数 从 小 到 大 排列 并 分 成 两 段 ,每 段 117 个 
数 , 即 11,2,4,3,7,…,173,175| 和 1176,178,179,… ,349,350| .将 这 两 
段 数 顺 次 放 入 4 ,4 ，…AU07 之 中 便 满足 要 求 . 事实 上 , 若 将 这 两 段 
数 中 的 数 顺 次 相 加 , 则 其 和 为 :177,180,183,186,…,522,5251. 由 此 可 
见 , 放 入 每 个 A; 的 3 数 之 和 都 是 528. 

[ 解 2] 像 在 解 1 中 那样 地 将 i1,2,… ,1989| 顺 次 分 成 17 段 ,每 段 
有 117 个 连续 自然 数 .将 后 4 段 中 的 前 两 段 从 小 到 大 依次 放 人 集合 Ai， 
A,,…,Al7 中 ,而 将 其 中 后 两 段 从 大 到 小 依次 放 人 集合 Al,A;,,…， 
Ait7 中 .显然 ,所 有 集合 中 所 放 人 的 4 个 数 之 和 都 相等 .于 是 问题 化 为 
将 11,2,，……,1521| 分 成 117 个 互 不 相交 的 子 集 ,使 得 每 个 子 集中 有 13 
个 元 素 且 所 有 子 集 中 诸 元 素 之 和 都 相等 . 

将 117 个 集合 Al,A;,…, Ai 顺 次 分 成 13 组 ,每 组 都 有 9 个 集合 
并 分 别 记 这 些 组 为 Bi,B>,… ,Bi .将 上 面 留 下 的 13 段 数 的 每 段 中 的 
117 个 数 都 顺 次 分 成 13 组 ,每 组 数 中 都 恰 有 9 个 连续 自然 数 .对 于 每 个 
k,l 委 & 委 13, 我 们 把 第 & 段 数 所 分 成 的 13 组 数 依次 放 人 集合 组 Bl， 
Bi41 Ba Bi,B2B 中 .容易 看 出 ,每 个 集合 组 中 的 所 有 数 之 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 143 








i 中 入 


和 都 相等 . 这样 一 来 ,余下 的 问题 就 是 如 何 将 每 个 集合 组 中 的 13 组 数 
适当 放 和 人 本 组 中 的 9 个 集合 中 去 . 

不 妨 设 9 个 集合 是 Al, A,,…, Ao. 将 13 组 数 的 后 4 组 中 的 前 两 组 
数 从 小 到 大 依次 放 入 A ,A,,…, A, 而 将 其 中 后 两 组 数 从 大 到 小 依次 
放 人 Al,A,,…,Ao. 于 是 每 个 集合 中 所 放 入 的 4 数 之 和 都 相等 . 最后， 
将 其 余 9 组 数 中 的 第 ; 组 数 从 小 到 大 依次 放 入 集合 A; ,Ajt1,… ,Ao， 
Ai,…,Aj-1 中 ,7 = 1,2,…,9. 容 易 看 出 ,这 9 个 集合 中 的 每 个 中 的 所 
有 数 之 和 都 相等 . 

2.:90” 设 Q! 是 所 有 正 有 理 数 的 集合 . 

(1) 求证 Q* 可 以 分 成 3 个 互 不 相交 的 子 集 A,B,C ,使 得 BA = 
B,B* = C,BC = 4, 其 中 对 于 Q* 的 任何 两 个 子 集 所 和 天, HK = 
ARE H,k €E KI, 有 FH 表示 HH:; 

(2) 试 证 所 有 正 有 理 数 的 立方 都 在 上 述 分 解 的 子 集 A 中 ; 

(3) 求 作 一 个 满足 (1) 中 要 求 的 分 解 Q* = A UU B UC, 使 对 每 个 
正 整 数 n 过 34,n 和 nn + 1 都 不 向 在 A 中 , 即 有 

minjn|n€E N,n€ A,nt+1€ A}> 34. 
(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 

[ 解 ] (1) 首先 令 1€ A 并 将 素数 任意 地 分 配 到 A ,B,C 中 .然后 ， 
对 于 任意 有 理 数 x+ ,将 它 写成 素 因数 分 解 式 

x = 的 
其 中 a;,B ,yi 都 是 非 零 整 数 ,p; ,gq ,si 都 是 素数 且 有 p; € A,i = 1,2， 
,ng €E B,j = 1,2,… ,1,s € Ck = 1,2,…,m. 按 


0， 
(BI 十 b» 十 "十 B) + 2( 7 十 72 十 十 ee 3) 
2， 
而 分 别 将 x 划 入 子 集 A ,B,C 中 .容易 验证 ,这 个 分 解 Qt+= AUBU 


C 满足 题 中 的 要 求 . 
(2) 由 分 解 的 性 质 还 可 导出 下 列 关系 式 : 
AC = AB* = B = Ci; 
C*= CB*= AB= 了; 
A*= ABC= BC=A. 
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由 此 可 得 
(站 若 x+E A, 则 xz?E€ A’?= A. 因 而 x?=x.x€A*=A; 
(说 若 x EB, 则 x2Y€EB*=C. 因 而 zx?” =x'2Xx EE€BC=A; 
(iii) 车 x EC, 则 x?EC=B. 因 而 x” =x'*x*E€0CB=A. 
综 上 可 知 ,所 有 正 有 理 数 的 立方 都 在 A 中 . 
(3) 现在 来 构造 满足 (3) 中 要 求 的 分 解 .由 (2) 知 ,1,8,27 € A. 因 


为 2 与 1 相 邻 , 故 2 和 A. 令 2€ B, 于 是 4€ C0,16€ B,2x16E€ 8B 


= CC. 

因为 8€ A, 故 7 对 A. 车 7€B, 因 4E€ C, 故 28€ A,27€ A， 
矛盾 . 故 必 有 7E C. 因 而 又 有 14E A,28€ 8B. 

因为 14E 4, 故 13 冬 4. 因为 27EA, 故 26 委 A. 又 因 26E B, 所 
以 13 冬 C. 故 必 有 13 E B. 因 而 26€ C. 

因为 14€ A, 故 15& A. 所 以 不 能 有 3€ B,5E€ C 或 3€ CC,5E€ 
B. 因 为 8€ A, 故 9 操 A. 所 以 3 区 A. 车 3E€ B,5E 了, 则 因 46E C， 
7 € C, 导 致 20,21 € A, 矛盾. 所 以 3 和 5 不 能 同属 于 8B. 关 3€ C, 则 
6=2x3E€ BC= A, 于 是 5 所 A. 这 样 一 来 ,可 以 进行 下 去 的 路 子 只 
有 了 两 条 :(a)3 € C,5 € C;(5)3 € B,5 € A. 以 下 构造 沿 前 者 进行 . 

令 3,5E€C. 因 4,7€ C, 所 以 ,9,12,15,20,21,25,35 € B. 又 因 2 
E B, 所 以 ,18,24,30 € C,6,10€ 有 A. 

至 此 ,不 超过 35 的 自然 数 还 有 9 个 未 被 划 定 :11,17,19,22,23,29， 
31,33,34. 因 为 10€ A, 故 11 多 A. 为 了 避免 33,34 同 在 A 中 ,应 防止 
出 现 11 € B,17€ C. 为 此 令 11€ B,17€ B. 因 2€ B, 故 有 22,34E€ 
C. 又 因 3EC, 所 以 33E A. 余 下 的 4 个 数 19,23,29,31 都 是 素数 ,可 
任意 地 分 到 A ,B,C 中 .不 妨 将 这 4 个 数 全 划 人 A 中 .最 后 ,再 按 (1) 中 
的 原则 将 大 于 35 的 自然 数 和 其 他 正 有 理 数 分 人 A ,B,C 中 , 即 得 到 满 
足 题 中 要 求 的 分 解 : 

= |1,6,8,10,14,19,23,27,29,31,33,…}， 

B = 12,9,11,12,13,15,16,17,20,21,25,28,35,.…|, 

C = 13,4,5,7,18,22,24,26,30,32,34,.…|. 

2.91 如果 在 集合 A 中 ,存在 m 个 元 素 a1,a2,…,am( 可 以 重 
复 ) ,满足 等 式 al + az + …+ ai = a, 我 们 就 称 集合 A 是 mm 项 和 相 
关 的 .已 知 集合 1,2,…,n,1 被 任意 地 划分 为 两 个 不 交 的 子 集 之 并 时 ， 
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ex 中 党 


这 两 个 集合 中 都 至 少 有 1 个 是 m 项 和 相关 的 (mz 宇 3), 求 自然 数 n, 的 
最 小 值 . 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 对 于 11,2,…,m? 一 m 一 21 ,我 们 将 它 分 解 如 下 : 

S = 11,2,. m2 

T= |im-1,m, Wm — 2ml. 
这 时 , 工 中 任何 mx - 工 项 之 和 不 小 于 ( -1 > 2 一 2m, 故 全 不 是 
mm 项 和 相关 的 .S 中 的 mx 一 1 项 中 若 不 含 (zm 一 1)* 及 其 以 后 的 元 素 , 则 
友和 个 超过 (mm 一 Dm- 2)< (7 1) 否则 ,其 和 将 不 小 于 (mm 一 1) 
+(1 -2)=M- 放 -1>2-7-2, 所 以 S 也 不 是 mm 项 和 相关 
的 .这 表明 所 求 的 最 小 正 整 数 n, 宇 m* 一 mn 一 1. 

当 n=m 一 一 1 时 , 设 11,2,)…,ni=SUT, 且 SNMNMT=. 
不 妨 设 1€ S. 如 果 S 和 了 都 不 是 mm 项 和 相关 的 , 则 必 有 1 (m1) 
= mp 一 1€ 人 丁 .从 而 又 有 (mm 一 1)*€ S. 又 因 1+ (m 一 2)m = (xm 
1)*, 故 知 mx € 工 . 这 样 一 来 ,mr,m 一 1€T,1,(m 一 1)?*€ S, 而 且 

(m-2).m+tl (m1)=m -mm-1=(m-2):.1+1.(m 
一 1)， 
即 无 论 m ”一 m 一 1 属于 S$S 还 是 属于 本 ,都 与 反 证 假设 矛盾 .这 表明 S 和 
本 中 至 少 有 1 个 是 mx 项 和 相关 的 . 

综 上 可 知 ,n,, 的 最 小 值 是 mm: 一 -1. 

2.92 ”给 定 集 合 

S = {zi,z2,"",Z1993}, 

其 中 之 1 9 22， 之 1993 都 是 非 零 复数 (可 看 作 平 面 上 的 非 零 向 量 ). 求证 
可 以 把 S 中 的 元 素 分 成 若干 组 ,使 得 

(1)S 中 的 每 个 元 素 属 于 且 仅 属于 其 中 一 组 ; 

(2) 每 组 中 的 任 一 复数 与 该 组 中 所 有 复数 之 和 的 夹 角 不 超过 90?; 

(3) 将 任意 两 组 中 的 所 有 复数 分 别 求 和 , 所 得 的 两 个 和 数 之 间 的 
夹 角 大 于 90". : 

(第 8 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1993 年 ) 

[证 ] 考虑 集合 S 的 所 有 子 集 并 计算 每 个 子 集中 所 有 复数 的 和 
的 模 . 因 这 样 得 到 的 模 数 只 有 有 限 多 个 , 故 其 中 必 有 最 大 数 .将 模 取 最 
大 值 的 子 集 之 一 记 为 4. 如 果 S- A 尖 人 ,再 将 S - A 的 所 有 子 集中 能 
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使 其 中 所 有 复数 之 和 的 模 达 到 最 大 的 一 个 子 集 取 为 B. 如 果 S-(AU 
B) 关 人 @, 则 令 C = S 一 (A U 8B). 我 们 指出 ,这 样 选取 的 至 多 3 个 子 集 
便 满足 题 中 要 求 . 

将 A,B,C 中 所 有 元 素 之 和 分 别 记 为 a ,b,c. 

(i) 对 任意 z E 4 ,如 果 zz 与 a 的 夹 角 为 钝 角 , 则 一 zz 与 a 的 夹 角 
为 锐角 .于 是 有 | a+ (- z)|>|a|, 即 子 集 A - iz| 中 所 有 元 素 之 
和 的 模 大 于 a 的 模 , 此 与 | a| 的 最 大 性 矛盾 .这 就 证 明了 A 中 任 一 元 
素 与 a 的 夹 角 都 不 超过 90°. 同 理 ,B 中 任 一 元 素 与 5 的 夹 角 也 不 超过 
90°. 

(ii) 对 任意 &€S-A,é 与 a 的 夹 角 都 是 钝 角 . 否则 又 导致 
|a+ |> lal, 了 矛盾 . 同 理 ,C 中 任 一 元 素 7 与 6 的 夹 角 都 是 钝 角 . 由 
此 可 见 ,B 中 所 有 元 素 均 与 a 夹 钝 角 , 从 而 其 和 64 与 a 夹 钝 角 . 同 理 ,c 与 
a,c 与 6 都 夹 钝 角 , 即 (3) 成 立 . 

(ii) 着 存在 EC, 使 二 与 C 夹 钝 角 , 则 由 (i) 知 ,4 个 数 a,b,c,& 
两 两 之 间 都 夹 钝 角 ,此 不 可 能 .所 以 ,C 中 任 一 元 素 与 C 的 赤 角 都 不 超 
过 90?. 

2.93 设 目 然 数 集 分 解 成 ”个 互 不 相交 的 子 集 :N = AU A, UU 
… U A,, 求 证 其 中 必 有 1 个 子 集 A, 它 具有 如 下 性 质 P: 存 在 m € N， 
使 对 任何 正 整 数 上 ,都 能 找到 cl ,a,,…,a, E A, 满 足 

] aj! am, = 1,2,.…,k-1. 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[证 1] ” 先 证 下 面 的 引 理 : 

引 理 设 N= AlU A;U…U A, 且 A1,A,,…,A, 两 两 不 交 . 
硅 A; U Aji1 UU… UU A, 包含 有 任意 有 限 长 度 的 相继 自然 数 段 .而 A， 
不 具有 性 质 P, 则 AU … U A, 中 必定 含有 任意 有 限 长 度 的 相继 自 
然 数 段 . 

引 理 的 证 明 ”车 A; 不 具有 性 质 P, 则 对 于 任 给 的 mE N ,存在 
k(m) E NN ,使 得 对 于 A; 的 任何 R(m ) 个 数 a < aa < < as 都 
可 找到 下 标 JE 1,2,…,k(m) 一 1, 数 ao 与 ci 之 间 至 少 有 产 个 相 
继 自 然 数 都 不 属于 A,. 

在 A; U Aji1 UU …U A, 中 选取 一 个 长 度 为 L = k(m)m 的 相继 
和 目 然 数 段 . 若 该 段 数 中 有 (mm ) 个 数 属于 A;, 则 因 A; 不 具有 性 质 己 , 故 
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在 这 k(m) 个 数 中 ,存在 两 个 数 a; 与 aj41 ,它们 之 间 有 m 个 相继 自然 数 
都 不 属于 A; ,当然 就 都 属于 A;,; UU … U A,. 若 选 出 的 长 度 为 上 的 相继 
自然 数 段 中 属于 A; 的 数 少 于 k(n1) 个 , 则 当 把 这 工 个 相继 自然 数 依次 
分 成 k(nm) 段 ,每 段 恰 有 m 个 数 时 ,由 抽 展 原理 知 其 中 必 有 一 段 m 个 
数 中 不 含 A; 中 的 数 ,当然 者 属于 A;,1 UU…U A,. 由 m € NN 的 任意 性 
知 引 理 成 立 . 

回 到 诛 题 的 证 明 . 若 A 具有 性 质 P, 则 结论 成 立 ; 若 A, 不 具有 性 
质 已, 则 由 引 理 知 A; U A; U … U A, 满足 引 理 的 条 件 . 若 4; 具有 性 
质 PP, 则 结论 成 立 ; 若 A; 不 具有 性 质 已 , 则 A; WU … U A, 又 满足 引 理 
的 条 件 .这 样 继续 下 去 ,或 者 在 某 一 步 得 出 4， 具 有 性 质 ,或 者 进行 
到 最 后 ,得 到 A, 含有 任意 有 限 长 度 的 自然 数 段 ,当然 具有 性 质 P. 

[证 2] ”如果 MM CN 中 包含 有 任意 有 限 长 度 的 相继 自然 数 段 , 则 
称 M 为 N 的 “长 子 集 ”我 们 将 证 明 如 下 的 加 强 命题 : 若 将 长 子 集 M 分 
解 成 个 两 两 不 交 的 子 集 A1,A;,…,A,, 则 这 些 子 集中 必 存 在 某 个 子 
集 A; 具有 性 质 P. 显 然 , 只 要 证 明了 这 个 命题 ,立即 可 知 原 题 结论 成 
- 记 ， 

当 六 一 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 六 一天 时 成 立 .考察 六 一 天 十 
1 时 的 情形 . 设 长 子 集 M 被 分 解 成 n+ 1 个 两 两 不 交 的 子 集 A, A,,…， 
A,, Arl: 


x 中 深 


M= A,UAU-…U A,U A,,. 

记 Q@= AlU A2U… UA,. 若 QQ 是 M 的 长 子 集 , 则 由 归纳 假设 知 
1A1,A2,…,A,! 中 必 有 1 个 子 集 具有 性 质 P, 当 然 命题 成 立 .车 Q@ 不 
是 长 子 集 , 则 存在 某 个 mi € N ,使 得 Q 中 不 含 任何 相继 的 m 个 自然 
数 . 由 于 M 是 NN 的 长 子 集 , 故 对 任 给 的 &E N, 集 M 中 必 含 有 长 为 km 
的 相继 目 然 数 段 .将 这 个 自然 数 段 分 成 上 段 :Si,S ,Se, 其 中 每 段 
恰 有 m1 个 相继 自然 数 .由 于 Q 中 不 含 长 为 mi 的 相继 自然 数 段 ,因此 
对 每 个 7€ 11,2,…,k&| ,都 有 a; € 5; 但 a; YQ. 这 意味 着 a, EM-Q 
= AT 即 有 taiazatlCAN 且 1<a-aw 委 2 = 1,2, 
…,& 一 1. 这 就 证 明了 命题 于 x = 2 + 1 时 也 成 立 . 

2.94 ”为 了 翻译 电报 内 容 , 必 须 把 所 有 的 十 位 的 “单词 ”", 即 由 10 
个 点 或 横 线 所 组 成 的 符号 分 成 两 组 ,使 得 每 个 组 中 的 任意 两 个 单词 之 
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间 的 差别 都 不 少 于 3 处 . 问 这 种 分 组 能 否 实现 ?说 明理 由 、 
(第 30 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
. [ 解 ] 考察 前 8 个 符号 相同 的 下 列 4 个 单词 : 
(xx ，) 人 xx 一 ) (人 x 一 :) (人 类 一 一 ) 
按 条 件 ,有 8 个 符号 相同 的 单词 应 分 在 不 同 的 组 .但 若 分 成 两 组 ,这 4 个 
单词 中 必 有 两 个 分 在 一 组 ,矛盾 . 故 知 题 中 要 求 的 分 组 是 不 能 实现 的 . 
2.95 在 一 条 纸 带 上 依次 写 有 80 个 非 零 数字 ,并 将 纸 带 剪 成 若干 
段 ,使 每 段 带 子 上 至 少 有 两 个 数字 ,于 是 每 段 带子 上 的 数字 组 成 一 个 自 
然 数 .再 将 所 得 的 这 些 自然 数 求 和 . 试 证 至 少 存在 两 种 不 同 的 前 法 ,使 
得 最 后 所 加 得 的 和 数 相等 . 
(第 33 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 我 们 仅仅 考察 将 纸 带 前 成 38 段 ,其 中 4 段 上 各 有 3 个 数字 ， 
其 余 的 34 段 上 各 有 两 个 数字 的 情形 .这 时 ,4 个 3 位 数 的 和 小 于 4000， 
34 个 两 位 数 之 和 小 于 3400 , 故 全 部 相 加 所 得 的 和 小 于 7400. 但 是 ,将 纸 
束 剪 成 38 段 ,其 中 4 段 上 各 有 3 个 数字 ,余下 34 段 上 各 有 两 个 数字 的 不 
间 剪 法 的 种 数 为 C46 > 30 x 30 x 30 = 27000. 故 由 抽 展 原理 知 , 必 有 两 
种 不 同 剪 法 ,使 得 最 后 得 到 的 和 数 相 等 . 
2-96 已 知 集合 M 的 元 素 都 是 整数 , 既 有 正 整 数 又 有 负 整 数 , 且 
当 a,b€ M 时 ,2a 和 a + 6 也 属于 M. 求 证 当 a,b5E€ M 时 ,a-bE 
M. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 首先 ,用 归纳 法 容易 证 明 , 若 cE M , 则 对 任意 n E N ,都 
有 ncEM. 
设 a > 0 是 集合 M 中 的 最 小 正 整 数 ,5 < 0 是 M 中 的 最 大 负 整 数 ， 
即 绝对 值 最 小 的 负 整 数 . 按 已 知 ,a + 5 € M, 且 满足 不 等 式 5< w+6 
< a. 由 a 和 6 的 极端 性 知 a + 6 = 0. 因 此 ,0E M, 且 有 45=--4. 这 样 
一 来 ,对 任何 a E M,n € 2, 都 有 naE€E M. 
我 们 断言 ,集合 M 中 除了 a 的 整数 倍 以 外 ,不 含 任 何其 他 元 素 . 若 
不 然 , 设 有 x E M 有 有 ma <<xr<(ntl)ame Z .我 们 写 
| T= matr,0<r<aur€eN. 
但 这 时 便 有 r= x+(- wm)a€ M, 此 与 4 的 最 小 性 矛盾 .这 样 一 来 ， 
AM = {naln€ Zi. 
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由 于 M 中 任意 两 数 之 差 仍 是 a 的 整数 倍 ,当然 仍 在 M 之 中 . 
2.97 ” 试 证 对 于 任何 预先 给 定 的 自然 数 mm , 必 可 选取 适当 的 目 然 
数 n ,使 得 数 2” 的 一 个 前 段 ( 即 把 从 某 位 开始 后 面 的 数字 统统 去 掉 ) 恰 
为 m. 
(第 12 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[证 ] 按 题 意 , 要 证 的 是 存在 自然 数 ,使 对 某 个 自然 数 上 ,满足 
关系 式 


10*m < 2 < 10*(m + 1). OD 
取 常 用 对 数 , 中 式 化 为 
k+lgn nle2 < k+lg(m+1). OO) 


尼 式 的 几何 意义 在 于 , 必 可 选取 自然 数 ,使 zlg2 落 在 一 族 区 间 | (k++ 
igm,k + lg(m + 1))|k= 1,2,…| 之 一 中 . 

取 一 个 周 长 为 1 的 圆周 ,将 从 点 1 + lgm 开始 的 正 向 半 个 数 轴 缠 线 
在 圆周 上 ,于 是 上 述 一 族 区 间 都 重合 在 圆周 开始 处 一 段 长 度 为 a = 
lg(m + 1 一 茎 za 的 圆 绝 上 .将 圆周 /等 分 ,使 每 一 份 绝 长 都 小 于 a. 取 自 
然 数 N ,使 Nig2 > 10m ,然后 把 Nlg2,(N + 1)lg2,(N +2)lg2,… 依次 
在 圆周 上 表示 出 来 . 因为 lg2 的 整数 倍 都 是 无 理 数 , 故 在 圆周 上 所 取 的 
上 述 无 穷 多 个 点 互 不 相 重 .于 是 对 前 1 + 1 个 点 应 用 抽 懂 原理 便 知 , 必 
存在 自然 数 p,q,1 过 p < gq 志 1+ 1, 使 得 点 plig2 和 glg2 落 在 同一 段 
小 圆 弧 中 .这 意味 着 | plg2 - glg2| 的 分 数 部 分 6 < c. 不 妨 设 沿 圆周 方 
向 看 ,qlg2 在 plg2 的 前 方 .这 就 是 说 ,每 增加 (dg - p)lg2, 相 应 的 点 在 加 
周 上 前 进 5. 因 而 在 增加 足够 多 次 后 ,点 总 要 进入 第 1 段 圆 弧 中 , 亦 即 有 
自然 数 ” ,使 加 式 成 立 , 从 而 式 也 成 立 . 

2.98 设 S 为 十 进 制 中 至 多 有 2” 个 数字 的 所 有 非 负 整数 所 成 的 集 
合 ,Se 由 S 中 那些 数字 之 和 小 于 k 的 元 素 组 成 .对 于 怎样 的 n, 有 上 上 存 
在 ,使 得 | S| = 2| S|? 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 对 于 任 一 个 nn 位 数 A = ala2…a,(0 坟 a; 氨 9,7 = 1,2,…， 

nn) ,对 应 


A —> B= bb2b, 
是 位 数 不 超 过 ” 的 所 有 非 负 整数 的 集合 到 它 自 身 的 一 个 双 射 ,其 中 6 
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=9-adi=12, 2. 在 记 CA) = alt+a2z 十 十 an， 则 
d(A)+ ad(B) = 9n. 

由 此 可 见 , 对 于 任意 0 < 过 9n,d(A) < 上 的 充分 必要 条 件 是 d(B) 

> 9n 一 上 .因而 有 


1A1a(A) < 容 1| =1141a(4) > 党 0 
而 娄 轩 .2 不 是 各 让 中 在 砚 汐 集 合 之 并 冯 
所 以 当 k = [ 守 ] +1 时 ,|S1= 21S|. 


当 为 偶数 时 , 闻 是 整数 . 当 = 妾 时 ， sl> 21s|， 1S| < 


2| Se | .这 时 满足 要 求 的 & 不 存在 . 
综 上 可 知 , 当 且 仅 当 ?)” 为 奇数 时 ,满足 要 求 的 自然 数 & 存在 . 
2.99 ”一 个 数 集 被 称 为 是 “单纯 的 " ,如 果 它 不 包含 使 得 rz+y = > 
的 元 素 x ,y,z. 给 定数 集 11,2,…,2n + 1|. 求 其 单纯 子 集 所 能 包含 的 
最 多 元 素 的 数目 . 
( 原 联 邦 德国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 考虑 i 站 ,2,…,2n + 11 的 两 个 子 集 : 
A= |1,3,5,…,2n + 1}, 
= |2,4,6,…,2n}. 
由 于 集合 A 中 任意 二 数 之 和 为 偶数 ， 所 以 不 包含 使 得 XTX+y= xz 
的 元 素 +,y,z, 因 此 集合 A 是 一 个 单纯 子 集 . A 的 元 素数 目 是 ”+ 1. 
下 面 我 们 证 明 n + 1 是 所 求 数目 的 最 大 值 . 
设 ja0,al1,…,an+1| 是 集合 11,2,…,2n + 11 的 一 个 n + 2 个 元 素 
的 子 集 , 我 们 证 明 它 不 是 单纯 子 集 , 即 存在 3 个 元 素 x,y,z, 使 T+ y= 
设 aog<a<<a< 下 <a 人 2n+1, 
i 记 b= a ao,i = 1,2, ,n+1, 则 
p< bE2n+l. 
对 于 au,al pas! 及 6b1,62… 达 6%4l 这 2n + 3 个 不 大 于 2n 二 
1 的 正 整数 ,其 中 必 有 两 数 相 等 , 设 a; = b;, 即 


Qa; = b; = a;— ao, 
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从 而 a; + ap = Qi 
记 a; = XxX,a0 = 三 yai = z, 从 而 zx+y= >, 即 7 +2 个 元 素 的 集 
合 fao,a1,…,an+1| 不 是 单纯 子 集 . 
因此 ”+ 1 是 符合 题目 要 求 的 最 大 值 . 
2.100 ”如 果 一 个 ( 互 异 ) 正 整数 的 有 限 集合 的 所 有 元 素 之 和 是 集 
合 中 所 有 数 的 公 售 数 , 则 称 这 个 集合 为 “和 倍 集 ”. 求 证 正 整数 的 每 个 有 
限 集合 都 是 某 个 和 倍 集 的 子 集 . 
(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 
[证 ] 设 给 定 的 正 整 数 的 有 限 集 是 S = fal,a2,…,a,|. 令 
. 5 一 021 二 QQ 十 …… 士 Qry73 二 [al,a2,.…, ay]. 
写 m = 2 ,其 中 nn 和 k 都 是 非 负 整数 且 7 为 奇数 . 设 ”的 二 进展 开 式 
为 
n= e0+ el2+* + €2’, 
其 中 seE 10,1!,i = 0,1,…,t 且 eo = es = 1. 将 集合 
125|11 i t,e=1| 
并 人 给 定 集合 S 中 ,于 是 扩充 后 的 集合 中 所 有 数 之 和 为 ms. 最 后 ,再 将 
集合 
{2ins | j= 0,1 ,7 — 1},/ = maxlk,t| 
并 和 信 上 述 集合 , 则 所 得 的 集合 本 中 所 有 数 之 和 为 2ins. 这 个 和 数 可 被 
m 整除 ,从 而 可 被 每 个 a; 整除 .同时 ,这 个 和 数 又 可 被 上 述 的 诸 2i; 和 
2/ns 整除 . 故 知 集合 全 为 和 倍 集 而 S 为 它 的 子 集 . 
2.101 设 M = {1,2,…,20|, 对 于 M 的 任 一 9 元 子 集 S ,函数 
扩 S) 取 1 至 20 之 间 的 整数 值 . 试 证 不 论 /是 怎样 的 函数 ,总 存在 M 的 
一 个 10 元 子 集 工 ,使 得 对 所 有 & E 了 ,都 有 f(T 站 天 天. 
(第 17 届 美国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 如 果 M 的 一 个 10 元 子 集 荆 具有 如 下 性 质 :对 任何 上 k€ 工 ， 
均 有 信 丁 - &|) 寺 有 , 则 称 工 为 “好 集 ”. 不 是 好 集 的 10 元 子 集 称 为 “ 坏 
集 ”. 显然 ,问题 就 是 证 明 好 集 的 存在 性 . 
大 工 为 坏 集 , 则 有 ko E 了 ,使 得 
AT- 1{k01) = ko. 
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T= SU {ko = SU 1fF(S). 
这 表明 坏 集 十 可 由 它 的 某 一 个 9 元 子 集 S 生 成 , 即 S$ 与 1f(S)i 的 并 集 
构成 坏 集 工 .如 果 FS)ES, 则 SUHLS)} 是 一 个 9 元 子 集 ,而 不 是 
10 元 子 集 . 因 而 这 时 S 不 能 按 上 述 原 则 生成 坏 集 . 可见 , 任 一 9 元 子 集 
至 多 能 按 上 述 原则 生成 一 个 坏 集 .从 而 知 所 有 坏 集 的 个 数 不 超 过 M 的 
所 有 9 元 子 集 的 个 数 C 和 0. 但 M 的 所 有 10 元 子 集 的 个 数 为 C8 > C%， 
所 以 ,好 集 必 然 存 在 . 
2.102 ” 设 集 合 S = 11,2,…,501, 试 求 最 小 正 整数 ”, 使 得 S 中 的 
每 个 n 元 子 集中 都 有 3 个 数 能 作为 直角 三 角形 的 3 边 长 . z 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1993 年 ) 
[ 解 】 首先 证 明 如 下 的 引 理 . 
引 理 。 如 果 正 整数 x ,y,z 满足 方程 
rx? 十 y 一 zx ， OD 
则 3 个 数 中 至 少 有 1 个 数 是 5 的 倍数 . 
引 理 的 证 明 因为 
(Sk +1)* = 25k* + 10k+1 三 1, 
Sk +2) = 25k* + 20k +4 尘 - 1, 
(Sk + 3)? = 2S&2 + 30k + 9=~ 1, (mod 5) 
(Sk + 4)* = 25k* + 40k + 16 尘 1， 
所 以 ,如 果 zx 和 y 都 不 是 5 的 倍数 , 则 x? 和 yy 都 模 5 等 于 1 或 - 1. 从 
而 z? 只 能 模 5 等 于 0, 因 此 > 是 5 的 倍数 . 
问 到 原 题 的 解 .考察 以 10,15,25,40,45 分 别 作 为 直角 三 角形 1 条 
边 长 的 所 有 人 勾 股 数组 .因为 方程 @ 的 正 整 数 解 可 以 表 为 
t= k(a’—b),y = 2kab,z = k(a + b), © 
其 中 ,a,bE€ N, 且 (a,6b) = 1,a >0, 故 知 这 样 的 勾 股 数 共 有 下 列 11 
组 : 
(10,8,6),(26,24,10),(15,12,9),(17,15,8), 
(39,36,15),(25,24,7),(40,32,24),(41,40,9), 
(45,36,27),(25,20,15),(50,40,30). 
注意 到 前 9 组 勾 股 数 中 每 组 都 有 8,9,24,36 这 4 个 数 之 一 ,可 知 集合 
M = S— {5,8,9,20,24,30,35,36,50| 
中 任何 3 个 数 都 不 是 一 组 勾 股 数 .所 以 ,所 求 的 最 小 正 整 数 ， 42. 
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另 一 方面 ,在 下 列 9 组 勾 股 数 
(3,4,5),(7,24,25),(8,15,17),(9,40,41), 
(12,35,37),(14,48,50),(16,30,34),(20,21,29), (3) 
(27,36,45) 
中 出 现 的 27 个 数 互 不 相同 . 故 对 .S 的 任 一 个 42 元 子 集 M ,不 在 M 中 
的 8 个 数 至 多 属于 @ 中 的 8 组 ,从 而 至 少 有 1 组 勾 股 数 全 在 M 中 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 最 小 正 整数 n = 42. 

2.103 设 M = {2,3,…,1000|. 求 最 小 自然 数 n， 使 得 M 的 任何 
n 元 子 集中 都 存在 3 个 互 不 相交 的 4 元 子 集 S, 本 ,UU 满足 下 列 3 个 条 件 

(1) 对 于 S 中 任何 两 个 元 素 , 大 数 都 是 小 数 的 倍数 .集合 下 和 妃 也 
具有 同样 的 性 质 . 

(2) 对 任何 ES 和 E 工 ,都 有 (si) = 1. 

(3) 对 任何 ES 和 ve 口 ,都 有 (s,u) > 1. 

C99 年 ) 

[ 解 1] 注意 到 37x27 = 999, 令 4 = 13,5,…,37|, 于 是 |A|= 
18. 令 B=M-A, 则 | B| = 981 上 信人 B 不 能 同时 满足 题 中 要 求 
(1)—(3). 

车 不 然 , 设 有 B 的 3 个 互 不 相交 的 4 元 子 集 S,T,U 满足 
(1) 一 (3). 设 S 和 荆 的 元 素 按 从 小 到 大 排列 为 | < sy <s< ss 和 证 
< 2 << 如 3< 之 14. 因 为 (54,t4) = 1, 故 二 者 中 至 少 有 1 个 奇数 ,不 妨 设 5， 
为 奇数 .又 因 5 为 %-1 的 倍数 (7 = 4,3,2), 所 以 51,52,53 都 是 奇数 .于 
是 

ss 之 275| 之 27 x 39 > 1000, 
矛盾 .这 表明 所 求 的 最 小 自然 数 n 之 982. 
下 面 我 们 来 证 明 M 的 任 一 个 982 元 子 集 B 都 可 满足 题 中 要 求 . 注 
意 , 这 时 只 有 M 中 的 17 个 元 素 不 在 B 中 . 令 
Si = 13,9,27,81,243,729|， S, = |5,15,45,135,405}, 
= |2,4,8,16,32,64},， 7 = |41,82,164,328,656}, 
Ui = {6,12,24,48,96,192}, U, = 110,20,40,80 ,1601 ， 
S; = 17,21,63,189,567}, S4 = 111,33,99,297 ,8911 ， 
上 = |143,86,172 ,344 ,688 1 ， = |147,94,188 ,376 ,752 | ， 
Us = {14,28,56,112,224}, Us = 122,44,88,176 ,3S2 1 ， 
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S; = |113,39,117,3511|， 


Ts 一 {53,106,212,4241 4 


Us = 126,52,104,208}, 


U, = 138,76,152,304|, 
So = {25,75,225,675}, 


To = 171,142,284 ,3568 | ， 
Us, = 1590,100,200 ,400 | ， 


Su = 131,93,279 ,837 | ， 


Ti = 179,158,316,632|, 
LU = 162,124,248,496}，, 
Si = 137,111,333,999}, 
Ts = 189,178,356,7121 ， 
Us = 174,148,296 ,5921 . 


S7 = 119,57,171,513}, 
T7 = 161,122,244,488 | ， 


Se = 117,$1,1S3 ,4S91 ， 
pl 1$9,118,236,4721 ， 
[vs = 134 ,68,136 ,2721 ， 

Ss = 123,69,207,6211 ， 
上 167,134 ,268,5361 ， 

[vu, 146,92,184 ,368 | ， 

Si0 = 129,87,261 ,783 1 ， 
全 = 173,146,292 ,584 | ， 

Uio = 1$8,116,232 ,464 1 ， 

Si = |135,105,315 ,945| ， 
民 = 183,166,332 ,664 | ， 

Ui, = !170,140,280,S60 1， 


将 S;,T;, DU; 中 序号 相同 的 3 个 数组 成 一 个 三 数组 , 则 共 得 57 个 三 


数组 . 因 只 有 M 中 的 17 个 数 不 在 B 中 , 故 至 少 有 40 个 三 数组 合 于 B 
中 .这 40 个 三 数组 分 属于 上 述 13 组 中 ,由 抽 居 原理 知 必 有 4 个 三 数组 
在 同一 组 中 .将 这 4 个 三 数组 拼 成 3x4 的 数 表 , 并 将 3 行 中 的 各 4 个 数 
分 别 记 为 S,T,U. 易 见 ,这 3 个 4 元 集合 满足 题 中 的 要 求 . 


综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 为 982. 
[ 解 2] 与 解 1 中 前 两 段 一 样 地 可 以 证 明 所 求 的 最 小 自然 数 ”之 


考察 下 列 集合 

TI = 13,9,27,81,243,729| 
. T; = {15,45,135,405|, 
Ts = {21,63,189,567|, 
T7 = 133,99,297,891|, 
Te = 117,51,153,459}, 
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个 982 元 子 集 B 都 满足 题 中 的 要 求 (1) 一 -(3). 
这 时 ,|] M - Bl = 17, 即 M 中 只 有 17 个 元 素 不 在 B 中 . 


,了 ;> = |5,55,165,495!, 


Ts = 17,49,147,441}， 

Te = 1t1,77 ,231,693 | ， 
Ts = 113,39,117,351| ， 
Tio = 119,57,171,5131 ， 
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中 这 


Ti = {23,69,207,621}, TI; = {25,75,225,675|, 

Ti = 129,87,261,783}, Ts = {31,93,279,837}， 

Ts = 135,105,315,945!, Te = 137,111,333,999|. 

若 Ti 中 至 少 有 4 个 数 属于 号 , 则 取 其 中 4 个 数 的 集合 为 工 . 若 Ti 中 至 
多 有 3 个 数 在 B 中 , 则 TT 中 至 少 有 3 个 数 不 在 B 中 .于 是 三 ,7T3,，…， 
Ti6 中 的 60 个 数 中 至 多 有 14 个 数 不 在 B 中 .从 而 这 15 个 集合 中 总 有 
1 个 是 B 的 子 集 , 记 之 为 工 .这 样 一 来 ,我 们 就 选 定 了 子 集 工 . 易 见 , 工 
中 的 4 个 数 至 多 有 3 个 不 同 的 素 因 数 ,而 且 其 中 之 一 是 3. 

再 考察 下 列 集合 

Si = |2,4,8,16,32,64,128,256,512}, 

Ss, = |10,20,40 ,801 ， S; = |14,28,56,112}, 

S4 = {22,44,88,176}, Ss = 126,52,104,208|}, 

Se = 134,68,136,272!}, Sy = 138,76,152,304}, 

Ss = 146,92,184,368}, Se = 1S8,116,232 ,464 | ， 

Sio = |162,124,248 ,4961，Si = 174,148 ,296 ,5921 ， 

Si = {82,164,328,656|, S13 = 186,172 ,344 ,688 | ， 

Si4 = 194,188,376,752} , Si1s = 1106,212 ,424 ,848| ， 

车 Si 中 有 4 个 数 在 召 中 , 则 取 这 4 个 数 的 集合 为 S. 若 S| 中 至 多 
有 3 个 数 含 在 B 中 , 则 Si 中 至 少 有 6 个 数 不 在 B 中 .从 而 S,,S;,…， 
Sis 这 14 个 集合 的 56 个 数 中 至 多 有 11 个 数 不 在 B 中 .又 因 这 14 个 集 
合 中 至 多 有 两 个 集合 中 的 数 与 工 中 的 数 不 是 互 素 . 所 以 余下 的 至 少 12 
个 集合 中 总 有 1 个 集合 是 B 的 子 集 , 记 之 为 S. 易 见 ,S 与 二 满足 题 中 要 
求 (1) 和 (2). 

上 述 的 S1, S,,…, Sis 中 除去 S 之 后 还 有 14 个 集合 .再 加 上 下 列 4 
个 集合 

S16 = 1118,236,472,944| ,Si = {16,12,24,48|， 

~ Sis = 196,192,384,7681 ,Sis = 130,60,120,240} ， 
共 18 个 集合 ,其 中 至 少 有 1 个 是 B 的 子 集 , 记 为 U. 因 为 S$ 和 UU 中 的 元 
素 都 是 偶数 且 互 不 相间 ,所 以 S, 丁 ,U 满足 题 中 的 条 件 (1) 一 (3). 
综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 ”= 982. 
2*:104 设 S = 站 ,2,…,280}. 求 最 小 自然 数 ,使 得 S 的 每 个 7 
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元 子 集中 都 含有 5 个 两 两 互 素 的 数 . 
(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 11] 令 

Ai = Ik= 1,2.,[ |i = 1,2 
容易 算出 | A2| = |140,|A;| = 93, | As| = 56, | As| = 40, | Ao| = 
14na4is1=46,14o1=14n4:1=28,1441=14:2n471= 
20,| 451=|14na |1=18,|41=14mn4) | = 13,| A;|= 
[AsNA|l=8,|Ayw|= 14nainal=9,|14o|l= |4， 


站 AnN4A| =6,| An| =|4nana4| =4,|14ol = |ANAN 


4 了 | =2,|Ay0|= |AsNMNAs3NAsNA|=1. 人 A=A,UA;U 
45 U 47, 则 由 容 斥 原理 可 以 算出 

14| = 216. 
由 于 在 A 中 任 取 5 个 数 时 , 必 有 两 个 数 在 同一 个 A;(i € 12,3,5,7| ) 之 
中 ,二 者 不 互 素 , 故 知 所 求 的 最 小 自然 数 n 之 217. 

另 一 方面 , 设 TCS 有 HIT|= 217. 记 S 中 所 有 素数 与 1 所 成 的 信 
合 为 M, 则 | M| = 60. 

(1) 车 1| 工 们 M | 宇 5, 则 问题 已 解决 . 

(2) 车 1TNn M1 = 4, 设 其 余 的 素数 从 小 到 大 排列 为 p,p，， 
p3，…，, 显然 有 pi 志 11,p; 志 13,p3 达 17,ps 之 19,ps 达 23. 于 是 有 

{pi, pip2, Pip3, Pipbas pips, pi,p2p3, Pp2pal CSS. 
因为 S 中 共有 220 个 合 数 而 这 时 开 中 有 213 个 合 数 , 故 在 S - 人 中 的 
合 数 只 有 7 个 ,从 而 上 面 集合 中 的 8 个 元 素 中 总 有 一 个 含 在 丁 中 , 它 与 
TM 中 的 4 个 数 一 起 即 满足 题 中 要 求 . 

(3) 设 |TNn M| 志 3. 这 时 ,至 多 有 S 中 的 6 个 合 数 不 在 工 中 . 若 
集合 127 ,3 ,52,7?,11?,13”| 中 有 5 个 或 4 个 元 素 含 在 荆 中 , 则 问题 化 为 
前 两 种 情形 .以 下 设 这 6 个 合 数 中 至 多 有 3 个 含 在 工 中 ,于 是 其 他 合 数 
至 多 有 3 个 不 在 十 中 .因此 ,下 面 两 个 集合 

{2 x 41,3 x 37,5 x 31,7 x 29,11 x 23,13 x 19}, 
{2 x 37,3 x 31,5 x 29,7 x 23,11 x 19,13 x 17| 
的 12 个 合 数 中 至 多 有 3 个 不 在 下 中 .由 抽 层 原理 知 必 有 一 个 集合 的 至 
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少 S 个 数 含 在 了 中 .显然 ,这 5 个 数 两 两 互 素 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 n = 217. 

[ 解 2] 由 解 1 的 第 一 段 论 证 知 所 求 的 最 小 自然 数 nn 实 217. 现 让 
后 一 半 . 令 

BI = il 和 S 中 的 所 有 素数 |， 

B;, = 122 ,32 和 172 112 ,132|， 

B;3 = {2 x 41,3 x 37,5 x 31,7 x 29,11 x 23,13 x 19}, 

Bs = |2 x 37,3x 31,5 x 29,7 x 23,11 x 19,13 x 17}, 

Bs = 12 x 31,3 x 29,5 x 23,7 x 19,11 x 17}, 

Be = 12 x 29,3 x 23,5 x 19,7 x 17,11 x 13}, 

令 B= BI U BU B3U BU BsU Bo. 因 |Bi! = 60 有 BN SB 
= 1O,1 这 i<j 记 6, 故 有 |B|= 88. 于 是 | S - 日 | = 192. 

对 于 任意 的 TC S,1T| = 217, 都 有 | 荆门 B| 实 25, 即 研 中 至 
少 有 25 个 元 素 属于 B. 于 是 由 抽 尼 原理 知 存 在 io,1 志 io 声 6, 使 得 Bi 
中 至 少 含有 工 的 5 个 元 素 .显然 , 这 S$ 个 数 两 两 互 素 .所 以 ,所 求 的 最 小 
自然 数 mn = 217. 

[ 解 3] 由 解 1 的 第 一 段 论 证 知 所 求 的 最 小 自然 数 ” 217. 现 证 
后 一 半 . 令 1 和 S 中 所 有 素数 组 成 的 集合 为 M, 则 | M | = 60. 对 于 任意 
的 TC S,|T| = 217, 若 | 荆门 M| 宇 5, 则 问题 自然 解决 ,以 下 设 
工科 MI 过 4, 于 是 S 中 的 合 数 至 多 有 7 个 不 在 工 中 . 令 

Mi = {2x23,3x 19,5 x 17,7x 13,11?1, 

M, = |2 x 29,3 x 23,5 x 19,7 x 17,11 x 13}, 

Mai = {2 x 31,3 x 29,5 x 23,7 x 19,11 x 17}, 

Ma = |2 x 37,3 x 31,5 x 29,7 x 23,11 x 19}, 

Ms = {2 x 41,3 x 37,5 x 31,7 x 29,11 x 231， 

Ms = {2 x 43,3 x 41,5 x 37,7 x 31,13 x 17}, 

MT = {2 x 47,3 x 43,5 x 41,7 x 37,13 x 19}, 

Ms = 12 ,3 和 9272 1321 
由 这 8 个 集合 中 至 多 有 7 个 元 素 不 在 工 中 , 故 由 抽 届 原理 知 其 中 必 有 
一 个 集合 的 5 个 元 素 全 在 工 中 .它们 显然 两 两 互 素 . 故 知 所 求 的 最 小 自 
然 数 n = 217. 


[| 


| 
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2.105 ”能 否 把 1,1,2,2,…,1986,1986 这 些 数 排 成 一 行 ,使 得 两 
个 i 之 间 恰 好 夹 有 i 个 整数 ,i = 1,2,…,1986? 说 明理 由 . 

(第 1 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 

[ 解 1 不 能 实现 . 若 不 然 ,将 排 成 一 行 的 3972 个 方 格 交 替 地 涂 上 
黑色 和 百色 ,例如 将 奇数 号 的 方 格 涂 黑 ,偶数 号 的 方 格 涂 白 . 然 后 将 已 
排 好 的 3972 个 数 按 排列 顺序 放 到 3972 个 方 格 中 去 ,每 格 中 放 1 个 数 . 
这 时 ,两 个 相同 的 偶数 所 在 的 方 格 之 间 夹 有 偶数 个 方 格 ,因而 这 两 个 偶 
数 所 在 的 方 格 是 黑白 格 各 一 个 ,所 以 ,993 对 偶数 所 在 的 1986 个 方 格 
中 , 怡 有 993 个 黑 格 和 993 个 白 格 . 另 一 方面 ,两 个 相同 奇数 之 间 夹 有 奇 
数 个 方 格 ,因而 它们 所 在 的 两 个 方 格 同色 ,所 以 ,993 对 奇数 所 在 的 
1986 个 方 格 中 , 黑 格 数 必 为 偶数 而 不 能 是 993 ,矛盾 . 这 说 明 题 中 所 要 
求 的 排列 是 无 法 实现 的 . 

[ 解 2] 设 满足 要 求 的 排列 能 够 实现 . 这 时 ,被 夹 元 素 的 数目 是 由 
每 两 对 数 的 互相 位 置 决定 的 .两 个 i 与 两 个 ) 在 这 行 数 中 的 相互 位 置 只 
有 下列 3 种 情形 ; 

(1)72,7,757 或 j,i1,7,i; 

(2)i1,j,j ,i 或 j,i,1i,j; 

(3)i,1,757 或 1 ,j,i,i. 
显然 ,前 两 种 情形 各 有 两 个 被 夹 元 素 , 而 第 3 种 情形 下 没有 被 夹 元 素 . 
可 见 ,3 种 情形 下 的 被 夹 元 素数 都 是 偶数 . 从 而 被 夹 元 素 的 总 数 必 为 偶 
数 . 男 一 方面 ,因为 两 个 i 之 间 恰 好 夹 有 i 个 数 ,i = 1,2,…,1986. 故 知 
被 夹 元素 的 总 数 又 应 为 

1 


l+2+: + 1986 = > X 1987 x 1986 = 1987 x 993, 


这 是 一 个 奇数 ,矛盾 .可 见 所 要 求 的 排列 是 不 能 实现 的 . 

2.106 ” 求 所 有 具有 如 下 性 质 的 n € N. 使 得 能 够 把 2 个 数 1,1， 
2,2,3,3,… ,n,n 排 成 一 行 , 当 & = 1,2,…,n 时 ,在 两 个 上 之 间 恰 好 夹 
有 上 个 数 . 





(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 设 n€ N 具有 题 中 要 求 的 性 质 而 a1,a,,…,a2, 是 相应 的 
排列 . 当 a, = a; 三 类 时 , 令 1 = min1i,j| ,于 是 max|i,j| = 7 十 天 
+ 1. 因 此 ,2n 个 下 标 之 和 为 
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关中 这 


Dm + (mi:+k+1)j]= 2 Dm + n(n +3). © 


另 一 方面 ,这 2n 个 下 标 之 和 又 应 为 
> =- n(2n + 1). OD 
由 只 和 加 得 到 


2 >》,， mak = n(2n+1) 一 六 nn+3) = 方 a(3n 一 1). (3) 
P| 


这 意味 着 二 x(37 - 1) 为 整数 .由 于 与 34 -1 奇偶 性 不 同 ,所 以 其 中 
的 偶数 必 为 4 的 倍数 .于 是 仅 有 两 种 可 能 :n = 4!,4! - 1,/ E AN 

下 面 用 构造 法 证 明 , 所 有 形 如 nn = 41,4l1 -1(1 € N)n EN 都 具 
有 题 中 所 要 求 的 性 质 . 当 ”= 4!,! 三 2 时 ,满足 要 求 的 排列 如 下 : 

41 -4 24,44 — 2,27 — 3,.°,1,47 — 1,1,…,21 — 3, 

21 ,°° ,4l — 4,41,4l -3271+1,4 — 2,21 — 2,.,2, 

21 — 1,41 -1,2,…,20 — 2,21 + 1,,4! ~ 3,21 1,4. 
其 中 每 处 的 “…” 都 表示 省 略 的 诸 项 按 等 差 级 数 变 化 且 公 差 为 + 2, 删 
节 号 前 的 一 项 为 首 项 而 后 一 项 为 尾 项 .类 似 地 , 当 n = 4/--1,/ 宇 2 时 ， 
满足 要 求 的 排列 如 下 : 

41 一 4 ,24,41 — 2,21 - 3144 —1,1,.…,21 -3， 

21 41 — 4,21 — 1,471 -3…20+1,41 一 2,20 — 2,.…,2, 

21 — 1,47 -1,2,…,21 ~ 2,21 + 1,.…,4! -3. 

最 后 , 当 n = 3,4 时 ,满足 要 求 的 排列 如 下 : 

2,3,1,2,1,3; 2,3,4,2,1,3,1,4. 

2.107 ” 设 有 限 数 集 和 a ,a,,…,a,1(n 实 3) 满足 条 件 cl = a, = 

0 和 mw-i+ati 之 2a, = 2,3,…,n 一 1, 求 证 al,as,…,a, 都 是 非 正 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
Ci 一 maxji alyay，…,a， 


如 果 1< 7 < 2 , 则 由 


20 Sa +t a Ea + a; = 20, 
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便 得 aj-1 = a; = w+l. 同 样 地 ,各 1 <j -1<7, 则 又 可 推 得 Qij-2 一 
ao- = a; = whl 递 推 可 得 w = a. 但 已 知 al = 0, 故 a; = 0, 即 ai， 
az，…，,ar 都 是 非 正 数 . 
2.108 ”能 否 选 出 100000 个 6 位 数 的 电话 号 码 , 使 在 同时 划 去 它 
们 的 第 &(& = 1,2,3,4,5,6) 位 数字 之 后 ,得 到 的 恰 为 从 00000 到 99999 
的 所 有 5 位 数 ? 
(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 令 S 是 所 有 其 数字 之 和 为 10 的 倍数 的 6 位 数 的 集合 . 因为 
在 任何 前 5 位 数字 相同 而 末 位 数字 从 0 到 9 的 10 个 6 位 数 中 , 恰 有 1 个 
属于 S , 故 知 | S| = 100000( 包 括 前 几 位 为 0 的 6 位 数 ). 
用 fh 表示 将 S 中 的 数 对 应 到 去 掉 第 & 位 数字 而 得 到 的 5 位 数 的 映 
射 .对 于 任何 n,n: E S,n 关 m, 因 为 二 者 的 数字 之 和 都 是 10 的 倍数 ， 
故 这 两 个 6 位 数 至 少 有 两 位 数字 互 不 相同 .所 以 , 当 去 掉 1 位 数字 后 ,所 
得 的 两 个 5 位 数 仍 不 相同 .这 意味 着 f 为 单 射 .又 因 | S| = 100000 , 故 
斥 又 是 到 所 有 5 位 数 的 满 射 .这 就 证 明了 集合 S 满足 题 中 要 求 . 
2.109 设 目 然 数 n > 2. 试 构造 一 个 由 n 个 互 异 的 数 al ,a;,…， 
ar 组 成 的 集合 ,使 得 由 其 中 任何 两 数 之 和 所 构成 的 集 
S= latall<i<j<n| 
所 含 的 不 同 的 数 之 个 数 最 少 .还 要 构造 一 个 由 个 互 异 的 数 651 ,6b,,…， 
b, 组 成 的 集合 ,使 得 由 其 中 任何 两 数 之 和 所 构成 的 集 
T= {b+b Ili<j<nl 
所 含 的 不 同 的 数 之 个 数 最 多 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 设 0< wa < a,<<… < a,, 于 是 
alta< ata< <alta < arta < < a, lt+a,. 
可 见 ,S 中 至 少 有 2n - 3 个 不 同 的 数 . 令 
a; = i,i = 1,2,.…,n, 
则 有 a;+a= i+j,3 志 i+j 志 2n -1. 易 见 , 这 时 有 
S = |3,4,…,2n — 1, 
其 中 恰 有 2n - 3 个 互 异 的 数 . 
因为 集合 工 中 至 多 有 CC 个 互 异 的 数 , 故 可 令 
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pb; = 1071,7 = 1,2,°…,n 
于 是 和 + b;(i < 之】 为 一 个 j 位 数 ,其 中 右 起 第 i 位 与 ) 位 两 个 数字 为 
1 ,其余 数字 均 为 0. 显然 ,对 于 不 同 的 数 对 (i,j) ,所 得 的 和 数 b; + 6b; 也 
不 同 .这 时 荆 中 恰 有 C2 个 互 异 的 数 . “ 

2.110 ”能 和 否 选择 1983 个 不 同 的 正 整 数 ,使 它们 都 不 大 于 10” 且 其 
中 任何 三 数 都 不 是 算术 级 数 中 的 连续 项 ?证 明 你 的 论断 . 

z (第 24 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 设 工 是 所 有 这 样 的 正 整数 的 集合 ,其 中 每 个 数 在 3 进 表 
示 中 至 多 有 11 位 数字 , 且 每 位 数字 都 是 0 或 者 1, 但 不 全 为 0. 易 知 ,| | = 
2 一 1 = 2047 > 1983, 且 人 中 最 大 的 数 为 1+3+32+…+310 = 88573 
< 105. 

下 面 证 明 工 中 任何 三 个 数 都 不 是 某 算术 级 数 中 的 连续 三 项 . 若 不 
然 , 设 x,y,z TT, 使 得 x + z= 2y, 则 2y 的 3 进 表 示 中 只 含 数字 0 和 
2, 从 而 zx 和 > 的 所 有 对 应 位 的 数字 都 相等 , 即 有 x = z, 此 不 可 能 . 

综 上 ,我 们 证 明了 确 能 选择 1983 个 不 同 的 正 整 数 , 使 之 满足 题 中 
要 求 . . 

2.111 二 位 数 的 集合 100,01,…,98,991 的 子 集 XX 具有 如 下 性 
质 : 在 任 一 由 数字 所 构成 的 无 穷 序 列 中 , 均 有 两 个 相 邻 数字 构成 X 的 
元 素 . 问 X 最 少 含 多 少 个 元 素 ? 

(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 对 于 任意 的 i,; € 10,1,…,9|,X 中 应 当 含 有 地 与 六 之 一 ， 
否则 序列 ijijij… 不 食 X 中 的 元 素 . 这 样 的 元 序 对 (i,j) 共有 10 + C3n 
= 55 个 ,所 以 有 | 外 | 守 55. 

另 一 方面 , 令 

X= {507i<Ii<, 
则 | X| = 55, 且 对 任 一 无 穷 序 列 , 设 i 是 其 中 的 最 小 数码 ,j 为 i 的 后 一 
项 , 则 六 EX. 

综 上 可 知 ,X 最 少 含有 55 个 元 素 . 

2:112 我们 称 一 个 非 负 实数 集合 S 是 好 集 , 是 相对 于 S 中 所 有 
工 和 yy, 或 者 x++y 在 S 中 ,或 者 |x -~ y| 在 S 中 .例如 , 若 > 是 正 实 数 ， 
n 是 正 整 数 , 则 S(n,r) = 10,r,2r,…,nr} 就 是 好 集 . 证 明 : 每 个 除 
i01 以 外 ,有 有 限 个 元 的 好 集 ,要么 具有 形式 S(n,r), 要 么 恰 有 4 个 
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(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 

[证 ] 看 4 和 10 是 一 个 有 限 的 好 集 , 则 它 含 有 一 个 最 小 的 正 无 
r 和 一 个 最 大 的 元 77. 

对 任何 满足 &+5> 了 的 元 c<b, 必 有 D-aE 和 和 A. 因 此 ,对 任何 
元 素 a,m -a € A. 特别 地 ,0=m-mneE€EA. 

若 因 =r, 则 4A= 10,r| = S(1,r). 

硅 n 关 7; 则 mp--rEA. 若 mr 二 rr, 则 mr = 2r. 若 A 包含 第 
四 个 元 4, 则 rr <a<2r 和 2r 一 a € A, 然 而 0 之 2r -a<r 与 7 为 
最 小 正 元 相 矛 盾 . 因此 

A = 10,r,2r! = S(2,r). 


车 wr 关 7, 则 A 会 有 0,7,m -rv,m. 如 果 和 AA 不 含 其 他 的 元 素 , 则 它 多 
构成 一 个 好 集 . 上 
假定 A = lzoyziyz ,Xn) ,其 中 必 守 5， 集 


0=xzo< zx<z< < = 7 和 > = 了. 
因为 对 所 有 的 i,m - x; € A ,就 必 有 
Mm — x; = Xn 
注意 到 对 于 i < j < 地, 有 


ni 十 nj > m. 


由 此 推出 

Di mr)-(m-zx)= rt-7rx€EA. 
我 们 必 有 
X23—XTI= XI =r, x3 X= X= 27， 


等 等 . 因而 对 于 1 志 i < pa 依次 为 > 的 整数 倍 . 


先 考虑 n 为 偶数 的 情形 . 
对 整数 g 守 2, 有 日 gr<im- gr ,有 
A = {0,r,2r, ,gr,n 一 grsm— (gm 1)r, ,mr,m|l. 
但 -+or>z2, 因 此 mm 一 (g+1)r€ 有 A, 它 只 能 等 于 wor, 从 而 ,mm 
= (2g + 1D)r,A = S(2g+ 1,r). 


假定 是 奇数 , 则 对 于 整数 g 之 1, 且 gr < 党 ,有 
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A= [0,7,27 gr sm 一 07， 
1 一 (qd 一切 六 71 一 r,m|. 


但 m-rt+ 仓 >m, 因 此 了 一 r= m 一 r 一 了 A, 它 只 能 等 于 gr， 
从 而 ,mm = 2(g + Dr,A = S(2(g + 1),r). 

由 此 ,推出 A 若 不 具有 形式 SC(R,r), 则 必 愉 有 四 个 元 . 

2.113 是否 存在 集合 M CN ,使 得 

“(1) 任意 大 于 1 的 nn EN 都 可 表 为 x = a + 5, 其 中 a,b5E€ AMi 

(2) 如 果 a,5,c,d € M 且 都 大 于 10, 则 仪 当 a = c 或 a = 4d 时 ， 

有 a+t+b=c+d? 
(第 24 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 设 满足 题 中 要 求 的 集合 M 存在 .用 mz 来 表示 集合 M 中 不 
超过 上 的 数 的 个 数 , 则 适合 10 < ec 委 上 的 a E M 的 个 数 为 mj; - mo， 
而 由 这 些 数 构 成 的 不 同 数 对 的 个 数 为 


2 
C pi 一 于 


令 上 述 每 对 数 a > 5 都 对 应 于 它们 的 差 a - 5b. 于 是 这 些 差 值 互 不 相同 . 
否则 , 设 有 a > 5 与 c > dd, 使 得 xc -= cd 因而 <c+d = cr+p. 
由 (2) 知 a = 6 或 ac = c, 前 者 与 a > 6 了 矛盾 ,而 后 者 意味 着 (ua ,5) 与 (c， 
2) 是 同一 对 数 ,矛盾 .因为 所 有 差 值 都 小 于 上, 故 有 

k> Cm -wm > 方 (mn — mio — 1)*. 
因 mo 委 10, 故 对 & = 11,12,…, 都 有 

m < Vk+mot+l< vk+1l. 中 

男 一 方面 ,由 人 中 知 任意 n € 12,3,…,2k| 都 可 表 为 集合 M 中 某 两 
数 之 和 ,而 且 这 两 个 数 或 者 都 不 超过 ,或 者 怡 有 1 个 数 a 大 于 但 小 
于 2k. 因 此 ,所 有 这 种 数 对 的 个 数 既 不 小 于 2& - 1, 又 不 大 于 


PAC — 1) + (ng 一 mx ) = 方 ze(2zzx -me ~—1) 


一 本 (za 一 mo) (me 一 P00 一 1). 


过 Fm (2ma 一 mi ) . 


于 是 对 有 > 10, 有 
mi(2m2 一 mi) 之 4& 一 2. ©) 
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直人 中 有 
< VR =am < VR+1ll=p<a. 
因而 由 凶 又 有 
4k—-2<m(2a~m)= [a—-(a-— m,)ilat+ (a— nu ) 
= a (a nu) 4k+44Vk + |12|- k(2— V2), 
由 此 即 得 
k(2— V2)* — 44 Vk -123 扫 0， 
上 式 左 端 是 V& 的 二 次 三 项 式 , 首 项 系数 为 正 , 因 而 它 不 可 能 对 所 有 上 & 
EN 都 取 非 正 值 ,矛盾 .这 意味 着 满足 题 中 要 求 的 集合 M 不 存在 . 
2.114 ” 试 证 存在 一 个 具有 如 下 性 质 的 正 整 数 的 集合 4 ,使 对 任 
何 由 无 限 多 个 素数 组 成 的 集合 S, 都 存在 自然 数 上 宇 2,m €E A 及 n 
YA,m 和 均 为 S 中 个 不 同 元 素 的 乘积 . 
(第 3$ 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 1] 设 g1,g,,…,g;,… 是 全 体 素数 从 小 到 大 排 成 的 数列 , 即 
有 dl = 2,q2 = 3,g3 = 5,g4 = 7,gs = 11,g6 = 13,.…. 
令 
Al = {2g;|i= 2,3, 上， 
A2 = {3gg;|i< j,i = 3,4,,j = 4,5,.|. 
一 般 地 ,对 正 整 数 h, 令 


An = lggi go gq [h<i<io< < il. 中 
最 后 再 令 / 
A= Up. © 
设 S 是 由 无 限 多 个 素数 组 成 的 集合 


S = {pi, ps py snrl, 
其 中 pi < p; < … < p< …. 寺 是 有 pi 这 2,py 之 3,p3 之 5,…. 
设 p= gi,i = 1,2,…. 于 是 由 愉 知 
mT Pip2a Piri WY" dj + ¢ 全， 
n= pap3 Pit2 = gd" Yj +2 & A. 
可 见 , 只 要 取 = 亡 + 工 就 可 以 了 . 
[证 2】 首先 证 明 如 下 的 引 理 . 
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中 党 


引 理 。 可 以 将 自然 数 集 N 的 至 少 含 有 两 个 元 素 的 所 有 有 限 子 集 
分 成 两 类 : 甲 类 和 乙 类 ,使 对 任何 一 个 自然 数 的 无 限 集 , 总 有 自然 数 
宇 2 及 两 个 上 元 子 集 , 这 两 个 上 元 子 集 分 属于 甲 类 和 乙 类 . 

引 理 的 证 明 ” 设 M 是 N 的 一 个 元 子 集 ,k 宇 2. 如 果 在 模 上 的 意 
义 下 , M 中 的 个 元 素 属 于 同一 个 剩余 类 , 则 规定 M 属于 甲 类 ; 否则 M 
属于 乙 类 . 

对 于 N 的 任何 一 个 无 限 子 集 B = 161,63,…|, 取 k= |51- 
by| +1 实 2, 于 是 561 一 5 关 0(mod), 所 以 上 元 子 集 161,6;,… ,bi| 属 
于 乙 类 . 

为 一 方面 ,因为 B 为 无 限 子 集 , 故 由 抽 居 原理 知 有 B 的 一 个 无 限 
了 集 16b; ,6;,,…1 ;使 其 中 的 所 有 元 素 都 模 同 余 . 从 而 16; ,6;,，… 
bi | 属于 甲 类 .这 就 证 明了 引 理 . 

回 到 原 题 的 证 明 . 并 所 有 系数 外 小 到 大 排 成 的 数列 为 Pi, Pp2,"" 

… 即 有 pi = 2,p2 = 3,p3 = 5,p4 = 7 
我 们 扩 下 方法 来 构 六 信人 A. 对 于 NN 的 任何 一 个 有 限 子 集 1, 
, 计 | ,上 之 2, 如 果 这 个 集合 属于 甲 类 , 则 令 
pi 户 pig E€ A, 
否则 就 令 p; p;,… pi 千 A. 下 面 证 明 这 样 选取 的 集合 A 满足 题 中 的 要 

对 于 任何 无 限 个 素数 的 集合 S = |p, ,p,,，,…1 ,其 下 标 所 成 的 集 
合 1s1,s2,…| 是 NN 的 一 个 无 限 子 集 .于 是 由 引 理 知 ,存在 两 个 上 元 子 集 
fi2 0 ;| 和 |) 1,72，… ,4j( 上 之 2) 分 属于 甲 类 和 乙 类 .所 以 有 

m= ppp EA,n= pp,p HA. 

2.115 ”把 集合 站 ,2,… ,10°1 划 分 成 两 个 不 交 的 子 集 , 一 个 是 所 有 
可 以 表 为 一 个 完全 平方 数 与 一 个 完全 立方 数 之 和 的 数 所 成 的 子 集 , 另 
一 个 是 集中 所 有 其 余 的 数 所 成 的 子 集 . 问 哪 一 个 子 集 元 素 较 多 ? 说 明 
理由 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 将 第 1 个 子 集 记 为 4 , 按 定义 ,对 任何 n€ A ,都 存在 有 ,mn 

E N ,使 得 
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n=k*+m’. 
由 于 n 志 105, 所 以 上 过 103 ,光志 10? ,因而 数 对 (, nm) 的 个 数 不 超 过 105 
个 ,从 而 n EA 的 个 数 也 不 超过 105 个 . 可见, 第 2 个 子 集 的 元 数 多 . 

2.116 设 S=1,2,…,101. 如 果 S 的 子 集 工 至 少 含有 2 个 元 素 
且 其 中 任意 两 个 元 素 之 差 的 绝对 值 大 于 1, 则 称 工具 有 性 质 已 , 求 S 的 
所 有 具有 性 质 P 的 不 同 子 集 的 个 数 . 

(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 设 AQ, 是 集合 11,2,… ,nn 的 具有 性 质 P 的 所 有 不 同 子 集 的 
个 数 ,并 考察 a, 与 a,41,a, 的 关系 . 
集合 11,2,… ,n,n++1,n 2} 的 具有 性 质 P 的 子 集 可 以 分 为 3 
类 : 

(1)2 元 子 集 |j ,n+21,j=1,2,…,n, 共 及 个 . 

(2) 形 如 TU ix +21 的 子 集 ,其 中 工 , 为 11,2,…,n| 的 具有 性 质 
P 的 子 集 , 共 有 a 个 . 集 

(3) 集 合 11,2,…,n,n+1| 的 所 有 具有 性 质 已 的 子 集 , 共 有 ac ，， 
个 . 

结合 起 来 ,得 到 递归 关系 式 : 

Qy+2 Ay+1 ta,t+n. 
显然 ,as = 1,a4 = 3. 于 是 由 上 面 的 关系 式 递 推 可 得 cs = 7, as = 14， 
47 王 26,ag 一 46,4ag 王 79,aio 一 133, 即 S 的 所 有 具有 性 质 P 的 不 同 子 
集 的 个 数 为 133. 

2.117 ”如果 两 个 自然 数 是 由 同样 的 一 组 数字 构成 的 , 则 称 二 者 是 
相似 的 ,例如 112,121,211 都 是 相似 的 .求证 存在 3 个 相似 的 1995 位 
自然 数 ,它们 的 各 位 数字 都 不 是 0, 且 其 中 两 个 数 之 和 等 于 第 3 个 数 . 

(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[证 ] 注意 ,1995 是 3 的 倍数 ,因而 我 们 只 要 证 明 存 在 3 个 三 位 
相似 数 满足 题 中 其 他 要 求 就 行 了 . 

由 于 459+ 495 = 954, 故 知 三 者 合乎 要 求 ,将 它们 分 别 重复 665 
次 ,所 得 的 3 个 1995 位 数 

459459…459 ,4954953.…495,954954…954， 全 满足 题 中 全 部 要 求 

重复 665 次 重复 665 次 重复 665 次 i 

2.118 设 Z 表 示 所 有 整数 的 集合 ,对 于 固定 的 A,B,CEZ. 令 
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Mi=|zx?+Ar+B|zrEZ), 
M,={2r*+2r+C|xEZI|, 
求证 对 任何 A,BEZ, 都 可 选取 CE 2, 使 得 集合 Mi 与 M; 互 不 相交 . 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
[证 ] 如 果 A 为 奇数 , 则 有 
r(x+A)+B=B(mod 2), 
这 表明 Mi 中 的 所 有 数 都 与 B 奇偶 性 相同 ,对 于 M, 中 的 数 , 有 
2zr(z+i)+C=Clmnod 2). 
可 匈 , 为 使 Mi 门 M2= 乡 , 只 须 取 C=B+1 即 可 . 
如 果 A 为 偶数 , 则 有 
2x(x+1)+ CC(mod 4). 


又 因 (x+ 会) 作为 完全 平方 数 模 4 时 只 能 为 0 或 1, 故 由 
2 2 
zf+Ar+B=(z+ 今 ) - ( 今 ) + 

知 Mi 中 元 素 模 4 时 只 能 与 B,B+1 或 B+3 间 余 . 因 而 , 当 取 C=B 

+2 时 , MN M;= 0. 

2.119 设 衣 ,m,n 都 是 整数 且 满 足 1< 2 委 刀 -1 过 ,SCil,2， 

…,& 且 3S 中 任何 nn 个 不 同 元 素 之 和 都 不 等 于 mx, 求 子 集 S 的 元 数 
| S| 的 最 大 值 . 

(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 


[ 解 ] 记 工 = {1,2,…,k|. 当 mm < 二 nna+1) 时 , 工 中 任何 个 
不 同 的 数 之 和 都 不 小 于 1+2+…+n= 方 n(n+ 了 )>w. 因 而 ， | S | 的 
最 大 值 为 上 ,以 下 就 mm 之 方 n(n+1) 的 情形 进行 讨论 . 


设 / 为 满足 (1+1)+ (1+2)+…+(1+n)>m 的 最 小 自然 数 , 于 
是 集合 1 +1,71+2,… ,| 中 任何 n 个 不 同 元 素 之 和 都 大 于 .由 于 


nl + n(nt l=) + +2) + (tn) mm, 


" 故 得 


m_l1 : 
/> > (n+1), 
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由 此 可 知 ,| S | 的 最 大 值 不 小 于 4- =4- [到 -十 Cz-1)| 
下 面 用 反 证 法 来 证 明 ,对 于 任何 SCT, |S| >&=- 7 ,S 中 都 存在 
n 个 不 同 的 数 , 它 们 的 和 等 于 产 . 
假设 存在 SCT ,Si>&R- 7 且 S 中 任何 n 个 不 同 元 素 之 和 都 不 
等 于 m. 今 
X=iA|ACT,|A| =n, i ml, 
X=iA|AEX,jEAI,j=1,2,.…,k. 
再 令 上 =&- |1S|1, 于 是 zx</, 设 了 -SS= jzrz ,| ,因为 S 中 任 





何 ? 个 不 同 元 素 之 和 都 不 等 于 六 , 故 对 任何 AEX, 都 必 有 1 委 ; 委 :， 第 
使 得 x,€ A. 从 而 有 二 
Xe UX UUX, =X. re 
当然 有 
[XU Xs, UUX, |=|x|. z QD 
接着 证 明 
| X, UX UUX. 去 | XIUXU…UX |， 四 





不 妨 设 fi 达 z 达 … 芝 二 .车 i 和 x ,xz ,| 二 1 和 ,2,…,t|, 则 名 式 显然 
成 立 . 符 jziyza ,zx | 关 11,2,…,t|, 则 设 65 为 不 在 i ,zy，… ,x, | 
中 的 最 小 自然 数 . 于 是 有 
[Xa UX UUX, | <) Xx UX UUX ,UX,|. 四 
-事实 上 ,二 式 等 价 于 
| Xs- (Xe UX Un UX -1) | 
<|X -Xx UXx, UUX | 
为 简单 计 ,将 @ 式 两 端的 集合 分 别 记 为 Y 和 Y,. 任 取 AEYI, 记 A= 
al aa ,其 中 < as<…a,, 于 是 由 Yi 定义 知 x,E A,z, da, 
i 三 1,2,…,t 一 1. 奉 bEAh, 则 AEY,. 若 5b &A 有 目 x,=4a,, 则 因 小 于 。 
的 自然数 都 在 1x ,x，…xz,| 中 而 且 从 1 名 | zx， XI3，"…,X|, 故 有 bal, 
又 因 6b &A ,所 以 5<<al, 由 于 ay_1+w 入 1; 故 a,_1+ a bm-1 
二 上 .所 以 有 


由 
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A =ib,ara sd ya ta OIE Y,. 

若 656&A 有 目 x =a,,1 志 7 入 nn 一 1, 则 因 1 和 fxr,x2 ,XT 天 11,2,… ,1， 
故 5<z=a ,从 而 有 ai<a+a -5 委 &. 于 是 又 有 

A’={aly,ar lbarriyan -lyan+ar 一 0 和 EY2， 
定义 映射 
A EY2, 当 b 4A z= a,, 
A EY,, 当 b A z=ar,r<n. 
则 易 见 这 个 映射 是 个 单 射 , 故 知 @ 式 成 立 . 

若 1x1 ;T2160 二 1,2,… ,ti , 则 人 @ 式 成 并 .大 | x1 ,x2，…， 
Xi-1,b1 关 11,2,…,t|, 则 可 重复 上 面 的 程序 ,至 多 重复 1 次 , 必 可 得 到 
集合 11,2,…,t| .可见 ,总 有 名 @ 式 成 立 . 

将 @ 与 四 结合 起 来 ,得 到 

XIUX2U…UX | 二 | X|. 
又 因 Xi1UX2U…UX,CX, 所 以 有 
.XiUX,U:…UX,=X. 
这 意味 着 集合 it +1,t +2,…,k| 中 的 任何 ”个 不 同 数 之 和 都 不 等 于 
nm. 六 因 1 之 1, 故 有 
nit n(nth)= (ttD+(t2) tt (Ltn) Sm. 


由 于 上 & 宇 m 一 1, 故 有 
t+ nm-(n-1)t- 记 n(n -1)<h 


Yi A ”| 


从 而 有 t+,t+2 ,ttn-1m 一 (xn 一 D1 一 方 a(n-DICHt+ 


1,t+2,…,k1 且 这 n 个 不 同 数 之 和 等 于 m ,矛盾 . 


综 上 可 知 , 当 mw 之 方 n (n+ 1) 时, |S| 的 最 大 值 为 k - 


[号 
2.120 设 S=11,2,…,17| 而 jal,as,…,ag| 为 S 的 一 个 8 元 子 
(1) 存 在 EN, 使 得 方程 a; - ae = 上 至 少 有 3 组 不 同 的 解 ; 
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(2) 对 于 S 的 7 元 子 集 i aj,a2,…,a7|,(1) 中 的 结论 不 再 总 是 成 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 

[证 ] (1) 铬 不 然 , 则 存在 S 的 一 个 8 元 子 集 jal,a,,…,as! ,使 
对 任何 &E N ,方程 a; -~ a; = 都 至 多 有 两 组 解 , 即 | a; -aj| (1<&i<} 
委 8) 共 28 个 差 数 中 ,不 存在 3 个 值 相等 的 差 数 . 

不 妨 设 ai< ar<…<asg, 于 是 ag 一 al 记 16, 评 凤 有 

(ag ~ a7)+(a7—-a6)++(a ~ al)16 QD 
既然 忠 式 左 端的 7 个 差 数 中 没有 3 数 相同 , 故 必 有 

(ag-a7z+(az-ao)+…+(a 一 ai) 之 1+1+2+2+3+3+14 

= 16. © 
中 和 外 结合 起 来 表明 ,这 7 个 差 数 中 怡 有 1,2,3 各 两 个 而 另 一 个 是 
4. 

考察 这 7 个 差 数 的 排列 情形 ,由 于 已 经 有 两 个 2, 两 个 3 和 1 个 4， 
所 以 必 有 

(让 两 个 1 不 能 相 邻 ,1 和 2 也 不 能 相 邻 ; 

(ii)1 和 3,2 和 2 至 多 有 1 组 相 邻 . 

先 看 两 个 1 与 两 个 2 这 4 个 差 数 的 排列 顺序 ,由 对 称 性 知 只 有 下 列 4 
种 不 同情 形 ; 

(a)1,1,2,2; (b)1,2,1,2; (ec)1,2,2,1; (d)2,1,1,2. 
余下 的 3 个 差 数 3,3,4 将 放 入 这 4 个 数 的 空 阶 中 . 易 见 ,在 (b) 和 (d) 两 
种 情形 中 ,依次 相 邻 的 3 对 数 在 7 个 差 数 的 排列 中 都 不 能 相 邻 ,所 以 3 
个 空隙 中 必须 各 放 入 3,3,4 中 的 一 个 数 ,从 而 两 个 3 都 与 1 相 邻 ,导致 
有 3 个 差 值 为 4, 矛 盾 ,对 于 (a) ,两 个 1 之 间 不 能 只 夹 3, 所 以 4 必须 夹 
在 两 个 1 之 间 . 于 是 1 与 2 之 间 只 能 插入 3. 这样 一 来 ,两 个 2 也 不 能 相 
邻 ,只 能 插入 另 一 个 3. 这 导致 4 个 差 值 为 $, 矛 盾 . 对 于 (c) ,1 与 2,2 与 
1 之 间 不 能 都 填 3, 必 有 一 个 填 4 而 另 两 个 空 阶 中 填 3, 导 致 3 个 差 值 为 
5, 矛 秆 . 

(2) 考 察 S 的 7 元 子 集 11,2,4,7,11,16,171. 它 的 21 对 元 素 的 差 
值 ( 大 数 减 小 数 ) 中 有 1,3,5,6,9,10,15 各 两 个 ,2,4,7,12,13,14,16 各 
1 个 .没有 3 个 差 数 有 相同 的 值 , 邑 (1) 中 的 结论 不 再 成 立 . 

2.121 设 M 为 集合 {1,2,…,25i 的 一 个 子 集 , 它 的 任何 两 个 不 交 
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的 子 集中 的 各 数 之 和 都 不 相等 , 求 M 中 所 有 数 之 和 的 最 大 值 . 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 集合 

Mo = 125,24,23,21,18,12|! 
满足 题 中 的 要 求 , 其 中 的 6 数 之 和 为 123, 故 所 求 的 最 大 值 不 小 于 123. 

记 4= 1,2,…,25| .我 们 首先 证 明 ,A 的 任何 7 元 子 集 S 都 不 能 
满足 题 中 要 求 . 若 不 然 , 这 时 S 的 元 数 不 大 于 4 的 所 有 非 空子 集 的 个 
数 为 . 

CJ}+ C3+C3+C4=98, 
而 这 些 子 集中 每 个 集中 所 有 数 之 和 都 是 不 大 于 22 + 23 + 24 + 25 = 94 
的 自然 数 .由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 个 子 集 的 各 数 之 和 相等 ,矛盾 . 

其 次 ,我 们 证 明 125,24,…,191 的 任何 5 元 子 集 都 不 能 满足 题 中 要 
求 .事实 上 ,5 元 子 集中 的 5 个 数 两 两 作 差 ,共有 10 个 差 ,每 个 差 都 是 
不 大 于 6 的 自然 数 .因而 ,或 者 有 3 个 差 值 相等 ,或 者 有 两 个 差 值 相等 
且 差 值 不 小 于 4. 两 种 情形 都 导致 两 个 差 值 相 等 , 旦 组 成 两 个 差 值 的 4 
个 数 互 不 相同 ,从 而 可 组 成 和 数 相等 的 两 个 不 交 的 2 元 子 集 . 

“上述 论 证 表明 ,满足 要 求 的 集合 M 是 6 元 集合 且 其 中 较 大 的 5 元 
之 和 不 大 于 25+24+23+21+18=111. 可 见 , 为 使 和 数 大 于 123, 只 能 
使 最 小 数 变 大 .但 若 前 5 数 不 动 , 则 最 小 数 大 于 12 时 不 满足 要 求 ,所 
以 , 当 最 小 数 变 大 时 ,前 面 $ 数 中 必 有 某 数 变 小 , 而 且 若 只 有 1 个 数 减 
1 时 ,也 不 能 满足 要 求 . 若 前 5 个 数 共 减少 的 值 不 小 于 2 时 ,为 使 和 数 
大 于 123 ,最 小 数 应 不 小 于 15. 

最 后 证 明 ,125,24,…，,151 的 任何 6 元 子 集 都 不 满足 题 中 要 求 . 若 
不 然 ,6 个 数 共 可 组 成 15 个 差 , 每 个 差 都 是 不 大 于 10 的 自然 数 . 由 前 
面 证 明知 ,不 能 有 3 个 差 值 相等 ,也 不 能 有 值 不 小 于 6 的 两 个 差 值 相 
等 , 故 15 个 差 值 只 能 是 1,2,3,4,5 各 2 个 和 6,7,8,9,10 各 1 个 . 

这 样 一 来 ,6 元 子 集 丁 中 必 有 25 和 15, 且 24 和 16 中 必 有 1 个 ,不 


妨 设 为 24. 于 是 16 和 .又 因 有 两 个 差 值 为 5, 所 以 20€E T, 除 了 25 - 
24=1 之 外 ,还 应 有 1 个 差 值 为 1 且 二 者 必 有 公共 元 ,所 以 23€ET. 因 


此 22,21 后 了 .24-20=4, 且 还 有 一 个 差 值 为 4, 故 16€ 工 ,矛盾 .这 就 
完成 了 全 部 证 明 . 
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所 求 的 最 大 值 为 123. 
2.122 设 S= 上 ,2,…,98} , 求 最 小 自然数 ,使 得 $ 的 任 一 1 天 
子 集中 都 可 以 选 出 10 个 数 ,无 论 怎样 将 这 10 个 数 均 分 成 两 组 ,总 有 一 
组 中 存在 一 个 数 与 另外 的 4 个 数 都 互 质 , 而 另 一 组 中 总 有 一 个 数 与 另 
外 的 4 个 数 都 不 互 质 . 
(第 13 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1998 年 ) 
“[ 解 ] 首先 ,S 中 共有 49 个 偶数 ,它们 组 成 的 49 元 子 集 不 能 满足 
题 中 要 求 , 故 知 所 求 的 最 小 自然 数 ”之 $0. 
为 证 S 的 任 一 S0 元 子 集 工 中 必 有 !10 个 数 满足 题 中 要 求 ,我 们 证 
明 如 下 的 加 强 命题 ;S 的 任 一 50 元 子 集 工 中 必 可 选 出 10 个 数 ,使 其 
中 的 一 个 数 与 另外 的 9 个 数 都 互 质 而 另外 的 9 个 数 两 两 都 不 互 质 . 


令 


MI=|2k|k=1,2,.…,49|, 

AM = 16k—3|k=1,2,.…,16}, 

M;= |5,25,35,55,65,85,95,77,91}, 

Ms=17,49,11,13,17,19,23,29,31,37,4]1,43,47}, 

Ms= |1,53,59,61,67,7],73,79,83,89,97!， 
显然 ,| Mi| =49,| Mi|=16,| Ms3| =9,| Ma| =13,| Ms|=11,M, 
NM= 0O,i1z¥; HMIUMUMUMIUM;=S. 

设 存 在 TCS, | 下 | =50 且 使 加 强 命题 的 结论 不 成 立 ， 

(1) 若 | TN Mi | 大 9, 则 由 反 证 假设 知 下 列 15 个 奇数 

137,41,43,471U Ms 
都 不 在 醋 中 , 故 了 中 至 少 有 16 个 偶数 . 

(2) 若 | 了 NM | 过 8, 则 M, 中 的 奇数 至 少 有 8 个 不 在 本 中 .从 而 
中 至 省 有 9 个 偶数 .由 反 证 假设 知 T 门 Ms= O, 故 了 中 至 少 有 20 
个 偶数 . 

(3) 设 | TN Mi | 这 16, 因 为 对 于 MyU Ms 中 的 每 个 奇数 ,S 中 与 
之 不 互 素 的 偶数 的 个 数 都 不 超过 7 个 ,所 以 这 24 个 奇数 都 不 在 了 中 ， 
从 而 工 中 至 少 有 25 个 偶数 . 

(4) 设 | TM | 之 25. 因 为 对 于 M3U AU Ms 中 的 每 个 奇数 , 5 
中 与 之 不 互 质 的 偶数 的 个 数 都 不 超过 15 个 ,所 以 这 33 个 奇数 都 不 在 
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下 中 .从 而 工 中 至 少 有 34 个 偶数 ， 

(5) 设 | 工 站 Mi | 34. 因 为 对 于 M, 中 的 每 个 奇数 ,S 中 与 之 不 互 
质 的 偶数 的 个 数 都 不 超过 23 个 ,从 而 S 中 每 个 奇数 都 是 如 此 . 故 由 反 
证 假设 知 它们 都 不 能 在 下 中 .这 导致 | 人 | 49, 了 矛盾 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 最 小 自然 数 n = 30. 

2.123 ”是否 存在 大 于 1 的 自然 数 ”, 使 得 能 将 自然 数 集 N 划分 成 
n 个 子 集 ,; 当 从 任意 n - 1 个 子 集中 各 任 取 一 个 数 时 ,所 得 的 :nx 一 1 个 
数 之 和 恰好 属于 另 一 个 子 集 ? 

(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 

[ 解 】 不 存在 . 

若 不 然 , 设 有 Al,A,,… ,A, ,使 得 

AIUA2sU-…UA,=N,A; 门 A = 0,1 二 1<<j 夺 nn. 且 满 足 题 中 要 
求 ,显然 有 nn 宇 3. 

引 理 设 a,bEAi, 且 a 关 b5,CEAI 朋 C 可 以 与 a,b 之 一 相同 ， 
则 w+ec 与 +c 必 属 于 同一 个 子 集 . 

引 理 的 证 明 设 ct+c 与 +ec 属 于 不 同 的 子 集 . 

(1) 设 a+c 福 5+c 之 一 属于 Al, 另 一 个 属于 另外 的 子 集 ,不 妨 设 
atc€EAli,btc€EAsy. 取 a;€A;,i=3,4,…,n, 于 是 按 题 中 要 求 有 
+ast+a4+…+wEA;. 因 此 又 有 


(at+c)+(b+t+aatastta)+t+ast'+a,E A. 个 
万 一 方面 ,又 有 a+as+ad+…+aE4). 于 是 
(ata3taat+a)+(b+c)tast+a,€EAl. © 
的 与 中 下 慎 . 


(2) 设 at+c 与 6+c 都 不 属于 Ai. 不 妨 设 at+c€EA,b+cE€As. 
这 样 , 按 题 中 要 求 又 有 
bt+(latc)+ast+a€A;, 
a+(b+t+ce)+ast:+a,€ A,, 
回 到 原 题 的 证 明 . 任 取 x,€EA,,i=1,2,…,n, 记 = 十 十 全 
+ zx, 并 令 y= S 一 xz;, 于 是 y;€Ex;. 不 妨 设 SE Al. 若 xz; = y;, 则 22,= 
Ti+ yi 二 SE AI. 敬 zi 到 yi, 则 由 引 理 知 2x;=x+x; 与 x;+y=S 属 
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于 同一 个 子 集 , 故 也 有 2x;€ A. 此 外 , 当 固 定 zj,j 关 i 而 让 x;&€ A; 在 
A; 中 变动 时 ,S 也 随 之 变动 .但 由 引 理 知 ,变动 的 S 值 始终 属于 A, ,由 
此 可 知 , 所 有 的 偶数 都 在 A, 中 . 

下 面 再 证 A; 中 的 数 都 是 偶数 . 设 有 ziE AI 为 奇数 . 取 x;€ 有 A;， 
i 二 3,4,…,n, 于 是 它们 都 是 奇数 .因为 rl + z+ x 二 … 二 x, EA, 故 
为 奇数 .所 以 n 为 偶数 .又 因 2E€ Al, 所 以 2+ x3+x 十 十, 人马 As 应 
为 奇数 ,但 z+ z4+ …+z 为 偶数 ,矛盾 . 

综 上 可 知 ,满足 要 求 的 整数 不 存在 . 
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第 三 草 ” 苇 数 回 昨 


3.1 在 无 穷 大 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 都 写 着 一 个 实数 .求证 存在 
某 个 方 格 ,其 中 所 写 的 数 不 超 过 在 它 周 围 的 8 个 方 格 中 的 至 少 4 个 方 格 
中 所 写 的 数 . 

(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 ] 在 右 图 所 示 的 12 个 方 格 中 的 最 小 的 数 便 
满足 条 件 . 

3.2 在 一 张 无 限 大 的 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 都 
填写 一 个 实数 ,使 得 每 个 数 都 等 于 它 上 下 左右 四 个 邻 
格 中 所 填 的 数 的 算术 平均 值 . 从 这 张 纸 上 前 下 一 个 和 矩 
形 方 格 数 表 来 ,求证 表 中 的 最 大 数 一 定 在 表 的 边 格 中 
出 现 . 

(第 19 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1956 年 ) 

[证] 设 表 中 最 大 数 为 m 且 方 格 A 中 的 数 为 mn. 背 A 为 边 格 , 则 
结论 成 立 ; 知 A 不 是 边 格 , 则 它 的 4 个 邻 格 中 的 数 都 是 坟 . 设 B 是 A 的 4 
个 邻 格 中 与 边界 最 近 的 一 个 . 若 B 为 边 格 , 则 问题 解决 ; 若 B 不 是 边 格 ， 
则 像 上 面 一 样 又 可 在 B 的 邻 格 中 找到 一 个 离 边 界 更 近 的 方 格 C, 其 中 所 
填 的 数 为 天. 显然 ,经 有 限 次 推 证 后 ,总 可 在 边 格 中 找到 填 有 wm 的 方 格 . 

3.3 ”在 圆 的 一 条 直径 的 两 端点 标 上 数 1 ,把 所 得 的 每 一 个 半圆 周 
再 等 分 ,并 在 两 个 半圆 的 分 点 写 上 其 端点 的 标 数 之 和 (第 一 步 ). 然 后 再 
等 分 所 得 到 的 4 条 弧 , 并 在 它们 的 分 点 写 上 其 端点 的 两 数 之 和 (第 二 
步 ). 求 这 样 进行 w 步 后 , 疼 上 所 标 出 的 一 切 数 之 和 . 

(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
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[ 解 ] 将 第 上 & 步 标 数 之 后 所 有 数字 之 和 记 为 S, 则 So = 2,Si = 
6. 在 第 & + 1 步 进 行 过 程 中 ,由 于 Si 中 每 个 数 所 在 的 点 都 恰 为 两 条 弧 
的 端点 , 故 每 个 数 都 被 用 了 两 次 ,所 以 有 Si = Si +2S = 3Se .由 此 
递 推 即 得 

二 3Jo 1 = 3"50 = 2 x 3”, 
即 进 行 n 步 后 ,加 上 所 标 出 的 一 切 数 之 和 为 2 x 3”. 

3.4 将 从 1 到 64 的 所 有 整数 填 人 8 x 8 的 方 格 表 ,求证 可 以 从 表 
中 找 出 两 个 相 邻 的 数 ( 两 数 所 在 的 方 格 有 公共 边 ) ,使 得 两 数 之 差 不 小 
于 5. 

(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 大 不 然 , 则 任何 相 邻 两 数 之 差 均 小 于 5. 考察 64 所 在 的 方 格 
A 与 1 所 在 的 方 格 B. 如 果 我 们 把 从 一 个 方 格 走 到 相 邻 的 方 格 称 为 1 
步 , 那 么 从 方 格 A 走 到 B 至 多 14 步 .每 走 一 步 方 格 中 的 数 至 多 减少 4， 
走 14 步 至 多 减少 56,B 中 的 数 不 能 为 1 ,了 矛盾 . 

3"5 在 nNnXn 的 方 格 表 中 ,任意 填 人 n° 个 互 不 
相等 的 实数 aj( 1,j 三 1,2,… ,nn). 如 图 , 取 每 行 的 最 
大 数 得 个 数 ,其 中 最 小 的 一 个 是 +, 再 取 每 列 的 最 
小 数 ,又 得 n 个 数 , 其 中 最 大 的 一 个 是 y. 试 比较 x 
与 y "的 大 小 . 





(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 设 x = ay = anw， 
则 由 题 意 得 





人 


1 之 ci 
区 


即 有 之 y. 
(1) 当 ?7 是 奇数 时 ,六 之 六。 
(2) 当 nn 是 偶数 时 , 阁 x+ 宇 y 宇 0, 则 训 宇 YY, 车 0 守 z 守 yy, 则 之 
信 , 藻 x 之 0 之 y, 则 当 7 宇 -y 时 ,之 yy, 当 TT<-y 时 ,77 人 < 
3.6 ”如 果 一 个 圆 盘 分 内 外 两 圆 ,均等 分 成 10 个 “格子 ", 且 分 别 将 
1,2,3,4,…,10 这 10 个 数 填 人 内 外 圈 的 十 个 格子 中 (每 格 填 一 数 ,不 一 
定 按 大 小 顺序 ) , 若 内 圆 可 以 绕 圆 心 转动 ,求证 在 转动 中 一 定 有 某 个 时 
刻 ,内 圈 的 十 个 数 与 外 圈 的 十 个 数 每 对 乘积 之 和 大 于 302. 
(中 国 浙 江 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
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[证 ] 记 十 种 不 同位 置 的 100 对 数 中 每 对 数 乘 
积 之 和 为 S, 则 
S=(1+2+…+10)t+2+…+10) = 3025. 
于 是 总 有 某 个 时 刻 1 ,内 轿 的 十 个 数 与 外 圈 的 十 
个 数 ,每 对 数 乘积 之 和 S, 不 小 于 十 种 位 置 的 100 对 
数 每 对 乘积 之 和 的 算术 平均 值 , 即 
S 3025 


5S: 之 10 10 > 302. 
3.7” 正 十 二 面体 有 20 个 顶点 ,30 条 棱 每 一 个 顶点 是 3 条 楼 的 交 


点 ,这 3 条 楼 的 男 一 端点 是 正 十 二 面体 的 男 外 3 个 顶点 ,我 们 称 这 3 个 
顶点 与 前 1 个 顶点 是 相 邻 的 .在 每 个 顶点 处 放 上 一 个 实数 ,要求 每 个 顶 
点 所 放 的 实数 恰 是 与 该 顶点 相 邻 的 3 个 顶点 处 所 放 实 数 的 算术 平均 
值 . 设 M,m 分 别 是 这 20 个 实数 中 最 大 的 和 最 小 的 , 问 M - m 取 值 范 
围 是 多 少 ? 

(第 2 届 希 望 杯 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

若 P,,P;, Pa 与 Pi 相 邻 , 则 P,, Ps, Pa 所 放 的 数 都 不 小 于 m. 若 
P,P;, Pa 处 所 放 的 数 中 有 一 个 比 x 大 , 则 Pj 处 就 不 应 放 m. 所 以 
P;,P3, Pa 处 只 能 放 9. 

再 考虑 与 P,P3,P4 相 邻 的 点 ,同样 分 析 下 去 ,它们 也 只 能 放 痉 . 
所 以 正 十 二 面体 各 顶点 都 只 能 放 mm. 

于 是 M=m,M-m = 0. 

3.8 沪 春 圆周 放 了 2 (2 人 辫 4) 个 非 负数 ,它们 的 和 为 1, 现 将 每 两 
个 相 邻 数 相 乘 ,求证 所 得 的 个 乘积 的 和 不 大 于 十 

(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 设 a,5b,c,d 是 圆周 上 依次 排列 的 4 个 数 且 a 宇 5, 则 有 ab 
+w+cd 委 ap+c)+t+c)d 可 见 , 当 去 掉 两 个 数 5,c 而 代 之 以 
6+c 时 ,所 论 和 数 增 大 .于 是 当 ”为 奇数 时 ,可 通过 上 述 程序 化 为 偶数 
的 情形 . 

设 n = 2k,n 个 数 为 xi,zy,…,z ,于 是 有 


172 十 23 十 十 了 1 + XX 
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3:9 ”在 17x 17 的 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 都 任意 填 和 人 1,2,…,70 之 
中 的 一 个 数 .求证 存在 中 心 分 别 为 A,B,C,D 的 4 个 方 格 ,使 得 AB = 
CD,AD = BC, 且 在 中 心 为 A 和 C 的 两 个 方 格 中 所 填 的 两 个 整数 之 和 
等 于 在 以 B 和 也 为 中 心 的 两 个 方 格 中 所 填 的 两 个 整数 之 和 . 
(第 17 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[证 ] 把 关于 正方 形 中 心 对 称 的 每 两 个 方 格 划 为 一 组 , 共 可 得 到 
144 组 方 格 .每 组 方 格 中 所 填 的 两 数 之 和 为 2,3,… ,140 之 中 的 一 个 数 . 
由 抽 层 原理 知 必 有 两 组 方 格 ,它们 中 所 填 的 两 数 之 和 相等 .把 第 1 组 方 
格 的 中 心 标 上 A 和 C, 男 一 组 方 格 的 中 心 标 上 B 和 DD 便 满足 题 中 的 要 
求 . 
3.10 ”有 两 个 同心 圆 盘 ,各 分 成 n 个 相等 的 小 格 ,外 盘 固 定 ,内 盘 
可 以 转动 ,内 外 两 盘 小 格 中 分 别 填 有 实数 a1 ,42,… ,a ,2b1,62,…,b,. 
且 满 足 条 件 
al+caz+…+a <0， 
bl + b+-…+b, < 0. 
求证 可 将 内 盘 转 到 一 个 适当 位 置 ,使 两 个 盘 的 小 格 对 齐 , 这 时 ,两 个 盘 
2 个 对 应 小 格 内 实数 乘积 的 和 为 一 正 数 . 
(中 国安 徽 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ]】 假定 无 论 两 个 圆 盘 的 小 格 如 何 对 齐 ,n 个 对 应 数字 乘积 的 
和 都 不 是 正 数 , 则 
aib1 + azp 十 … 二 ax 夺 0,， 
azb1 + apb2 + + aib, < 二 0， 
a301 + ad4p2 + + asb, 0, 


arpl + alp2 十 … + ai 0. 
将 上 述 n 个 不 等 式 相 加 得 
(artazt ta) (bit b+ + 6b,)R0. 
而 由 已 知 al+at+…+a, <0， 
bi+b + +b, < 0, 
从 而 
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(aj+ast+ + a (plit+ b+ + 0,)>0. 

导致 予 盾 . / 

因此 , 必 有 -- 个 时 刻 , 使 两 个 圆 盘 小 格 对 齐 时 ,， 对 对 应 小 格 的 实 
数 乘积 之 和 为 一 正 数 . z 

3.11 在 8 x 8 的 正方 形 方 格 表 的 每 个 方 格 中 填 人 1 个 非 负数 ， 
已 知 64 个 数 的 和 是 1956 ,两 条 对 角 线 上 的 16 个 数 之 和 是 112 ,并 且 
关于 每 条 对 角 线 对 称 的 位 置 上 的 数 都 相同 .求证 每 行 数 之 和 都 小 于 
518. 

(第 19 届 莫 斯 科 数 学 奥 林 匹 元 ,1956 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 设 第 : 行 数 之 和 不 小 于 
518, 于 是 由 对 称 性 知 ,第 i 列 , 第 9 一 i1 行 和 9 一 
i 列 数 之 和 也 都 不 小 于 518. 故 这 两 行 两 列 数 的 
总 和 不 小 于 518 x4- 112 = 1960 > 1956 , 予 
盾 . 

3*12 ” 设 一 个 由 0 和 和 1 组 成 的 有 限 数列 满 
足下 列 条 件 : 

(1) 如 果 在 数列 的 某 一 处 连续 取出 $ 个 数 ,并 且 在 另外 任何 一 处 也 
连续 取出 $ 个 数 ,那么 这 两 个 有 序 五 数组 将 不 相同 (两 组 可 以 部 分 重 
全 ,例如 0110101). 





DO 
加 类 
四 男 
回国 
四 日 


1 
Ld 


(2) 如 果 把 数字 0 或 者 1 添加 到 数列 的 右边 , 则 性 质 (1) 不 再 成 立 . 

求证 这 个 数列 的 前 4 项 与 后 4 项 完全 相同 . 
(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 设 abcd 为 数列 的 最 后 4 项 . 在 数列 中 一 定 有 连续 5 项 为 
abcd0 和 abcd1 ,否则 可 以 把 0 或 1 加 到 数列 右面 而 使 (1) 仍然 成 立 ,此 
与 性 质 (2) 矛盾 .这 样 一 来 ,有 序 四 数组 abcd 在 数列 中 共 出 现 3 次 . 如 
果 数 列 前 4 项 不 是 abcd , 则 3 组 abcd 之 前 都 还 有 数字 ,而 它们 只 能 是 0 
或 者 1, 这 就 导致 两 个 有 序 五 数组 完全 相同 ,矛盾 .由 此 可 知 数列 前 4 项 
必 为 abcd. 

3:13 ” 按 如 下 规则 将 1 至 n“ 的 所 有 整数 十 人 nx 的 正方 形 方 格 
表 :1 可 随意 填 人 某 一 方 格 ,2 所 在 的 行 应 与 1 所 在 的 列 序号 相同 ,3 所 
在 的 行 应 与 2 所 在 的 列 序号 相同 ,如 此 下 去 . 问 1 所 在 的 行 中 所 有 数 之 
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和 与 n* 所 在 的 列 中 所 有 数 之 和 相差 多 少 ? 
(第 22 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[ 解 ] 设 1 填 在 i 行 列 的 方 格 中 . 当 第 i 列 已 有 n - 工人 个 数 时 ,下 
一 个 数 将 把 第 i 行 方 格 填 满 . 故 为 了 使 填 数 过 程 能 够 进行 到 最 后 ,nw? 必 
在 第 i 列 中 、. 

除了 数 1 所 在 的 第 ; 行 之 外 ,其 余 每 行 都 比 序号 相同 的 列 中 所 有 数 
之 和 大 n.n 一 1 行 数 之 和 比 相同 序号 的 n 一 1 列 数 之 和 大 n(n 一 1). 又 
因 1 行 数 之 和 与 4 列 数 之 和 相等 . 故 n? 所 在 列 中 所 有 数 之 和 比 1 所 在 
行 中 所 有 数 之 和 大 n(n -1). 

3.14 在 100 x 100 的 方 格 棋盘 的 每 个 格子 中 都 写 上 一 个 整数 ,使 
得 任意 两 个 相 邻 (有 公共 边 ) 的 方 格 中 的 两 数 之 差 ( 非 负 的 ) 都 不 超过 
20. 求 证 棋盘 上 至 少 有 3 个 方 格 中 写 有 同一 个 数 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 设 是 棋盘 格子 所 写 的 数 中 最 小 的 一 个 数 .因为 相 邻 两 数 
之 差 不 超过 20, 故 当 从 一 个 方 格 走 到 它 的 一 个 邻 格 ( 称 为 走 一 步 ) 时 ， 
格 中 数 的 值 的 变化 不 超过 + 20. 从 数 m 所 在 的 方 格 走 到 离 它 最 远 的 方 
格 , 至 多 要 走 198 步 .所 以 ,棋盘 上 的 任 一 数 x 都 满足 关系 式 

1 之 TERMm+198xX20= m+ 3960， 

即 棋 盘 上 的 10000 个 数 至 多 有 3961 个 不 同 的 值 .由 抽 必 原理 便 知 ,棋盘 
上 必 有 3 个 方 格 ,其 中 写 有 同一 个 数 . 

3.15 ”将 自然 数 1,2,…,k? 列 成 正方 形 数 表 如 图 所 示 , 然 后 从 家 





中 任意 选 定 1 个 数 , 随 1， 2， … ， 上, 
后 删 掉 该 数 所 在 的 行 和 k+l, k+2, … ， 2k, 
列 .再 对 剩 下 的 (& 一 1》 ， “…， 机 
个 数 的 正方 形 数 表 作 同 (RkR—1)k+1,(k— 1)k+2,.. , k2. 


样 处 理 ,如 此 下 去 , 共 作 次 选 数 程序 . 试 求 被 选中 的 个 数 之 和 . 
(第 18 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[ 解 ] ”把 所 给 的 数 表 分 成 下 面 的 两 个 数 表 ， 


1,2,.… ,上 ,， 0,0,.…,0, 
1 ,2,…, 肯 ， ,下 
[| ,2，……, 上 到 ， (k— IR,Gk— Ik,£,(k — 1)k. 
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容易 看 出 , 原 数 表 中 每 个 数 等 于 分 成 的 两 个 数 表 中 处 于 同样 位 置 的 两 
数 之 和 . 因而 所 选 的 & 个 数 由 于 既 不 同行 又 不 同 列 , 其 和 恰 为 
S= (1+24.+R)+ (0+R++(k- 1)k) 
= 六 (E+ + 1) = 广 有 人 2 二 1 
3:16 在 2 xn 的 正方 形 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 填 人 1 到 之 间 
的 一 个 自然 数 ,使 得 在 每 一 行 和 每 一 列 方 格 中 都 出 现 它们 中 的 每 一 个 
数 . 如果 为 奇数 且 表 中 所 填 的 数 关于 主 对 角 线 对 称 , 则 在 主 对 角 线 上 
也 必然 出 现 从 1 到 n 的 每 一 个 整数 . 
(第 18 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[证 ] 在 nxXn 数 表 中 ,从 1 到 的 每 一 个 自然 数 都 恰 有 ?7 个 . 因 
为 表 中 所 填 的 数 关 于 主 对 角 线 对 称 , 故 对 任何 j,1 志 i 过 ,不 在 主 对 
角 线 上 的 数 7 的 个 数 是 偶数 ,所 以 ,在 主 对 角 线 上 的 7 的 个 数 是 奇数 . 因 
为 从 1 到 n 每 个 自然 数 在 主 对 角 线 上 的 个 数 都 是 奇数 ,所 以 从 1 到 每 
个 自然 数 在 主 对 角 线 上 都 恰 有 1 个 ， 
3*17 设 4 为 奇数 ,在 nx 的 正方 形 方 格 表 的 每 个 1 x 1 的 方 格 
中 任意 地 填 上 1 或 - 1, 在 每 一 列 的 下 面 写 上 这 一 列 中 所 有 数 的 乘积 ， 
而 在 每 一 行 的 右面 写 上 这 一 行 中 所 有 数 的 乘积 .求证 这 2n 个 乘积 之 和 
(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 1] 显然 ,每 个 乘积 都 是 1 或 -1. 当 将 数 表 中 的 菜 个 ~ 工 变 成 
1 而 保持 其 他 数 不 变 时 ,这 个 ~ 1 所 在 行 和 列 的 乘积 同时 随 之 变 号 而 其 
他 的 乘积 不 变 , 故 乘积 之 和 或 减少 4, 或 不 变 或 增加 4, 换 句 话说 ,乘积 
之 和 是 模 4 不 变 的 . 
又 因 当 表 中 所 有 数 都 是 1 时 ,22 个 乘积 之 和 为 2n .已 知 7 为 奇数 ， 
故 2n 圭 2(mod 4). 从 而 任意 填 有 1 和 一 1 的 表 的 2n 个 乘积 之 和 也 是 
模 4 等 于 2, 当然 不 等 于 零 . 
[证 2] 把 第 i 行 ,第 j 列 中 所 有 数 之 积分 别 记 为 a; 和 6;,i,j = 1， 
2,… ,7n. 设 方 格 表 上 共有 上 个 方 格 中 写 有 一 1, 于 是 其 余 的 n? -上 个 方 
格 中 都 写 有 + 1. 因 而 有 
alay"an = (~— 1)*,016°6, = (— 1)*, 


ala2 "ab b2 Db, = |. 
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这 表明 al ,aa ,ap ,D 中 一 1 的 个 数 为 偶数 .因为 nn 为 
奇数 , 故 这 2n 个 数 中 一 1 个 数 与 + 1 个 数 不 相 等 ,其 和 当然 不 能 等 于 
0. 1 

3:18 已 知 wx 矩形 数 表 中 的 每 一 个 数 ,都 等 于 它 所 在 的 行 的 
各 数 之 和 与 所 在 列 的 各 数 之 和 的 乘积 ,求证 或 者 数 表 中 所 有 的 数 都 为 
零 .或 者 所 有 数 之 和 等 于 1. 

(第 20 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 

[证 ] 分 别 用 S ,五 来 记 数 表 中 第 & 行 和 第 ) 列 的 所 有 数 之 和 ,并 
以 A 记 表 中 所 有 数 之 和 ,用 mm 表示 第 & 行 ; 列 相交 处 的 数 . 于 是 有 

SiI+ S++ SS, 二 A= T+ T+ + TT,. 
按 已 知 有 

ag = Se* Tk = 1,2,.,m,] = 1,2,,n. (D 
在 上 式 中 对 7 从 1 到 求 和 ,得 到 

S = STi+ T+ + Ti)= S.Ak=1,2,…,m. © 
由 此 可 见 , 或 者 A = 1, 或 者 所 有 Si 均 为 零 . 若 为 后 者 , 则 由 @ 知 表 中 
所 有 数 都 为 零 . 

3:19 在 一 张 有 4 行 的 方 格 表 的 第 一 行 每 格 中 任意 写 一 个 自然 
数 , 这 些 数 中 可 以 有 相同 的 数 . 在 第 二 行 中 按 如 下 规则 填 数 :从 左 向 右 
看 第 一 行 中 的 数 , 当 看 到 e 时 ,如果 a 已 经 在 第 一 行 中 到 此 为 止 的 部 分 
中 出 现 了 次 , 则 在 a 下面 的 空格 中 写 上 &. 按 同样 规则 可 以 由 第 二 行 
写 出 第 三 行 ,由 第 三 行 写 出 第 四 行 .求证 第 二 行 与 第 四 行 相同 ， 

(第 15 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 设 在 表格 的 某 一 列 中 从 上 面 算 起 的 前 3 个 数 是 a,m 入. 
因为 m 表示 第 一 行 中 到 这 一 列 为 止 4 出 现 的 次 数 , 故 第 二 行 中 在 此 x 
之 前 必 已 依次 出 现 了 1,2,…,m 一 1. 第 三 行 的 表示 第 二 行 的 ni 已 出 
现 了 nn 次 ,从 而 在 第 二 行 中 以 之 前 ,1,2,…,m 一 1 都 至 少 出 现 了 nn 次 ， 
而 大 于 m 的 任何 数 出 现 的 次 数 都 小 于 nn. 从 而 n 的 下 方 的 第 四 行 空格 
中 必 为 m , 即 与 第 二 行 的 数 相 同 . 

3.20 ”在 平面 上 标 出 了 不 在 一 条 直线 上 的 若干 个 点 ,并 在 每 点 写 
一 个 实数 .已 知 在 任意 一 条 至 少 有 两 个 标定 点 的 直线 上 ,所 有 标定 点 上 
所 写 的 实数 之 和 都 为 零 ,求证 平面 上 的 所 有 实数 之 和 为 零 . 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
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[证 ] 车 不 然 , 则 所 有 实数 之 和 S 关 0. 任 取 一 个 标定 点 x, 在 点 x 
写 的 数 为 a, ,有 目 经 过 点 xz 共有 nn， > 1 条 含有 其 他 标定 点 的 直线 . 由 于 
已 知 这 n, 条 直线 中 的 每 条 直线 上 的 所 有 实数 之 和 都 为 零 , 故 有 

S+(z 一 1l)a = 0. 

这 意味 着 a, 与 S 的 符号 相反 .由 点 x 的 任意 性 知 标 定点 所 写 的 数 全 都 
与 S$S 反 号 ,此 不 可 能 , 故 必 有 S = 0. 

3.21 已 知 在 nn x 7 个 方 格 的 正方 形 数 表 中 ,所 有 数 都 是 整数 且 
任何 相 邻 ( 指 有 公共 边 ) 两 个 方 格 中 的 数 的 差 的 绝对 值 都 不 超过 1. 求 


证 有 一 个 数 在 表 中 至 少 出 现 (1) | 素 | 次 ;(2)n 次 
(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 ] 只 证 (2). 设 mw ,Mi 分 别 为 第 k 列 数 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 
k= 二 1,2,…,n. 对 于 这 2n 个 数 , 或 者 存在 整数 过 ,使 ns SM, 
& = 1,2,…,n; 或 者 存在 p 和 g ,使 得 m, > M,. 若 为 前 者 , 则 每 列 ， 
中 都 有 数 x ,xz 至 少 在 表 中 出 现 n 次 .车 为 后 者 , 则 每 行 的 最 大 值 都 
不 小 于 mp ,最 小 值 都 不 大 于 M, .所 以 每 行 都 必 有 数 m,, 它 至 少 出 
现 n 次 . 

3.22 ”把 ”个 互 不 相同 的 实数 按 递增 顺 序 填 人 3 x n 方 格 表 的 第 
一 行 ,然后 再 把 这 个 数 以 某 种 顺序 填 人 第 二 行 方 格 .将 每 列 中 的 两 个 
数 相 加 ,所 得 的 和 填 人 该 列 第 三 个 方 格 .已 知 第 三 行 中 的 数 按 严格 递增 
顺序 排列 ,求证 第 一 行 数 与 第 二 行 数 相同 . 

(第 18 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 设 第 一 行 中 的 数 是 al < az < … < ww ,而 第 二 行 数 是 它 
们 的 重 排 we , a4,,… ,as ,于 是 第 三 行 数 就 是 ai + CR ，G2 十 Qk ss a 
十 Qk 敬 结 论 不 成 立 , 不 妨 设 41 天 GA 于 是 有 m 守 2, 使 Ql 三 CA .由 
严格 递增 性 有 ai + ak, < a 十 Qk ?42 + ap, < dt Qag < a+ a;, 
ml a < Q， 十 CR < ca +aw ii, 故 有 QA < Q， ，QA， < cy， 
yap < am; 此 外 ,al < a, 亦 即 有 m 个 不 同 的 数 都 小 于 a,, ,此 不 
可 能 . 

3.23 设 4= (oj = 1,2,…,n) 是 以 非 负 整数 为 元 素 的 方 
阵 , 并 设 对 于 任何 一 个 a;; = 0, 方 阵 的 第 i 行 与 第 j; 列 所 有 元 素 之 和 不 
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小 于 .求证 此 方 阵 的 所 有 元 素 之 和 不 小 于 方 n? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
(第 13 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 设 7 行 中 每 行 元 素 之 和 与 n 列 中 每 列 元 素 之 和 这 2n 个 数 
中 的 最 小 数 为 pi. 


若 滩 之 了 7 生 , 则 A 由 所 有 元 素 之 和 不 小 于 至 





> < 了 = ,不 妨 设 第 1 行 元 素 之 和 为 m 且 前 8 个 元 素 异 于 零 而 后 


7 一 天 个 元 素 均 为 堆 . 于 是 由 已 知 , 方 阵 4 的 后 n -上 列 中 每 列 的 元 素 
之 和 都 不 小 于 n 一 mm. 又 因 前 & 列 中 每 列 元 素 之 和 都 不 小 于 mm, 故 得 知 
A 的 所 有 元 素 之 和 
Skm+(n- k(n—-nm) 
一 地 十 六 (5 ~ 2m)(n ~ 2k). 


又 因 第 1 行 所 有 元 素 之 和 为 m < 也 ,而 其 中 前 个 元 素 均 为 正 整 数 ， 


故 k& < 如 .因而 有 S 之 方 n7. 

3.24 ”给 形 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 写 有 一 个 正 数 , 求 出 每 行 正 数 
的 和 ,然后 再 求 出 这 些 和 的 乘积 p. 试 证 ,如 果 将 每 列 正 数 都 按 非 降 的 
顺序 重新 排列 , 即 把 最 小 的 正 数 写 在 第 1 行 , 把 最 大 的 正 数 写 在 最 后 一 
行 ,那么 对 于 这 个 新 的 数 表 ,乘积 p 不 会 超过 它 原来 的 值 . 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 显然 , 当 在 表 中 作 行 的 交换 时 ,乘积 p 不 发 生变 化 . 因此 可 
设 和 矩形 数 表 的 第 1 行 的 行 和 最 小 .下面 我 们 关于 行 数 n 用 归纳 法 来 证 明 . 

当 nn = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 hn = 上 时 成 立 . 当 mw =+ 
] 时 .首先 考察 第 上 列 .如 果 第 1 行 中 的 数 最 小 ,问题 就 解决 了 ;如 果 不 
是 第 ] 行 而 是 第 ; 行 中 的 数 最 小 , 则 将 它 与 第 1 行 的 数 交 换 . 这 时 ,第 ] 
行 的 和 数 变 小 而 第 ; 行 的 和 数 变 大 . 由 于 两 行 之 和 数 之 和 相等 而 第 1 行 
的 行 和 最 小 , 故 这 一 交换 导致 p 变 小 .依次 对 第 2 列 ,第 3 列 ,… 直到 最 
后 1 列 进行 类 似 的 交换 ,每 次 p 都 不 增 . 这样 一 来 ,第 1 行 数 中 的 每 个 数 


批 界 数学 奥 林 号 克 解 题 大 辞典 















都 是 该 列 的 最 小 数 , 且 乘积 p 的 值 不 超过 原来 的 值 .对 于 除 第 1 行 外 的 
& 行 数 表 ,由 归纳 假设 知 可 以 把 每 列 数 都 按 非 降 的 顺序 排列 好 , 且 乘 积 
p" 不 超过 原来 的 值 .从 而 我 们 得 到 了 符合 题 中 要 求 的 数 表 , 且 乘 积 户 
不 超过 原来 的 值 .这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

3"25 ”在 矩形 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 填写 + 1 或 -1, 且 表 中 ++1 


”和 -1 的 个 数 都 不 小 于 2. 试 证 可 以 找到 两 行 和 两 列 ,使 得 位 于 它们 交 


点 处 的 4 个 数 之 和 等 于 0. z 
(第 43 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 ] 者 不 然 ,我 们 从 表 中 取 写 有 + 1 和 -1 的 方 格 各 两 个 . 

(1) 可 以 取得 使 两 个 + 1I 的 方 格 在 一 行 , 两 个 - 工 的 方 格 在 一 列 . 否 
则 , 取 以 这 两 个 + 1 的 方 格 为 两 角 的 一 个 矩形 .由 于 矩形 4 个 角 格 中 的 4 
数 之 和 不 为 0, 故 另 两 个 角 格 中 至 少 有 1 格 填 有 + 1, 从 而 必 有 两 个 + 1 
在 一 行 . 同 理 可 证 必 有 两 个 - 1 的 方 格 在 一 列 . 

(2) 可 以 要 求 这 两 个 + 1 和 两 个 -1 
的 4 个 方 格 中 有 3 个 在 一 行 或 一 列 . 否 
则 ,两 个 + 1 都 不 在 两 个 - 工 所 在 的 列 ,两 
个 -1 都 不 在 两 个 + 1 所 在 的 行 .考察 两 
个 =- 工 的 方 格 与 右 图 中 标 有 a ,2 的 两 格 . 
按 反 证 假设 ,a 和 2 格 中 至 少 有 一 格 写 有 
- 工 .不 妨 设 a 格 中 的 数 是 ~ 革 . 于 是 由 反 
证 假设 知 c 格 也 是 -1. 

(3) 设 两 个 + 1 和 一 个 - 工 在 一 行 , 两 个 -~ 1 在 一 列 (参看 上 图 ,c 格 
中 的 数 为 - 1). 考察 两 个 -1 的 方 格 和 一 个 + 1 的 方 格 所 决定 的 两 个 矩 
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形 , 由 反 证 假设 知 c,d 两 格 中 的 数 都 应 为 - 1, 从 而 在 图 中 两 个 +1 的 


方 格 与 a,4 两 格 所 决定 的 矩形 中 ,4 数 之 和 为 0, 此 与 反 证 假设 矛盾 . 
3.26 ”在 1980 x 1981 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 写 有 + 1, -1 和 


0 之 一 , 且 表 中 所 有 数 之 和 等 于 0. 试 证 存在 两 行 和 两 列 ,使 得 位 于 它们 


交点 处 的 4 个 数 之 和 为 0. 
(第 43 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 】 若 不 然 , 则 任何 一 个 边 在 网 格 线 上 的 矩形 的 4 个 角 格 中 的 4 
数 之 和 均 不 为 零 . 
(1) 考察 数 表 中 0 的 个 数 . 设 表 中 1981 列 中 0 的 个 数 依次 为 &， 
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SC CYoso = 990 x 1979. 0 


因为 Cis = _ 990 cz = 946, 故 表 中 0 的 个 数 不 超 过 1980 x 45 个 . 

(2) 因为 表 中 所 有 数 之 和 为 0, 而 表 中 + 1 和 一 1 的 总 数 不 少 于 
1980 x 1936, 故 一 1 的 个 数 与 + 1 的 个 数 都 不 少 于 1980 x 968. 

各 有 某 行 中 有 1015 个 - 1, 则 因 有 + 1 最 多 的 一 行 至 少 有 968 个 + 1， 
故 必 有 两 个 -1 与 两 个 + 工 同 列 ,此 与 反 证 假设 矛盾 , 故 知 每 行 中 - 1 的 
个 数 和 + 1 的 个 数 均 不 超过 1014. 

设 第 i1 行 有 7 个 一 1,m; 个 +1,i = 1,2,…,1980. 因 为 不 能 有 两 
行 两 列 之 交 的 4 格 中 的 数 之 和 为 0, 故 必 有 


1980 


Dy nim; < Cys = 1981 x 990， © 
:= 1 





其 中 


1980 1980 


Dn; > 1980 x 968, > m; > 1980 x 968， 
:= |] h 


n;,m; < 1014,7 = 1,2,.… ,1980. 

由 排序 不 等 式 知 在 @ 式 中 可 设 in;| 递增 而 1m,| 递减 且 在 容许 条 件 下 
前 面 的 m; 尽 可 能 大 ,前 面 的 n; 尽 可 能 地 小 .从 而 有 

Dj nim; > 1800 x 10142 © 
@ 与 @ 矛盾 ,这 就 完成 了 反 证 的 证 明 . 

3'27 在 n Xn(n 之 3) 个 方 格 的 正方 形 表 格 中 , 按 下 列 规 则 在 各 
个 方 格 中 填 上 + 1: 

(1) 表格 边缘 上 的 所 有 方 格 中 都 填 上 - 1; 

(2) 对 于 任 一 空格 ,将 它 所 在 行 或 所 在 列 中 两 侧 离 它 最 近 的 两 个 
已 填 数 方 格 中 所 填 的 两 数 之 积 填 人 此 空格 中 . 

这 样 做 下 去 ,直到 表 中 的 空格 全 部 填 满 为 止 . 求 

(i) 在 表 中 可 能 得 到 + 1 的 最 多 个 数 ; 

(ii 在 表 中 可 能 得 到 + 1 的 最 少 个 数 . 

(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] (i) 先 将 右 图 中 标 有 a 的 3 格 中 依次 填 人 +1, 然后 将 标 有 5 
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中 深 


的 方 格 中 依次 填 人 + 1 再 依次 将 标 有 ec 的 方 格 填 
入 +1 .于 是 中 间 的 (zz 一 4) x (n 一 4) 个 方 格 中 均 
可 填 入 + 1. 从 而 图 中 共有 (wn 一 2 个 +1. 当 » 
= 3 时 ,图 中 恰 有 一 个 二 上 

男 一 方面 ,考察 去 掉 边 格 的 (nx ~ 2) x (nn 一 2) 
的 方 格 表 的 4 个 角 格 , 若 已 有 3 个 角 格 中 填 人 了 + 
i, 且 最 后 空 着 的 角 格 所 在 行 与 列 中 所 填 入 的 数 都 
是 + 1, 则 这 一 角 格 只 能 填 - 1, 故 知 表 中 除 边 格 外 至 少 有 一 个 一 .所 
以 , 当 n = 3 时 , 方 格 数 表 中 恰 有 一 个 + 1; 当 nn 汪 4 时 , 数 表 中 最 多 可 
写 有 (nn 一 2 一 1 个 +1. 

(ii) 将 主 对 角 线 上 除 两 个 角 格 之 外 的 空格 中 都 填 人 + i, 于 是 其 他 
空格 中 可 依次 填 入 -- 1. 这 时 表 中 共有 2 -2 个 +1 

另 一 方面 ,对 于 表 中 的 任 一 空格 ,为 使 其 中 能 填 人 - 1, 它 所 在 的 行 
与 列 中 至 少 有 一 个 方 格 中 填 有 1. 因而 数 表 中 至 少 要 有 一 2 个 1. 故 知 
数 表 中 最 少 有 7 一 2 个 1. 

3.28 ”围棋 棋盘 上 共有 18 x 18 个 小 方 格 ,在 其 中 每 个 方 格 中 都 填 
上 1 个 实数 ,使 得 在 任何 2 x 2 的 正方 形 的 4 个 方 格 中 的 4 数 之 和 都 是 
10. 求 证 棋盘 的 4 个 角 格 中 的 4 数 之 和 也 是 10. 

(第 2 届 友 谊 杯 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 因为 第 1 和 第 2 两 列 的 18x2 个 方 格 共 可 分 成 9 个 2x2 的 
正方 形 , 所 以 这 36 个 数 之 和 等 于 90. 同 理 ,第 2,3 两 列 中 的 36 个 数 之 和 
也 等 于 90. 因 此 第 1 列 的 18 个 数 之 和 与 第 3 列 的 18 个 数 之 和 相等 . 同 
理 可 知 , 奇 ( 偶 ) 数 号 码 的 所 有 列 的 18 个 数 之 和 都 相等 .由 此 可 知 ,第 1 
列 与 第 18 列 的 共 36 个 数 之 和 等 于 90. 

再 考察 去 掉 第 1 行 与 第 18 行 的 16x18 的 和 矩形 数 表 . 与 上 面 一 样 地 
可 得 ,第 1 列 与 第 18 列 的 共 32 个 方 格 中 的 32 个 数 之 和 等 于 80. 从 而 知 
原 方 格 表 的 4 个 角 格 中 的 4 个 数 之 和 等 于 10. 

3.29 ”将 正方 体 的 各 面 用 1,2,… ,6 编号 ,使 相对 面 上 的 两 数 之 和 
等 于 7. 今 有 一 个 含有 50x 50 个 方 格 的 国际 象棋 棋盘 ,每 个 方 格 的 大 小 
恰 与 正方 体 的 面相 同 . 现 将 正方 体 自 棋 盘 的 西南 角 的 方 格 向 东北 角 的 
方 格 滚动 过 去 ,每 次 滚动 时 ,都 以 正方 体 的 一 条 棱 为 轴 , 将 正方 体 翻 人 
东 面 或 北面 的 方 格 中 (不 许 向 南 或 向 西 翻动 ). 在 正方 体 翻 动 过 程 中 经 
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过 的 每 一 个 方 格 里 ,都 印 上 与 它 重 合 的 正方 体 的 面 上 所 编号 码 的 那个 
数字 . 求 所 有 印 出 的 数 之 和 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 设 某 次 印 上 数字 a 后 正方 体 向 北 翻 滚 ,于 是 编号 为 a 的 面 
成 为 正方 体 的 朝 南 一 面 . 在 随后 的 滚动 过 程 中 ,如 果 没 有 向 北 翻 滚 , 则 
a 面 始终 朝 南 ; 如 果 向 北 翻滚 , 则 印 上 的 数字 便 是 7 - aa. 由 此 可 见 , 在 
正方 体 依次 印 出 的 数字 中 ,a 和 7 - a 是 交替 出 现 的 (中 间 可 以 隔 着 别 
的 数字 ). 这 样 ,在 全 部 99 个 数字 中 ,a 和 7- a 或 者 出 现 的 次 数 相 同 ,或 
者 相差 1 次 . 

因为 正方 体 的 相对 两 面 的 数 的 平均 值 是 3.5. 故 印 在 棋盘 上 的 99 
个 数 之 和 的 平均 值 为 3.5 x 99 = 346.5. 11,6| ,12,5} ,13,4| 每 组 中 的 
两 个 数字 出 现 的 次 数 至 多 相差 一 次 , 故 知 99 个 数 之 和 至 多 为 351, 至 少 
为 342. 

将 正方 体 放 在 棋盘 上 西南 角 的 方 格 ,使 1 号 面 朝 下 ,2 号 面 朝 东 ,3 
号 面 朝 北 .然后 使 正方 体 向 东 连 续 翻 滚 , 一 直 滚 到 东南 角 为 止 .这 时 2 
号 面 朝 下 ,3 号 面 仍然 朝 北 . 再 将 正方 体 向 北 连 续 翻 滚 ,一 直 滚 到 东北 
角 为 止 .容易 验证 ,所 印 出 的 99 个 数 之 和 为 342. 当 把 正方 体 的 3 组 相 
对 面 都 对 调 并 重复 上 述 过 程 时 ,得 到 的 99 个 数 之 和 为 351. 

综 上 可 知 , 印 出 的 99 个 数 的 最 小 值 为 342 ,最 大 值 为 351 

3.30 已 知 两 行 数 ,第 一 行 中 写 有 19 个 不 超过 88 的 自然 数 ,在 第 
二 行 中 写 有 88 个 不 超过 19 的 自然 数 .我 们 将 一 行 中 的 一 个 或 数 个 相连 
的 数 称 为 一 段 , 试 证 可 以 从 两 行 已 知 数 中 各 选 一 段 ,使 得 这 两 段 数 之 和 
相等 . 





(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 将 两 行 数 分 别 记 为 ai,Q2，,"… ,Qt9 和 61,bs3,… ,bgg. 不 妨 设 
altazt+" +alg ot+ b+ + bgg 和 
《相反 的 情形 可 类 似 地 论证 ). 对 于 每 个 ; = 1,2,…,88 ,我 们 把 使 得 
Sn:i)=atta+…+a 一 (Oo+pb+…+b)0 GD 
取得 最 小 值 的 数 n 记 为 ni, 由 四 知 n; 存 在 . 记 S; = Slni,i). 因 为 a 
88,j 二 1,2,…,19, 故 有 0 二 S; 志 87. 如 果 所 有 S; 互 不 相等 , 则 其 中 
必 有 一 个 是 0, 由 此 即 得 题 中 要 求 的 两 段 数 .否则 , 必 有 上 < 户 , 使 得 S， 
= S,. 这 意味 着 
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Hn ti 十 Gn, +2 十 十 4 一 DA+1 十 +2 十 “… 十 b,. 


3.31 在 1987 x 1987 个 方 格 的 正方 形 表 格 的 每 个 方 格 中 ,都 写 上 
A^| ”一 个 绝对 值 不 超过 1 的 实数 ,使 得 表格 中 任 一 2 x 2 的 正方 形 中 的 4 数 
# ”之 和 都 等 于 零 .求证 正方 形 表格 中 的 所 有 数 之 和 不 超过 1987. 
(第 21 届 全 苏 数 党 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] “将 右 图 中 用 斜 线 标 出 的 格子 的 集合 记 
为 A.A 中 方 格 关于 对 角 线 对 称 的 所 有 方 格 的 集 SN 
合 记 为 B. 令 C= A 站 B,D 为 表格 中 既 不 属于 A i N 
也 不 属于 B 的 所 有 方 格 的 集合 .容易 看 出 ,C U D NN 
恰 为 对 角 线 穿 过 的 所 有 方 格 的 集合 . 
按 已 知 ,A 和 B 中 所 有 方 格 中 的 数 之 和 分 别 | 
为 零 . 因为 表 中 所 有 数 之 和 等 于 A 中 所 有 数 之 和 
加 上 B 中 所 有 数 之 和 减 去 C 中 所 有 数 之 和 再 加 上 中 所 有 数 之 和 . 因 
C UDPD 恰 有 1987 个 方 格 , 故 知 表 中 所 有 数 之 和 不 大 于 1987. 
3.32 在 一 张 n x n(n 宇 4) 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 任意 地 填 人 
+ 1 或 -1. 现 将 表 内 个 两 两 既 不 同 ( 横 ) 行 又 不 同 ( 竖 ) 列 的 方 格 中 的 
数 的 乘积 称 为 一 个 基本 项 . 试 证 方 格 数 表 的 所 有 基本 项 之 和 总 能 被 4 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 

[证 1] 显然 ,每 个 基本 项 的 值 都 是 1 或 - 1, 共 有 nn! 个 基本 项 且 
表 中 每 个 数 都 作为 因子 恰好 出 现在 (n - 1) ! 个 基本 项 中 .我 们 将 方 格 
表 中 第 i 行 7 列 方 格 中 的 数 记 为 a; ,将 所 有 基本 项 的 和 记 为 S. 

如 果 表 中 诸 Uy 不 全 为 1 ,不 妨 设 all 一 一 1. 现 在 将 ull 改变 符号 而 
保持 其 他 所 有 a; 不 动 ,于 是 所 有 以 al 作为 因子 的 (n - 1)! 个 基本 项 
同时 变 号 而 其 余 的 基本 项 不 变 . 设 似 wii 作为 因子 的 (mn -1)! 个 基本 项 
中 值 为 1 的 共有 项 ,于 是 值 为 ~ 1 的 项 数 为 (n 一 1)! 一 上 .因此 ,这 (nn 
- 1)! 项 的 和 为 z 

三 = 一) -k=2k- (nx 1)!. 
当 all 变 号 时 ,这 (n 一 1)! 个 基本 项 的 和 由 荆 变 为 - 工 .既然 其 余 的 基 
本 项 不 变 , 故 知 所 有 基本 项 的 和 S 变 为 S = S 一 2T. 因 为 n 守 4, 故 (n 
一 了 )! 为 偶数 ,从 而 了 为 偶数 .这 意味 着 当 all 改变 符号 时 ,和 S 是 模 4 
不 变 的 . 


190 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





显然 ,对 于 表 中 诸 a 不 全 为 1 的 情形 ,总 可 经 过 有 限 次 上 述 变 号 
的 过 程 而 变 为 全 是 1 的 情形 .这 时 所 有 基本 项 的 值 均 为 1, 其 和 为 n1. 
由 于 n 之 4, 它 当然 是 4 的 倍数 ,从 而 知 原 和 数 S 也 是 4 的 倍数 . 

[证 2] 显然 , 数 表 中 的 n* 个 数 共 可 组 成 nn! 个 基本 项 目 表 中 每 个 
数 都 在 (2 一 1)! 个 基本 项 中 作为 因子 出 现 .所 以 , 若 以 P 表 示 所 有 基本 
项 的 积 而 M 表示 这 nn 个 数 的 连 乘 积 , 则 有 

P= MD!o1. 
由 此 可 知 , 值 为 -1 的 基本 项 的 个 数 mm 必 为 偶数 . 若 记 值 为 1 的 基本 项 
的 个 数 为 上 , 则 wr + = nn!1. 这 样 , 所 有 基本 项 的 和 为 
S=k—-—m= (k++m)-2m=n!: -2m.. 

因为 nn 宇 4, 所 以 n1 为 4 的 倍数 ,从 而 S 也 是 4 的 倍数 . 

3'33 ”把 边 长 为 ] 的 正三 角形 ABC 的 各 边 都 b 等 分 ,过 每 个 分 点 
作 平 行 于 其 他 两 边 的 直线 ,这 些 条 直线 将 人 ABC 分 成 许多 小 正三 角 
形 .这 些小 三 角形 的 顶点 都 称 为 结 点 并 在 每 一 结 点 上 放置 一 个 实数 .已 
知 

(1) A,B,C 三 点 上 放置 的 数 分 别 为 a ,b,c; 

(2) 在 每 个 由 有 公共 边 的 两 个 最 小 三 角形 所 组 成 的 球形 之 中 ,两 
组 相对 顶点 上 放置 的 数 之 和 相等 . 

求 放置 最 大 数 的 点 与 放置 最 小 数 的 点 之 间 的 最 短 距离 > 和 所 有 结 
点 上 的 数 的 总 和 数 S. 

(第 2 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 为 了 摸 清 各 结 点 间 所 放置 的 数 之 间 的 
关系 , 先 看 2 = 2 的 情形 .这 时 ,由 已 知 (2) 有 

b+y=Xx+2z,c+z= rt+yat+r= y+ez. 
由 此 解 得 zx = 六 (6 + ce),y = 了 (c+ a),z = 
六 (ae + 5), 即 每 边 中 点 所 放 的 数 愉 为 该 边 两 端点 “全 一 交 


所 放 数 的 等 差 中 项 . 

(i) 若 a,6b,c 互 不 相等 , 则 最 大 数 与 最 小 数 都 位 于 人 4BC 的 顶点 
上 , 故 二 者 距离 为 1. 

(i) 大 a = 5 = c, 则 所 有 数 都 相等 , 故 最 大 数 与 最 小 数 的 最 短 距 
离 为 0. 


a 





地界 数学 奥林匹克 和 解 题 大 辞典 191 











(ii) 若 ae,b,c 三 个 数 中 恰 有 两 个 相等 ,不 妨 设 a = 5 < c. 这 时 < 
= a 为 最 小 数 而 惟一 的 最 大 数 是 c, 故 最 大 数 与 最 小 数 的 最 短 距 离 为 


总 .此 外 ,容易 算出 ,总 和 S = 2(a + 5+c). 


2 

对 于 一 般 的 ,我 们 注意 到 上 面 对 x,y,z 的 推导 完全 可 以 重复 . 因 
而 知 任 一 直线 上 的 相 邻 3 个 结 点 上 所 放置 的 数 必 成 等 差 ,进而 知 任 一 
条 直线 上 的 所 有 结 点 上 所 放置 的 数 成 等 差 数 列 .因此 ,与 = 2 的 情形 
一 样 , 当 ce,5,c 互 不 相等 时 ,~ = 1; 当 a = 65=c 时 ,rr = 0. 但 当 4a,b， 
c 三 个 数 中 恰 有 两 个 相等 ,不 妨 设 a = 5 过 cc, 这 时 边 AB 上 的 所 有 结 点 
上 所 放 管 的 数 都 是 a ,而 AB 的 中 点 当 为 偶数 时 是 结 点 , 当 n 为 奇数 
时 不 是 结 点 , 故 有 


示 J3， n 为 偶数 ， 
序 A/3+ 六 ， 为 奇数 


下 面 我 们 来 计算 总 和 数 S. 显然 ,图 形 中 的 结 点 数 为 七 (n+ 1)(n 
+ 2) .设想 我 们 将 正三 角形 ABC 绕 它 的 中 心 旋 转 120' 得 到 人 A'B'C”， 
将 它 绕 中 心 再 旋转 120" 得 到 人 AS 并 将 3 个 三 角形 的 对 应 结 点 上 
所 放置 的 数 分 别 相 加 .于 是 A,B,C 三 点 所 放 的 数 都 是 a + + c .再 由 
结 点 上 所 放 的 数 的 等 差 特 性 便 知 ,各 结 点 所 放 的 数 都 是 a + b+c. 从 而 
有 


3S = 六 (7 + i)(n+2)(a+b+c), 


一 二 十 1)(n 十 2)(a 十 pb 十 c). 


3.34 已 知 1985 个 点 分 布 在 一 个 圆周 上 ,每 一 点 都 标 上 + 1 或 

- 工 对 于 一 个 点 ,如 果 从 它 开始 , 依 顺 时 针 或 逆 时 针 方 向 , 沿 着 圆周 前 

进 到 任何 一 点 时 , 所 经 过 的 各 点 标 数 之 和 都 是 正 的 , 则 称 这 点 是 “好 

点 ”. 试 证 当 标 有 -- 1 的 点 的 个 数 小 于 662 时 ,圆周 上 至 少 有 一 个 好 点 . 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 一 般 性 的 命题 : 当 圆周 上 分 布 

有 3n+2 个 点 ,其 中 标 有 一 1 的 点 的 个 数 不 超 过 时 ,圆周 上 至 少 存在 


192 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





一 个 好 点 . 

当 ? = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 

设 命题 于 nn 一 上 时 成 立 , 当 nn = 上 + 1 时 ,在 闵 周 上 任 取 一 个 标 有 
-1 的 点 ,并 在 它 的 两 边 各 取 一 个 离 它 最 近 的 标 有 + 1 的 点 .把 这 3 点 同 
时 去 掉 , 则 余下 的 3& + 2 个 点 中 标 有 - 1 的 点 数 不 超 过 ,于 是 由 归纳 
假设 知 这 时 有 一 个 好 点 已 .好 点 已 当然 标 有 + 1 ,因而 它 不 会 在 去 掉 的 - 
两 个 标 有 + 的 点 之 间 . 这 样 , 当 把 去 掉 的 3 个 点 放 回 原 处 时 ,点 己 仍 是 
好 点 .因为 无 论 从 尸 出 发 向 哪个 方向 计数 ,在 遇 到 返回 的 - 1 之 前 ,总 
要 先 遇 到 返回 的 + 1, 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

3.35 设 人 2 ,CQ100y 1 ,P23,""* ,D1 为 互 不 相同 的 实数 ,将 它 
们 按 如 下 法 则 填 人 100 x 100 的 方 格 表 中 , 即 在 位 于 第 行 和 第 /7 列 之 
区 的 方 格 中 填 数 w + 5b;. 已 知 任何 一 列 中 的 所 有 数 之 积 都 等 于 1, 求 证 
任何 一 行 中 的 所 有 数 之 积 都 等 于 -1. 

(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 考察 多 项 式 

p(xr) = (att+ x)(a;y + zx)(al0w0 + x)—1. (OD) 
由 已 知 条 件 知 561,652,… ,bi 恰 是 这 个 100 次 多 项 式 的 100 个 根 .又 因 
p(x) 中 首 项 系数 为 1, 故 有 

pz)= (rp 一 pb) (x — bim). @ 
由 和 多 得 到 恒等式 
(ai + x)(ast+ xr)(a0 t+ x) -1= (rr-b)(r -6b)(r— bi00). 
将 x = a; 代 入 上 式 即 得 

-1=(-D™ a +b)(a + 62)(a; + bio0), 

即 第 i 行 中 诸 数 之 积 等 于 - 1. 

3.36 设 a1,a2,… ,a 和 651,63,…,b, 是 2n 个 互 不 相同 的 实数 .将 
它们 按 如 下 法 则 填 人 n x 2 的 方 格 表 , 即 在 位 于 第 ; 行 第 j 列 的 方 格 中 填 
数 a; + 5. 已 知 各 列 的 所 有 数 之 积 都 相等 ,求证 各 行 折 有 数 之 积 也 相等 . 

(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 





[证 ] 考察 多 项 式 
f(r) = (x + a;) -Hx — b;). 
显然 , f(x) 的 次 数 至 多 为 n - 1 且 由 已 知 有 
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Mk 中 洽 


f(b;) = I1(6, + a;)= ec, = 1,2,,n, 
其 中 < 为 常数 .这 意味 着 多 项 式 f(z) -< 至 少 有 1 个 根 ,从 而 f(x) 二 
这 样 一 来 , 便 有 
c= f(- 0) = (1)""H(a; + 6), 


”这 表明 数 表 中 各 行 折 有数 之 积 都 相等 . 


3.:37 ”在 一 张 n x6 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 填 有 整数 1 或 0(n 之 
2). 已 知 各 行 整数 均 不 完全 相同 ,并 且 对 于 任何 两 行 数 (a| ,a;,… ,a6) 和 
(1 , 02, ,56). 表 内 必 有 一 行 数 为 (al1B， ,ap 4a656). 求 证 表 中 必 有 
一 列 整数 ,其 中 0 的 个 数 不 少 于 一 半 . 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 

[证 ] 当 n = 2 时 ,命题 显然 成 立 .以 下 设 n > 2. 

(1) 设 在 方 格 数 表 中 有 某 一 行 中 怡 有 1 个 0, 不 妨 设 这 一 行 数 为 (0， 
1,1,1,1,1). 于 是 ,只 要 有 某 行 数 为 (1,a,,… ,as), 由 已 知 , 必 有 另 一 行 数 
为 (0,a;,…,a6). 从 而 第 1 列 中 0 的 个 数 不 少 于 一 半 . 

(2) 设 在 数 表 的 某 行 中 恰 有 两 个 0, 不妨 设 这 一 行 数 为 (0,0,1,1,1， 
1). 以 a; 表示 前 两 个 数 为 i,j 的 行 的 数目 , 则 像 (1) 中 一 样 地 可 知 ,aoo 之 
al .此 外 ,不 妨 设 ca0l 字 al0. 于 是 有 ao + aoi 之 ai0 十 al, 即 第 工 列 中 
的 个 数 不 少 于 1 的 个 数 . 

(3) 在 余下 的 情形 中 , 数 表 中 除了 有 1 行 数 可 能 为 (1,1,1,1,1,1) 
外 ,其 余 各 行 都 有 不 少 于 3 个 0. 由 于 ?> 2, 故 必 存 在 两 行 都 至 少 有 3 个 
零 , 且 零 的 位 置 不 全 相同 .从 而 它们 的 乘积 就 将 至 少 有 4 个 0. 这 样 一 来 ， 
除去 6 个 数 全 为 工 的 行 ( 如 果 有 的 话 ) 外 ,其 余 n -1 行 中 0 的 个 数 多 于 1 
的 个 数 . 从 而 在 (”- 1) x 6 数 表 中 存在 一 列 数 ,其 中 0 的 个 数 多 于 一 半 . 
显然 ,这 一 列 数 在 原 数 表 中 看 来 ,0 的 个 数 也 不 少 于 一 半 , 命题 得 证 . 

3.38 ”在 1983 x 1984 个 方 格 的 国际 象棋 棋盘 的 每 个 白 格 中 都 写 着 
数 1 和 一 1 之 一 , 且 使 与 每 一 个 黑 格 相 邻 的 白 格 之 中 所 有 数 的 乘积 等 于 
1. 求 证 所 有 白 格 中 的 数 全 都 为 1. 

(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 将 方 格 数 表 延 拓 如 下 图 所 示 ( 棋 盘旋 转 90") ,其 中 间 是 1984 
x 1983 的 方 格 表 ,外 格 中 写 有 1 或 -二 然后 在 左右 两 侧 各 添 一 列 , 其 中 各 
格 中 均 填 1 ,最 后 两 侧 各 添 一 个 1984 x 1983 的 方 格 表 , 其 白 格 中 所 填 数 
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关于 上 面 所 添 两 列 的 中 线 与 原 表 中 的 数 对 称 . 容易 看 出 ,这 样 延 拓 之 后 ， 
表 中 每 个 黑 格 相 邻 的 白 格 中 所 有 数 之 积 仍 为 1, 且 每 行 中 所 填 的 数 以 
1984 x 2 为 周期 . 

因为 第 一 行 的 每 个 黑 格 有 3 个 相 邻 白 格 ,其 中 所 填 的 3 数 之 积 为 1， 
故 有 

ai = ai-1.a+， lj71984x3-1, 人 

其 中 a; 表示 方 格 表 中 第 i 行 ; 列 的 方 格 中 所 填 的 数 ,由 于 只 考虑 白 格 ， 
故 ; + 为 偶数 .再 对 第 二 行 的 不 是 边 格 的 每 个 黑 格 利用 已 知 条 件 义 有 


CQC3j 一 102j-1 :021+1 RQ1j-20Q1; CUI+2， © 
类 似 地 ,由 中 和 他 又 有 
C4j 一 CC2143i-12031+1 一 CTU-34U-12U+ICU+3， 
依 此 类 推 , 可 得 
Q1984; 一 CU-1983C1-1981 .CUT-1CU+L 人 +1983， G) 


容易 看 出 ,@ 式 右 端的 所 有 乘 数 恰 为 一 个 周期 中 所 有 的 数 . 由 对 称 性 知 
它们 之 积 为 1, 故 得 
aig84; = 1,; = 1986,1988,.…,3966, 

即 原 数 表 中 最 下 面 一 行 的 所 有 白 格 中 所 填 的 数 都 是 1. 

再 利用 已 知 条 件 , 即 可 由 下 向 上 依次 推 得 各 行 中 所 有 白 格 中 所 填 的 
数 均 为 1. 

3.39 ”正六 边 形 被 剖 分 成 24 个 三 角形 ,如 下 图 所 示 . 在 其 中 的 19 个 
结 点 处 各 写 一 个 互 不 相同 的 实数 . 试 证 在 前 分 出 的 24 
个 三 角形 中 ,至少 有 7 个 三 角形 的 顶点 处 的 3 个 数 是 
按 逆 时 针 方向 以 递增 顺序 排列 的 . 

(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 在 网 格 中 相 邻 两 个 结 点 A 和 B 处 所 写 
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x 路 


的 数 分 别 为 和 & 和 如 .如 果 w< pp, 则 在 由 A 指 向 总 的 方 回 8 


的 左 侧 三 角形 中 画 一 黑 点 ( 见 右 图 ); 如 果 a > 5b, 则 在 由 
B 指 向 A 的 方向 左 侧 的 三 角形 中 画 一 黑 点 (如 果 该 侧 没 < > 
有 三 角形 , 则 不 必 画 ). 显然 ,在 3 个 数 按 逆 时 针 方 向 递 ~ 
增 的 三 角形 中 恰 有 两 个 黑 点 ,而 在 另外 的 三 角形 中 恰 有 

因为 网 格 图 形 内 部 有 30 条 小 线段 ,由 它们 所 导致 的 30 个 黑 点 当然 
都 在 这 些小 三 角形 中 .边界 上 的 12 条 小 线段 中 ,至 少 有 一 条 产生 的 黑 点 
在 三 角形 中 . 故 24 个 三 角形 中 至 少 有 31 个 黑 点 ,从 而 至 少 有 7 个 三 角形 
各 有 了 两 个 黑 点 . 

3.40 ”已 知 一 个 15 x 15 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 写 有 一 个 非 零 实 
数 , 且 表 中 每 一 个 数 都 等 于 其 所 有 相 邻 ( 指 有 公共 边 ) 方 格 中 数 的 乘积 ， 
求证 表 中 所 有 的 数 都 是 正 数 . 

(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 显然 ,只 须 就 表 中 所 写 的 数 都 是 +1 和 -~ 1 的 情形 来 证 明 . 我 
们 将 每 格 中 都 写 有 + 1, 且 每 个 数 都 等 于 相 邻 方 格 中 各 数 乘积 的 p x 7 
方 格 数 表 称 为 “合适 的 ”. 下 面 来 证 明 , 对 于 m = 1,3,7,15, 任 何 合适 的 
ni X 15 的 方 格 数 表 都 是 平凡 的 , 即 表 中 所 有 数 都 是 十 上. 

首先 考察 合适 的 1 x 15 的 方 格 数 表 . 易 见 , 其 中 开头 两 格 及 未 尾 两 
格 中 的 各 两 个 数 的 符号 分 别 相同 .如 果 前 两 格 都 是 - 1, 则 第 3 格 为 + 1， 


且 符 号 按 “-, -，, +” 周 期 地 出 现 .从 而 最 后 两 数 符号 不 同 ,矛盾 .这 表明 
前 两 格 中 都 是 + 1, 从 而 15 个 方 格 中 都 是 + 1, 即 1 x 15 的 合适 数 表 都 是 
平凡 的 . 


设 存在 一 个 非 平 凡 的 合适 的 15 x 15 的 数 表 . 如 果 它 关于 中 间 一 行 
对 称 , 则 中 间 一 行 数 本 身 是 一 个 1 x 15 的 合适 数 表 , 故 15 个 数 全 是 + 1. 
从 而 中 间 一 行 上 方 的 7x 15 数 表 是 合适 的 非 平 凡 数 表 . 如 果 15 x 15 的 合 
适 的 非 平凡 数 表 不 是 关于 中 间 一 行 对 称 , 则 将 表 中 每 个 数 都 乘 以 它 关 于 
中 间 一 行 对 称 的 数 , 所 得 的 新 数 表 便 是 关于 中 间 一 行 对称 的 合适 的 非 平 
凡 数 表 , 从 而 又 可 得 到 一 个 7 x 15 的 合适 的 非 平凡 数 表 . 

同 理 , 由 7 x 15 数 表 到 3 x 15 数 表 , 由 3 x 15 数 表 到 1 x 15 数 表 自 
所 得 的 1 x 15 数 表 是 合适 的 非 平凡 数 表 ,此 与 前 面 所 得 结果 矛盾 . 这 表 
明 所 有 合适 的 15 x 15 的 数 表 都 是 平凡 的 . 
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3.41 “ 某 个 信封 上 的 两 个 邮政 编码 M 和 NN 均 由 0,1,2,3,5,6 这 6 
个 不 同 数字 组 成 . 现 有 4 个 邮政 编码 如 下 : | 
A:320651， B:105263，, 
C:612305， D:316250. 
已 知 编码 A,B,C 各 恰 有 两 个 数字 与 M,N 位 置 相同 , 吃 恰 有 3 个 数字 的 
位 置 与 M,N 相同 . 试 求 编码 M 和 和 N. 
(中国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 按 已 知 ,A,B,C 各 恰 有 两 个 数字 与 
M,N 相同 , 马 恰 有 3 个 数字 与 M,N 相同 , 故 M 和 
N 分 别 有 9 个 数字 与 A, B,C,D 之 一 位 置 相同 ( 包 
括 重复 ). 由 上 表 可 见 , M,N 中 任 一 数字 至 多 与 A， 
B,C,DD 中 的 两 个 位 置 相同 , 故 M,N 的 各 6 个 数字 对 HH 二 
中 都 恰 有 3 个 数字 分 别 与 A ,B,C,DD 中 的 两 个 位 置 
相同 .显然 ,这 3 个 数字 只 能 是 第 1 列 3, 第 2 列 1, 第 4 列 2 和 第 5 列 5 中 
的 3 个 . 

(1) 设 所 求 的 编码 间 zl 1[yl215]z]. 将 这 个 编码 放 到 前 面 表 的 空格 
中 , 则 z,y,z 应 分 别 与 所 在 列 的 前 3 个 数字 之 一 相同 ,但 又 不 能 与 所 在 
列 的 第 4 个 数字 相同 .x 不 能 取 3 和 1, 只 能 取 6; y 不 能 取 6,2,5, 只 能 取 
0;z = 3. 于 是 得 到 一 个 满足 要 求 的 编码 610253. 

(2) 设 所 求 的 编码 涛 31al6b1215Tel. 像 (1) 中 一 样 分 析 可 知 ,a 不 能 
为 1,2, 只 能 为 0;6 不 能 为 0,5,2,6, 矛 盾 . 

(3) 设 所 求 的 编码 涛 311|aleJ5[ 了. 易 见 ,f 不 能 为 1,3,5,0, 矛 盾 . 

(4) 设 所 求 的 编码 为 3[11k]21mlaj. 易 见 ,n 不 能 为 1,3,0, 只 能 为 
5;k 不 能 为 5,2,6, 只 能 为 0. 从 而 mx = 6. 于 是 又 得 到 一 个 满足 要 求 的 编 
码 310265. 

综 上 可 知 , 所 求 的 M 和 NN 分 别 为 610253 和 310265. 

3.42 “彩票 上 有 依次 排列 着 的 50 个 空格 ,每 个 参加 者 都 应 在 自己 
的 彩票 上 不 重复 地 填 上 1 至 50 这 50 个 自然 数 ,填写 的 顺序 由 自己 决定 . 
主持 人 亦 在 一 张 彩票 上 填写 这 50 个 自然 数 作 底 .一 张 彩票 所 填 的 50 个 
自然 数 中 ,只 要 有 一 个 数 与 底 票 填 在 同一 位 置 的 格子 中 , 即 可 中 彩 . 问 一 
个 参加 者 最 少 应 当 填 写 多 少 张 彩票 , 才 可 以 保证 自己 至 少 有 一 张 中 彩 ? 

(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 将 26 张 彩票 填 数 如 下 : 
1,2,3,.… ,25,26,27,.… ,50, 
2,3,4,." ,20,1, 27,.… ,50, 
3, 4,5,.……, 1, 2,27,.…,50, 


25,26,1,.…,23,24,27,.… ,50, 
26，1,2,…,24,25,27,…,50， 

即 前 26 个 自然 数 在 26 张 彩票 上 轮换 而 后 24 个 数 总 依次 填 在 后 24 个 格 
子 中 不 变 .在 作 底 的 彩票 上 ,在 数 1,2,…,26 中 ,总 有 一 个 会 出 现在 前 26 
个 位 置 上 ,从 而 必 与 上 面 26 张 彩票 之 一 位 置 相 同 , 评 即 26 张 彩票 中 必 有 有 
一 张 中 彩 .， 

下 面 ,我 们 来 证 明知 只 填 25 张 彩票 , 旭 不 能 保证 一 定 中 彩 , 即 总 是 
存在 一 种 可 能 的 底 票 ,使 25 张 彩票 无 一 中 彩 . 

设 25 张 彩票 已 经 填 好 .我 们 取 1 张 空 的 彩票 并 首先 将 “1” 填 在 适当 
的 位 置 ,使 它 不 与 25 张 已 填 彩 票 中 任何 一 张 中 的 “1” 的 位 置 相同 . 然后 
依次 将 2,3,4,… 填 进去 且 使 每 个 数 都 不 与 前 25 张 彩票 中 的 同一 个 数 有 
相同 的 位 置 ,直到 无 法 再 填 为 止 .显然 ,不 同 的 填 数 法 只 有 有 限 多 种 , 故 
有 一 种 填 数 法 M 使 得 满足 所 填 数 与 25 张 彩票 上 的 同一 数 的 位 置 均 不 相 
同 , 且 填 进去 的 自然 数 的 个 数 最 多 . 可 以 证 明 , 一 定 是 50 个 自然 数 都 填 
进 了 这 张 彩票 中 . 

苦 不 然 , 设 在 填 数 法 M 中 ,自然 数 1,2,…,a 一 1 都 已 填 进 夫 , 但 4 无 
法 骨 填 进去 ,25 < a 委 50. 这 意味 着 适合 填写 a 的 至 少 25 个 位 置 都 已 被 
占据 . 设 这 25 个 格子 中 所 填 数 分 别 为 zx1 ,x;,… ,zzs. 任 取 一 个 空格 , 则 
之 1 tI" HH25 和 他 这 20 个 数 中 ,至 少 有 一 个 可 以 填 进 去 , 设 为 人 T; 于 是 
可 将 z; 填 人 这 一 空格 ,而 将 a 填 人 到 zx; 所 占 的 格子 中 .这 就 是 说 ,这 一 
填 数 法 比 M 还 多 填 一 个 数 ; 此 不 可 能 .从 而 证 明了 填 数 法 M 一 定 是 把 50 
个 数 都 填 进 了 彩票 , 且 当 以 这 张 彩 票 为 底 票 时 ,前 面 的 25 张 彩票 无 一 中 

3.43 对 ;= 1,2,…,1991, 在 圆周 上 任 取 n; 个 点 , 标 上 数 i, 每 点 只 
标 一 个 数 .要 求 作 一 批 弦 使 得 : 

(1) 任意 两 弦 无 公共 点 ; 

(2) 每 条 弦 的 两 个 端点 所 标的 数 不 同 . 
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知 对 所 有 可 能 的 标 数 方法 都 能 按 上 述 要 求 连结 所 有 标 数 的 点 作 弦 , 问 自 
然 数 n,n2,… ,ni9o1 应 满足 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 如 果 按 题 中 要 求 可 以 连结 所 有 标 数 的 点 作 弦 ,由 于 任意 两 个 
标 数 的 点 恰 对 应 一 条 强 , 所 以 ni + n2 + … + mo 必 为 偶数 .又 对 任意 ;i 
€ 科 ,2,…,1991| ,在 标 数 为 ;的 2 个 点 中 ,每 一 点 所 引出 的 弦 的 另 一 个 
端点 所 标的 数 都 不 是 i, 从 而 有 x; 所 十 二 1 十 #4 十 十 1991. 
于 是 得 到 必要 条 件 


111 十 n+ 十 N99 二 271， nn EN, 


Nn; ,1 = 1,2,.…,1991. 山 
以 下 证 明 中 也 是 充分 条 件 ,我 们 用 归纳 法 来 证 明 它 的 加 强 命题 :如 
果 非 负 整数 ”1 ,ma ,nioot 满足 式 , 则 可 按 题 中 要 求 和 连结 所 有 标 数 的 。 | 
点 作 弦 . 数 章 


当 m = 时 , 则 存在 1<;< 7y 瓜 1991, 使 得 = 力 =1 且 当天 | 月 
i,j 时 有 xx = 0. 这 时 圆 上 只 取 两 个 点 且 两 点 标 有 不 同 的 数 , 只 要 将 这 两 
点 间 连 一 条 弱 就 满足 题 中 要 求 , 命 题 成 立 . 

设 m = 时 命题 成 立 . 当 mm = + 1 时 ,不 妨 设 ni = max{n;|i= 
1,2,…,1991| ,由 条 件 有 

0<nAkt+1l<2k+1), 

所 以 存在 标 数 为 1 的 点 A 和 标 数 不 是 1 的 点 B, 使 得 A,B 两 点 相 邻 , 即 
以 A,B 为 端点 的 两 条 圆 弧 之 一 的 内 部 没有 标 数 的 点 .连结 AB 作 弦 , 显 
然 ,连结 其 余 任何 两 个 标 数 的 点 作 弦 ,都 与 纺 AB 没有 公共 点 .不 妨 设 点 
B 所 标的 数 为 2. 令 

ni 二 2 = 1,j = 3,4,…,1991, 显 然 ,nl ,nn ，…， 
7 1991 都 是 非 负 整数 日 ni 十 n> 十 …… 十 7 1991 = 2k. 可 以 证 明 ,对 于 任何 
IE 112 ,1991| ,都 有 mw 委 A. 若 不 然 ,存在 io € 11,2,…,1991| ,使 
得 n; 之 k+1. 由 于 ny = -1 委 &o = nn-1 坟 有, 故 io 宇 3, 于 
是 ni 二 n; 之 上 +1. 由 中 知 ni = k+1. 叉 因 nl 之 ni ,所 以 21 三 天 
+ 1. 由 于 n> 0, 故 得 ni 二 ny 二 … ++ njg9; 实 2(k+1)+1, 矛 盾 . 这 就 
证 明了 n,n2 ,…,n jl 满足 m= 上 上 的 ( 员 式 .由 妇 纳 假设 知 除去 A,B 
两 点 ,其余 的 点 可 按 题 中 要 求 连结 所 有 标 数 的 点 作 弦 上 且 它 们 均 与 弦 AB 
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钢 吵 次 


无 公共 点 ,这 就 证 明了 命题 对 mn = 上 + 1 成立 . 
3.44 ”以 任意 方式 将 圆周 上 的 4& 个 点 标 上 数 1,2,…,4&, 求 证 
(1) 可 以 用 2k 条 两 两 不 交 的 弦 连 结 这 4& 个 点 ,使 得 每 条 弦 的 两 端 
的 标 数 之 差 不 超 过 3k -1; 
(2) 对 于 任意 的 自然 数 &,(1) 中 的 数 3& - 1 不 能 再 减少 . 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1986 年 ) 
[证 ] (1) 将 1,2,…,4k 这 48 个 数 分 成 两 组 : 
A = 11,2,,k,3k + 1,3k + 2,..,4k|, 
B= Ik+1,k+2,..…,3k}, 
则 A 中 任 一 数 与 B 中 任 一 数 之 差 的 绝对 值 不 大 于 3k - 1. 若 我 们 把 标 有 
A,B 中 数 的 所 有 点 的 集合 仍然 分 别 记 为 A 和 B, 则 只 须 证 明 可 以 用 2& 
条 两 两 不 交 的 弦 来 连结 这 4& 个 点 ;使 每 条 弱 的 两 个 端点 都 是 一 在 A 中 ， 
一 在 B 中 .为 此 ,只 须 证 明 如 下 的 引 理 . 
3 引 理 已 知 圆周 上 有 27 个 点 ,其 中 有 7 个 红 点 ,2 个 蓝 点 , 则 可 
用 ”条 两 两 不 交 的 弦 连 结 这 2n 个 点 ,使 每 条 弦 的 两 个 端点 都 不 同 
色 . | 
我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 一 引 理 . 当 ”= 1 时 , 引 理 显然 成 立 . 设 
当 = 上 时 引 理 成 立 . 当 n.= 二 1 时 ,圆周 上 必 有 两 个 相 邻 的 异 色 点 ， 
设 为 点 已 和 Q. 连 结 PQ 得 到 一 条 弦 . 除 去 点 P 和 QQ@ 之 后 ,圆周 上 还 有 2k 
个 点 ,其 中 怡 有 个 红 点 和 个 蓝 点 .由 归纳 假设 知 可 用 & 条 两 两 不 交 的 
纺 连 结 它们 ,使 每 条 弱 的 两 个 端点 都 异 色 . 由 于 已 和 久 是 相 邻 的 两 点 , 故 
息 PQ 与 后 面 的 上 条 弦 均 不 相交 .这 就 证 明了 当 nn = 有 + 1 时 引 理 也 成 
立 , 从 而 完成 了 归纳 证 明 . 
(2) 对 圆周 上 的 和 配 个 点 依 逆 时 针 顺 序 编号 为 1,2,…,4k. 将 前 2 个 
点 标 上 A 组 中 的 数 , 次 序 如 下 : 
1,3k+1,2,3k +2,.,k—1,4k— 1,k,4k. 
将 后 2 个 点 标 上 B 组 中 的 数 , 次 序 如 下 : 
k+l1,2k+1,k+2,2k+2,.,2k ~ 1,3k — 1,2k,3k. 
由 标 数 法 可 见 , 若 A 组 中 的 某 两 点 间 连 有 一 条 弦 , 则 因 所 连 的 2k 条 弦 互 
不 相交 , 故 必 有 A 组 中 相 邻 两 点 间 连 有 一 条 弦 . 显然, 这 条 弦 两 端点 标 数 
之 差 不 小 于 3& 一 1. 若 A 中 任何 两 点 间 均 无 荡 相 连 , 则 A 中 的 点 只 能 “ 平 
行 地 ”与 BB 中 的 点 分 别 相 连 (否则 弦 将 相交 ), 所 以 必 有 1 与 3k 相 连 ,从 而 


200 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





两 数 之 差 为 3k - 1. 这 就 证 明了 (1) 中 的 数 3& - 1 不 能 再 减少 . 

3.45 ”把 1000 个 数 排 成 一 行 .然后 在 这 行 数 的 下 面 按 以 下 规则 写 
出 第 2 行 : 在 第 1 行 的 每 个 数 4 的 下 面 写 一 个 表示 a 在 第 1 行 中 出 现 次 
数 的 上 自然数. 按照 问 样 规则 ,在 第 2 行 下 面 写 出 第 3 行 ,在 第 3 行 下 面 写 
出 第 4 行 ,等 等 . 

《1) 求证 某 一 行 与 它 下 面 的 一 行 相同 . 

(2) 求证 第 11 行 与 第 12 行 相 同 . 

(3) 举例 说 明 由 第 工行 出 发 得 到 的 第 10 行 与 第 11 行 可 以 不 同 . 

(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 我 们 把 这 一 行 接 一 行 写 出 的 数 视 为 一 个 有 足够 多 行 ,1000 
列 的 一 个 矩形 数 表 .由 于 从 第 2 行 起 ,每 个 数 4 都 表示 上 一 行 中 相应 数 的 
个 数 , 故 有 a 志 1000. 由 写 数 规则 知 , 如 果 一 行 中 有 m 个 数 相 同 ,那么 下 和 
一 行 中 与 这 些 数 同 列 的 数 仍然 相同 . 这 就 是 说 , 表 中 每 列 都 从 第 2 个 数 填 
开始 是 递增 的 . 如 果 任 何 相 邻 两 行 数 都 不 相同 ,那么 , 行 数 之 和 是 严格 递 问 
增 的 正 整数 数列 . 当 写 到 第 1000 行 时 ,其 数字 之 和 当然 大 于 10002 ,了 矛 * 加 
盾 . 故 知 必 有 相 邻 两 行 相同 . 

为 证 (2) ,只 须 注意 : 

Qi) 如 果 第 m(nm 宇 2) 行 中 的 数 a 严格 小 于 它 下 面 的 数 5, 则 纪实 
2a, 这 是 因为 第 wi 行 的 5 个 a 是 由 第 ww -1 行 中 的 每 组 有 4 个 数 的 若干 
组 合并 而 来 的 . 

(ii) 如 果 第 mi(m 宇 3) 行 中 的 数 a 严格 小 于 它 下 面 的 数 5, 则 第 六 
行 中 总 有 某 个 数 a 严格 大 于 它 上 面 的 数 。. 

由 (Gi) 和 (i) 可 知 ,如 果 第 行 与 第 p+ 1 行 不 同 , 则 必 有 2”-! 去 
1000. 由 此 得 mx 二 10. 这 就 证 明了 第 11 行 必 与 第 12 行 相同 . 

为 说 明 第 10 行 与 第 11 行 可 以 不 同 ,可 考察 下 面 的 例子 : 

0,1,2,2,4,4,4,4,8,8,.…,8,.……,256,.……,256,488,.… ,488. 

oi 


8 个 2 和 8 个 488 个 
容易 验证 ,从 它 出 发 得 到 的 第 10 行 和 第 11 行 分 别 为 : 
256,256,.. ,256,488,488,.… ,488. 
512,512,.…,512,488,488,.… ,488. 


$2 个 488 个 


3.46 ”在 圆周 上 写 上 之 3 个 自然 数 ,使 得 与 其 中 任 一 个 数 相 邻 的 
两 数 之 和 与 该 数 的 比 也 是 自然 数 .求证 所 有 这 样 的 比值 之 和 不 小 于 2 
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但 小 于 3n. ， 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 设 al,a;,…,a, 是 圆周 上 的 ”个 数 , 于 是 比值 的 和 为 S$， = 


Qn 十 &2 十 Q1 二 43 十 .十 Qn-1 + Ql .因而 由 均值 不 等 式 即 得 


CC 上 C2 dy 
Ce (生生 
al Q2 C2 U3 dy Ql 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 SO, 之 372 . 当 Ti 一 3 时 ,不 妨 设 ai < dd. 


人 


若 a =a3, 则 ai = aa 一 03, 这 时 S3 =6< 9. 当 c < a3 时 ， 因为 一 一 一 
为 自然 数 , 故 有 Ql + &a2 三 a3. 从 而 有 
S = 他 

Ul C2 1 2 


2 
若 al = a;， 则 S， ==7<9. 丰 ai<a, 因 为 一 - 二 为 自然 数 ， 故 2al = a2， 


因而 由 (中 有 S, = 8 < 9. 这 就 证 明了 当 = 3 时 结论 成 立 
设 结论 于 n = 上 时 成 立 . 当 nn = 上 +1 时 ,不 妨 设 ws 最 大 .如 果 与 
at+l 相 邻 的 两 个 数 中 有 一 个 与 它 相 等 , 则 可 推 知 圆周 上 所 有 数 都 相等 . 


这 时 Se+1 = =2(k+1)< 3(k+ 1). 当 a 和 ai 都 小 于 at 时 ， 因为 从 一 全 站 
为 自然 数 , 故 有 ai = ae + ai. 我们 改写 
Detl = (人 21) … 十 (+) + (2 


dl U2 pl dk 《人 《+] 
a dp+l 
CE+1 Ul 


p+ a ud a a a 
-Si+ (+ + (和 +- (和 + 生 )@ 


Ug CR+1 Up+1 ul Ak 人 


容易 算出 ,G) 式 右 端 后 三 项 之 和 为 3. 因而 ,为 完成 归纳 证 明 , 只 须 
再 验证 从 圆周 上 去 掉 ari 后 ,余下 的 个 数 仍 满足 题 中 的 条 件 ,而 为 此 


a 和 健一 


须 验 证 一 一 一 一 都 是 自然 数 . 
因为 
Op-1 十 CQk+l -1i+ta+t+al a- 1 al + 1 
ak ak CA 
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而 上 式 左 端 为 自然 数 , 故 右 端 第 一 项 也 为 自然 数 . 同 理 可 证 些 一 22 也 是 


自然 数 . 

最 后 ,由 @ 式 利用 归纳 假设 即 知 结论 于 n = 入 + 工时 也 成 立 ， 

3.47 已 知 吉 个 小 正方 体 砌 成 一 个 nxnxn(n 之 3) 的 正方 体 . 
试 证 可 以 在 这 n° 个 小 正方 体 中 写 上 互 不 相同 的 整数 ,使 得 在 平行 于 正 

方 体 一 条 校 的 任何 一 串 ”个 小 正方 体 中 的 整数 之 和 等 于 零 . 
(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 我 们 将 使 用 “扰动 构造 法 ”, 即 首先 在 所 有 小 正方 体 中 都 写 上 

0, 然 后 在 保证 每 串 正 方 体 中 的 数 之 和 为 零 的 前 提 下 ,每 次 变动 少量 正方 
体 中 之 数 ,使 之 不 相等 并 最 后 达到 所 有 数 互 不 相等 . 

为 此 ,我 们 将 交替 使 用 下 列 两 种 变换 : 

(1) 加 a 变换 ". 将 右 图 中 标 有 “+” 号 的 四 个 
顶点 处 的 小 正方 体 中 的 数 都 加 数 a , 标 有 “~- ”号 的 
四 个 顶点 处 的 小 正方 体 中 之 数 都 减 数 a. 容易 看 一 
出 ,在 这 种 变换 之 干 ,任何 一 串 小 正方 体 中 的 数 之 
和 为 零 这 一 性 质保 持 不 变 ,但 却 可 以 使 处 在 大 正 
方 体 的 两 个 相 邻 顶 点 或 一 个 在 顶点 而 另 一 个 不 在 “十 
顶点 的 相等 两 个 数 变 为 不 等 ， 

(2)" 换 位 变换 ” .将 平行 于 正方 体 某 一 面 的 两 层 小 正方 体 互 换 位 置 ， 
这 里 的 层 指 n x n x 1 的 长 方 体 .显然 ,这 种 变换 也 保持 任何 一 捉 小 正方 
体 中 的 数 之 和 为 零 的 性 质 不 变 . 但 我 们 总 可 以 用 这 种 变换 使 得 处 在 顶点 
处 的 小 正方 体 离开 顶点 或 者 将 不 在 顶点 处 的 小 正方 体 变 到 顶点 处 . 

不 难看 出 ,我 们 总 可 适当 安排 这 两 种 变换 的 次 序 ,不断 将 正方 体 中 
的 相等 数 对 变 为 不 相等 .而 且 只 要 将 a 取得 足够 大 ,还 可 确保 已 经 不 等 
的 数 不 会 变 成 相等 .由 此 可 见 , 题 中 要 求 的 填 数 法 是 可 以 实现 的 . 

3.48 设 10x10 的 方 格 表 A 中 的 每 个 方 格 中 都 写 有 一 个 整数 .将 
第 i 行 数 之 和 记 为 5; ,第 7 列 数 之 和 记 为 二 ij = 1,2,…,10. 然 后 按 如 下 
方式 填写 一 张 10 x 10 的 新 方 格 表 :在 第 ; 行 j 列 的 方 格 中 填 入 5; 与: 
. 之 较 小 者 .已 知 可 将 表 B 中 的 方 格 由 1 至 100 编号 ,使 得 第 & 号 方 格 中 的 
数 不 大 于 &, 求 表 A 中 所 有 数 之 和 的 最 大 值 . 

(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
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[ 解 ] 不 妨 设 $0 六 to; 并 
记 表 B 中 第 i 行 ; 列 的 元 素 为 b; ,于 是 按 已 知 有 
bo = min|s,, to! 一 5 ,1 二 1 2，…,10. 


10 


! 10 
从 而 表 A 中 所 有 数 之 和 > = > 一 > bo. 又 因 5b140,B210,… ,Diom0 是 
i=1 


表 B 中 的 10 个 数 ,它们 之 和 不 超过 58 中 最 大 的 10 个 数 之 和 , 故 有 之 ) bt 


志 955, 即 表 A 中 所 有 数 之 和 不 超过 955.， 

另 一 方面 , 当 表 A 如 右 图 所 示 时 ,其 中 
所 有 数 之 和 为 955, 且 由 它 所 导出 的 表 B 与 
A 相同 ,当然 满足 题 中 的 要 求 . 

综 上 可 知 , 表 A 中 所 有 数 之 和 的 最 大 
值 为 955. 

3*49 在 nxXn 个 方 格 的 棋盘 上 填 上 
数 1,2,…,n*, 每 个 方 格 中 填 1 个 数 .求证 
一 定 有 两 个 相 邻 方 格 ( 即 有 公共 边 的 两 个 
方 格 ) ,其 中 的 两 数 之 差 至 少 为 n. 

(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 大 不 然 , 则 任何 两 个 相 邻 方 格 中 的 数 至 多 相差 n -- 1. 对 于 上 
= 1,2,…,n” 一 , 令 A 是 填 有 数 1,2,…,& 的 上 个 方 格 的 集合 ,B, 是 填 
有 数 k+tn,k+n+1,…,n 的 n*7 一 n 一 上 + 1 个 方 格 的 集合 ,CG 是 其 余 
方 格 的 集合 且 有 | CGC|=n-1. 由 反 证 假设 知 ,A 中 的 方 格 与 及 中 的 方 
格 不 相 邻 .因为 | AU Bi| = 好 -+1, 故 在 2x7 方 格 表 中 , 必 有 一 行 
与 一 列 方 格 ,其 中 没有 CG 的 方 格 . 进而 知 这 一 行 一 列 或 者 全 是 A, 中 的 
方 格 ,或 者 全 是 B 中 的 方 格 .因为 A, 和 B,? ,都 只 有 1 个 元 素 ,所 以 ,不 
合 Ci 中 方 格 的 这 一 行 一 列 方 格 必 全 属于 Bi ,不 含 C: 中 方 格 的 这 一 
行 一 列 方 格 则 全 属于 A,?_, .这 样 -- 来 , 必 存 在 指标 ,1 太一 nn 一 
1, 使 得 不 含 CG 中 方 格 的 一 行 一 列 方 格 全 属于 B ,i = 1,2,… ,上 ,而 不 含 
Gti 中方 格 的 一 行 一 列 方 格 则 全 属于 A; .但 这 两 组 各 一 行 一 列 方 格 至 | 
少 有 2 个 公共 方 格 ,从 而 有 Bi 有 At 天 g, 此 与 二 者 的 定义 矛盾 . 

3.50 ”在 圆周 上 有 和 等 于 零 的 ”个 实数 , 且 其 中 有 一 个 数 等 于 1 
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(1) 求证 存在 两 个 相 邻 的 数 ,它们 的 差 不 小 于 人， 
` (2) 求证 存在 一 个 数 , 它 的 两 个 邻 数 的 算术 平均 值 与 它 的 差 不 小 于 


So 


(3) 试 求 一 个 比 8 大 的 数 , 使 当 用 它 代替 (2) 中 的 8 时 ,结论 仍然 成 


(4) 当 n = 30 时 ,求证 在 圆周 上 有 一 个 数 , 它 的 两 个 邻 数 的 算术 平 


均值 与 它 的 差 不 小 于 全. 举 出 圆周 上 的 一 组 30 个 数 ,使 其 中 任何 一 数 


与 它 的 两 个 邻 数 的 算术 平均 值 的 差 不 大 于 1 
(第 10 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 令 m= [如 |, 于 是 n=2m 或 者 n = 2m +1. 把 圆周 上 的 
数 按 以 下 方式 编号 :ro = 1 为 初始 数 ;zi,za，…zw 为 从 zo 开始 且 按 顺 
时 针 方 向 依次 排列 着 的 数 ;z_|1 ,r+_3,…,z_,1( 如 果 为 奇数 , 则 还 有 
x_%) 为 从 xo 开始 沿 逆 时 针 方向 排列 着 的 数 . 
(1) 如 果 任 何 两 个 相 邻 的 数 的 差 都 不 大 于 e, 则 有 


Tl 之 1 一 eo2 之 1 一 2ey Tl 之 1-(m-l)e,r, 守 1- me, 
Tl 之 le,7 ;之 1-2ey, Tt1-(m-l)e,(r ,>[- me). 
将 这 些 不 等 式 及 x。= 1 相 加 , 且 注 意 到 个 数 之 和 等 于 零 , 便 得 1 一 i?e 
达 0. 由 此 解 得 e 之 之 生 ( 因 为 mw? 之 世 ). 
ni n 4 


(2) 设 圆周 上 相 邻 两 数 之 差 的 绝对 值 的 最 大 值 为 6. 由 (1) 知 s 之 卫 。 
设 一 zi = e( 若 坟 一 zx-i = 一 。, 则 引入 为 时 加 负 导 ). 令 


一 (a 和 81),k 一 | ,2，…，,7， 


其 中 xo = 心 .容易 验证 ,| ,y,，…,y,| 之 和 为 零 目 次 = 1 , 亦 即 | 六 满足 
(1) 中 的 条 件 , 故 由 (1) 知 ,存在 一 个 ,1 过 过 ,使 得 


I 
| 3 (Xk 士 rp) 一 Tk 


8 
二 rt 一 | 广 之 2 





1 . 
一 | FD (Ter 一 ZX ) 和 3 一 Th 1) | 
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(3) 设 6 是 圆周 上 的 数 与 它 的 两 个 邻 数 的 算术 平均 值 的 差 的 绝对 值 的 
最 大 值 , 让 我 们 来 寻求 对 6 的 较为 准确 的 估计 ,并 为 构造 最 优 数组 创造 条 


组 件 . 
会 
不 妨 设 数组 |xx1 对 称 :mx = zx, 否则 只 须 用 (z+ zx-) 代替 x 即 


可 .在 估计 数 x 之 前 , 先 从 ro 开始 估计 zx_1 =- xi ,然后 再 从 圆周 上 与 zo 相 
对 的 点 开始 估计 .因为 zi = x-1, 所 以 有 


zo -zl | -r+2r0 xi| < 
zs(r-z+i| -xz+2r-z| 二 38， Q) 


XI — 3 R(X TX2) 十 [~ xit+2z; 一 .23| 二 5S8， 


Tl ~ Xk (2k — 1)6, 
当 n = 2m 时 ,既然 有 一 个 与 zo 相对 的 x, , 故 类 似 于 @ 可 得 
Tn-l — Tm EO, Tn Tl E30, Taj — Taitl SE (27 — Deo. 
地 
当 n = 2m + 1 时 ,x, 与 x_,, 相 邻 ,于 是 有 
Tl — Tm E26, Tm? — Tl SEA, Tj — Thijtl S26. 


3 
注意 ,对 于 上 < 2 ,对 ze_1 一 zx 的 较 好 估计 是 ,而 对 于 > 2 , 较 


好 的 估计 是 名 或 @@. 为 了 对 nn 作出 6 的 较为 精确 的 估计 ,我 们 把 按 它 除 
以 4 所 得 余数 的 不 同 分 为 4 种 情形 分 别 加 以 讨论 .例如 当 % = 41+2 时 ,由 


J 


和信 可 得 

X= 1 sk = 1,2,.,2L+1, (出 
其 中 的 5 为 如 下 数列 中 前 & 项 之 和 : 

1,3,°°,27 — 1,27 + 1,27 — 1,…,3,1. © 


因为 一 切 zi 之 和 为 零 , 故 由 @ 求 和 可 得 
0= zot2r1 + x2t+ + xa) + rn-sd, © 
其 中 
$s = 2(81 + s2 + + 821) + S2141. 0 


注意 到 数列 @) 对 称 , 便 知 s + s2141_-; = 52141; 从 而 由 可 得 
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= 2+ Ds = 7 了 [CC+] + = 1e (7 + 4). 





将 轿 代入 @@, 便 得 之 -7 类似 地 ,对 于 = 44,4L+1,4L+3 的 情形 ， 


可 分 别 得 到 估计 式 


1 16 16 
6 之 号 ,9 这 2 人 


容易 看 出 ,对 所 有 n 宇 3, 都 有 9 之 本 从 而 可 用 13 代替 (2) 中 的 8. 








16 
(4) 当 = 30 时 ,由 上 述 论证 即 得 9 之 04 = 1 名 而 且 为 使 等 号 成 
立 ,应 取 数 组 为 


1 — k*6, Rk = 0,1,…,7, 
人 1 (113- (15 — &)2)8 =— 1+(15— £)8,k = 8,9,…,15， 
其 中 3 = 让 


3.51 ” 梅 尔 林 有 两 张 100 x 100 的 方 格 表 ,一 张 是 空白 表格 , 挂 在 
山洞 入口 处 的 峭壁 上 , 另 一 张 的 每 个 方 格 中 都 填 有 一 个 数 , 挂 在 山洞 里 
面 的 墙 上 .你 可 以 在 第 1 张 表格 中 的 任何 地 方 指 守 一 个 任意 大 小 的 下 
方形 (可 以 是 1x1,2 x2,…,100 x 100 中 的 任何 一 个 ) 的 子 表 , 然 后 付 

一 个 先 令 到 梅 尔 林 处 打听 第 2 张 表 中 填 在 相应 的 子 表 中 的 所 有 数 之 
和 .试问 为 了 得 到 第 2 张 表 中 对 角 线 上 所 有 数 之 
和 ,最 少 需 要 付出 多 少 先 令 ? 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 沿 着 对 角 线 问 100 个 1x1 的 
正方 形 , 即 可 得 知 对 角 线 上 所 有 数 之 和 , 故 知 所 
求 的 最 小 值 不 超过 100. 

另 一 方面 ,如 果 梅 尔 林 的 第 2 张 方 格 表 填 
数 如 下 图 , 则 无 论 对 哪个 正方 形 提问 ,每 次 至 多 了 解 到 对 角 线 上 1 个 数 
的 值 .因此 问 了 %9 个 问题 之 后 ,仍然 无 法 得 出 和 数 为 多 少 . 因 此 为 了 得 
到 第 2 张 表 中 对 角 线 上 的 所 有 数 之 和 ,最 少 要 付 100 先 令 . 

3'52 ”能 否 在 正方 体 的 每 个 顶点 标 上 一 个 由 数字 1 和 2 组 成 的 各 
不 相同 的 三 位 数 , 使 得 任何 两 个 相 邻 项 点 的 标 数 至 少 有 两 位 数字 不 同 ? 

: (第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
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[ 解 ] 右 图 所 标的 数字 全 满足 题 中 要 求 . 

3.53 ”能 否 将 从 1 到 30 的 所 有 自然 数 
填写 在 五 行 六 列 的 表格 中 ,使 得 

(1) 每 列 的 各 数 之 和 相等 ? 

(2) 每 行 的 各 数 之 和 相等 ? 

(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] (1) 从 1 到 30 的 所 有 自然 数 之 和 为 

1+2+:… + 30 = 465. 
而 465 不 能 被 6 整除 ,所 以 把 这 30 个 数 填 在 五 行 2 
六 列 的 表格 中 ,不 能 使 每 列 之 和 相等 . 

(2) 可 以 将 1 到 30 的 自然 数 分 成 15 对 ; 

(1,30),(2,29),……,(15,16) 

每 对 两 数 之 和 为 31, 这 样 就 可 以 把 它们 填 人 表 内 ， 
使 每 行 有 3 对 和 为 31 的 数 ,其 每 行 的 和 等 于 3x 31 
= 93. 因 此 能 做 到 各 行 之 和 相等 . 

3.54 ”如 图 所 示 , 在 国际 象棋 棋盘 上 写 上 
数字 1,9,9,1. 能 否 在 棋盘 余下 的 格 中 填 上 数 , 使 
得 每 行 及 每 列 都 成 等 比 数列 . 

(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 假设 满足 要 求 的 填 数 方式 存在 , 所 
填 的 数 中 用 a ,b,c(l kA 所 5,1 志 j 志 6,1 声 
<) 表示 ,如 图 . 

由 题 设 , 因 为 9,6|,ai 及 1,6b1,ci 成 等 比 数列 , 则 


b=9.a=l1'a. 








同 理 有 
6b3 = clas = alc2， 


2 _ _ 
b3 = c243 = Q2c3， 





将 以 上 6 式 相 乘 得 
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9 .clicocac4c5"。 dalaQ2434445 * 9 
一 上 .aliaza3a4as cic2c3c4cs 上. 
于 是 有 81 = 1. 
这 是 不 可 能 的 . 
所 以 所 要 求 的 填 数 方式 是 不 存在 的 . 
3.55 ”能 否 在 无 穷 大 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 都 放 一 个 “+” 或 “0” ,使 
得 在 任何 一 条 水 平 线 , 竖 直线 及 对 角 线 上 都 不 出 现 相 邻 的 3 个 相同 的 
符号 ? 
(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 可 以 做 到 . 例如 可 按 下 图 所 示 周 期 
地 放置 符号 . 
3.56 ”能 否 在 一 个 正 45 边 形 的 每 个 顶点 
处 都 写 0,1,2,… ,9 这 10 个 数字 之 一 ,使 得 对 
于 这 10 个 数字 中 的 任何 两 个 不 同 的 数字 ,都 存 
在 正 45 边 形 的 一 条 边 ,这 条 边 的 两 个 端点 处 恰 
好 写 着 这 两 个 数字 ? 
” (第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 题 中 要 求 的 放 数 法 可 以 实现 .这 时 ,一 个 数字 a 与 其 他 9 
个 数字 中 的 每 一 个 构成 一 对 ,共有 9 对 数字 ,必须 占有 9 条 边 . 为 此 ,至 
少 有 5 个 顶点 放 有 数字 a .因而 10 个 不 同 数字 至 少 要 占有 $0 个 顶点 ， 
此 不 可 能 . 故 知 所 要 求 的 放 数 法 是 不 存在 的 . 
3.57 ”能 否 把 8 个 数 1,2,… ,8 这 样 地 排列 在 一 个 正八 边 形 的 各 
顶点 上 ,使 得 对 于 任意 位 于 三 个 相继 顶点 上 的 各 数 之 和 
(1) 大 于 11? 
(2) 大 于 13? 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] (1) 能 够 做 到 . 
如 图 ,把 八 个 数 按 道 时 针 排 列 为 1,8,3,6,4， 
2,7,5 即 是 一 种 排 法 . 
(2) 不 能 做 到 . 
假设 存在 这 样 的 1,2,… ,8 的 排列 ,使 得 八 边 
形 的 八 个 顶点 中 任意 三 个 相继 顶点 之 和 大 于 13. 
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组 


设 这 八 个 顶点 对 应 的 数 依次 为 


al1yQ2，…，Q8. 
则 有 
ad+az+as 之 14， a2 +as+ad 之 14， 
aa 二 ad4+as 之 14， ad4+as+ag 之 14， 
a5 十 46+ay 之 14， a6 + a7+ ug 之 14, 
a7 +ag+al 之 14， ag+al+a 之 14. 
将 这 八 个 式 子 相 加 得 


3(al + ay+ "+ ag) > 112. 
然而 al+ad+…%+ags=1+2+…+8=36， 
3x36 = 108 < 112. 
从 而 出 现 矛 盾 . 

3.58 ”在 一 些 全 等 正三 角形 的 顶点 上 , 按 任意 次 序 分 别 写 上 数字 
1,2,3. 把 这 些 三 角形 普 在 一 起 ,使 它们 的 顶点 重合 .能 否 使 得 在 每 个 顶 
态 上 的 各 数 之 和 都 等 于 (1)1977?(2)1976? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 因为 每 个 三 角形 的 3 个 顶点 上 的 数 之 和 为 6, 故 无 论 多 少 个 
三 角形 全 起 来 ,其 3 个 顶点 所 写 的 所 有 整数 之 和 都 是 6 的 倍数 .因为 3x 
1977 不 是 6 的 倍数 , 故 不 可 能 使 辣 合 后 的 三 角形 的 每 个 顶点 上 的 整数 
之 和 都 是 1977. 

注意 ,只 要 把 两 个 正三 角形 春 合 起 来 使 写 有 1 的 顶点 与 另 一 个 三 
角形 写 有 3 的 顶点 重合 , 写 有 3 的 项 点 与 另 一 个 三 角形 写 有 1 的 顶点 重 
合 ,两 个 三 角形 中 写 有 2 的 顶点 也 重合 , 便 可 使 每 个 顶点 的 两 数 之 和 都 
为 4. 因 为 1976 = 4x494, 故 只 要 把 494 个 已 像 上 面 那样 重叠 好 的 三 角 
形 对 再 重 谷 在 一 起 , 便 可 使 重叠 后 的 三 角形 的 每 个 顶点 的 各 数 之 和 都 
等 于 1976. 

3:59 ”在 正方 体 的 每 个 顶点 都 放 上 一 个 +1 或 -1, 在 每 个 侧面 的 
中 心 都 放 上 该 面 4 个 顶点 上 所 放 的 数 的 乘积 . 问 所 放 的 14 个 数 的 和 能 
否 为 0 或 7? 

(莫斯科 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 如 果 在 正方 体 的 8 个 顶点 所 放 的 8 个 数 中 有 -- 1 ,我 们 就 把 
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其 中 的 1 个 -1 改写 为 +1. 这 时 ,以 这 个 顶点 为 顶点 的 3 个 侧面 的 中 心 
所 放 的 数 也 同时 变 号 , 即 总 共 4 个 数 同时 变 号 . 这 4 个 数 之 和 可 能 为 
-4, 一 2,0,2, 变 号 之 后 将 分 别 变 为 4,2,0, 一 2. 由 此 可 见 ,14 个 数 之 
和 是 模 4 不 变 的 . 

当 8 个 顶点 所 放 的 数 都 是 + 1 时 ,14 个 数 都 是 + 1, 其 和 为 14. 既然 
它 模 4 不 变 , 故 永远 不 能 变 成 0 或 7. 

3.60 ”在 8x 8 的 方 格 表 中 的 每 个 方 格 中 都 写 有 1 个 非 零 整数 , 它 
们 的 和 等 于 0. 然后 用 竖 直线 和 水 平 线 将 每 个 小 方 格 分 成 4 个 小 区 域 . 
试问 能 否 在 这 些小 区 域 中 填 人 整数 ,使 得 如 下 条 件 成 立 : 

(1) 棋盘 边缘 上 的 小 区 域 中 的 数 都 是 0; 

(2) 每 个 方 格 中 的 4 个 小 区 域 中 的 4 数 之 和 等 于 该 方 格 中 原来 的 数 ; 

(3) 与 棋盘 上 的 每 个 结 点 (4 个 方 格 的 公共 顶点 ) 相 吡 邻 的 4 个 区 
域 中 所 填 数 之 和 都 等 于 0? 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 将 8x8 方 格 表 视 为 国际 象棋 棋盘 ,将 其 中 
白 格 填 入 1, 黑 格 填 和 人 - 1, 则 所 有 数 之 和 为 零 .将 方 格 表 |[ 叫 中 oo 
左上 角 的 2x 2 的 4 个 方 格 划 分 成 16 个 小 区 域 , 填 数 如 2 
右 图 所 示 . 然后 横向 竖 向 都 以 2 个 方 格 为 周期 延 拓 到 整 gag 
个 方 格 表 , 则 所 得 的 数 表 便 满足 题 中 要 求 . 

3.61 ”能 不 能 用 符号 “x” 和 “QO 〇 ” 填 满 大 小 为 

(1)3 Xx 3. 

(2)198 x 8. 
的 表格 中 的 所 有 格子 ,使 得 每 个 “x” 旁 怡 好 排 一 个 “O 〇 O”, 每 个 “ 〇 O” 旁 恰 
好 排 一 个 “x”. 







(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] (1)3 x 3 时 不 能 . 

假设 能 , 设 中 央 的 格 内 填 上 “x”". 则 A,B,C,D 四 个 |z|p| 
格 内 有 且 只 有 一 个 填 " 〇 ”不 失 一 般 性 , 设 A 填 * 〇 ”, 从 
而 B,C,D 卦 “x”. 

此 时 玉 不 能 填 *x”, 因 为 车 碧 填 “x”, 则 在 玉 旁 的 C， 
D 也 是 “x”, 与 题 设 每 个 “x” 旁 恰 好 排 一 个 “O 〇 O” 牙 盾 . 

玉 也 不 能 填 “O 〇 ”, 因 为 每 个 “O” 旁 应 恰好 排 一 个 “x”, 此 时 玉 的 旁 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 211 








是 题 中 要 求 . 由 此 可 知 , 当 4| 时 , 均 可 铺 成 满足 要 求 的 


边 有 C,D 两 个 “x”. 

从 而 出 现 矛 盾 , 即 3 x 3 表 不 可 能 . 

(2)198 x 8 可 能 . 

对 一 个 4 x 8 的 方 格 表 可 以 采用 如 图 的 填 法 . 

然后 把 49 个 这 样 的 4x8 方 格 表 并 排 在 一 起 构成 了 一 
个 196 x 8 的 方 格 表 ,显然 合乎 要 求 ,下面 只 需 把 第 197 列 
都 填 x”, 第 198 列 都 填 "O 〇 ” 即 可 ， 

3.62 在 一 张 规格 为 5 x 7 的 方 格 纸 上 铺 满 了 1x 2 
的 矩形 卡片 ,每 张 卡片 的 两 个 方 格 中 都 写 着 一 个 + 1 和 一 个 - 1. 已 知 
拼 成 的 数 表 中 每 行 每 列 数 之 积 都 是 正 数 . 求 能 排 成 这 样 数 表 的 所 有 有 自 
然 数 nn. 





(第 26 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 首先 , 当 为 奇数 时 , 纸 上 的 方 格 总 数 为 奇数 ,当然 无 法 用 
1 x 2 的 卡片 铺 满 . 
其 次 , 当 n = 4 时 ,可 像 右 图 那样 铺 满 卡片 ,显然 满 


数 表 . 

当 为 偶数 但 不 是 4 的 倍数 时 ,-> 为 奇数 .从 而 卡 
片 的 块 数 为 奇数 , 亦 即 拼 成 的 数 表 中 - 1 的 个 数 为 奇数 . 
因数 表 共 有 偶数 列 (” 列 ) , 故 其 中 至 少 有 1 列 中 含有 奇 
数 个 - 1, 这 一 列 数 之 积 当 然 是 - 1 ,不 合 要 求 . 

综 上 可 知 , 当 且 仅 当 4| wn 时 ,可 用 卡片 拼 成 满足 要 求 的 5 x n 的 数 
表 . 

3.63 ”在 正 1983 边 形 的 项 点 上 分 别 放置 着 数 1,2,… ,1983, 它 的 
每 一 条 对 称 轴 都 将 不 在 其 上 的 数 分 成 两 个 集合 . 如 果 其 中 一 个 集合 中 
的 每 一 个 数 都 大 于 与 它 处 于 对 称 位 置 的 另 一 集合 中 的 数 , 则 称 这 种 放 
置 对 于 相应 的 对 称 轴 是 “好 的 ”. 问 是 否 存 在 一 种 放置 ,使 它 对 于 每 条 对 
称 轴 都 是 好 的 ， 





(第 46 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 存在 .过 一 个 顶点 引 多 边 形 的 一 条 对 称 轴 , 并 旋转 多 边 形 
使 这 条 对 称 轴 是 竖 直 的 , 它 所 过 的 顶点 在 圆 的 正 上 边 .在 这 个 顶点 放置 
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整数 1983. 对 称 轴 将 圆 分 为 左右 两 半 ,将 左 半圆 上 的 顶点 按 道 时 针 方 
回 所 放 的 数 依 次 记 为 ai 2 09 , 而 与 ui 对 称 的 顶点 所 放 的 数 记 为 
bi 二 1,2,…,991. 令 a; > 65;,i = 1,2,…,991. 再 过 顶点 boo 引 一 条 
对 称 轴 , 则 它 穿 过 顶点 ai 与 1983 之 间 且 垂直 平分 两 点 之 间 的 连 线 . 为 
使 放置 法 关于 这 条 对 称 轴 也 是 好 的 且 因 1983 > al , 故 必 有 已 > aj41， 
i = 1,2,…,990. 将 这 些 不 等 式 与 前 面 的 不 等 式 连 成 一 串 , 便 得 

1983 > al > 人 > as > by > i > a0%0 > pbon>>aool > bool. 
这 样 一 来 ,整数 1,2,…,1983 的 放置 法 就 惟一 确定 了 . 容易 验证 ,这 种 
放置 法 对 于 任何 对 称 轴 来 说 都 是 好 的 . 

3.64 ”能 否 将 1 至 21 这 21 个 自然 数 分 别 
填 人 右 图 的 各 个 圆圈 内 ,使 得 除 第 1 行 外 ,每 个 SS 
4 ¢ -个 、 

圆圈 内 的 数 都 等 于 其 肩膀 上 的 两 个 圆圈 内 之 OOGO 


数 的 差 的 绝对 值 ( 即 图 中 的 c= |a -5|). 
( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 2 
[ 解 ] ”不 能 实现 . 若 不 然 , 则 表 中 的 21 个 个 


数 分 别 为 1,2,…,21 ,其 和 为 奇数 . 

另 一 方面 ,因为 二 数 之 差 的 绝对 值 与 该 二 数 之 和 的 奇偶 性 相同 , 故 
在 奇偶 性 看 来 ,可 以 将 二 数 之 差 的 绝对 值 改 为 该 二 数 之 和 . 这 样 一 来 ， 
当 第 1 行 6 个 数 为 a,b,c,d,e,f 时 ,第 2 行 的 5 个 数 之 和 的 奇偶 性 与 
a + 上 的 奇偶 性 相同 ;第 3 行 的 4 个 数 之 和 的 奇偶 性 与 c++e+ 太 的 
奇偶 性 相同 ;第 4 行 的 3 个 数 之 和 与 a + c + d + f 的 奇偶 性 相同 ;最 下 
面 两 行 的 3 个 数 之 和 为 偶数 . 因而 表 中 所 有 数 之 和 的 奇偶 性 与 4(a + 
+246b + c+ q+e) 的 奇偶 性 相同 , 即 为 偶数 ,矛盾 . 

3-65 ”能 否 将 自然 数 1,2,…,10 填 人 如 图 所 示 的 成 五 角 星 形 的 10 
个 圆 图 内 ,使 得 每 条 直线 上 的 4 个 整数 之 和 相等 ? 

(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 不 能 实现 .车 不 然 , 设 有 一 种 填 数 法 满 
足 题 中 要 求 , 则 其 中 10 与 1 必 共 线 .否则 ,从 10 发 
出 的 两 条 直线 上 的 8 个 整数 之 和 (10 算 两 次 ) 不 小 
于 10xX2+2+3+4+S+6+7=47. 另 一 方面 ， 
又 因 在 计算 $ 条 直线 上 的 整数 之 和 时 , 表 中 每 个 整 
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组 


数 都 恰 被 计算 两 次 , 故 知 每 条 直线 上 的 4 数 之 和 均 为 553 x 2 二 5 = 22， 
矛盾 . / 

与 10 不 共 线 的 数 共 有 3 个 ,其 和 为 55 -22x2+10 = 21, 这 3 个 
数 称 之 为 A 组 .此 外 ,过 1 而 不 过 10 的 直线 上 除 1 外 , 另 3 数 之 和 也 是 
21 ,我 们 把 这 3 个 数 称 为 B 组 . / 

注意 ,A 组 3 个 数 与 召 组 3 个 数 的 位 置 恰 有 两 个 相 重 . 由 于 两 组 数 
之 和 都 是 21 , 故 两 组 的 第 3 个 数 相等 但 位 置 却 不 同 ,矛盾 . 

3.66 ”能 和 否 在 半 行 上 列 的 方 格 表 的 空格 上 分 别 填 上 1,2,3 三 个 
数 ,使 得 每 行 ,每 列 及 每 条 对 角 线 上 2 个 数 之 和 各 不 相同 . 

(第 12 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 不 能 实现 . 若 不 然 , 设 有 一 个 满足 题 中 要 求 的 数 表 . 易 见 ,n 
行 ,n 列 和 两 条 对 角 线 上 的 n 个 数 之 和 共有 2n + 2 个 和 数 ,其 中 每 个 和 
数 都 既 不 小 于 n 也 不 大 于 3n .这 表明 2n +2 个 和 数 至 多 有 2n + 1 个 不 
同 的 值 .从 而 由 抽 懂 原理 知 其 中 必 有 两 个 和 数 相同 ,矛盾 . 
































3.67 ”能 否 在 17 | 世 j110oj-1-14o ol- 二 oo 
烙 志 的 每 个 oaalalelaloolalsooosrala 
x 17 的 方 格 表 的 每 个 于 和 oj To 本 offitof dofiT 
方 格 中 都 填 信 一 个 实 [ololololololololololololololololo 
a filo diol of ddolr oi 
数 , 这 些 实数 不 全 为 [ojolololofolololololololojofojolo 
0. 且 使 得 每 个 方 格 中 olirjo 本 oro 本 oii 
， [ofafofolololo|olololofofofofrolofo 
的 数 都 等 于 其 所 有 邻 Tol-i 呈 dolililold-doliliTolitd 
中 的 各 数 之 和 (有 公 aaalsleloleolalsoepeoaa 
格 全 [olirof dollilol Hofiir 
共 边 的 两 个 方 格 称 为 Hal0lolo0lololololololololololololo 
、 To do miold dof jo i 
相 邻 的 )? olololololololololololololofofolo 
dn 
奥林匹克 ,1993 年 ) Putrio 二 oilioF 让 iofroFii 
[ 解 ] 可 以 实现 . 
右 图 所 示 的 填 数 法 即 满足 题 中 要 求 . 


3.68 ”在 6x7 的 矩形 方 格 表 的 第 4 列 的 6 个 方 格 中 依次 填 人 整数 
1,2,3,4,5,7. 能 否 在 其 余 的 每 个 方 格 中 都 填 人 一 个 数字 ,使 得 由 各 行 
数字 所 构成 的 6 个 七 位 数 成 等 差 数 列 , 并 且 由 各 列 数字 所 构成 的 7 个 六 
位 数 也 构成 等 差 数 列 ? 

(圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 
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[ 解 ] 无 法 实现 

若 不 然 , 设 可 以 填 数 满足 题 中 要 求 由 于 由 各 行 数字 所 构成 的 6 个 
七 位 数 成 等 差 数列 ,所 以 它们 的 和 是 3 的 倍数 ， 人 而 表 中 所 有 数字 之 和 
也 是 3 的 倍数 . 

另 一 方面 ， 由 于 由 每 列 数字 所 构成 的 7 个 6 位 数 也 成 等 差 数列 ， 所 
以 前 3 列 与 后 3 列 的 所 有 数字 之 和 都 是 3 的 倍数 .这 样 一 来 ,第 4 列 数字 
之 和 也 应 是 3 的 倍数 ,此 与 已 知 了 矛盾 . 

3.69 (1) 能 否 把 0,1,2,…,9 这 10 个 数 分 放 在 一 个 圆周 上 ,使 得 
任何 相 邻 两 数 之 差 都 等 于 3,4 或 5? 

(2) 能 否 把 1,2,…,13 分 放 到 一 个 圆周 上 ， 使 得 任何 相信 两 数 之 差 
都 等 于 3,4 或 5? 

(第 1 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[ 解 ] (1) 答案 :不 能 .注意 ,0,1,2,8,9 中 的 任意 两 个 数字 不 可 能 
相 邻 ,因此 ,它们 应 该 每 隔 一 个 位 置地 放 在 圆周 上 .这 时 ,另外 5 个 数 中 
的 每 个 都 要 与 上 述 5 数 中 的 两 个 数 相 邻 .但 7 无 论 与 上 述 5 数 中 的 哪 两 
个 相 邻 ,至 少 有 一 对 是 不 合 要 求 的 . 

(2) 答案 :不 能 .推理 类 似 于 (1). 数 1,2,3,11,12,13 中 的 任何 两 数 
不 能 相 邻 ,因而 它们 只 能 占据 圆周 上 6 个 互 不 相 邻 的 位 置 ,从 而 另外 7 
个 空位 置 恰 有 两 个 相 邻 ,其 他 的 都 互 不 相 邻 而 且 与 这 两 个 也 不 相 邻 . 因 
为 4 只 能 与 上 述 6 个 数 中 的 1 相 邻 而 10 只 能 与 13 相 邻 . 故 4 与 10 只 好 
填 在 相 邻 两 个 空位 中 ,但 4 又 不 能 与 10 相 邻 ,矛盾 . 

3.70 ”能 和 否 在 一 张 无 穷 大 的 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 写 一 个 整数 ,使 
在 每 一 个 有 4 x 6 个 方 格 且 以 网 格 线 为 边 的 矩形 中 所 有 数 之 和 等 于 
(1)10,(2)1? 

(第 17 届 全 苏 数 学 
奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 右 图 所 示 的 填 数 原 上 
则 是 : 选取 两 组 不 同方 向 的 斜 
线 , 第 一 组 是 每 平移 4 格 选 一 条 
线 ,在线 上 相间 地 填 人 1 和 0; 第 
二 组 是 每 平移 6 格 选 一 条 线 , 在 
线 上 相间 地 填 人 - 1 和 10. 容易 
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验证 ,在 每 个 4x6 的 矩形 中 ,都 有 
3 个 1,2 个 ~1 和 5 个 0, 其 和 为 1. 
其 中 未 填 数 的 方 格 中 都 表示 填 0. 

若 将 表 中 已 填 的 数 全 都 改 为 - 


定形 中 的 24 个 数 之 和 为 10. 

当然 , 和 为 10 的 情形 还 有 更 
简单 地 填 数 法 . 见 下 图 . 

3.71 能 否 在 100 x 100 个 格子 的 方 格 纸 的 每 个 格子 中 都 填 人 0， 
1,2 三 数 之 一 ,使 在 任何 3 x 4 个 格子 的 矩形 里 都 有 3 个 0,4 个 1 和 5 个 
2? (第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[ 解 假设 已 经 在 100 x 100 的 方 格 纸 上 填 好 了 数 , 使 在 每 个 3 x 
4 个 方 格 的 矩形 中 都 有 3 个 0,4 个 1 和 5 个 2. 我 们 先 引 入 一 条 术语 :如 
果 在 两 个 图 形 中 有 相同 个 数 的 0,1 和 2, 则 称 二 者 的 填 法 相同 .可 以 看 
出 ,图 (a) 中 用 和 斜 线 标 出 的 三 个 矩形 填 法 相同 .由 此 又 可 推 知 ,1 x 12 的 
矩形 与 3 x 4 的 和 矩形 填 法 相同 ( 见 图 (6)), 即 其 中 也 有 3 个 0,4 个 1 和 5 


个 2. 








(a) (b) (c) 


为 一 方面 ,既然 3x 4 和 矩形 中 有 5 个 2, 故 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 一 
列 的 3 个 方 格 中 有 两 个 2, 不 妨 设 图 (c) 中 标 有 字母 a 的 竖 直 3 格 是 这 
样 .这 样 一 来 ,由 于 图 (c) 中 的 1x 11 横 条 中 有 3 段 1x3 的 横 条 填 法 与 
a 相同 , 故 其 中 至 少 有 6 个 2, 矛 盾 . 从 而 知 满足 要 求 的 填 数 法 是 不 能 实 
现 的 . 

3.72 ”能 否 在 10 x 10 方 格 表 的 每 个 方 格 中 填 人 一 个 非 零 数字 ,使 
得 由 各 行 数字 所 构成 的 十 位 数 都 大 于 由 主 玉 角 线 上 的 数字 所 构成 的 十 
位 数 , 且 此 十 位 数 又 大 于 由 每 列 数 字 所 构成 的 十 位 数 ? 

(圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 
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[ 解 ] 无 法 实现 . 

若 不 然 , 设 已 在 方 格 表 中 填 好 数字 并 满足 题 中 要 求 . 由 题 设 知 , 任 
何 一 行 的 10 个 数字 所 构成 的 十 位 数 都 大 于 任何 一 列 的 
10 个 数字 所 构成 的 十 位 数 . 将 表 中 左上 角 的 3 个 方 格 中 中 
的 数 分 别 记 为 a,5,c( 见 右 图 ). 因 为 第 1 行 的 数 大 于 第 2 [站 
列 的 数 , 所 以 a 63; 因为 第 工行 的 数 大 于 第 1 列 的 数 ,所 
以 5 宇 c; 因 为 第 2 行 的 数 大 于 第 1 列 的 数 ,所 以 c 宇 a. 于 
是 有 a 守 b 之 cc 宇 a, 从 而 有 a = 0 = c. 同 理 可 证 第 1 行 的 10 个 数字 
与 第 1 列 的 10 个 数字 全 都 相同 ,此 与 第 1 行 的 数 大 于 第 1 列 的 数 的 要 求 
矛盾 . 

3.73 (1) 试 证 总 能 把 数 1,2,…,32 排 成 一 行 ,使 得 其 中 任何 两 数 
之 和 的 一 半 都 不 等 于 在 这 两 个 数 之 间 的 任何 数 . 

(2) 能 否 把 数 1,2,…,100 排 成 一 行 , 使 得 其 中 任何 两 数 之 和 的 一 
半 都 不 等 于 在 这 两 个 数 之 间 的 任何 数 ? 

(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 1] (1) 按 如 下 规则 来 把 32 个 数 写成 一 行 :在 左 半 行 写 偶 数 ， 
右 半 行 瑟 奇数 .这 时 ,从 左 , 右 半 行 中 各 取 一 数 的 两 数 之 和 的 一 半 不 是 
整数 ,当然 不 等 于 两 数 间 的 任何 一 数 .然后 再 把 每 个 半 行 均 分 成 两 部 分 


(两 个 十 行 ) ,并 把 形 如 4k,4k + 2,4k + 1,4k + 3 的 数 分 别 安排 在 这 4 


部 分 之 中 . 易 见 , 左 半 行 的 两 部 分 中 各 取 一 数 的 两 数 之 和 的 一 半 是 奇 
数 , 当 然 不 在 左 半 行 中 ; 右 半 行 的 两 部 分 中 各 取 一 数 的 两 数 之 和 的 一 半 
是 偶数 ,当然 也 不 在 右 半 行 中 . 继续 把 每 一 部 分 再 分 成 两 部 分 ,而 此 时 
的 “偶数 ”", “奇数 ”由 每 个 数 除 以 8 所 得 的 余数 来 决定 .最 后 ,我 们 得 到 
排 法 如 下 : 

32,16,8,24,4,20,12,28,2,18,10,26,6,22,14,30, 

1,17,9,25,5,21,13,29,3,19,11,27,7,23,15,31. 

《2) 由 (1) 中 的 构造 法 可 知 ,当然 能 够 把 1,2,… ,100 排 成 一 行 ,使 
之 满足 题 中 的 要 求 .例如 ,我 们 可 以 按 上 述 原 则 将 1,2,…,128 排 成 一 
行 并 使 之 满足 题 中 的 要 求 .然后 再 把 这 行 数 中 大 于 100 的 数 全 部 划 掉 
即 得 满足 要 求 的 排 法 . 
[ 解 2] 我 们 用 数学 归纳 法 来 解决 这 个 问题 . 
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当 只 有 两 个 数 1,2 时 ,显然 ,只 要 使 2 排 在 左面 ,1 排 在 右面 便 满足 
要 求 . 设 对 于 前 2* 个 自然 数 的 情形 已 经 排 好 为 al ,a;,… ,a , 则 当 有 
前 24*! 个 自然 数 时 ,我 们 令 

20412a02 和 20201 一 12ay 一 204 一 1， 
则 容易 验证 这 行 数 满足 题 中 的 要 求 . 这 就 证 明了 题 中 结论 对 任意 n € 
N, 前 2” 个 自然 数 都 可 以 排 成 一 行 , 使 之 满足 题 中 的 要 求 . 
特别 地 , 当 nn = 5 时 ,前 32 个 自然 数 可 排列 如 下 : 
32,16,24,8,28,12,20,4,30,14,22,6,26,10,18,2, 
31,15,23,7,27,11,19,3,29,13,21,5,25,9,17,1. 

由 上 面 归纳 论证 知 可 将 前 128 个 自然 数 排 成 一 行 ,使 之 满足 题 中 
要 求 .然后 将 其 中 大 于 100 的 数 全 部 划 掉 , 便 得 前 100 个 自然 数 的 满足 
要 求 的 排 法 . 

3.:74 ”对 于 怎样 的 n € N, 能 在 n xz 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 
填 人 - 1,0,1 之 一 ,使 得 每 行 与 每 列 数 之 和 共 2n 个 和 数 互 不 相同 ? 

(第 29 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 为 偶数 时 ,存在 满足 题 中 要 求 的 数 表 ;n 为 奇数  - 


时 ,不 存在 满足 要 求 的 数 表 . 四 加 

对 于 ”为 偶数 的 情形 ,我 们 用 归纳 法 来 构造 . 当 m = 2 | -中 
时 , 右 图 所 示 的 数 表 就 满足 要 求 , 其 4 个 和 数 分 别 为 -2，- 1， 
0,1. 下 面 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 加 强 命题 :对 每 个 偶数 ,都 可 在 
x nn 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 填 人 -1,0,1 之 一 ,使 得 行 和 n 列 数 分 别 
求 和 所 得 的 2n 个 和 数 分 别 为 ~ n, 一 n+1,…,0,1,…,n 一 1. 

设 命题 于 n = 2k 时 成 立 . 往 证 当 nn = 2(k + 1) 时 命题 成 立 . 按 归 
纳 假 设 , 下 图 中 空白 的 2k x 2& 的 方 格 表 可 以 填 好 
数 , 使 所 得 的 4& 个 和 数 分 别 为 ~ 2k, 一 2k+1,…， 
0,1,…,2k 一 1. 现 将 (2k + 2) x (2k +2) 方 格 表 中 
的 其 他 方 格 中 填 数 如 图 所 示 , 则 原 有 的 4& 个 和 数 
每 个 都 不 动 而 新 增加 的 4 个 和 数 分 别 为 - (2k + 
2) ,一 (2k + 1),2k,2k + 1. 合 在 一 起 恰好 证 明 命 
题 于 2” = 2(& + 1) 时 成 立 .这 就 证 明了 对 所 有 偶 
数 ”, 题 中 所 要 求 的 数 表 都 存在 . 

设 ”为 奇数 且 存 在 满足 要 求 的 数 表 .将 第 ; 行 数 的 和 记 为 > ,第 








218 世界 数学 奥 林 还 克 解 题 大 辞典 





列 数 的 和 记 为 5 .由 于 ，…,r ,sl,…，s 互 不 相同 , 故 有 


Sal 0 
因为 nn 行 和 nn 列 的 2n 个 和 数 是 集合 
{i—-n,—n+1,,0,1,.…,n| 


的 22 个 元 素 , 所 以 22 个 和 数 中 至 少 有 ?72 个 非 负 ,也 至 少 有 7 个 非 正 . 
将 数 表 中 的 行 与 行 , 列 与 列 适 当 对 调 , 总 可 使 得 前 上 上行 与 前 nn 一 上 列 的 
和 都 是 非 负 的 ,而 其 余 的 行 和 列 和 都 是 非 正 的 .于 是 有 


十 (si 十 "十 $k) 一 (SA 十 "十 $5) .0 
将 数 表 中 第 i 行 ; 列 的 数 记 为 a; ,于 是 由 多 又 有 
Dlr Do > 


ye 一 玉 ) 十 p(n 一 Dk 
= 4k(n — k). (3) 
由 和 人 得 到 
n* 4k(n — k), 
(n -24) 去 0. 
由 于 ”为 奇数 ,上 式 左 端 不 能 为 0, 矛 盾 . 这 表明 ”为 奇数 时 ,满足 要 求 
的 数 表 不 存在 
3.75 ” 试 在 一 个 4 x 4 的 方 格 表 中 填写 16 个 不 全 为 零 的 数 ,使 得 
每 一 行 , 每 一 列 和 每 一 条 对 角 线 (包括 斜 穿 过 1 个 ,2 个 或 3 个 方 格 的 小 
对 角 线 ,共有 14 条 ) 上 的 数 之 和 都 等 于 零 . 
《第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 对 任何 a 关 0, 像 右 图 中 那样 填 数 都 满足 题 
中 要 求 ， 
3.76 ”将 一 个 圆周 等 分 ,在 各 个 分 点 分 别 写 上 数 


zz yz 它们 都 或 为 + 1 或 为 - 1. 若 将 圆周 转动 角度 上 30 , 则 


每 个 分 点 都 转 到 另 一 个 分 点 的 原来 位 置 上 ,将 每 两 个 这 样 的 分 点 上 所 
写 的 数 相 乘 ,再 将 所 得 的 ” 个 乘积 求 和 .已 知 当 & = 1,2,…,n 一 1 时 ， 
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4 上 R11 当主 





该 和 都 为 零 ,求证 n 是 一 个 完全 平方 数 . 
(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 由 已 知 有 


Dr = 0,k = 1,2,.…,n 一 1. 
， += 1 
其 中 当 j > n 时 ,x; = 又 因 = 2》)x?, 故 有 
i = 1 
n nl 和 
n 一 > 十 2 Dririnn = D7? +2( Drix) 
i Py 1 i 1 ji 


3*77 ” 试 证 在 有 m x 2 个 方 格 的 矩形 表格 中 ,可 在 所 有 方 格 中 填 
上 互 不 相同 的 完全 平方 数 , 使 得 每 行 数 的 和 与 每 列 数 的 和 也 都 是 完全 
平方 数 . 

(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 先 取 ac = 1, 然 后 取 偶 数 a,,a;3,…,a,_1, 使 得 ai < as < 
aa3 刀 <ai 记 af+a+…+a =24+1, 并 取 a = ,于 是 
a? 十 CS 十 … 十 C2 | +a2 = 一 (&T+1)2. 

到 奇数 bi > 2a, ,再 取 偶 数 b,,b3,"… ,b,,_1 ,使 得 Dirl > ba, ,1 一 
1,2,… ,7m 一 2. 记 bf+ b+… 二 62 = 2h +1, 并 取 b, = ,于 是 6 
+ b+ + b+6b, = (h+1). 

在 第 ; 行 ; 列 处 的 方 格 中 填 数 6343, 便 满足 题 中 的 要 求 . 

3.78 ” 试 证 可 以 在 正 ” 边 形 的 2 个 顶点 上 分 别 放置 非 零 实数 zx， 
XxX2，"…, Tn， 使 得 对 任何 以 该 正 n 边 形 的 部 分 顶点 为 顶点 的 正太 边 形 来 
说 ,其 RE 个 顶点 上 所 放置 的 数 之 和 都 等 于 零 . 

(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 经 过 正 n 边 形 的 中 心 O 引 一 条 直线 ,使 其 不 平行 于 正 n 边 
形 的 任何 一 条 边 , 也 不 过 它 的 任 一 顶点 .将 这 条 直线 视 为 y 轴 ,点 O 为 
原点 并 过 O 作出 z 轴 . 于 是 正 ” 边 形 的 每 个 顶点 在 这 个 坐标 系 中 的 横 
坐标 都 不 为 0. 在 多 边 形 的 每 个 顶点 写 上 它 的 横 坐标 x; , 便 满足 题 中 的 
要 求 .事实 上 ,对 于 任 一 正 & 边 形 ,z; 是 由 原点 指向 该 顶点 的 向 量 的 横 
坐标 .因为 & 个 向 量 之 和 是 0, 故 这 上 个 横 坐 标 之 和 也 是 0. 
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3.79 设 &>i 为 自然 数 , 试 证 不 能 在 上 xR 的 方 格 表 中 填 人 数 1， 
2,…,&“, 使 得 每 行 和 每 列 数 之 和 都 是 2 的 方 寡 . 
(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ]， 车 不 然 , 设 将 1,2,…, 驻 填 人 表格 后 最 小 的 行 和 是 2 , 则 有 


2 汪 1 寺 2 十 … 十 二 Sk(kE+1). 
因为 表 中 所 有 数 之 和 为 
1+2+… 十 到 一 方 人 2( 包 二 1 ) ， 


故 应 有 2 方 急 (如 + 1). 
当 上 为 奇数 时 , 方 k?(k? + 1) 亦 为 奇数 ,当然 不 能 被 2* 整除 ; 当 


为 偶数 时 ,k? + 1 为 奇数 ,于 是 应 有 2* | > 始 . 但 这 时 又 有 
广 刀 < AT+ 1 C2 
韦 盾 . 

3*80 给 定 m 十 nn 个 正 数 a1,a2,，…,a,,01,5;，,… ,6b, 生 满 中 al 二 
az+…%+an=bi+pb+…+b. 试 证 可 以 在 关 行 2 列 的 方 格 表 中 至 
多 填 人 m+ n 一 1 个 正 数 而 其 他 方 格 中 均 填写 0, 使 得 第 i 行 的 所 有 数 
之 和 等 于 ai ,而 第 上 列 的 所 有 数 之 和 等 于 纪 . 

(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 1] 对 于 m+ 应 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 +n = 2, 即 对 
1 x 1 的 表格 ,结论 显然 成 立 . 设 当 m+n 志 上 时 ,命题 结论 成 立 , 则 当 m 
+ 三 有 +1 时 ,不 妨 设 ai = minlalaz av bp 二. 我们 把 
它 填 人 表 中 左上 角 的 方 格 并 划 掉 第 一 行 ,于 是 剩 下 一 个 (mm -1) xz 的 
方 格 表 . 对 此 方 格 表 及 cm…,anya 一 a1;,6;，,…,D; 来 解 同样 的 题目 ， 
应 用 归纳 假设 即 知 命题 结论 成 立 ( 若 5b1 - ai = 0, 则 只 要 再 去 掉 第 一 列 
方 格 就 可 以 了 ). 

[证 2] 令 dL=ar+az+…+an 二 bi1+ b+… +b, 并 取 一 条 
长 度 为 d 的 线段 AB. 在 AB 内 取 xmm - 1 个 点 并 染 成 红色 ,使 它们 将 AB 
分 成 的 m 有 段 的 长 度 依次 为 a ,a2，…,a,. 再 在 AB 内 取 n -1 个 点 并 染 
成 蓝 色 ,使 它们 将 AB 分 成 的 n 段 的 长 度 依次 为 上 ,5b,,…,b, .将 红 蓝 分 
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ow 路 


点 放 在 一 起 ,它们 至 多 有 m+ n - 2 个 不 同 的 点 ,将 线段 AB 分 成 至 多 
m + n 一 1 条 小 线段 .对 于 这 些小 线段 中 的 每 一 条 ,如 果 它 是 第 ; 条 红 
端点 线段 与 第 j 条 蓝 端点 线段 相交 而 成 , 则 把 表示 它 的 长 度 的 正 数 十 
入 表 中 第 i 行 7 列 的 方 格 中 .容易 看 出 ,这 种 填 数 法 满足 题 中 要 求 . 

3.81 ”在 各 个 方向 均 为 无 限 的 方 格 纸 的 每 个 正方 形 小 格 中 都 写 
十 一 个 自然 数 ,使 得 数 n 恰 出 现 n 次 . 问 该 怎样 写 ,才能 使 得 相 邻 ( 指 有 
一 条 公共 边 ) 两 小 格 中 的 数 的 差 的 最 大 值 达 到 最 小 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 因为 写 有 ! 的 方 格 共 有 4 个 邻 格 ,而 整个 表 中 只 有 两 个 方 
格 写 有 2, 故 在 1 的 邻 格 中 一 定 有 至 少 为 3 的 数 , 故 所 求 的 最 大 值 的 最 
小 值 至 少 为 2. 

右 图 中 , 粗 实 线 画 出 的 十 字 线 将 方 
格 表 分 成 4 个 直角 形 部 分 .在 左下 和 右上 
两 部 分 中 依次 填写 奇数 ,在 左上 和 右 下 
两 部 分 中 依次 填写 偶数 , 则 填 数 法 满足 
题 中 要 求 且 相 邻 两 格 中 的 两 数 之 差 的 最 
大 值 为 2. 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 值 为 2. 图 中 
所 示 的 填 数 法 即 可 实现 最 小 值 为 2. 

3:82 设 点 O 是 凸 nw 边 形 
AiA2…A; 内 部 一 点 ,连结 OA1,OA;,,，…, OA, .将 从 1 到 的 自然 数 以 
某 种 顺序 分 别 标 在 n 边 形 的 条 边 上 ,对 线段 OA1,OA,,*…,0OA, 也 照 
此 办 理 . 

(1) 试 对 n = 9 给 出 一 种 标 数 法 ,使 得 在 每 个 三 角形 人 AOA;, (i 
= 1,2,…,9,Ajo = AY) 的 3 条 边 上 所 标 整数 之 和 都 相等 

(2) 求 证 对 n = 10 不 存在 满足 (1) 中 要 求 的 标 
数 法 . 





(第 18 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 

[ 解 ] 右 图 中 的 标 数 法 便 满 足 题 中 要 求 ， 
其 中 每 个 三 角形 的 3 边 标 数 之 和 都 是 15. 

当 n = 10 时 ,10 个 三 角形 的 30 条 边 的 标 
数 总 和 为 
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S=31+12+. +10)= 3 x 当 x10x11 

”= 165. z 
每 个 三 角形 3 边 标 数 之 和 为 16.5, 它 不 是 整数 , 故 不 可 能 实现 . 

3.83 用 数 0 和 1 组 成 的 有 限 数列 ai ,a,,… ,a 满足 如 下 条 件 :对 
于 由 0 到 | 六 1 的 每 个 整数 ,ajassl 二 a3Qap42 十 十 ayia 都 是 奇数 . 

{1) 对 于 n = 25, 试 写 出 这 样 的 数列 . 

(2) 试 证 对 于 某 个 nx > 1000, 存 在 这 样 的 数列 . 

(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 记 A, = faryasy eal 及 pi(A,) = ace +adery t+ 
+ akan .在 数列 al ,a,,… ,a, 的 下 面 写 上 后 错位 的 同一 数列 并 将 上 
下 两 数 相 乘 再 相 加 , 即 得 pp .显然 ,A4 = 11,1,0,1| 就 是 n = 4 时 满足 
条 件 的 数列 . 

下 面 用 数列 A,, , A, 来 构造 新 数列 A， = 4,04, ,其 中 !/ = (2 - 
Dn-《(m 一 1) = 2mn 一 mn 一 n++1; 具 体 办 法 是 用 在 A,, 后 面 接 上 7 
一 1: 个 0 这 样 的 数列 去 代替 A, 中 的 每 一 个 1 ,而 用 27m -1 个 0 的 数列 
去 代替 A, 中 的 每 一 个 零 , 并 把 所 得 数列 的 最 后 wm - 1 个 零 去 掉 . 

在 用 上 述 方法 计算 p; (Aj) 时 , 当 上 下 两 行 错开 & 位 时 ,上 一 行 中 
的 一 个 A 块 仅 与 下 一 行 中 的 一 个 A,, 块 相 遇 . 故 当 & = (2m -1)g+ 
r 或 者 k& = (2m -1)g-r,0<rm-1,0<gn-1 时 ,p,(A,) 
= ps(A,): P,(A,,): 由 此 可 知 数列 A, = A;0A,, 也 满足 题 中 的 要 求 . 

特别 当 pi = n = 4 时 ,Ass = As0As. 于 是 有 

Azs = 11,1,0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1}. 
此 外 ,A2s0Azs 的 项 数 为 2 x 25? - 50 + 1 = 1201, 这 就 是 (2) 中 所 求 的 
数列 ， 

3:84 ”MO 牌 足 球 由 奉 干 块 多 边 形 皮 块 用 3 种 不 同 颜色 的 丝线 缝 
制 而 成 , 它 有 以 下 特点 : 

(1) 任 一 多 边 形 皮 块 的 一 条 边 恰 与 男 一 多 边 形 皮 块 的 同样 长 的 一 
条 边 用 一 种 颜色 的 丝线 缝合 ; 


(2) 足球 上 每 一 结 点 ,恰好 是 3 个 多 边 形 的 公 革 顶点 ,每 一 结 点 的 3 
条 锋线 的 颜色 都 互 不 相同 : 


试 证 可 以 在 MO 牌 足球 的 每 一 结 点 上 放置 一 个 不 等 于 1 的 复数 ， 
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所 1 渡 





Se 史 入 


使 得 每 一 多 边 形 的 所 有 顶点 上 放置 的 复数 的 乘积 都 等 于 1. 
(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 

[证 切 ” 设 3 种 颜色 是 红 , 黄 , 蓝 并 令 红 , 黄 , 蓝 色 锋线 分 别 对 应 于 
复数 1,e 和 = ,egm .于 是 足球 上 的 每 一 多 边 形 皮 块 的 边 都 放置 了 一 个 复 
数 .考察 足球 上 的 任 一 结 点 .显然 , 按 红 , 黄 , 蓝 的 顺序 , 它 只 能 是 左旋 与 
右 旋 两 种 情形 之 一 : 





注意 到 
2 . 4 了 
cc Te 4 
1 i TX 1 4 和 2 i 
e3 e3 e3 e3 


我 们 在 左旋 结 点 放置 复数 e3” ,在 右 旋 结 点 放置 复数 eo” , 便 满足 题 中 
要 求 . 

事实 上 ,对 于 任 一 多 边 形 皮 块 A1A，…A, ,其 顶点 是 右 旋 排列 的 ， 

设 它 的 顶点 放置 的 数 为 a; , 边 对 应 的 数 为 B.,i = 1,2,…,n, 便 有 

BiB.B 

“1 "Bb Bl Bt 

[证 2] 将 红 , 黄 , 蓝 3 色 缝 线 分 别 对 应 于 0,1,2, 并 将 结 点 像 证 1 

中 那样 分 为 左旋 和 右 旋 两 种 .对 于 任 一 多 边 形 皮 块 AAA， , 设 它 有 

个 左旋 结 点 和 xm 个 右 旋 结 点 .当道 时 针 观 察 时 ,从 一 边 越过 右 ( 左 ) 旋 

结 点 到 下 一 条 边 时 ,对 应 的 数 增加 了 2(1)(mod 3). 当 走 遍 一 周 时 ,就 
得 到 





1. 


k+2m 兰 00mnod 3). 
现 将 左旋 和 右 旋 结 点 分 别 放置 复数 eS" 和 em ,并 记 顶 点 A, 放置 
的 复数 为 a, 时 , 便 有 


Ql * ay 


3.85 ”在 不 透明 的 正方 体 的 每 个 面 上 都 写 上 1 个 自然 数 . 如 果 正 


. ,4 二 
a, = 和 ci 3 一 po3T(kt2m) 二 1. 
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方 体 的 某 些 面 可 以 同时 看 到 , 则 记 下 写 在 这 些 面 上 的 目 然 数 之 和 . 
(1) 求证 可 以 在 立方 体 的 各 个 面 上 写 上 自然 数 ,使 上 述 的 各 个 和 
数 互 不 相同 ; 
(2) 当 所 有 这 些 和 数 都 互 不 相同 时 , 求 这 些 和 数 中 最 大 和 数 的 最 
小 值 . - 
(第 32 届 乌克兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,可 以 同时 只 看 到 1 个 面 ,可 以 看 到 具 
有 1 条 公共 楼 的 两 个 面 或 同时 看 到 具有 1 个 公共 顶点 | 
的 3 个 面 . 因此 共 可 得 到 26 个 和 数 . 当 在 各 面 所 写 的 数 [sz 3] 
如 右 图 所 示 时 ,容易 验证 ,所 得 的 26 个 和 数 各 不 相同 ， 
日 其 中 最 大 的 和 数 为 26. 因为 所 有 这 些 和 数 都 是 自然 
数 , 故 知 最 大 的 和 数 必 不 小 于 26. 故 知 最 大 和 数 的 最 小 值 为 26. 
3.86 ”在 一 张 无 限 大 的 方 格 纸 的 每 个 小 方 格 中 都 填 有 一 个 实数 . 
给 定 两 个 各 由 有 限 多 个 小 方 格 构成 的 图 形 G, 和 G,. 这 两 个 图 形 都 可 
以 沿 着 网 格 线 移动 整数 个 方 格 .已 知 对 于 图 形 Gi 的 任何 位 置 ,被 它 所 
盖 住 的 所 有 小 格 中 的 实数 之 和 都 是 正 的 .求证 存在 G; 的 一 个 位 置 ,使 
得 被 它 所 盖 住 的 所 有 小 格 中 的 实数 之 和 也 是 正 的 . 
(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 设 图 形 Gi 和 0G, 分 别 有 m 和 nn 个 方 格 并 将 G| 的 方 格 编号 
为 1,2,…,m ,将 G; 的 方 格 编号 为 1 ,2,… ,nn. . 
将 图 形 G; 放 在 方 格 纸 上 , 设 它 盖 住 的 jw 个 方 格 中 的 实数 依次 为 
al,al,…,a,. 将 图 形 Gz 也 放 在 方 格 纸 上 并 移动 G; 使 G, 上 的 工 号 方 
格 与 G 的 1 号 方 格 重合 .然后 平移 G1, 使 G| 的 1 号 方 格 与 G, 的 2 号 
方 格 重合 ,并 记 这 时 G; 所 盖 住 的 六 个 方 格 中 的 实数 依次 为 af ,az ,…， 
az .继续 移动 Cl, 依次 使 G 的 1 号 方 格 重合 于 G; 的 第 3,4,… ,7 号 方 
格 ,并 记 依 次 盖 住 的 xm 个 方 格 中 的 实数 为 
al,a9y ,a ,i = 3,4,.…,n. 
” 按 已 知 有 
Qi + ay+ e+ ab >0,7 = 1,2,.,n. Q® 


将 中式 对 zz 求 和 ,得 到 
Y、 yu > 0. 
Fe Fe 
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交换 求 和 次 序 ,可 得 
2 > > 0. @ 


中 的 好 个 位置 都 从 好 罗 大 因 开 人， 的 个 位 置 所 由 (2) 式 恰 汽 明 图 形 
G2 的 m 个 位 置 所 盖 住 的 实数 之 和 的 和 数 为 正 , 从 而 mx 个 和 数 中 至 少 
有 1 个 为 正 数 .这 就 完成 了 证 明 . 

3:87 能 否 在 9x9 方 格 表 的 81 个 方 格 中 分 别 填 人 自然 数 1,2， 
…,81 ,每 格 中 填 1 个 数 , 使 得 表 中 每 个 3x3 正 方形 中 所 填 的 9 个 数 之 
和 都 相等 ? : 

(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 从 3 阶 幻 方 出 发 进行 行 的 轮换 ,可 得 左上 数 表 , 其 中 每 个 3 
x3 正 方形 中 所 填 的 9 个 数 之 和 都 是 45. 

将 左上 数 表 绕 正方 形 中 心 逆 时 针 旋转 90 ,得 到 右上 数 表 ,显然 ,其 
Tn 3x3 ER 9 机 | 


2 a 
站 
6|4|9|2|13|15|7| 


Han 
41912 










































注意 ,在 上 一 一 数 表 中 填 有 相同 
数 的 每 9 个 方 格 中 ,下 一 数 表 中 恰 
好 填 有 互 不 相同 的 9 个 自然 数 . 反 
之 亦 然 . 这 样 一 来 , 当 我 们 令 '9 x9 
正方 形 中 的 每 个 方 格 都 对 应 于 它 在 
两 个 数 表 中 所 填 的 两 个 数组 成 的 有 
序数 对 时 ,就 在 9 x 9 正方 形 的 81 
个 方 格 与 集合 
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i(a,b)|a,b=1,2,..,9| 
之 间 建 立 了 一 个 双 射 . 

现在 填 一 个 新 的 9x9 数 表 ,原则 是 在 对 应 于 (a ,5) 的 方 格 中 填 数 
9a+0-9. 这 时 ,每 个 3x3 正 方形 中 的 9 个 数 之 和 都 是 45x10-9x9 
= 369. 

3:88 在 2000 x 2600 方 格 表 的 每 个 小 方 格 中 都 写 有 +1 或 -1, 且 
表 中 所 有 数 之 和 非 负 ,求证 可 从 表 中 选 出 1000 行 与 1000 列 ,使 得 填 在 
它们 互相 相交 之 处 的 方 格 中 的 所 有 数 之 各 不 小 于 1000. 

(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[证 ] 由 于 表 中 所 有 数 之 和 非 负 , 故 必 有 一 行 数 之 和 非 负 ,从 而 这 行 
数 中 至 少 有 1000 个 + .不 妨 设 这 一 行 的 前 1000 个 数 都 是 + 1. 

现 将 数 表 中 由 前 1000 列 和 后 1000 列 所 分 别 构成 的 两 个 2000 x 
1000 的 数 表 记 为 A 和 B. 再 以 Al 表示 数 表 A 中 行 和 较 大 的 1000 行 
所 成 的 数 表 , 而 将 A 中 行 和 较 小 的 1000 行 所 成 的 数 表 记 为 A,. 如 果 
Ai 中 所 有 数 之 和 不 小 于 1000, 则 结论 已 经 成 立 . 设 A| 中 所 有 数 之 和 
小 于 1000. 由 于 Al 中 行 和 最 大 的 一 行 的 和 数 为 1000, 所 以 A; 中 行 和 
最 小 的 一 行 的 和 数 为 负 . 从 而 A; 中 每 行 数 之 和 都 是 负 的 .由 于 1000 
个 土 1 之 和 必 为 偶数 ,所 以 A, 中 每 行 数 之 和 都 不 大 于 -2. 这样 一 来 ， 
数 表 A 中 所 有 数 之 和 

Sa<1000+(-2)x1000= -1000. 

由 于 整个 数 表 中 所 有 数 之 和 非 负 ,所 以 数 表 B 中 所 有 数 之 和 大 于 
1000. 再 将 数 表 B 中 行 和 较 大 的 1000 行 和 行 和 较 小 的 1000 行 所 分 别 
构成 的 数 表 记 为 Bl 和 B，. 

(1) 硅 B; 中 每 行 数 之 和 均 非 正 , 则 B, 中 所 有 数 之 和 非 正 .从 而 B) 
中 所 有 数 之 和 不 小 于 B 中 所 有 数 之 和 ,当然 大 于 1000. 这 表明 BI 满足 
题 中 要 求 . 

(2) 吞 B2 中 行 种 最 大 的 一 行 数 之 和 为 正 , 则 B| 中 每 行 数 之 和 都 
是 正 数 ,当然 总 和 不 小 于 1000. 这 也 表明 Bi 满足 题 中 要 求 . 

3"89 在 100x25 的 长 方形 方 格 表 的 每 一 格 中 都 填 和 人 一 个 非 负 实 
数 ,第 i 行 ; 列 中 填 人 的 数 为 x (i=1,2,…,100;j =1,2,…,25)( 如 表 
1) .然后 将 表 1 每 列 中 的 数 按 由 大 到 小 的 次 序 从 上 到 下 重新 排列 为 
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证 1 小 








量 h a 
和 h 昌 
严 ” - 
之 1001 | 之 1002 之 10025 之 1001| 1002 之 10025 
表 1 表 2 


Xj 字 X2j 守 100j 1J = 1],2,-.…,25, 
( 见 表 2). 求 最 小 的 自然 数 & ,使 得 只 要 表 1 中 填 人 的 数 满足 


25 
Szxj<1,i=1,2,.…,100, 
则 当 ;过 时 ,在 表 2 中 就 能 保证 。 
25 
Er <1 














(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 上 & 的 最 小 值 为 97. 


取 
中 当 4(j -1) +1 委 ; 委 4)， 
Xij = 1 j=1,2,.…,25. 
刘 , 其 他 处 ， 
于 是 有 2xy=0+ 汉 X24= 1,i=1,2,…,100. 这 表明 这 组 |x; | 满足 题 
中 要 求 . 重 排 后 有 
1 
， 77， 当 1] 委 ;和 96， 
| 3 " j=1,2,.…,25. 
0， 当 97 过 ;过 100， 
这 时 有 Zz j=25x 二 = 为 >1i= 1,2,…,96. 可 见 , 所 求 的 上 的 最 小 
值 衬 97. 


男 一 方面 , 表 2 的 后 3 行 中 共有 75 个 数 , 它 们 来 自 表 1 中 的 100 
行 .由 抽 民 原理 知 必 有 表 1 中 的 某 行 数 , 它 的 25 个 数 全 在 表 2 的 前 97 
行 中 .从 而 表 2 中 的 第 97 行 数 全 都 不 大 于 这 一 行 中 相应 的 数 , 故 表 2 
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中 的 第 97 行 数 之 和 不 大 于 1. 这 表明 后 4 行 中 每 行 数 之 和 都 不 大 于 1. 
即 有 = 97 满足 要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 & 的 最 小 值 为 97. 

3.90 ”一 个 n xX 的 和 矩阵 (正方 形 数 表 ) ,如果 它 的 元 素 全 都 取 自 
集合 S= 11,2,…,2n 一 11, 且 对 于 每 个 i=1,2,…,n, 它 的 第 i 行 与 第 
i 列 中 的 所 有 元 素 合 起 来 恰好 是 S 中 的 所 有 元 素 , 则 称 它 为 “ 银 和 矩阵 ”. 
求证 , 

(i) 不 存在 n = 1997 阶 的 银 矩 阵 ; 

(ii) 有 无 限 多 个 n € N ,使 得 存在 n 阶 银 矩阵 . 

i (第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 

[证 ] 人 设 >1 且 存 在 阶 银 和 矩阵 和 A, 由 于 S 中 的 2n 一 1 个 数 
都 要 在 A 中 出 现 , 而 A 的 主 对 角 线 上 只 有 个 元 素 , 故 必 存 在 mES 
不 在 A 的 主 对 角 线 上 出 现 . 填 

对 于 i=1,2,…,n, 记 和 矩阵 A 的 第 ; 行 和 第 ; 列 中 的 所 有 元 素 连 | 长 
同位 置 合 起 来 所 构成 的 集合 为 A; , 称 为 第 i 个 十 字 架 .于 是 由 A 为 银 是 
矩阵 可 知 ,m 在 每 个 A; 中 恰 出 现 一 次 , 且 不 在 主 对 角 线 上 . 设 m 位 于 
矩阵 A 的 第 i 行 7 列 (天 四, 则 mmEA,mEAi. 于 是 可 把 十 字 架 4, 与 
A; 配 成 一 对 .这 样 一 来 ,矩阵 的 个 十 字 架 可 以 按 包 含 同 一 个 m 而 两 
两 配对 ,所 以 n 必 为 偶数 .由 于 1997 为 奇数 , 故 不 存在 1997 阶 的 银 矩 


阵 . 
(ii) 对 于 n=2, 易 见 

a=( | 

3 1 

为 一 个 银 和 矩阵 .对 于 n=4, 和 矩阵 


所 1 深 





1] 2 3 6 
3 1 7 
A= > 
46 1 2 
7 4 3 1 


为 一 个 银 和 矩阵 . 
一 般 地 ,如果 存在 n 阶 银 矩阵 A, 它 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 是 1， 
则 可 以 按照 如 下 方式 构造 2 阶 银 矩阵 DD: 
p= (2 2 
C A 
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其 中 B 是 一 个 n 阶 和 矩阵 , 它 是 通过 把 A 的 每 个 元 素 都 加 上 2n 得 到 
的 ,而 C 则 是 把 B 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 换 成 2n 而 其 他 元 素 不 动 而 
得 到 的 . 和 

”事实 上 , 当 i 志 n 时 , 乞 阵 门 的 第 i 行 和 第 7 列 的 所 有 元 素 是 由 人 
的 第 i 个 十 字 架 以 及 B 的 第 i; 行 和 C 的 第 i 列 元 素 组 成 的 .这 时 ,A 的 
第 i 个 十 字 架 的 元 素 为 11,2,…,27 一 1 而 B 的 第 i 行 与 C 的 第 i 列 的 
元 素 则 是 12n ,2n 二 +1,…,4n 一 14. 同 理 可 证 当 i>n 时 也 是 如 此 .可 
见 ,矩阵 DD 确 为 银 和 矩阵 .这 表明 对 所 有 n=24(&=1,2,…) 都 存在 着 
阶 银 和 矩阵 . 

3.91 求证 存在 无 穷 多 个 自然 数 n ,使 得 可 将 1,2,…,3n 这 3n 

个 自然 数列 成 3xn 的 数 表 | 


dl 42 1 
b! ba n 
Ci C2 Cn 
满足 下 列 两 个 条 件 
(Da+b+c=az+b+c=…=ar+ 思 +cr 且 为 6 的 倍数 ; 


(ii)jast+azt +a, = 06+6+ 二 b=c1+cy+… 十 c, 月 为 6 
的 倍数 . 
(第 12 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 

[证 1 将 满足 题 中 要 求 的 所 有 自然 数 wn 所 成 的 集合 记 为 S, 于 
是 只 须 证 明 S 为 无 穷 集 合 . 设 n€ S, 于 是 由 (i) 和 (ii) 知 ,存在 S$,z6E 
NN ,使 得 


广 3n(37 +1)=6Sn, 方 3m(3n +1)= 18z, 


37 二 =49， n(3n+1)=121, 
2 三 1(mod 4), 2 王 0(mod 3). 
由 此 可 得 
n=12k+9,k=0,1,2,.…. 
先 看 n=9 的 情形 .这 时 令 
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1 2 3|] /0 6 3 f 人 8 6 
31 
3 12) 630) (9 42 
易 见 , A; 的 行 和 与 列 和 都 是 15 并 且 9 个 元 素 恰 为 1,2,…，,9. 记 a(3) 
=(1,8,6),8(3)=(5,3,7),y(3)=(9,4,2) 并 令 
a(3) B(3)+18 7yY(3)+9 
Ao = 18(3)+9 7(3) a(3)+18 
7(3)+18 a(3)+9 B(3) 








1] 8 6 23 21 25 18 13 11 
14 12 16 9 4 2 19 26 24 
27 22 20 10 17 15 5 3 7 
于 是 A 的 27 个 元 素 恰 为 1,2,…,27 且 各 列 之 和 均 为 15+9+18= 
和 ,各 行 之 和 均 为 3xX(15+9+18)=126. 由 此 可 知 ,9€S. 

设 ES, 和 住 证 9mES. 因 为 mE€ 5S, 故 可 将 1,2,…,3m 写成 3X 
m 的 数 表 A,, ,使 得 每 列 之 和 均 为 6u ,每 行 之 和 均 为 6v, 其 中 、vE€ 
N. 现 将 A,, 的 3 行 分 别 记 为 a(m) ,BCm),Y(m) ,并 构造 A;,, 如 下 : 

al(m) Blm)+Om Ylm)+3m 

B(m)+3m Yl(m) a(m)+6m 
yY(m)+6m a(m)+3m Bl(m) 
其 中 8B(m)+3nm 表示 将 B(nm) 中 的 每 个 元 素 都 加 上 37 ,其 他 记号 类 
似 . 易 见 ,A;,,, 中 的 9m 个 元 素 恰 为 1,2,…,9m 且 每 列 之 和 都 是 6u + 
9m ,每 行 之 和 都 是 18v + 9m7. 

将 A;3;, 的 3 行 分 别 记 为 a(3m),B(3m),yY(3m), 并 构造 3 x 9 
的 数 表 Ao,, 如 下 : 








A 


3 

















a(3m) Bl(3m)t+1l8m YY(3m)+9m 
Ao = | Bl(3m)+9m 7Y(3m) a(3m)+18m |. 
yY(3m)+1l8m a(3m)+9m B(3m ) 


于 是 A 的 27m 个 元 素 丛 为 1,2,…,27m 且 每 列 之 和 都 是 6u + 
36m ,每 行 之 和 都 是 3(18v+9m”)+3m(18m +9n1)=54v + 108n7, 
二 者 都 是 6 的 倍数 . 故 得 9mE S. 由 数学 归纳 法 知 
1% 1 E NICS. 
由 此 即 知 ,S 为 无 穷 集 合 . 
{证 2] 往 证 
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9 吵 党 


112k+9|k 寺 2(mod 9)1CS. 的 
设 &E2(mod 9), 记 和 =4&R+3. 首 先 将 1,2,…,3m 写成 如 下 的 
3Xm 数 表 A,,: z 


] 4 7 10 1 12k—2 12k+1 12k+4 12k+7 
An= | 6R+3 12k1+8 Ok+2 128+3… 6R+1IL 5 6k+8 2 
12gk+9 6k+3 12g8+6 6k : 6 Ek+9 3 Gk+6 


其 中 第 1 行 数 是 以 3 为 公差 的 等 差 数 列 ; 第 2 行 的 奇数 号 数 与 偶数 号 
数 分 别 为 以 一 3 为 公差 的 等 差 数 列 ; 第 3 行 的 奇数 号 数 与 个 数 号 数 也 
分 别 为 以 一 3 为 公差 的 等 差 数 列 . 易 见 , A,, 的 每 列 之 和 都 等 于 18& + 
15, 第 2 行 数 之 和 为 (4k +3)(6k +5)= 广 m(3m + 1); 第 1,3 两 行 数 
之 和 分 别 汶 (4k+3)(6k+4) 和 (4k + 3)(6k +6). 

下 面 调 整 A,, ,使 得 调整 只 在 同 列 中 进行 且 调 整 之 后 3 个 行 和 相 
等 ”| 
因为 二 2(mod 9), 所 以 /= 二 (2&+5) 为 正 整 数 .由 于 A 的 第 
1 行 数 是 首 项 为 1 ,公差 为 3 的 等 差 数 列 , 所 以 其 第 27 项 为 

a21=1+3(21 -1)=61-2= 人 (hk+1). 

又 因 A,, 的 第 3 行 的 偶数 号 项 C;,C4,…,C,_ 1 构成 一 个 首 项 C, = 6 
+3, 公 差 为 -3 的 等 差 数 列 , 所 以 有 

C=6k+3—3(1- 1)=6k+6- 全 (2k+5)= 广 (16k+ 13). 


Ca ~ a21=3 (12k+9)=4k+3. 
由 此 可 知 ,只 要 在 A,, 中 对 换 &2 与 C2 的 位 置 , 即 可 使 A,, 的 3 个 行 和 
全 都 相等 ,其 值 为 (4 + 3)(6A+ 5) = 地 (3m +1). 在 这 个 调整 之 下 ， 
A 的 列 和 保持 不 动 ,仍然 都 是 18& + 15. 


将 变化 之 后 的 3 x m 数 表 记 为 B,, 并 将 它 的 3 行 数 分 别 记 为 
a(m) ,BCm),Y(m). 然 后 ,构造 3xX3m =3x(12k+9) 的 数 表 4;。 如 


下: 


at ni) Blm)+om Ym)+3m 
A3 = 1 Pm) + 3m Ylm) a(m)+om | ， 
7Y(p)+6m a(p)+3m Blm ) 
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于 是 A， 的 所 有 元 素 恰 为 1,2,…,3x(128&+9), 其 各 列 之 和 均 为 18k 


+ 15+9n = 54k + 42, 各 行 之 和 均 为 六 n (3n+1)+6m’ +3m’= 


m(9m+1)=6(4k+3)(9k+7). 显 然 , 列 和 与 行 和 都 是 6 的 倍数 ,这 
就 完成 隐 式 的 证 明 . 

3.92 在 正方 体 的 每 个 顶点 上 各 标 上 一 个 互 不 相同 的 且 然 数 ,在 
它 的 每 条 棱 上 都 标 上 它 的 两 个 端点 所 标的 两 个 自然 数 的 最 大 公约 数 . 
问 能 和 否 适 当 标 数 ,使 得 顶点 上 所 标的 各 数 之 和 等 于 棱 上 所 标的 各 数 之 
和 ? 证 明 你 的 结论 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 无 法 实现 . 
夺 不 然 , 设 8 个 顶点 上 的 数 已 经 标 好 ,a 和 4 是 其 中 一 条 棱 的 两 个 


端点 所 标的 自然 数 且 a >5. 于 是 有 (a,6) 志 5,(a,6) 达 如， 由 此 可 得 


(a,b)<e3 ® 
正方 体 的 12 条 楼 组 成 12 个 形 如 @ 式 的 不 等 式 .不 难看 出 , 当 且 仅 当 
12 个 形 如 国 式 的 不 等 式 都 变 为 等 式 时 ,所 标的 数 满足 题 中 的 要 求 . 因 
式 化 为 等 式 时 , 必 有 a = 2 , 即 大 数 是 小 数 的 2 倍 . 
考察 从 标 有 数 a 的 顶点 发 出 的 3 条 楼 的 另 3 个 顶点 , 设 它 们 标的 
自然 数 分 别 为 ,c,d. 于 是 由 前 段 分 析 知 5,c ,4 都 只 能 取 乞 与 24 这 
两 个 不 同 值 之 一 .由 抽 层 原理 知 6,c ,a 这 3 个 数 中 必 有 两 个 相等 .了 巴 
盾 . 
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4.1 在 正方 体 上 标 出 所 有 顶点 和 各 面 中 点 ,并 引出 所 有 面 上 的 
对 角 线 .试问 能 否 沿 着 这 些 对 角 线 上 的 线段 走 遍 所 有 标 出 的 点 ,并 且 经 
过 每 个 点 恰好 一 次 ? 

(第 37 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 易 见 , 当 沿 着 对 角 线 上 的 线段 走时 , 总 是 交替 走 过 顶 点 和 
面 的 中 点 ,所 以 走 过 的 顶点 数 和 中 点 数 顶 多 差 1 个 .但 是 正方 体 有 8 个 
顶点 而 只 有 6 个 面 , 故 知 不 能 走 过 所 有 标 出 的 点 且 经 过 每 点 恰好 一 次 . 

4.2 7 个 点 间 连 有 和 条 互 不 相交 的 线段 ,使 得 从 任何 一 点 出 发 ， 
都 可 以 沿 着 线段 到 达 其 他 任何 点 且 不 存在 由 两 条 不 同 路 径 连结 的 两 个 
点 .求证 m= 二 nn-1. 

(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克,1961 年 ) 

[证 1] 我 们 把 个 点 中 的 一 个 点 称 为 “ 根 ”, 并 令 其 余 7 一 1 点 中 
的 每 点 都 对 应 于 从 “ 根 ” 通 往 该 点 的 路 径 的 最 后 一 条 线段 , 则 这 个 对 应 
是 除 “ 根 ”之 外 的 一 1 点 到 m 条 线段 的 一 个 双 射 . 

实际 上 ,因为 从 根 到 其 余 每 点 都 只 有 一 条 路 径 , 故 这 个 对 应 是 单 值 
的 , 即 它 为 一 个 映射 .如 果 有 两 个 点 A 和 B 对 应 于 同一 条 线段 , 则 这 条 
线段 只 能 是 AB, 从 而 导致 从 “ 根 ” 通 往 A 和 B 各 有 两 条 不 同 路 径 ,此 与 
已 知 予 盾 , 故 知 这 一 映射 是 单 射 .如 果 有 线段 CD ,使 其 端点 C 和 DD 都 
不 对 应 于 它 , 则 C 和 DD 都 不 是 “ 根 ”, 否则 另 一 端点 一 定 对 应 于 CD. 婚 
然 C 和 DD 都 不 是 根 ,于 是 从 “ 根 ” 到 C 的 路 径 再 接 上 CD 变 为 到 厂 的 又 
一 条 路 径 , 从 而 从 “ 根 ” 到 D 有 两 条 不 同 路 径 ,矛盾 .这 说 明 映 射 还 是 满 
射 ,从 而 是 双 射 .由 此 即 得 = nn 一 1. 
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[证 2] 关于 点 数 nx 用 数学 归纳 法 来 证 明 

当 ? = 2 时 ,显然 m = 工 即 本 题 结论 成 立 . 设 命题 于 = 时 成 
也 ， 当 n=k+l 时 , 设 图 中 连 有 mi 条 线段 . 告 ni 汪 k++ 1, 则 图 中 必然 
有 圈 . 从 而 导致 圈 上 的 任何 两 点 间 都 至 少 有 两 条 不 同 的 路 径 相 连结 ,此 
与 已 知 矛 盾 . 故 知 mm 过 上 . 

按 已 知 , 图 中 每 点 都 至 少 引 出 一 条 线段 , 即 每 点 度数 都 不 小 于 
1( 参 看 附录 ). 另 一 方面 , 因 mm 迄 有 ,2m 过 2k < 2(4 + 1), 所 以 由 抽 必 
原理 知 必 有 一 点 A 的 度数 不 大 于 1. 可见 ,4(A)= 1. 

从 图 中 去 掉 点 A 及 由 它 引 出 的 惟一 一 条 线段 , 则 余下 的 & 点 间 连 
有 m -1 条 线段 且 仍 然 满足 题 中 的 条 件 . 由 归纳 假设 知 m -1 = 一 1， 
即 pi = 上 = 二 (k+1) 一 1. 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

4.3 ” 设 有 一 个 有 侦 数 条 楼 的 多 面体 , 试 证 可 以 在 它 的 楼 上 标 上 
箭头 ,使 对 这 个 多 面体 的 每 个 顶点 ,指向 它 的 箭头 都 有 偶数 个 . 

z (第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 使 用 “扰动 构造 法 ”. 首先 将 多 面体 的 每 条 棱 都 任意 地 标 上 
箭头 .因为 共有 偶数 个 箭头 , 故 奇数 顶点 ( 即 有 奇数 个 箭头 指向 它 的 顶 
点 ) 的 个 数 为 偶数 . 沿 多 面体 的 棱 取 一 条 连结 两 个 奇数 顶点 的 折线 并 


改变 折线 的 每 条 线段 上 的 箭头 的 方向 , 则 折线 端点 的 两 个 奇数 顶点 变 . 


成 偶数 顶点 ,而 折线 中 间 顶 点 的 奇偶 性 不 变 . 可 见 , 这 次 操作 使 奇数 顶 
点 的 个 数 减少 2. 显然 ,经 有 限 次 操作 后 , 即 可 使 所 有 顶点 都 变 成 偶数 

4.4 ”在 平面 上 给 定 "个 点 ,它们 之 间 连 有 mm (m 二 |) 条 
线段 ,求证 :存在 互 不 相同 的 点 列 Vo, Vi 3 "*, V,, 使 得 对 于 ] ? < Dl, 
点 Vi_ | 与 W 之 间 都 有 给 定 线段 连结 

(捷克 和 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 我们 周 定 m ,对 ”使 用 数学 归纳 法 . 
(1) 当 = 2m + 1 时 ,此 时 
mn = "nD = Cs?. 

mn 条 线段 恰好 是 ” 点 中 任何 两 点 间 都 有 一 条 线段 ， 从 而 结论 显然 成 
I. 

(2) 假设 = 上 之 2m + 1 时 ,结论 成 立 , 我 们 证 明 当 w= 六 +1 时 ， 
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结论 也 成 立 . 

若 点 中 存在 一 点 A ,由 它 引 出 的 线段 数 不 超 过 m 条 .由 于 此 时 共 
连结 

mn 一 m(k+1)= km+m 

条 线段 ,所 以 除 A 点 外 余下 的 个 点 中 间 至 少 连 有 zmk 条 线段 .于 是 由 
归纳 假设 ,结论 成 立 . 

若 点 中 没有 一 点 引出 的 线段 数 不 超 过 芭 , 即 ”点 中 的 每 一 点 引 
出 的 线段 数 都 不 少 于 mx + 1, 这 时 可 构造 所 需要 的 点 列 如 下 : 任 取 一 已 
知 点 Vo, 然 后任 取 一 个 与 Vo 有 连 线 的 点 作为 V1. 因为 m 之 1, 所 以 除 
了 Vo 之 外 ,还 有 与 Vi 连 线 的 点 , 取 其 中 的 一 点 为 Vi , 设 这 样 取 下 去 ， 
直到 友 为 止 . 

若 p 达 mx, 则 V， 除 与 前 个 点 有 至 多 p 条 连 线 之 外 ,还 有 线 与 其 
他 点 相连 ,于 是 又 可 选 出 V,,1 点 满足 要 求 ,出 现 巴 盾 . 

所 以 pp 之 m ,这样 就 得 到 了 所 和 需要 的 点 列 .从 而 当 n = 上 有 +1 时 , 结 
论 成 立 . 即 对 nn 实 2m + 1, 结 论 均 成 立 . 

4-5 ”在 平面 给 出 一 个 由 1991 个 点 组 成 的 集合 EF,E 中 的 每 点 都 
至 少 与 下 中田 外 1593 个 点 间 有 线段 相连 结 , 求 证 下 中 必 存 在 6 点 ,它们 
两 两 之 间 都 有 线 相连 . 

又 问 是 否 存在 1991 个 点 ,它们 中 的 每 点 都 至 少 与 另外 1592 个 点 间 
有 线段 相连 ,但 任何 6 点 中 至 少 有 两 个 不 相连 的 点 ? 

(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 

[证 ] 首先 ,在 玉 中 取 两 个 有 线 相连 的 点 A| 和 A,. 因 为 中 不 与 
Ai,A; 相连 的 点 至 多 各 有 1990 - 1593 = 397 个 ,所 以 在 E11Al,A,| 
中 与 A1,A; 两 点 均 有 线 相 连 的 点 至 少 有 1989 - 397 x 2 = 1195 个 .在 
其 中 任 取 一 点 A;. 同 理 可 知 , 在 EAi,A;,A3| 中 ,与 Al,A,,A; 均 
有 线 相连 的 点 至 少 有 1194 - 397 = 797 个 .从 中 任 取 一 点 4, .又 因 在 巨 

-1Ai,A;,A3,A4| 中 ,与 A1,A,,A;3,As 均 有 线 相连 的 点 至 少 有 796 

一 397 = 399 个 , 故 可 从 中 选取 一 点 45. 并 且 在 除 点 4; 之 外 的 398 个 与 
Al,A;,A;3,As 均 有 线 相连 的 点 中 ,至 少 有 一 点 Ag 与 4; 间 有 线 相 连 . 
显然 ,1Al,As,A;,As,As,Ae! 这 6 点 便 满 足 题 中 要 求 . 

此 外 ,将 1991 个 给 定点 分 成 5 组 ,5 组 中 的 点 数 分 别 为 398 ,398， 
398 ,398 ,399. 同 组 的 任何 两 点 间 不 连 线 , 异 组 的 任何 两 点 间 都 连 1 条 
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线 .于 是 每 点 至 少 连 出 398x4 = 1592 条 线 . 可见, 这 种 连 线 法 满足 题 中 
第 2 问 的 条 件 .但 是 ,对 于 任何 6 个 给 定点 ,由 抽 懂 原理 知 其 中 必 有 两 点 
属于 同一 组 ,于 是 这 两 点 间 没 有 连 线 .这 表明 题 中 第 2 问 中 要 求 的 点 集 
是 存在 的 . : 

4-6 ”在 是 多 边 形 中 作出 若干 条 对 角 线 ,使 得 其 中 任何 两 条 都 不 
在 形 内 相交 (从 同一 顶点 可 以 连 出 不 止 一 条 对 角 线 ). 求 证 多 边 形 至 少 
有 两 个 顶点 没有 连 出 任何 一 条 对 角 线 . 

(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] ”我们 来 证 明 一 个 加 强 命题 ;在 本 题 条 件 下 ,在 对 角 线 将 原 
多 边 形 所 分 成 的 多 边 形 中 ,总 有 两 个 多 边 形 , 每 个 多 边 形 的 边 中 , 恰 有 
一 条 边 是 对 角 线 .显然 ,如 果 这 个 命题 成 立 , 因 为 这 两 个 多 边 形 中 已 无 
连 出 的 对 角 线 , 故 凡 与 这 条 对 角 线 边 不 相 邻 的 顶点 都 是 原 多 边 形 的 顶 
点 且 不 引出 任何 对 角 线 ,从 而 原 命题 成 立 . 

现在 就 用 归纳 法 来 证 明 这 一 加 强 命题 . 设 对 角 线 条 数 为 n. 当 nn = 
1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 n = 上 时 成 立 . 当 n = +1 时 ,我 们 设 
想 第 上 + 1 条 对 角 线 是 后 加 进去 的 . 按 归 纳 假设 , 当 有 上 条 对 角 线 时 ,有 
两 个 多 边 形 MI 和 AM2 ,二 者 的 边 中 都 只 有 一 条 是 对 角 线 . 当 引 出 第 上 + 
1 条 对 角 线 时 ,由 于 任何 两 条 对 角 线 在 形 内 不 交 , 故 它 至 多 为 Mi ,M， 
之 一 的 一 条 对 角 线 . 如 果 它 既 不 在 Mi 也 不 在 M; 中 ,结论 显然 成 立 . 否 
则 , 设 它 为 MI 的 一 条 对 角 线 ,于 是 它 把 MI 分 成 两 个 多 边 形 . 易 见 ,二 
者 之 一 只 有 一 条 边 是 对 角 线 ,就 是 这 条 新 对 角 线 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

4.7” 设 Pi,P,,…,PP, 为 平面 上 的 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 
线 , 在 它们 之 间 连 结 m 条 线段 ,使 得 任何 4 点 中 均 有 3 点 构成 一 个 三 角 
形 , 即 其 每 两 点 之 间 都 有 连 线 , 求 m 的 最 小 值 . 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 当 把 Pi,Py,…' ,P| 这 nn 一 1 点 中 的 任何 两 点 间 都 连 1 条 
线 时 , 共 连 C1 条 线 且 这 种 连 线 法 显然 满足 题 中 要 求 , 故 知 所 求 的 最 
小 值 不 大 于 Cs 1. 

男 一 方面 , 设 点 已 ， ;PP 之 间 无 线段 相连 ,于 是 其 余 -2 点 中 的 任 
何 两 点 间 都 有 线 相连 . 否则, 必 有 3 去 ; < j 委 ,使 点 P; 与 P 之 间 无 
线 相连 ,于 是 4 点 1Pi,P: ,已 ,Pi+ 不 满足 题 中 要 求 ,矛盾 .此 外 ,对 任意 
3 委 工 委 7 点 己 至 少 与 P,P; 之 一 点 间 有 线 相 连 . 否则 又 将 导致 4 点 
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不 满足 题 中 要 求 .这 样 ,满足 题 中 要 求 的 一 组 连 线 的 条 数 不 少 于 
C2 +n~2= Ci. 

综 上 可 知 ,m 的 最 小 值 为 CI 

4.8 ”在 图 上 任 取 n(n >2) 个 点 ,并 在 每 两 点 之 间 连 一 条 线段 .能 
和 一 笔画 出 所 有 这 些 线段 ,使 得 第 1 条 线段 的 终点 为 第 2 条 线段 的 起 
点 ,第 2 条 线段 的 终点 为 第 3 条 线段 的 起 点 , 依 此 下 去 ， 直到 最 后 一 条 线 
段 的 终点 与 第 1 条 线段 的 起 点 相 重 合 ? 

. (波兰 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 ] 我 们 将 2 个 给 定点 的 集合 记 为 S, ,并 把 顶点 都 在 S, 中 且 满 
足 题 中 要 求 的 折线 记 为 L,. 

设 对 于 某 个 2 之 3, 满 足 要 求 的 折线 二 ,存在 .于 是 当 我 们 一 笔画 出 
这 条 折线 时 , 沿 折线 方向 走向 某 顶 点 与 离开 此 顶点 的 次 数 同样 多 , 故 对 
每 个 顶点 引出 的 线段 条 数 必 为 偶数 , 即 n - ! 为 偶数 ,” 为 奇数 .由 此 可 
知 , 当 为 偶数 时 ,L, 不 存在 . 

下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 当 n 为 奇数 时 ,L, 存在 .这 时 , 记 n = 
2m 二 1. 当 zx 二 1 时 ,nn = 3. 以 3 个 给 定点 为 顶点 的 三 角形 即 为 所 求 . 
设 命题 于 m = 上 一 1 时 成 立 . 当 m= 名 时 ,n = 2k +1. 设 这 2k+ 1 个 
给 定点 依次 为 A1, A,,…, A261,Az4 ,Azp+1. 先 看 前 2k -1 个 点 的 集合 
S24-1. 由 归纳 假设 知 这 时 上 > 存在 ,不 妨 设 这 条 折线 的 起 点 和 终点 都 
是 Al. 对 于 集合 Sy441 及 其 每 两 点 间 的 连 线 来 说 ， 上 面 的 折线 上 ,| 中 
未 出 现 的 线段 如 下 : 

AsAj, j= 1,2,,2k—1, 
Azar1Ahj,j = 1,2,.… ,2k. 

我 们 将 它们 首尾 相 接 排列 如 下 ; 

AAA2A21A3A2KA4A2T1AS A A dt1A!, 
并 记 这 条 封闭 折线 为 天 . 易 见 ,将 Li 与 接 起 来 即 得 满足 要 求 的 折 
线 Lerl, 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

” 综 上 可 知 , 当 且 仅 当 2” 为 不 小 于 3 的 奇数 时 , 题 中 的 要 求 是 可 以 实 

现 的 . 

4.9 ”在 10 x 10 的 方 格 纸 上 有 11 条 水 平 网 格 线 和 11 条 竖 直 网 格 
线 , 连 结 同 一 直线 上 的 相 邻 两 个 结 点 的 线段 称 为 “ 链 节 ”. 问 最 少 需 要 擦 
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去 多 少 条 链 节 ,才能 使 得 每 个 结 点 处 都 至 多 剩 有 3 条 链 节 ? 
(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 将 右 图 中 带 点 的 链 节 去 掉 便 满 
足 题 中 要 求 , 而 图 中 带 点 的 链 节 共 有 41 条 ， 
故 知 所 求 的 最 小 值 不 超过 41. 
男 一 方面 , 方 格 纸 的 内 部 共有 81 个 结 
点 ,每 个 都 有 4 条 链 节 ,所 以 每 点 都 至 少 要 擦 
掉 1 条 链 节 方 能 满足 要 求 . 每 条 链 节 连 着 两 
个 结 点 , 故 至 少 要 擦 去 41 条 链 节 . 
综 上 可 知 , 最 少 要 擦 去 41 条 链 节 . 
4.10 已 知 平面 上 有 m 个 点 ,将 其 中 某 些 点 间 连 上 线段 ,使 得 
个 点 都 与 /个 点 连 有 线段 , 问 ! 可 以 取 怎 样 的 值 ? 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 每 点 至 多 连 出 m - 1 条 线段 且 当 每 点 连 出 ! 条 线段 时 , 整 


个 图 中 恰 有 -> ml 条 线段, 故 ml 必 为 偶数 .可 见 , 每 点 都 连 出 / 条 线段 

的 必要 条 件 是 ! < m 且 ml 为 偶数 .下 面 我 们 来 证 明 这 也 是 充分 条 件 . 
将 m 个 点 从 1 到 m 编号 ,并 依次 排列 在 一 

个 圆 上 使 之 将 圆周 x 等 分 . 当 ! 为 偶数 时 ,对 于  ， m 

任 一 给 定点 ,都 将 它 与 沿 圆 弧 与 它 距 离 不 超过 


广 的 每 点 之 间 连 一 条 线段 , 则 每 点 恰好 连 ! 条 


线 ,满足 题 中 要 求 . 若 ! 为 奇数 , 则 m 为 偶数 .这 
时 ,: 一 1 为 偶数 ,于 是 像 上 面 一 样 地 可 使 每 点 都 


连 出 1 -1 条 线段 . 因 m 为 偶数 , 故 圆 上 的 个 点 可 分 成 分 组 ,每 组 的 
两 点 都 是 对 径 点 .因而 只 要 把 每 组 两 点 间 连 一 条 线 就 行 了 . 

4:11 ”在 空间 中 给 出 了 8 个 点 ,其 中 任何 4 点 不 共 面 ,它们 之 间 连 
有 17 条 线段 ,每 条 线段 的 两 个 端点 都 是 它们 中 的 点 .求证 

(1) 这 些 线段 至 少 构成 1 个 三 角形 ; 

(2) 这 些 线段 所 构成 的 三 角形 的 个 数 不 少 于 4 个 . 

(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] (1) 铬 不然 , 设 8 点 中 引出 线段 条 数 最 多 的 一 点 是 A , 它 共 
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引出 上 条 线段 AB,,i = 1,2,…, 上 ,于 是 1B1,B,,…,B,| 之 间 没 有 连 线 . 
其 余 的 7 一 点 中 每 点 至 多 引出 上 条 线段 , 故 8 点 间 的 线段 总 数 不 超 过 
k+(7-k)k = (8—- kk 16, 

此 与 已 知 矛 盾 , 故 知 这 些 线段 至 少 构成 1 个 三 角形 . 

(2) 设 人 ABC 是 这 些 线段 所 构成 的 一 个 三 角形 ,由 点 A,B,C 向 
其 余 5 点 所 引 的 线段 条 数 分 别 为 na ,px .于 是 与 人 ABC 有 一 条 公 
共 边 的 三 角形 的 个 数 至 少 为 n4 + ng + nc 一 5. 

如 果 wa + np + nc 之 8, 则 连同 人 ABC 一 起 至 少 有 4 个 三 角形 . 

如 果 ma + np + nc = 7, 则 连同 全 ABC 一 起 至 少 有 3 个 三 角形 .但 
当 把 A,B,C 3 点 去 掉 后 ,其 余 5 点 间 有 7 条 线段 .7 条 线段 有 14 个 端 
点 , 故 由 抽 展 原理 知 其 中 必 有 1 点 至 多 引出 两 条 线段 .再 把 这 点 去 掉 ， 
余下 4 点 间 至 少 有 5 条 线段 ,当然 至 少 构成 两 个 三 角形 . 故 这 时 至 少 有 
5 个 不 同 的 三 角形 . 

如 果 ma + n+ 和 6, 则 当 把 4A,B,C 3 点 去 掉 后 ,其 余 5 点 间 至 
少 有 8 条 连 线 .在 5 个 点 ,每 两 点 之 间 都 连 1 条 线 的 图 形 中 ,共有 10 条 线 
段 和 由 它们 构成 的 10 个 三 角形 ,每 条 线段 恰 为 3 个 三 角形 的 公共 边 . 因 
此 ,从 10 条 线段 中 去 掉 两 条 , 即 当 5 点 间 有 8 条 连 线 时 ,至 少 有 4 个 三 角 

综 上 可 知 ,8 点 间 连 有 17 条 线段 时 ,这 些 线段 至 少 构成 4 个 三 角 
形 . 

4.12 考虑 空间 2 个 点 的 集合 (n > 1), 设 它们 之 间 至 少 用 n? + 
1 条 线段 相连 ,证 明 至 少 形成 一 个 三 角形 .并 证 明 , 对 于 每 个 nn, 若 2n 个 
点 用 n“* 条 线段 相连 , 则 可 能 有 不 形成 任何 三 角形 的 情形 发 生 . 

(第 16 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1956 年 ) 

[证 ] (1) 用 记号 下 表示 命题 

TT :者 22 个 点 由 至 少 n* + 1 条 线段 连结 , 则 形成 一 个 三 角形 . 

我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 工 ,. 

设 A,B,C,D 四 点 至 少 由 22+1 = S 条 线段 连结 ,因为 4 点 中 每 两 
点 相连 恰 连 出 C4 = 6 条 线段 ,因此 至 多 还 有 两 点 没有 连 线 , 设 为 AB， 
于 是 BCD 便 形成 一 个 三 角形 .所 以 T 为 真 . 

假设 Ti 为 真 , 即 对 2k 个 点 ,连接 ?+ 1 条 线段 , 必 有 一 个 三 角形 . 
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给 定 2(& + 了) 个 点 ,它们 至 少 有 (& + 1)”+ 1 条 线段 相连 

令 A 与 B 是 连 有 线段 的 两 点 ,又 令 6 是 其 余 2k 个 点 的 集合 . 

设 6 的 p 个 点 与 4A 连结 ,而 6 的 g 个 点 与 B 连结, 车 p+ gq > 2k， 
则 6 中 的 某 个 点 C 既 与 A 连结 ,又 与 B 连结 ,此 时 ABC 就 是 一 个 三 角 

若 p+ g 太 2k, 则 至 多 有 2k + 1 条 线段 以 A 与 B 为 端点 ,并 且 至 
少 在 6 中 有 

(k+1)+1— (2k8+1)=k +1 

条 线段 连结 ,由 归纳 假设 ,6 中 的 某 三 点 构成 一 个 三 角形 . 

于 是 Tj| 为 真 . 

由 以 上 ,对 n > 1 的 自然 数 ,人 工 为 真 . 

(2) 把 2x 个 点 分 成 两 个 集合 S 和 下 ,使 它们 各 含有 ”个 元 素 , 若 S 
中 的 每 一 点 与 了 中 的 每 一 点 连结 , 则 恰好 连 出 n? 条 线段 ,此 时 不 能 形 
成 一 个 三 角形 . 

4.13 ”在 平面 上 给 定 一 个 由 n(n > 3) 个 点 组 成 的 点 集 S ,其 中 任 
何 3 点 不 共 线 .又 设 自 然 数 & < .求证 

(1) 如 果 & 委 了 ,那么 S 中 每 点 都 可 用 线段 与 S 中 的 另外 至 少 & 个 
点 相连 ,使 得 这 些 线段 中 的 任何 3 条 都 不 构成 三 角形 . 

(2) 如 果 A > -> ,并 且 S 中 的 每 点 都 用 线段 与 S 中 的 另外 至 少 & 个 
点 相连 , 则 这 些 线段 中 一 定 可 以 找 出 3 条 ,它们 构成 一 个 三 角形 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 将 集合 S 分 成 两 个 子 集 U 和 V, 当 为 偶数 ,nw = 2m 时 ， 
使 |1U|=1V|i= mi; 当 n= 2m+1 时 ,使 |U|=m,|lVi=p+t+l. 
然后 在 不 同 组 的 任何 两 点 之 间 连 一 条 线段 . 易 见 ,这 种 连 线 法 满足 (1) 
中 的 条 件 .但 显然 其 中 任何 3 条 线段 都 不 构成 三 角形 . 

再 证 (2). 任 取 1 条 已 知 线段 AB. 从 点 A 和 B 都 至 少 引出 k 条 线段 ， 
除 掉 AB 之 外 ,两 点 至 少 共 向 其 余 n - 2 个 点 引出 2& - 2 条 线段 .因为 


k> 了 ,所 以 2k 一 2 > n -2, 故 知 这 2& -2 条 线段 中 必 有 两 条 是 引 向 


同一 点 C, 即 人 ABC 的 三 边 都 是 已 知 线段 . 
4.14 设 空 间 中 有 2n(n 宇 2) 个 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 ,它们 
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之 间 连 有 n* + 1 条 线段 ,求证 这 些 线段 必 能 构成 两 个 有 公共 边 的 三 角 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1987 年 ) 

[证 ] : 当 = 2 时 ,n”+1=5, 即 4 点 间 连 有 5 条 线段 ,当然 构成 
两 个 有 公共 边 的 三 角形 . 可见, 命题 于 n = 2 时 成 立 . 

设 命题 当 n = 上 时 成 立 . 当 nn = 有 +1 时 , 设 AB 是 任 一 条 线段 ,并 
把 由 A,B 向 其 余 点 所 引出 的 线段 条 数 分 别 记 为 a 和 4. 

(1) 设 有 线段 AB ,使 得 a + 6 之 2k + 2. 于 是 在 除了 A,B 之 外 的 
2& 点 中 ,至 少 存在 两 点 C 和 万 ,使 线段 AC, BC ,AD ,BD 都 存在 .这 时 ， 
全 4BC 和 全 ABD 即 为 一 对 有 公共 边 的 三 角形 . 

(2) 设 有 线段 AB ,使 得 a + 6 过 2k. 于 是 去 掉 A 和 B 时, 其余 的 2k 
点 间 至 少 连 有 k* + 1 条 线段 .由 归纳 假设 即 知 必 存 在 两 个 有 公共 边 的 
三 角形 . 

(3) 符 对 已 给 线段 中 的 任 一 条 线段 AB, 都 有 a + 65 = 2k + 1, 则 对 
固定 的 线段 AB ,存在 一 点 C, 使 人 ABC 存在 . 记 由 A,B,C 向 其 余 2& 
1 个 点 引出 的 线段 条 数 分 别 为 a ,5 ,ec , 则 

a+b =b +c =e +a =2k-1. 
从 而 有 
2(a +b +c)= 6k— 3, 
其 中 左 端 为 偶数 而 右 端 为 奇数 ,矛盾 .这 意味 着 (1),(2) 两 种 情形 至 少 
有 一 种 成 立 , 从 而 知 命题 于 nx = 有 + 1 时 成 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

4.15 ” 设 在 空间 中 给 定 2n(n 宇 2) 个 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 

它们 之 间 连 有 n“+ 1 条 线段 , 则 这 些 线段 至 少 构成 n 个 不 同 的 三 角形 . 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 当 n=2 时 ,n+1=5,4 点 间 连 有 5 条 线段 , 恰 构 成 两 个 
三 角形 , 即 命题 成 立 . 

设 命 题 于 n = 上 时 成 立 , 当 nn = + 1 时 ,我 们 先 来 证 明 这 时 至 少 
存在 1 个 三 角形 . 

设 AB 是 一 条 已 知 线段 并 记 由 A,B 向 其 余 2k 个 点 所 引出 的 线段 
条 数 分 别 为 a 和 5。. 

(1) 车 a+b 之 2k+1, 则 存在 点 C 蜡 于 A 和 B, 使 线段 AC ,BC 都 
存在 ,从 而 存在 人 ABC 
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(2) 车 a + 5 志 2k, 则 当 把 A,B 两 点 除去 后 ,余下 的 2& 个 点 间 至 
少 连 有 如 + 1 条 线段 ,于 是 由 归纳 假设 知 至 少 存在 一 个 三 角形 . 

设 和 人 ABC 是 这 些 线段 所 构成 的 三 角形 之 一 ,由 4 ,B,C3 点 向 其 余 
2k - 工 点 引出 的 线段 数 分 别 为 a,B,Y. 

(3) 若 a + B+7Y 守 3k 一 1, 则 恰 以 AB,BC,CA 三 者 之 一 为 一 边 的 
三 角形 至 少 有 大 个 ,再 加 上 原来 的 人 ABC 即 至 少 有 k + 1 个 三 角形 . 

(4) 若 ac+8+7y 委 3 -2, 则 ac+p8,8+7y,7y+a 3 个 数 中 至 少 
有 1 个 不 大 于 2k - 2. 不 妨 设 e+ 8 过 2 一 2. 于 是 当 把 A,B 两 点 除去 
后 ,余下 的 2k 点 间 至 少 还 连 有 k* + 1 条 线段 .于 是 由 归纳 假设 知 它们 至 
少 构成 个 三 角形 .再 加 上 人 ABC 即 至 少 有 k + 1 个 三 角形 ,命题 于 ? 
二 来 二 1 有 时 成 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

4*16 ” 设 在 空间 中 给 定 6 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 . 求 最 小 正 整 
数 ,使 当 在 给 定 6 点 间 连 结 10 条 线段 时 ,总 可 找 出 不 同 的 n 对 三 角 
形 ,使 得 每 对 中 的 两 个 三 角形 都 有 一 条 公共 边 . 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 在 右 图 中 有 6 个 顶点 和 10 条 线 , 其 中 恰 
有 两 对 三 角形 ,每 对 的 两 个 三 角形 恰 有 一 条 公共 边 . 

由 此 可 见 , 所 求 的 最 小 正 整 数 n 志 2. 

下 面 我 们 来 证 明 在 6 点 间 连 有 10 条 线 时 ,总 存 
在 两 对 三 角形 ,每 对 的 两 个 三 角形 都 有 一 条 公共 边 . 

设 Al 是 引出 线段 条 数 最 多 的 一 点 . 因 6 点 共 引 出 20 
条 线段 , 故 由 抽 懂 原理 知 点 Al 引出 的 线段 条 数 pz 之 4. 

(1) 阁 m = 5, 则 其 他 5S 点 间 还 有 5 条 线段 .5 条 线段 分 别 与 点 Ai 
构成 一 个 三 角形 ,共有 5 个 三 角形 .5 条 线 有 10 个 端点 ,它们 都 是 1A。，， 
A3,A4,As,Ae| 中 的 点 ,至 少 重复 $ 次 .因而 至 少 有 5 对 有 公共 边 的 三 
角形 . 

(2) 阁 m= 4, 不 妨 设 AiAs 不 存在 . 设 4 点 A;,A;3,As,As 之 间 共 
有 条 线段 , 则 下 2. 

若 & = 2, 则 44:,45A3,A4A544 ,AAA; 都 存在 .从 而 至 少 有 两 对 
各 有 一 条 公共 边 的 三 角形 . 

格 !3,4 点 间 的 3 条 线 至 少 有 两 个 公共 端点 (可 以 重合 ), 从 而 至 
少 有 两 对 各 有 一 条 公共 边 的 三 角形 . 
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综 上 可 知 ,在 6 点 间 连 有 10 条 线段 时 ,总 有 两 对 各 有 一 条 公共 边 的 
三 角形 .所 以 ,所 求 的 最 小 正 整数 nx = 2. 

[ 解 2] 由 解 1 开 头 的 例子 知 , 只 须 再 证 当 6 点 间 连 有 10 条 线段 
时 ,总 存在 两 对 三 角形 ,每 对 的 两 个 三 角形 都 有 一 条 公共 边 . 

设 点 A 是 引出 线段 数 最 多 的 一 点 , 则 它 至 少 引 出 4 条 线 . 设 这 4 条 
线段 的 另 4 个 端点 为 1A,,A;3,As,Asl, 则 这 4 点 间 至 少 有 1 条 线段 ,从 
而 图 中 必 有 一 个 三 角形 . 记 这 个 三 角形 为 人 ABC ,并 设 它 的 3 个 顶点 向 
另外 3 点 所 引 的 线段 条 数 分 别 为 ec ,p,c. 因 为 另 3 点 1D,E,E+ 之 间 至 
多 3 条 连 线 ,所 以 a+b+c 实 4. 

(1) 若 a + 65+c 实 5, 则 这 些 线 段 的 男 外 的 端点 至 少 有 两 对 重合 ， 
从 而 至 少 形成 两 对 各 有 一 条 公共 边 的 三 角形 . 

(2) 车 a + b+c = 4, 则 这 4 条 线段 的 男 4 个 端点 至 少 有 一 对 重合 . 
从 而 构成 一 个 与 人 ABC 有 公共 边 的 三 角形 .但 这 时 和 DEF 存在 , 同 理 
知 存在 一 个 三 角形 与 人 DEF 有 一 条 公共 边 .这 就 证 明了 当 6 点 间 连 有 
10 条 线段 时 ,总 有 两 对 三 角形 ,每 对 的 两 个 三 角形 都 有 一 条 公共 边 .所 
以 ,所 求 的 最 小 正 整数 n = 2. 

4-17 设 Al,As,A;3,As,A;,As 是 平面 上 的 6 点 ,其 中 任何 3 点 
都 不 共 线 . 

(1) 如 果 这 些 点 之 间 任 意 连结 13 条 线段 ,求证 其 中 必 存 在 4 点 . 它 
们 两 两 之 间 都 有 线段 相连 结 ; 

(2) 如 有 果 这 些 点 之 间 只 连 有 12 条 线段 ,请 你 夯 出 一 个 图 来 ,使 (1) 
中 的 结论 不 成 立 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 

[证 ] 如 果 6 点 中 的 每 两 点 之 间 都 连结 一 条 线段 , 则 共有 15 条 线 
段 . 现 有 13 条 线段 , 即 缺 少 两 条 连 线 . 这 两 条 线 的 连 法 有 下 列 两 种 情 
形 : 

(i 缺少 的 两 条 线段 有 公共 端点 ,不 妨 设 为 和 4 
AiA; 和 AlA;; 

ij) 缺少 的 两 条 线段 无 公共 端点 ,不 妨 设 为 4 A 
AjA; 和 A;As. 

无 论 哪 种 情形 , | A;,As,As,A614 点 中 的 两 机 
两 之 间 都 有 连 线 . 
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其 次 , 右 图 所 示 的 6 点 间 连 有 12 条 线段 .点 对 | Ai,As),|A,,As}， 
1A;,As| 之 间 没 有 连 线 .因为 从 6 点 中 任 取 4 点 时 ,上 述 3 对 顶点 中 至 
少 有 1 对 包含 在 4 点 中 ,而 这 两 点 间 没 有 连 线 , 即 (1) 中 的 结论 不 再 成 
1. ， 

4*:18 已 知 凸 多 边 形 被 它 的 不 相交 的 对 角 线 前 分 成 若干 个 三 角 
形 ,使 得 多 边 形 的 每 个 顶点 都 是 奇数 个 三 角形 的 顶点 ,求证 多 边 形 的 边 
数 能 被 3 整除 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 1] 我 们 对 边 数 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 mn = 3 时 ,命题 显 
然 成 立 .而 当 nn = 4,5 时 ,命题 的 条 件 不 可 能 被 满足 .可 见 ,命题 于 3 二 
n < 5 时 成 立 . 

设 命题 于 3 和 过 < (上 之 6) 时 命题 成 立 . 当 = 时, 设 凸 上 边 
形 为 A1A，… 和 Ai. 不 难看 出 ,在 将 上 同上 边 形 分 成 的 诸 三 角形 中 , 必 有 一 
个 三 角形 的 3 个 顶点 是 凸 上 边 形 的 连续 3 个 顶点 ,不 妨 设 为 人 AA A,. 

既然 鸟 & 边 形 的 每 个 顶点 都 是 奇数 个 三 角形 的 顶点 ,所 以 每 个 顶 
点 所 引出 的 对 角 线 条 数 都 是 偶数 .因此 ,从 项 
点 A; 发 出 的 对 角 线 除 AzA, 外 ,还 有 其 他 对 角 
线 , 记 其 中 与 AAA 夹 角 最 小 的 一 条 为 A,A,. 
由 于 ArAzA; 中 没有 从 A; 发 出 的 对 角 线 ,而 
所 有 对 角 线 又 把 边 形 分 成 三 角形 , 故 或 者 A， 
为 A 1, 或 者 对 角 线 AiA; 存在 . 若 为 前 者 , 则 
Ai 为 两 个 三 角形 的 顶点 ,此 与 已 知 矛盾 , 故 只 能 为 后 者 . 

考察 多 边 形 A,A3…A; 和 AjAj,1…Al. 在 多 边 形 ,A,A3…A; 中 ,从 
顶点 A,,A;3,…,Aj-.1 发 出 的 对 角 线 条 数 都 是 偶数 ,而 多 边 形 中 所 有 项 
点 所 发 出 的 对 角 线条 数 之 和 为 偶数 (每 条 对 角 线 计数 两 次 ), 所 以 顶点 
A 所 发 出 的 对 角 线 条 数 也 为 偶数 .于 是 凸 (7 ~ 1) 边 形 A,A;…A, 满足 
题 中 的 条 件 . 同 理 可 证 , 西 (-7+1) 边 形 AA…A4 也 满足 题 中 的 条 
件 .于 是 由 归纳 假设 便 得 3|1(7 一 1),3|(k 一 ;+ 1). 从 而 有 31&, 这 就 
完成 了 归纳 证 明 . 

[证 2] 为 证 本 题 ,我 们 先 给 出 如 下 的 引 理 . 

引 理 。 如 果 上 是 多边形 被 一 些 条 直线 分 成 车 干部 分 , 则 可 以 用 两 种 
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颜色 为 每 一 部 分 都 除 上 一 种 颜色 ,使 得 任何 有 公共 边 相 邻 的 两 部 分 都 
涂 有 不 同 颜色 . 

用 数学 归纳 法 很 容易 证 明 这 个 引 理 ,这 里 从 上 略 . 

由 上 述 引 理 知 ,可 将 凸 多 边 形 被 剖 分 成 的 每 个 三 角形 都 涂 上 黑白 
两 色 之 一 ,使 得 任何 两 个 相 邻 的 三 角形 都 涂 有 不 同 的 颜色 . 因为 每 个 顶 
点 都 是 奇数 个 三 角形 的 顶点 ,所 以 按 自然 顺序 来 看 ,第 1 个 三 角形 与 最 
后 一 个 三 角形 涂 有 相同 的 颜色 .由 此 可 知 , 凡 有 一 条 边 与 凸 多 边 形 的 边 
重合 的 三 角形 都 涂 有 相同 的 颜色 ,不 妨 设 为 黑色 . 

注意 , 凸 多 边 形 的 每 条 对 角 线 都 既是 黑 三 角形 的 一 条 边 , 又 是 白 三 
角形 的 一 条 边 . 因为 所 有 黑 三 角形 的 边 数 是 3 的 倍数 ,所 有 白 三 角形 的 
边 数 也 是 3 的 倍数 ,从 而 多 边 形 的 边 数 作为 黑 三 角形 边 数 与 白 三 角形 
边 数 之 差 ,也 是 3 的 倍数 . 

4.19 ” 惠 n 边 形 及 n -3 条 在 形 内 互 不 相交 的 对 角 线 组 成 的 图 形 
称 为 一 个 剖 分 图 .求证 当 且 仅 当 3| 2 时 ,存在 一 个 剂 分 图 是 可 以 一 笔画 
的 图 ( 苑 可 以 从 一 个 预 点 出 发 ,经 过 图 中 各 线段 恰好 一 次 ,并 在 最 后 回 
到 出 发 点 ). 

(第 $ 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1990 年 ) 

[证 ] 因为 n ~ 3 条 在 形 内 互 不 相交 的 对 角 线 将 凸 n 边 形 分 成 n 
-2 个 内 部 互 不 相交 的 小 区 域 而 每 个 小 区 域 的 内 角 和 都 不 小 于 x 及 凸 
n 边 形 的 内 角 和 为 (2 - 2)r, 故 每 个 小 多 边 形 区 域 的 内 角 和 都 是 x, 即 
剂 分 图 中 的 每 个 小 多 边 形 都 是 三 角形 . _ 

先 证 必要 性 .首先 指出 ,用 数学 归纳 法 容易 证 明 , 可 以 将 章 分 图 中 
的 每 个 三 角形 区 域 都 涂 上 黑白 两 色 之 一 ,使 得 有 公共 边 相 邻 的 任何 两 
个 三 角形 都 涂 有 不 同 的 颜色 . 

设 我 们 已 按 上 述 要 求 将 剖 分 图 涂 好 了 黑白 两 色 . 因为 剖 分 图 中 的 
所 有 线段 可 以 一 笔画 出 ,所 以 从 每 个 顶点 所 引出 的 线段 数 都 是 偶数 ,从 
而 每 个 顶点 都 是 奇数 个 三 角形 区 域 的 公共 顶点 .因此 ,以 原 多 边 形 的 边 
为 外 边界 的 三 角形 区 域 涂 有 相同 的 颜色 .不妨 设 它们 都 涂 有 黑色 . 另 一 
方面 , 襄 分 多 边 形 所 用 的 每 条 对 角 线 都 是 两 种 不 同 颜色 的 区 域 的 公共 
边 , 所 以 , 若 记 黑 三 角形 个 数 为 mm , 白 三 角形 个 数 为 mm , 便 有 

n= 3mil — 3m). 


可 见 3| 72. 
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再 证 充分 性 . 记 n = 3m. 当 m= 1 时 , 山 n 
边 形 为 三 角形 ,当然 可 以 一 笔画 出 ,结论 成 立 . 设 
当 zz = 上 时 结论 成 立 . 当 my = 上 +1 时 , 设 上 同 3( 
+ 1) 边 形 是 AIA……A3kr3， 连结 AlA3x， 
AiA312sA3rA3s12， 并 考察 上 屿 3k 边 形 
AiA2…Aa: 由 归纳 假设 知 这 个 凸 3& 边 形 存 在 
一 个 可 以 一 笔画 出 的 痢 分 图 .作出 此 剖 分 图 再 加 上 其 余部 分 图 形 ,就 得 
到 凸 3(& + 1) 边 形 的 一 个 剖 分 图 . 容易 看 出 ,每 个 顶点 都 引出 偶数 条 
线 ,因而 它 是 可 以 一 笔画 出 的 图 .实际 上 ,只 要 按 下 面 的 画 法 即 可 画 出 : 

| 41 一 AM 一 AS 一 AI 一 AR 一 Arl 
一 43 一 A 一 按 凸 38 边 形 的 画 法 . 

4.20 ”在 空间 中 给 定 9 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 .在 9 点 则 连结 

若干 条 线段 ,使 图 中 不 存在 四 面体 . 问 图 中 最 多 有 多 少 个 三 角形 ? 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 将 9 点 均 分 成 3 组 :14 AAA AAA7 ,As， 
Ao| ,并 在 属于 不 同 组 的 每 两 点 之 间 都 连 一 条 线 , 则 这 些 连 线 不 构成 四 
面体 但 共 构 成 27 个 三 角形 .可 见 , 所 求 的 三 角形 数目 的 最 大 值 不 小 于 
27. 

以 下 证 明 若 图 中 有 28 个 三 角形 , 则 必 有 四 面体 .为 证 此 ,我 们 先 证 
如 下 的 引 理 . 

引 理 ”在 空间 中 给 定 n 个 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 . 如果 在 连结 


“了 若干 条 线段 后 图 中 不 存在 三 角形 , 则 连 线条 数 至 多 为 [ 艺 | 


引 理 的 证 明 ”我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 当 个 点 间 连 有 |[ 艺 ]+ 
1 条 线 时 ,这 些 连 线 至 少 构成 1 个 三 角形 . 当 n = 3,4 时 ,命题 显然 成 
立 . 设 命题 于 = 2 -1 时 成 立 , 当 n = 2k 时 ,| 纪 ]+1= 如 + 二 


2k 点 间 连 有 k* + 1 条 线段 ,它们 共有 2k* + 2 个 端点 .因为 
2&2 +2 .1 
2k | 到 
故 知 必 有 一 点 A 至 多 引出 上 条 线段 .去 掉 点 4, 余下 的 2& 一 1 点 间 至 少 
还 有 
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kl(k—-1)+1= | 
条 线段 .由 归纳 假设 知 它们 至 少 构成 1 个 三 角形 , 即 mn = 2k 时 命题 成 
立 . 当 二 2k+1 时 ,| Ce 二 二 |+1= (4k+1)+1, 即 2k+1 点 间 


有 k(k +1) + 1 条 线 .这 些 线段 共有 2k(k + 1) + 2 个 端点 .因为 


2k(R+1)+t2 k+2 
2k+1 2k+1’ 


故 知 必 有 一 点 A 至 多 引出 有 条 线 .去 掉 点 A ,其 余 的 2& 点 间 至 少 有 k? 
+ 1 条 连 线 .于 是 它们 至 少 构成 1 个 三 角形 , 即 命 题 对 n = 2k + 1 成 立 . 
从 而 由 归纳 法 知 命题 对 所 有 n 之 3 成立 . 

回 到 原 题 的 证 明 . 如 果 没 有 四 面体 , 设 点 A1 是 引出 线段 条 数 最 多 
的 一 点 .由 于 28 个 三 角形 共有 84 个 顶点 , 故 由 抽 屠 原理 知 必 存 在 一 点 
A; 是 至 少 10 个 三 角形 的 公共 顶点 . 若 点 A, 至 多 引出 6 条 线 , 则 这 些 线 
的 至 多 另 6 个 端点 间 至 少 有 10 条 线 , 从 而 由 引 理 知 其 中 必 有 三 角形 ,加 
上 点 Az 即 为 四 面体 ,矛盾 , 故 知 点 A, 至 少 引 出 7 条 线 , 点 A 就 更 是 如 
此 . 

(1) 知 点 A 引 出 8 条 线段 , 则 由 于 没有 四 面体 ,余下 8 点 构成 的 子 
图 中 不 能 有 三 角形 .于 是 由 引 理 知 8 点 间 至 多 有 16 条 连 线 ,从 而 图 中 至 
多 有 16 个 三 角形 ,矛盾 . 

(2) 若 点 4 引出 7 条 线段 , 则 7 条 线段 的 另 7 个 端点 的 子 图 中 不 能 
有 三 角形 .从 而 由 引 理 知 其 中 至 多 有 12 条 连 线 .于 是 图 中 至 多 有 24 个 
三 角形 ,矛盾 . 

综 上 可 知 ,图 中 最 多 有 27 个 三 角形 . 

4.21 在 有 8 个 项 点 的 简单 图 中 ,没有 四 边 形 的 图 的 边 数 的 最 大 
值 是 多 少 ?( 简 单 图 是 指 任 一 点 与 自己 没有 边 相 连 ,而且 任何 两 个 顶点 
之 间 至 多 有 1 条 边 相连 的 图 . ) 

(第 7 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1992 年 ) 

[ 解 1 在 右 图 所 示 的 图 中 有 8 个 顶点 和 11 
条 边 ,其 中 没有 四 边 形 .由 此 可 知 , 所 求 的 边 数 的 最 
大 值 不 小 于 11. 

直面 我 们 来 证 明 ,如 果 图 中 有 12 条 边 , 则 其 中 
必 有 四 边 形 . : 
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首先 指出 两 个 明显 的 事实 ， 

中 设 A 关 B 是 两 个 顶点 .如 果 点 A 与 点 C1,…,CG4 均 有 边 相 连 ,B 
至 少 与 1C1,…,G| 中 的 两 点 分 别 有 边 相连 , 则 图 中 必 有 四 边 形 . 

( 如 果 4 点 之 间 连 有 5 条 边 , 则 图 中 必 有 有 四边形. 

设 有 8 个 顶点 ,12 条 边 的 图 中 没有 四 边 形 , 其 中 点 A 是 引出 线段 最 
多 的 顶点 之 一 . 

(1) 设 A 共 引 出 s 之 5 条 边 ,与 A 有 边 相 连 的 顶点 的 集合 为 S, 除 
点 A 及 S 中 的 点 之 外 的 所 有 项 点 的 集合 记 为 .于 是 由 (i 站 和 (i 间 知 ,S 
中 的 点 间 连 线 数 不 超 过 [地 ], 中 的 点 间 连 线 数 至 多 为 C17| ,S 与 
之 间 连 线 数 至 多 为 | 工 | .因而 ,图 中 连 线 总 数 至 多 为 

s+ [二 TI+cir =7+ [jtcar. 

当 s 之 5 时 , 边 数 小 于 12 ,了 矛盾. 

(2) 点 入 恰 引 出 4 条 边 :AA;() = 1,2,3,4). 设 另外 3 点 是 BI, B;， 
B3. 于 是 1A1,A,,A;,As| 之 间 至 多 两 条 线段 , | B ,B， ,Bi| 之 间 至 多 3 
条 边 ,这 两 个 点 集 之 间 至 多 3 条 线段 .因为 图 中 共有 12 条 边 , 故 知 3 类 
边 数 恰 分 别 为 2,3,3. 不 妨 设 第 3 组 的 3 条 线 为 AiBi( = 1,2,3). 因 为 
第 1 组 有 两 条 边 且 二 者 没有 公共 端点 , 故 |A1,A;,A3| 之 间 有 一 条 边 ， 
不 妨 设 为 A A,, 于 是 4A)A;B2 Bi 为 四 边 形 ,矛盾 . 

(3) 点 A 恰 引出 3 条 线 , 从 而 每 点 都 引出 3 条 线 . 设 点 A 和 B 之 间 
设 有 连 线 ,两 点 各 引出 的 3 条 线 分 别 为 AA;, BB;(j; = 1,2,3). 于 是 由 
站 知 |1A,A ,Ai 与 1B1,B;,,B3| 至 多 有 1 个 公共 点 . 

如 果 二 者 没有 公共 点 , 则 它们 的 各 3 点 间 都 至 多 有 一 条 边 ,两 个 三 
点 集 之 间 至 多 有 3 条 连 线 . 从 而 图 中 连 线 总 数 至 多 为 11 ,矛盾 . 

如 有 果 两 个 三 点 集 之 间 恰 有 1 个 公共 点 , 则 考察 第 8 点 C. 由 抽 层 原 
理 知 , 它 引 出 的 3 条 线 中 必 有 两 条 引 向 同一 个 三 点 集 , 这 导致 四 边 形 ， 
矛盾 . 

综 上 ,我 们 证 明了 在 有 8 个 顶点 和 12 条 边 的 图 
中 必 有 四 边 形 . 从 而 ,所 求 的 边 数 的 最 大 值 为 11. 

[ 解 2] 右 图 所 示 的 图 中 有 8 个 顶点 和 11 条 
边 , 但 其 中 没有 四 边 形 , 故 知 所 求 的 边 数 的 最 大 值 不 
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小 于 11. 

为 证 在 有 8 个 顶点 和 12 条 边 的 图 中 必 有 有 四边形, 我 们 先 来 证 明 如 
下 的 引 理 : 

引 理 。” 如 果 在 有 5 个 顶点 ,6 条 边 的 图 中 没有 四 边 形 , 则 该 图 必 为 
怡 有 1 个 公共 顶点 的 两 个 三 角形 . 

[证 ] 因为 5 点 度数 之 和 为 12, 故 必 有 顶点 的 度数 不 大 于 2. 如 果 
有 顶点 A 的 度数 不 大 于 1, 则 除 A 之 外 的 4 点 间 有 5 条 边 ,由 (i) 知 必 有 
四 边 形 ,矛盾 .所 以 每 点 度数 都 不 小 于 2. 

如 果 图 中 存在 顶点 A 的 度数 为 3, 设 由 它 引 出 的 3 条 边 为 AB， 
4C,AD. 这 时 ,第 5 点 五 至 少 向 |1B,C,DI 引 出 两 条 边 , 从 而 必 有 四 边 
形 ,矛盾 . 

综 上 可 知 ,图 中 $ 个 顶点 的 度数 只 能 分 别 为 4,2,2,2,2, 即 图 形 是 
恰 有 一 个 公共 顶点 的 两 个 三 角形 . 引 理 证 完 . 

设 在 有 8 个 顶点 和 12 条 边 的 图 中 没有 四 边 形 .这 时 ,8 个 顶点 度数 
之 和 为 24 , 故 必 有 一 点 的 度数 不 超过 3， 

(1) 若 有 一 点 A 的 度数 不 超过 2, 则 去 掉 A 后 ,其 余 7 点 间 至 少 还 
有 10 条 线 .7 点 度数 之 和 为 20, 其 中 必 有 一 点 B 的 度数 不 大 于 2. 于 是 
除 BB 之 外 的 6 点 间 至 少 有 8 条 线 .6 点 间 有 8 条 线 , 度 数 之 和 为 16, 其 中 
必 有 一 点 C 的 度数 不 大 于 2. 于 是 除 C 之 外 的 5 点 间 至 少 有 6 条 线 .这 
样 ,我们 证 明了 必 有 5 个 顶点 的 子 图 ,其 中 至 少 有 6 条 边 . 

(2) 阁 每 点 度数 都 不 小 于 3, 则 每 点 度数 都 是 3. 设 点 A 引出 的 3 条 
边 为 AB,AC,AD. 由 B,C,D 各 引出 另外 两 条 线 , 设 其 另外 的 端点 分 
别 为 |E, 下 ,1G, 昌 }, 11, 咱 . 这 3 个 点 对 中 车 有 两 个 有 公共 点 , 则 必 有 
四 边 形 , 故 三 者 互 不 相交 .但 因 只 有 8 个 顶点 , 故 知 1B,C,Di 间 必 有 连 
线 .不 妨 设 边 BC 存在 ,于 是 和 人 ABC 存在 , 当 把 这 3 点 去 掉 时 ,余下 5 点 
间 还 有 6 条 连 线 . 

由 (1) 和 (2) 知 , 总 存在 有 5 个 顶点 的 子 图 ,其 
中 至 少 有 6 条 边 . 如 果 其 中 有 7 条 边 , 则 当 把 度数 ? p A 
最 小 的 顶点 去 掉 后 ,余下 4 点 间 至 少 有 5 条 边 ,从 NTDKT 
而 有 四 边 形 ,矛盾 .所 以 这 个 5 点 子 图 恰 有 6 条 边 . 4 
由 引 理 知 它 是 恰 有 1 个 公共 顶点 的 两 个 三 角形 | 
( 见 右 图 ). 


Br"* = 全 
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若 A,B,C 中 有 一 点 向 后 5 点 引 两 条 线 , 则 必 有 四 边 形 , 此 与 假设 
矛盾 , 故 每 点 至 多 引 1 条 线 . 若 由 A,B,C 各 向 后 5 点 引 1 条 线 的 共 3 条 
线 中 的 两 条 有 公共 端点 , 则 又 得 到 四 边 形 .所 以 ,这 3 条 线段 两 两 没有 
公共 端点 .由 抽 民 原理 知 , 三 者 在 后 5 点 中 的 3 个 端点 中 总 有 两 个 是 同 
一 三 角形 的 顶点 ,从 而 又 导致 四 边 形 , 矛 盾 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 边 数 的 最 大 值 为 11. 

4.22 ” 设 G 是 一 个 有 上 条 边 的 连通 图 .求证 可 以 将 G 的 边 标 号 为 
1,2,…,&, 使 得 在 每 一 个 属于 两 条 或 更 多 条 边 的 顶点 ,过 该 顶点 的 各 
条 边 的 标号 数 的 最 大 公 因 子 是 1. 

( 第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 由 G 的 连通 性 可 知 G 中 的 每 一 个 顶点 至 少 属于 一 条 边 . 任 
取 一 个 顶点 zo, 从 vo 出 发 沿 着 G 中 的 边 行 走 ,每 条 边 至 多 通过 一 次 ， 
但 菏 些 顶点 可 能 要 越过 多 次 . 设 走 过 5 条 边 后 不 可 能 再 继续 前 进 ,并 
把 依次 通过 的 顶点 记 为 wo ,uv ，,… ,Vi 一 1 ,这 里 ,当天 时, 
和 vw; 可 能 对 应 于 同一 顶点 . 将 已 通过 的 边 依次 编号 为 1,2,…,t. 显 
然 ,1 太志 上 且 除 顶点 vo 之 外 ,对 G 中 的 任 一 顶点 ,如 果 从 它 发 出 的 
边 中 至 少 有 两 边 已 被 标号 , 则 这 些 标 号 数 中 必 有 两 个 是 相继 自然 数 . 

如 果 =, 则 所 有 边 已 被 标号 完毕 .以 下 设 t1 < .这 时 ,由 图 G 
的 连通 性 知 存在 Vi € | vo,vi,…,v-1) ,使 得 从 v; 发 出 的 边 中 至 少 
有 一 条 尚未 标号 .于 是 可 从 vi 出 发 , 沿 尚未 标号 的 边 前 进 , 按 上 述 规划 
依次 从 z+1,ti1+2 标 号 ,直到 不 能 继续 前 进 为 止 . 设 这 次 又 标 了 1, 条 
边 , 则 有 1 志 z2 二 一 如 .由 于 总 共有 条 边 , 故 知 用 这 种 方法 可 将 G 
的 所 有 边 标 上 号 码 1,2，… ,上 ， 

任 取 G 的 一 个 顶点 v, 设 从 wv 发 出 的 边 至 少 两 条 .如 果 vw = v0, 由 
于 从 vw 发 出 的 边 中 有 一 条 标号 为 1, 故 知 从 该 点 发 出 的 所 有 边 的 标号 
数 的 最 大 公 因 子 为 1; 如果 vw 尖 vo, 则 由 以 上 标号 数 的 方法 知 ,从 wv 发 
出 的 边 中 必 有 两 边 的 标号 数 是 两 个 相继 自然 数 ,从 而 过 该 点 的 各 条 边 
的 标号 数 的 最 大 公 因 子 也 是 1. 

4.23 设 G 是 连通 图 . 若 对 每 个 顶点 V ,都 对 应 一 个 非 负 整数 
fA(V) ,并 满足 

(1) 若 顶 点 V 和 W 是 邻接 的 , 则 
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| FLV) - AW) EL, 

(2) 假如 f(V) > 0, 则 v 至 少 邻 接 于 一 个 顶点 W ,使 得 

fAW)< f(V), 
(3) 恰好 存在 一 个 顶点 口 ,使 得 
AD) = 0. 
求证 ALV) 是 连接 U 到 V 的 链 中 棱 的 最 小 数 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 

[证 ] 设 Si 表示 所 有 顶点 V 的 集合 ,这 些 V 使 得 连接 U 和 V 的 
最 短 链 有 条 边 . 

因为 图 是 连通 的 ,所 以 每 个 顶点 都 属于 某 个 S;. 

假如 A V) = 上, 则 断言 V 属于 S,. 

显然 So = 1U1, 而 且 由 条 件 (3),U 恰好 是 满足 f(U) = 0 的 惟一 
顶点 ,于 是 对 & = 0 结论 成 立 . 

假定 结论 对 上 成立. 

考虑 使 A V) = + 1 成 立 的 顶点 V. 由 条 件 (1),(2), 它 是 与 一 个 
具有 f(W) = 的 顶点 W 相 邻 接 .所 以 ,W 属于 S,, 因 而 ,这 是 具有 
条 边 的 连接 U 与 W 的 一 个 链 再 加 上 边 ( 殉 , V), 因 此 得 到 有 k+ 1 条 边 
的 连接 U 和 V 的 链 . 若 (U, WI,W,,…,W;,V) 是 连接 U 和 V 的 最 短 
链 , 则 有 j; + 1 条 边 .于 是 由 条 件 (1) ,有 


k+l1= f(V) 
一 fAVW- AW)+ FOW)- FOWi 1) + + f(W') 
~ fA(V) 
<<1+1+…+1T= 了 + 
由 此 推出 7 = &. 


因而 ,V 属于 St ,所 以 结论 对 & + 1 成立 .于 是 命题 得 证 . 

4.24 已 知 某 图 中 有 z(z 辫 8) 个 顶点 , 问 这 ?个 顶点 的 度数 能 否 
分 别 为 4,5,… ,nn 一 4,n 一 3,n -2 -2 27 -12 -1 -197 

(奥地利 一 波兰 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 先 看 nw = 8 的 情形 .在 下 图 中 ,Ai,A2,A3 3 点 均 为 7 度 ， 
44,45,46 为 6 度 ,4A7 为 5 度 ,4s 为 4 度 , 满 足 题 中 的 要 求 . 

添加 1 点 Ao, 将 Ao 与 A1,A,,…,As 各 连 1 条 线 , 则 A 为 6 度 ， 
Ai,Azs,A3 为 8 度 ,As,A;,As 为 7 度 ,Az 和 As 仍 分 别 为 5 和 4 度 , 恰 
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好 满足 题 中 要 求 .这 就 是 说 , 当 ”= 8,9 时 ,存在 
满足 要 求 的 图 . 
不 难看 出 ,上 述 由 8 点 过 渡 到 9 点 的 过 程 由 
9 点 到 10 点 时 却 无 法 实现 .实际 上 , 当 z = 10 时 ， 24 E 
大 有 图 满足 要 求 , 则 其 中 边 数 为 
1 


祁 (3x9+3x8+7+6+5+4) = 36 放 ， | 


此 不 可 能 . 故 知 x = 10 时 不 存在 满足 要 求 的 图 . 同 理 ,”= 11 时 也 不 存 
在 .但 这 一 方法 于 ”= 12 时 不 再 适用 .因而 ,我 们 另 寻求 一 个 统一 的 反 
证 法 . 

设 之 10, 将 个 顶点 分 成 3 个 子 集 : 

Mi = {Ai,As,As3l, M, = 1A4,As,Asl, 
M; = 1Ar, Ag,…, A,l}, 

其 中 Mj 中 3 点 均 为 n -1 度 ,M; 中 3 点 均 为 n 一 2 度 , Mi 中 顶点 的 
度数 依次 为 n 一 3,n -4,…,4. 显然, Mi 中 每 点 都 与 所 有 其 余 点 相连 ; 
M, 中 每 点 都 至 少 与 M; 中 的 n 一 7 个 顶点 相连 , 即 M, 中 每 点 至 多 与 
M; 中 1 扩 间 无 线 相连 .由 于 A, ,A, | 分别 为 4 度 和 5 度 , 故 知 A, 至 少 
与 Mi 的 3 点 中 的 两 点 间 无 线 ,4，! 至 少 与 M; 中 的 1 点 无 线 .由 此 可 
知 , M2 中 3 点 与 Ms 中 除 A,,A，; 外 的 其 余 点 间 都 有 连 线 .这 样 ,A，， 
已 有 6 条 线 ,不 能 再 与 其 他 点 相连 .然而 ,A7 为 -3 度 , 它 至 少 与 A,， 
AbA4, -> 这 3 点 中 的 1 点 相连 ,矛盾 .这 就 证 明了 当 ” 兰 10 时 ,满足 题 
中 要 求 的 图 是 不 存在 的 . 

4-25 在 集合 S 的 元 素 之 间 引 进 关 系 “ 一 ” ,使 得 

(1) 对 任意 的 a,b € S, 要 么 ea 一 0, 要 么 0 一 aa, 二 者 恰 居 其 一 ; 

(2) 对 任意 的 a,6b,c E SS, 区 a 一 b,b6 一 c, 则 有 cc 一 a. 

问 集合 S 中 最 多 含有 多 少 个 元 素 ? 

《英国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 当 S = ja,b,cl 月 它们 之 闻 的 关系 为 a 一 b,b 一 ， 
ca 时 ,满足 题 中 的 要 求 . 可 见 ,所 求 的 元 素数 的 最 大 值 不 小 于 3. 

如 果 S 中 含有 4 个 元 素 a ,5 ,c,d, 则 由 抽 居 原理 知 ,a 与 5,c,d 间 
的 箭头 关系 总 有 两 个 相同 , 即 或 者 有 两 个 箭头 同时 指向 a ,或 者 有 两 个 
箭头 局 时 离开 a. 不 妨 设 2 一 ac 一 a. 由 对 称 性 知 可 设 6 一 c. 于 是 有 
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PE 只 访 


b 一 c,c 一 a. 按 已 知 (2) 应 有 a 一 65, 矛盾 . 
综 上 可 知 ,S 中 最 多 含有 3 个 元 素 . 
4.26 ” 设 一 种 完全 定向 图 由 ”个 已 知 点 确定 . 即 对 于 点 集 | Pi， 
2，…， P| 中 任意 两 点 P;,P; ,都 有 确定 的 方向 P; 一 Pj;( 或 P; 一 P;). 
求证 已 知 的 点 集 存在 一 种 排列 
[PP PP | 一 [al ,az，… a,], 


能 成 立 连 锁定 向 关系 : 
Al YY a2 Qn. 
(第 19 遍 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[证 ] 对 施用 数学 归纳 法 . 
(1)n = 2 时 ,命题 显然 成 立 ; 
(2) 假设 委 & 时 ,命题 成 立 . 我 们 讨论 & + 1 个 点 . 
从 上 + 1 个 点 决定 的 完全 定向 图 中 任 取 一 点 5, 并 将 其 余 的 有 个 点 
关于 点 b 分 成 下 列 两 个 子 集 : 
A= jzr|zr>5b), 
C= jz 2 一 过 
由 题 意 知 ,4 和 C 是 两 个 局 部 定向 图 . 
若 A 含有 pp 个 点 ,C 含有 dg 个 点 , 则 
Pt+q=k. 
由 归纳 假设 可 知 ,A 中 的 点 存在 连锁 定向 排列 ,C 中 的 点 也 存在 连 
锁定 向 排列 , 即 
a a dp， 
Cc 
下 根据 A 和 C 的 定义 有 
a a Ya YoY cc Yr Cc. 
因而 命题 对 + 1 亦 成 立 . 
于 是 由 数学 归纳 法 证 明了 本 题 的 结论 . 
4.27 ”给 定 n 个 点 ,n > 4. 试 证 可 以 用 箭头 将 这 些 点 连结 起 来 ,使 得 
从 任何 一 点 到 达 另 外 任何 一 点 时 ,只 须 走 过 一 个 箭头 或 者 两 个 箭头 (每 对 
点 回 只 用 一 个 箭头 连结 , 沿 箭头 走时 只 能 向 箭头 所 指 的 方向 前 进 ). 
(第 7 必 全 苏 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


好 
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[证 ] 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 对 于 nx = 5,6, 满 足 要 求 的 点 组 和 入 
头 如 下 图 所 示 . : 


设 当 nn = & 时 命题 结论 成 立 ,于 是 当 = &+2 时 ,由 归纳 假设 知 ， 
Al1,A>,…，,Ax 之 间 可 以 连 上 箭头 使 之 满足 题 中 
的 要 求 .然后 从 Ai41 分 别 画 出 个 箭头 并 依次 指 
阿 AAA 接着 从 Al ,A AL 各 画 出 
一 个 第 头 指 向 Ai;;. 最 后 从 Al 画 一 个 箭头 指向 
Ai+1 ,容易 看 出 ,这 个 连 有 箭头 的 图 ( 见 上 图 ) 便 
满足 要 求 .从 而 完成 了 归纳 证 明 . 

4.28 ”在 凸 多 面体 的 每 一 条 棱 上 标 上 一 个 箭头 ,使 得 对 多 面体 每 
一 顶点 分 别 至 少 有 一 个 箭头 指向 它 , 有 一 个 箭头 离开 它 . 试 证 存在 多 面 


体 的 两 个 面 ,使 在 它们 的 边 上 沿 着 箭头 所 指 的 方向 可 以 环绕 周 界 走 一 
圈 . 








(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
( 原 联 邦 德 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 1] 设 a 与 5 是 这 个 多 面体 的 两 条 相 邻 棱 . 如 果 存 在 一 个 侧面 
以 ca,2 为 边 , 则 称 }e ,2} 是 一 个 “ 钧 ”. 
震 一 个 钧 ja ,5 的 两 条 棱 上 所 规定 的 方向 是 首尾 相 接 的 , 则 称 钧 
ia,b| 是 可 通过 的 . 
显然 ,一 个 钩 不 能 属于 不 同 的 平面 ,因而 不 能 属于 这 个 多 面体 的 不 
同 侧面 . 
设 这 个 多 面体 的 校 数 为 有 , 钩 数 为 站. 
由 于 每 个 钩 有 两 条 棱 ,而 每 条 棱 属 于 四 个 钩 ,所 以 钩 数 是 棱 数 的 二 
倍 , 因 此 有 
h = 2k. 人 
由 已 知 ,对 于 这 个 多 面体 的 一 个 顶点 ,至 少 可 以 找到 一 条 棱 向 它 驶 
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3 史 深 


来 , 旦 至 少 可 以 找到 一 条 棱 由 它 驶 出 . 由 于 一 个 顶点 至 少 是 三 条 棱 的 公 
共 点 ,因此 那些 作为 通过 这 个 顶点 的 “道路 ”的 钩 中 至 少 有 两 个 是 可 通 
行 的 . 
设 这 个 多 面体 的 项 点数 为 e, 则 至 少 有 2e 个 可 通过 的 钩 . 
记 有; 为 可 通过 的 多 的 总 数 ,A- 为 不 可 通过 的 钧 的 总 数 , 则 有 
六 之 2e， © 
如 果 一 个 侧面 不 能 按 规定 方向 环绕 它 的 边界 , 则 这 个 侧面 的 边界 
上 的 校 的 方 回 至 少 有 两 次 改变 ,从 而 属于 这 个 侧面 的 钧 中 至 少 有 两 个 
是 不 可 通行 的 . 
设 /是 这 个 多 面体 的 侧面 数 , 广 是 可 环绕 的 侧面 数 ,f_ 是 不 可 环 
绕 的 侧面 数 , 则 有 


h_ 守 27.. G) 
用 欧 拉 定 理 得 e+ 和 -有 =2 @ 
则 有 
2f, = 2f -2f- 
=4+2k—2e—2f. (由 外) 
=4+h-2e-2f. (由 个) 
守 4+ hh-2f (由 外) 
=4+h_-2f_ 守 4. (由 @) 
从 而 
广 之 2. 


即 这 个 多 面体 至 少 有 两 个 侧面 , 它 的 边界 按 规定 方向 是 可 被 环绕 
的 . 

[证 2] 按 题 设 ,对 于 每 一 个 顶点 至 少 有 一 条 棱 向 它 驶 来 ,上 且 至 少 
有 一 条 棱 由 它 驶 出 .所 以 没有 "死胡同 ”出 现 . 于 是 能 够 从 一 个 顶点 出 
发 走 过 一 条 由 首尾 相 接 的 棱 组 成 的 任意 长 的 链 . 由 于 顶点 数 是 有 限 的 ， 
故 在 某 个 时 候 首 次 遇 到 一 个 已 经 走 过 的 顶点 五 .因此 存在 一 条 封闭 的 
由 表 尾 相 接 的 棱 组 成 的 从 项 点 瓦 到 忆 的 圈 &, 它 将 多 面体 的 表面 分 成 两 
部 分 G 和 互 ,而 圈 是 两 部 分 的 公共 边界 . 设 G 是 在 圈 上 前 进 方向 的 左 
方 . 

考察 G 中 的 所 有 圈 ( 包 括 上 在 内 ). 对 每 个 这 样 的 圈 户 ,其 中 所 包含 
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的 侧面 数 记 为 f(), 称 为 图 六 的 权 . 设 圈 h, 是 其 中 权 最 小 的 图 . 我们 
断言 ,f(ho) = 1, 即 圈 ho 恰好 环绕 1 个 侧面 . 

事实 上 , 若 f(ho) > 1, 则 和 ho 内 必 存 在 一 条 棱 K, 它 不 在 ho 上 
但 与 ho 有 1 个 公共 项 点 P. 不 妨 设 校 天 上 的 箭头 指向 异 于 已 的 另 一 个 
端点 已 .于 是 可 以 从 点 尸 出 发 沿 术 开 走 下 去 ,直到 迁 到 Ao 的 另 一 
点 或 寺 到 方才 走 过 的 道路 上 的 某 一 个 顶点 为 止 .无 论 哪 种 情形 ,都 得 到 
一 个 新 闻 ,县 它 的 权 小 于 fA(h0), 此 与 f(ho) 的 最 小 性 矛盾 . 

间 理 ,在 五 中 也 可 以 找到 一 个 权 最 小 的 团 有 | , 它 也 恰好 环绕 1 个 侧 
面 .因为 G 和 右 中 至 少 有 1 个 所 含 侧面 数 大 于 1, 故 ho 关 有 .可见 ,ho 
和 | 即 为 所 求 . 

4.29 ”给 定 平面 上 的 点 集 书 = 1 Pi,P;,…, Pioo4j ,其 中 任何 3 点 


都 不 共 线 .将 P 中 所 有 点 任意 分 成 83 组 ,使 得 每 组 至 少 有 3 点 , 且 每 点 8 7 
恰 属 于 其 中 1 组 .然后 将 同一 组 中 的 每 两 点 间 连 一 条 线段 ,而 不 在 同一 | 论 
组 的 两 点 间 不 连 线 , 这样 得 到 一 个 图 G. 不 同 的 分 组 方式 得 到 不 同 的 。 | 克 
图 .将 图 G 中 所 含 的 以 P 中 的 点 为 顶点 的 三 角形 的 个 数 记 为 m(G). 通 


(1) 求 mm(G) 的 最 小 值 mo; 

(2) 设 G” 是 使 m(G”) = no 的 一 个 图 ,并 将 G* 中 的 线段 ( 指 以 
P 的 点 为 端点 的 线段 ) 用 4 种 颜色 涂 色 , 每 条 线段 怡 涂 四 色 之 一 . 试 证 
存在 一 种 涂 色 方案 ,使 G” 涂 色 后 不 含 以 已 的 点 为 顶点 的 单 色 三 角形 
( 即 3 边 颜 色相 同 的 三 角形 ). 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 由 于 将 点 集 书 分 成 83 组 的 不 同 分 组 方式 只 有 有 限 多 种 , 故 
其 中 必 有 一 种 分 组 方式 使 连 成 的 三 角形 的 个 数 最 小 . 设 相应 的 图 为 G， 
于 是 m(G) = m0. 设 图 G 由 分 组 X,,X,,… ,Xs 得 到 ,其 中 XX; 表示 第 
i 组 点 的 集合 , 记 立 = | Xi;| ,i = 1,2,…,83, 于 是 有 zz! + 十 … 十 这 83 
= 1994, 且 

mo = Cs 十 Cz， 十 … 十 C- 

奇 有 zi; ,之 ,使 得 | zi 尺 | 之 2(1 i<j 志 83), 不 妨 设 x > xz， 
则 当 将 X; 中 1 点 划 给 X 而 其 他 点 均 不 动 时 , 记 所 得 的 分 组 方式 所 对 应 
的 图 为 G ,m(G ) = mi, 于 是 有 

mo — ni 一 Cs + Ca -Cai -Can 
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Se 史 答 


计 [(m -D(z -2) -w(x -1)]>0, 
此 与 mo 的 最 小 性 矛盾 . 由 此 可 知 ,对 于 任何 1 和 ;< j 委 83, 均 有 
1-z| 委 1 

因为 1994 = 83x24+2= 81x24+2x25, 所 以 83 组 中 必 有 81 

组 各 有 24 点 而 另 2 组 各 有 25 点 . 故 得 
mo = 81C3, + 2C3s = 168544. 

设 G” 所 对 应 的 分 组 是 XXX 县 = x = 25,x3 三 4 
= … 二 xg3 = 24. 下 面 给 出 G” 的 一 种 涂 色 法 ,使 得 将 G* 用 4 种 颜 
色 涂 色 后 不 含 单 色 三 角形 . 

由 于 不 同 组 的 点 间 没 有 连 线 , 故 只 要 将 各 组 的 点 之 间 的 连 线 分 别 
涂 色 就 行 了 .又 因 每 组 都 是 25 个 点 或 24 个 点 ,所 以 只 须 对 一 组 25 个 点 
间 的 连 线 给 出 满足 要 求 的 涂 色 法 ,对 于 共有 24 个 点 的 组 ,只 要 将 前 者 
擦 去 一 点 就 行 了 . 

将 XI 中 的 25 点 划分 成 5 个 子 集 : 

XI = MIU MU MU MU M;, 

| M: | = 5,i = 1,2,3,4,5. 


将 由 Xi 中 的 点 及 其 间 连 线 所 构成 的 图 记 为 G1, 由 M 中 的 点 及 其 间 


连 线 所 成 的 图 记 为 G1,. 用 a ,b,c,d 表示 .4 种 不 同 的 颜色 .将 G+ 涂 色 
如 下 图 (a) 所 示 ,然后 对 图 G1 中 5 个 子 图 之 间 的 连 线 涂 色 如 下 图 (b) 


所 示 . 易 见 , 这 种 涂 色 法 中 , 涂 色 后 的 G1 中 没有 单 色 三 角形 . 





(a) (b) 
4.30 ”在 平面 上 给 定 % 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 .在 这 些 点 的 
每 两 点 之 间 都 连结 一 条 线段 ,并 将 其 中 某 些 线段 涂 成 红色 ,另外 某 些 线 
段 涂 成 蓝 色 ,使 得 从 任何 一 点 走 到 另外 任何 一 点 ,都 只 要 沿 着 涂 色 线段 


258 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





走 就 可 以 实现 ,而 且 这 种 路 线 是 惟一 的 . 试 证 可 以 将 尚未 涂 色 的 每 条 线 
段 都 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,使 得 以 给 定点 为 项 点 的 任 一 个 三 角形 的 红 边 
条 数 为 奇数 . 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 设 AB 是 一 条 尚未 涂 色 的 线段 . 按 已 知 , 有 惟一 的 一 条 折线 
从 A 到 B, 其 上 的 每 一 条 边 都 已 涂 色 .我 们 把 这 条 折线 记 为 VAp ,量规 
定 为 线段 AB 涂 色 的 原则 如 下 : 当 折 线 Vap 上 有 奇数 条 蓝 色 线段 时 ,将 
AB 涂 成 蓝 色 ; 当 折线 Vas 上 有 偶数 条 蓝 色 线段 时 ,将 AB 涂 成 红色 . 按 
此 原则 ,我 们 可 以 给 图 中 的 每 条 线段 都 以 惟一 确定 的 方式 涂 上 颜色 . 

下 面 我 们 来 证 明 ,以 3 个 给 定点 为 顶点 的 任 一 三 角形 的 红 边 条 数 
都 是 奇数 . 换 句 话说 , 任 一 三 角形 的 蓝 边 条 数 都 是 偶数 . 


设 人 ABC 是 任意 三 角形 .考察 连结 点 A 和 8B 的 惟一 的 原 已 涂 色 的 图 5 
折线 Vap 和 点 C 的 关系 .车 点 CC 在 Vap 上 , 则 取 C 为 D; 车 折线 ss 和 兴 章 
Vgc 没有 公共 边 , 则 取 B 为 DD; 车 折线 Va 和 Vac 有 公共 边 , 则 把 从 已 | 实 

通 


算 起 的 最 后 一 个 公共 顶点 取 为 D. 这 样 一 来 ,从 点 DD 出 发 ,可 以 沿 着 互 
不 相同 的 已 涂 色 的 线段 分 别 走 到 点 A,B,C( 当 点 了 D 与 点 A ,B,C 之 一 
重合 时 ,连结 两 点 的 折线 退化 为 一 点 ) ,而 且 由 惟一 性 知 , Vap = Vap U 
Vps， Vac = Vap Vpc, Vac = Vep U Vpc. 设 折线 Viap, Veap, Vip 中 
蓝 色 线段 条 数 分 别 为 a,B,，Y,VaBp，VBc，Vac 中 蓝 色 线段 条 数 分 别 为 
xyz, 则 有 >z+y+z=2(a+p8+7z). 因 而 zx,y,z3 数 中 奇数 的 个 数 
为 偶数 ,所 以 ,3 条 线段 4B , BC ,AC 中 涂 成 蓝 色 的 线段 条 数 为 偶数 . 

4.31 将 正六 边 形 的 某 些 边 和 对 角 线 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,求证 

(1) 如 果 共 涂 色 15 条 线段 , 则 图 中 至 少 有 两 个 单 色 三 角形 (三 边 同 
色 的 三 角形 ); 

(2) 如 果 只 涂 色 14 条 线段 , 则 不 一 定 存在 单 色 三 角形 . 

(第 19 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[证 ] (1) 涂 色 15 条 线段 时 ,每 条 边 和 每 条 对 角 线 都 涂 了 色 . 顶点 
Ai 共 引 出 5 条 线段 ,其 中 必 有 3 条 同色 .不 妨 设 A14A,,A1A;,AiAs 都 
是 红色 .考察 线段 A,A;,A,A4,A;3As4. 如 果 其 中 有 1 条 红色 ,不 妨 设 为 
A2A;, 则 全 A1A,A; 为 红 三 角形 ;如 果 3 条 都 是 蓝 色 , 则 人 A,A;As 是 
蓝 三 角形 .这 表明 图 中 总 有 1 个 单 色 三 角形 .不 妨 设 和 人 AiA,A; 为 红 三 
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角形 . 
考察 人 AsAsAs ,如果 它 是 单 色 三 角形 , 则 图 中 
组 至少 有 两 个 单 色 三 角形 . 如 果 它 不 是 单 色 三 角形 ， 
则 它 必 有 1 条 蓝 边 ,不 妨 设 为 A4A5. 再 分 别 考 察 线 
段 组 1444i,444 ,444i 和 1AsAi,AsA,， 
AsA;3|. 若 其 中 一 组 中 有 两 条 红线 , 则 又 得 到 一 个 
红 三 角形 , 即 图 中 至 少 有 两 个 单 色 三 角形 .否则 ,两 
组 中 都 至 少 有 两 条 蓝 线 . 这 时 , 至 少 共 有 4 条 蓝 线 的 另外 端点 都 属于 
1A1;A2,A3| ,从 而 总 有 从 A4,As 引 出 的 各 1 条 蓝 线段 的 另 一 个 端点 
是 公共 的 ,于 是 得 到 一 个 蓝 三 角形 . 
综 上 可 知 ,无 论 哪 种 情形 ,总 是 至 少 有 两 个 单 色 三 角形 . 
(2) 右 图 中 有 7 条 红线 和 7 条 蓝 线 ,但 没有 单 色 三 角形 ,其 中 对 角 





线 A1As 未 涂 色 . 
4.32 试 证 在 二 染色 的 有 7 个 顶点 的 完全 图 K; 中 至 少 存在 4 个 
单 色 三 角形 . 


(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 

[证 1 因为 二 染色 的 Ke 中 至 少 存在 两 个 单 色 三 角形 , 故 在 二 染 
色 的 K? 中 必 存 在 两 个 单 色 三 角形 . 设 人 ABC 是 一 个 单 色 三 角形 .考察 
以 除 点 A 之 外 的 其 余 6 点 为 顶点 的 二 染色 完全 子 图 , 则 其 中 又 至 少 
两 个 单 色 三 角形 .加 上 人 ABC 便 知 K; 中 有 3 个 单 色 三 角形 .3 个 三 角 
形 共有 9 个 项 点 , 故 由 抽 履 原理 知 7 点 中 必 有 1 点 至 少 是 两 个 单 色 三 角 
形 的 公共 顶点 .将 这 个 公共 顶点 去 掉 后 ,以 其 他 6 点 为 顶点 的 Ks 中 又 
至 少 有 两 个 单 色 三 角形 . 从 而 在 二 染色 的 K; 中 至 少 有 4 个 单 色 三 角 
形 . 

[证 2] 图 中 的 7 个 项 点 共 可 组 成 7 个 不 同 的 六 点 组 . 以 每 组 的 6 
个 项 点 为 顶点 的 完全 子 图 K6 中 至 少 有 两 个 单 色 三 角形 .7 个 K。 中 至 
少 有 14 个 单 色 三 角形 (包括 重复 计数 ). 显然 ,Ky 中 的 每 个 单 色 三 角形 
恰 属 于 4 个 不 同 的 并 6 , 故 知 至 少 有 4 个 不 同 的 单 色 三 角形 . 

[证 3j 注意 ,每 个 异 色 三 角形 或 者 有 2 条 红 边 和 1 条 蓝 边 ,或 者 
有 1 条 红 边 和 2 条 蓝 边 .我 们 称 由 某 顶 点 发 出 的 1 条 红 边 和 1 条 蓝 边 所 
成 的 角 为 异 色 角 . 易 见 ,每 个 异 色 三 角形 中 恰 有 两 个 异 色 角 . 

设 图 中 的 7 个 顶点 为 A1,A,,…,Ay, 由 顶点 A, 引出 的 红线 和 蓝 线 
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条 数 分 别 为 rm” 和 6 一 zr;,i = 1,2,…,7. 于 是 ,以 A; 为 顶点 的 异 色 角 的 
个 数 为 ni(6 一). 因 而 ,图 Ki 中 的 异 色 角 的 总 数 为 > ri (6- r) .所 以 
异 色 三 角形 的 总 数 为 | 

S = -< 二 x7x9=31 十 


这 表明 图 中 至 多 有 31 个 异 色 三 角形 .因为 K7 中 共有 35 个 不 同 的 三 角 
形 , 所 以 至 少 有 4 个 单 色 三 角形 . 

4.33 ”已 知 在 红 蓝 二 染色 的 Ks 中 既 不 存在 红 三 角形 也 不 存在 蓝 

Ki, 问 其 中 最 少 有 多 少 条 红 边 ?最 多 有 多 少 条 红 边 ?说 明理 由 . 
《天津 市 代表 队 测 验 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 在 Ks 中 每 点 连 有 7 条 边 .着 顶点 A 引出 6 条 蓝 边 , 则 在 以 
6 条 边 的 另外 端点 为 顶点 的 Ks 中 ,或 者 有 红 三 角形 ,或 者 有 蓝 三 角形 ， 
从 而 导致 蓝 Ki ,此 与 已 知 矛 盾 . 由 此 可 知 ,Ks 中 的 每 个 顶点 至 少 引出 
两 条 红 边 ,从 而 Kg 中 至 少 有 8 条 红 边 . 

另 一 方面 , 若 顶 点 中 引出 4 条 红 边 , 则 在 以 它们 的 另 4 个 顶点 为 顶 
点 的 K4 中 ,或 者 有 1 条 红 边 ,从 而 导致 红 三 角形 ,或 者 它 本 身 就 是 蓝 
Ks ,此 与 已 知 序 盾 . 故 知 Ks 中 的 每 个 顶点 至 多 引出 3 条 红 边 ,从 而 Ks 
中 至 多 有 12 条 红 边 . 

(1) 震 天 gs 中 恰 有 8 条 红 边 , 则 每 点 恰 引 出 两 条 红 边 ,从 而 8 条 红 边 
必 构 成 一 个 或 两 个 圈 . 因 每 点 至 多 引出 3 条 红 边 , 故 当 有 两 个 图 时 , 顶 
点 互 不 相交 .又 因 图 中 没有 红 三 角形 , 故 当 有 两 个 圈 时 ,必然 各 有 4 条 
边 . 

当 8 条 红 边 构成 一 个 圈 AAA3…A8g 时 ,A1A;3A;sAy 为 蓝 Ks; 当 
8 条 红 边 组 成 两 个 圈 A1A;A3A4 和 AAA7Ag 时 ,AAA;A， 也 是 蓝 
Ks. 可 见 , Ks 中 至 少 有 9 条 红 边 . 

(2) 设 Ks 中 恰 有 9 条 红 边 .由 于 其 中 没有 红 三 角形 且 每 点 至 多 引 
出 3 条 红 边 ,至 少 引 出 2 条 红 边 , 故 8 个 顶点 中 恰 有 2 个 顶点 各 引出 3 条 
红 边 ,其 余 6 点 各 引出 2 条 红 边 .这 样 一 来 ,Ks 只 能 有 下 列 两 种 可 能 情 
形 :图 中 夯 出 的 都 只 是 红 边 ,其 中 图 (a) 中 的 虚线 表示 可 将 边 A,A, 去 
掉 而 代 之 以 A，As. 容易 看 出 ,(a) 和 (b) 两 图 中 都 有 牙 Kay:AiA;AsAj. 
故 知 Ks 中 至 少 有 10 条 红线 . 


世界 数学 奥 林 史 克 解 题 大 辞典 261 






入 rE 





(a) (b) (©) (d) 


在 图 (c) 和 (d) 中 都 既 无 红 三 角形 又 无 蓝 Ka, 且 图 (c) 中 共有 10 条 
红 边 ,图 (d) 中 共有 12 条 红 边 . 

综 上 可 知 , Ks 中 最 少 有 10 条 红 边 ,最 多 有 12 条 红 边 . 

4.34 ”连结 圆周 上 9 个 不 同 点 的 36 条 直线 染 成 红色 或 蓝 色 ,假定 
由 9 点 中 每 三 点 所 确定 的 三 角形 都 至 少 含有 一 条 红色 边 .证 明 存 在 四 
点 ,其 中 每 两 点 的 连 线 都 是 红色 的 . 

(第 8 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 因为 从 一 点 引出 的 8 条 直线 被 染 成 红 或 蓝 两 种 颜色 , 则 至 
少 有 4 条 直线 同色 . 

(1) 如 果 有 一 点 A 连 出 4 条 蓝 色 直线 Arzl,Arz,A4z3,4z4, 由 于 没 
有 三 边 都 是 蓝 色 的 三 角形 , 则 6 条 直线 TRI 之 1 二 3 之 4 二 2 之 3 之 4 
x3T4 都 是 红色 的 , 即 4 点 zi,z,z3,zd 符合 要 求 . 

(2) 如 果 有 一 点 至 少 连 出 $ 条 红色 直线 . 

首先 可 以 证 明 ,不 可 能 每 一 点 都 恰好 连 出 $ 条 红线 .否则 这 9 个 点 
连 出 <> 条 红线 ,而 3 不 是 整数 ,这 是 不 可 能 的 ， 

因此 ,上 必 有 一 点 吕 至 少 连 出 6 条 红线 , 设 为 

By1, By ,*… , By6. 

再 考虑 从 点 YI1 出 发 的 S 条 直线 1y2y，y1.73，“，y176， 则 至 少 有 三 
条 同色 , 设 为 wy ,yiy3,y1y4-. 如果 这 三 条 都 是 蓝 色 的 ,那么 B,y,，,y;， 
y4 的 每 两 点 连 线 都 是 红色 的 ,点 B,y,,y3,y4 符合 要 求 ,如 果 这 三 条 都 
是 红色 的 ,考虑 人 yyy3y4, 因 为 三 边 中 至 少 有 一 条 是 红色 的 ,假定 yy， 
是 红色 的 , 则 日 ,yy ,wy 的 每 两 点 连 线 都 是 红色 的 ,点 B,yi,y;, ys 符 
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合 要 求 . 

4.35 ” 求 最 小 正 整 数 ,使 在 任何 二 染色 的 n 个 顶点 的 完全 图 KK， 
中 ,总 存在 同色 的 m 条 线段 ,它们 两 两 之 间 没 有 公共 端点 ， 

(中 国 国 家 集训 队 训练 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 显然 , = 1 时 ,n = 二 2. 当 区 .= 2 时 ,nn = 
5. 事实 上 ,在 如 图 所 示 的 二 染色 Ks( 实 线 表示 蓝 色 ， 
虚线 表示 红色 ) 中 ,任何 两 条 同色 线段 都 有 公共 端 
点 .但 在 二 染色 的 Ks 中 ,车 所 有 线段 都 同色 ,当然 有 
同色 的 两 条 线段 没有 公共 点 ,否则 , 必 有 红 蓝 各 1 条 线段 有 1 个 公共 端 
点 , 设 AiA: 为 丝 ,4A2A3 为 蓝 .可 见 ,无论 A4sA; 为 何 种 颜色 ,都 总 有 同 
色 的 两 条 线段 没有 公共 端点 .这 就 证 明了 m = 2 时 ,所 求 的 最 小 正 整数 
n 三 3. 

下 面 我 们 用 归纳 法 来 证 明 ,对 所 有 自然 数 m, 均 有 n = 3m 一 1. 

上 面 我 们 已 经 证 明了 = 1,2 时 命题 成 立 . 设 命题 于 m= 上 上 时 成 
立 . 当 记 = 有 +T 时 , 若 K34+2 的 所 有 边 都 同色 ,当然 可 以 找到 &+ 工 条 
线段 满足 要 求 .否则 , 必 有 1 个 顶点 是 1 条 红 边 和 1 条 蓝 边 的 公共 端点 . 
除去 这 两 条 边 的 3 个 端点 ,还 余下 3& - 1 个 顶点 .由 归纳 假设 知 ,以 这 
3k 一 1 个 顶点 为 项 点 的 完全 子 图 K;3,_1 中 ,存在 同色 的 & 条 线段 ,两 两 
没有 公共 端点 .再 加 上 前 两 条 中 与 之 同色 的 1 条 , 便 得 到 + 1 条 线段 ， 
它们 同色 且 两 两 没有 公共 端点 . 

为 一 方面 ,将 K3411 中 的 顶点 分 成 两 组 :A 组 有 上 个 顶点 ,B 组 有 
28 +1T 个 顶点 .将 吾 组 项 点 间 的 线段 都 染 成 红色 ,其 他 的 所 有 线段 都 染 
成 蓝 色 .于 是 ,无 论 是 & + 1 条 红线 段 还 是 & + 1 条 蓝 线段 ,其 中 总 有 两 
条 线段 有 1 个 公共 端点 .这 表明 所 求 的 最 小 自然 数 n = 3k + 2, 这 就 完 
成 了 归纳 证 明 . 

4.36 ” 求 最 小 正 整数 ,使 在 任何 二 染色 的 K, 中 ,都 存在 3 个 单 
色 三 角形 ,它们 两 两 之 间 没 有 公共 边 . 


(中 国 国 家 和 集 调 队 训练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 如 图 所 示 的 二 染色 的 Ks 中 有 两 个 蓝 /< 
Ks ,其余 未 画 出 的 边 全 是 红 边 . 易 见 ,图 中 没有 红 三 
角形 而 恰 有 8 个 蓝 三 角形 .但 任何 3 个 蓝 三 角形 中 ， /A> 


总 有 两 个 三 角形 在 同一 个 蓝 Ks 中 ,二 者 有 1 条 公共 
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给 中 这 


边 .可 见 ,所 求 的 最 小 正 整 数 n 宇 9. 

对 于 二 染色 的 Kg, 设 人 A1A2sA3 是 其 中 的 一 个 单 色 三 角形 .考察 
以 1As,As,Asc,Ar,Ag,Aol 为 顶点 的 完全 子 图 Ki ,其 中 必 有 单 色 三 角 
形 . 设 和信 AyAsAo 是 蓝 三 角形 .再 考察 以 | A;,As， 
A;s,Ae,As| 为 项 点 的 Ks, 车 其 中 有 单 色 三 角形 ， 
则 加 上 前 两 个 共 3 个 单 色 三 角形 两 两 没有 公共 
边 . 若 其 中 没有 单 色 三 角形 , 则 可 分 解 为 一 红 一 全 
蓝 两 个 各 有 $ 条 边 的 圈 ( 见 图 ). 同 理 ,在 分 别 以 
1A3,A4,As,Ae,Ag!l ,|A;,A4,As,A6,Aol| 为 顶 
点 的 Ks 中 ,只 要 有 一 个 Ks 中 有 单 色 三 角形 ,问题 就 解决 了 .否则 ,两 
个 Ks 都 可 分 解 为 一 红 一 蓝 两 个 各 有 5 条 边 的 圈 . 因为 以 1A;,As4,As， 
A5| 为 顶点 的 Ks 的 颜色 已 确定 了 , 故 必 有 A;3Asg,A3Ao,AcAsg,A6Ao 
都 是 蓝 边 . 从 而 个 A3A7Ao 和 公 AeAs;Ag 都 是 蓝 三 角形 .再 加 上 开头 的 
单 色 三 角形 A1A>A; 即 满足 题 中 要 求 . 

综 上 上 可知, 所 求 的 最 小 正 整数 ”= 9. 

4.37 ” 求 最 小 正 整 数 = ,使 当 以 任意 方式 将 K, 二 染色 时 ,总 存在 
两 个 单 色 三 角形 ,二 者 恰 有 1 条 公共 边 . 

(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 在 右 图 的 Ko 中 ,为 清楚 起 见 ,我 们 
把 蓝 线 与 红线 分 别 画 在 两 个 图 中 . 易 见 ,图 中 有 
6 蓝 6 红 共 12 个 单 色 三 角形 ,图 中 的 36 条 边 恰好 
每 边 都 是 一 个 单 色 三 角形 的 一 条 边 ,任何 两 个 单 
色 三 角形 都 没有 公共 边 . 可 见 , 所 求 的 最 小 正 整 
数 7 之 10. 

在 二 染色 的 Kio 中 ,用 计算 异 色 角 和 异 色 三 
角形 的 方法 不 难 算出 ,其 中 至 少 有 20 个 单 色 三 4 
角形 .每 个 三 角形 3 条 边 , 这 些 单 色 三 角形 至 少 外 AN A 
有 60 条 边 .但 Kio 中 的 边 数 为 Cio = 45, 故 必 有 和、 
两 个 单 色 三 角形 恰 有 1 条 公共 边 . 人 

综 上 可 知 , 所 求 的 最 小 正 整 数 x = 10. 4 好 AAS 

4.38 ”一 棱柱 分 别 以 五 边 形 A1A2A3AsA; 3 
与 B1B,B3BsBs 为 上 、 下 底 , 这 两 个 五 边 形 的 每 
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一 条 边 及 每 条 线段 A;B,(i,j = 1,2,3,4,5) 均 涂 上 红 绿 两 色 之 一 . 以 棱 
柱 顶点 为 顶点 ,以 已 涂 色 的 线段 为 边 的 任何 三 角形 的 三 边 均 不 同色 . 求 
证 上 、 下 两 底 的 10 条 边 同色 ， 
(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 我们 分 两 步 用 反 证 法 来 证 明 . 

(1) 先 证 上 .下 底 的 各 $ 条 边 同 色 . 若 不 然 , 设 上 底 的 5 条 边 不 同 
色 ,于 是 其 中 必 有 两 条 邻 边 异 色 .不妨 设 A1A, 为 红 边 ,AiA; 为 绿 边 . 
考察 由 A| 向 下 底 各 顶点 引出 的 $ 条 线段 A1Bj(; = 1,2,3,4,5). 由 抽 
敢 原 理 知 其 中 必 有 3 条 同色 ,而 同色 3 条 的 另 3 个 端点 中 又 必 有 两 个 相 
邻 ,不妨 设 A1B1,A1B, 都 是 红 边 .于 是 A14,,A1B1,A1B，3 条 线段 
都 是 红 的 .考察 3 条 线段 A,B1,A,B,,B1B,. 车 其 中 有 一 条 红线 段 , 则 
得 到 一 个 3 边 同 为 红色 的 三 角形 ,矛盾 . 若 3 条 线段 均 为 绿色 , 则 构成 一 
个 3 边 同 为 绿色 的 三 角形 ,矛盾 . 同 理 可 证 ,下 底 的 5 条 边 也 同色 . 

(2) 再 证 上 .下 底 必 同色 . 设 上 底 为 红色 . 像 (1) 中 那样 考察 由 Ai 
回 下 底 引 出 的 $ 条 线段 , 则 其 中 必 有 两 条 相 邻 线段 同色 ,不 妨 设 为 
4IB 和 AiBz. 知 二 者 同 为 红色 , 则 像 (1) 中 一 样 地 又 可 导出 矛盾 . 故 
二 者 必 同 为 绿色 .因为 不 存在 3 边 同 色 的 三 角形 , 故 知 B,B, 为 红色 ,从 
而 下 底 5 条 边 全 为 红色 ,这 就 证 明了 上 下 底 的 10 条 边 同色 ， 

4.39 ”在 空间 中 给 定 9 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 . 求 最 小 自然 数 
n ,使 在 给 定点 间 任 意 连 结 n 条 线段 并 将 每 条 线段 都 染 上 红 蓝 两 色 之 
一 时 ,总 存在 一 个 各 边 同色 的 三 角形 . 

(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 将 9 点 依次 记 为 Al,A,,…,Ao 并 
将 它们 分 成 5 组 : 1A1i 14 43 |As,As|， 
146,A) 和 iAg,Aol .车 两 点 分 别 属于 相 邻 两 
组 (第 5 组 与 第 1 组 也 相 邻 ), 则 在 它们 之 间 连 
一 条 蓝 线 (用 实 线 表示 ); 车 两 点 分 别 属于 不 相 
邻 的 两 组 , 则 在 它们 之 间 连 一 条 红线 (图 中 用 虚 
线 表示 ); 蔡 两 点 属于 同一 组 , 则 它们 之 间 不 连 
线 .这 时 ,图 中 共有 32 条 线 但 没有 各 边 同色 的 
”音色 三 角形 , 故 知 所 求 的 最 小 自然 数 1 之 33. 
太一 方面 , 当 这 9 点 间 连 有 33 条 线段 且 每 条 线段 都 染 有 红 蓝 两 色 
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之 一 时 ,由 于 9 个 顶点 的 完全 图 Ks 共有 36 条 边 , 故 知 这 时 图 中 只 少 3 
条 边 . 于 是 ,我 们 可 从 9 点 中 选取 3 点 ,使 所 少 的 3 条 边 中 每 边 都 至 少 有 
一 个 端点 是 所 选 的 3 点 之 一 :这样 一 来 , 除 这 3 点 之 外 的 其 余 6 点 为 项 
点 的 子 图 是 一 个 二 染色 的 完全 子 图 Ks6. 从 而 其 中 必 有 单 色 三 角形 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 n = 33. 

4.40 ” 求 最 小 正 整数 ,使 在 任何 二 染色 的 K, 中 ,都 存在 具有 相 
同 颜 色 但 没有 公共 边 的 两 个 单 色 三 角形 . 

《中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 在 右 图 所 示 的 Kj; 中 ,没有 画 出 的 线段 
均 为 红色 ,已 画 出 的 是 蓝 色 线 段 . 易 见 ,其 中 的 任何 
两 个 蓝 三 角形 或 任何 两 个 红 三 角形 都 有 1 条 公共 
边 .这 表明 所 求 的 最 小 正 整 数 n 衬 8. 一 一 

下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 二 染色 的 Ks 中 一 定 
存在 满足 题 中 要 求 的 两 个 三 角形 . 

设 有 一 个 二 染色 的 Ks ,其 中 不 存在 满足 题 中 要 求 的 两 个 三 角形 ， 

由 于 二 染色 Ks 中 必 有 单 色 三 角形 ,不 妨 设 人 AAA3 是 蓝 三 角 
形 .考察 以 1A;,A4,A;,Ae,A7,Ag| 为 顶点 的 完全 子 图 Ke. 由 反 证 假 
设 知 其 中 不 能 有 蓝 三 角形 , 故 必 有 红 三 角形 .不 妨 设 这 个 红 三 角形 与 
全 414243 有 1 个 公共 顶点 . 若 不 然 , 则 二 者 顶点 间 的 9 条 连 线 中 必 有 5 
条 同色 . 设 有 5 条 红色 .于 是 Ai ,Az ,Ai 中 至 少 有 1 点 向 红 三 角形 引出 
两 条 红线 ,从 而 得 到 与 蓝 全 A1A,A3 有 1 个 公共 顶点 的 红 三 角形 . 设 红 
三 角形 是 人 A;AsA;. 

考察 以 {A,,As,Ae,Ay,Asl 为 顶点 的 二 染色 的 Ks. 由 反 证 假设 
知 其 中 没有 单 色 三 角形 .从 而 它 可 分 解 为 一 红 一 蓝 两 个 各 有 $ 条 边 的 
圈 ( 如 图 ). 

考察 以 1A1,A;,As,As,A7,Ag| 为 顶点 的 
二 染色 的 Ke. 由 反 证 假设 知 其 中 不 能 有 红 三 角 
形 , 故 其 中 有 两 个 蓝 三 角形 且 均 与 蓝 % 
全 A1A2A3 有 一 条 公共 边 ,当然 只 能 是 A,4，. 
由 此 可 知 ,AlAs,A,As 为 蓝 边 . 

朋 考 察 以 |A,,As,As,Ac,As,Asgl 为 顶点 
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的 K6 ,类似 地 可 得 出 ,A;A6,A5A7 为 红 边 .最 后 考察 边 A3A6. 若 它 为 
蓝 边 , 则 全 A;A3Ae 和 全 A,A1As 为 两 个 茧 三 角形 满足 要 求 ,矛盾 ; 奎 
A;As 为 红 边 , 则 人 A;3AsA6 和 个 A4AsAy 为 满足 要 求 的 两 个 红 三 角 
形 ,矛盾 . 从 而 证 明了 二 染色 的 Ks 中 必 有 两 个 满足 题 中 要 求 的 三 角 
形 . z 
综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 正 整数 = 8. 
- [ 解 2] 由 解 1 开 头 的 例子 知 ,只 须 证 明 在 二 染色 的 Kg 中 必 存 在 
两 个 满足 题 中 要 求 的 三 角形 .为 此 ,我 们 先 证 如 下 的 引 理 . 
引 理 ”在 二 染色 的 Ks 中 ,至 少 存在 8 个 不 同 的 单 色 三 角形 . 
引 理 的 证 明 ”因为 Kgs 中 共有 Ca = 56 个 三 角形 , 故 只 须 证 明 其 中 
至 多 有 48 个 异 色 三 角形 ( 即 3 边 不 同色 的 三 角形 ). 
我 们 将 两 边 异 色 的 角 称 为 异 色 角 . 显然 ,每 个 异 色 三 角形 中 恰 有 两 
个 异 色 角 . 
设 点 A; 引出 的 红线 数 为 x;, 于 是 引出 的 蓝 线 数 为 7 -yx;,i = 1， 
,8. 因 此 ,以 A， 为 项 点 的 异 色 角 的 个 数 为 r;(7 一 7;). 从 而 Ks 中 异 


omitae (7 一 x). 所 以 异 色 三 角形 的 总 数 不 超 过 
40-, 1 33x4=48, 

目 仅 当 乌 点 引出 全线 和 让 线 数 都 是 3 开 4 时 ， 异 色 三 角形 数 才能 等 于 
48. 

回 到 题目 的 证 明 . 由 引 理 , 二 染色 的 Kg 中 至 少 有 8 个 单 色 三 角形 . 

(1 设 Ks 中 有 5 个 单 色 三 角形 同色 .不 妨 设 都 是 蓝 色 . 如 果 这 5 个 
蓝 三 角形 两 两 都 有 公共 边 , 则 5 个 蓝 三 角形 必 有 一 条 公共 边 . 设 这 
5 个 三 角形 为 人 Ai4z Ai ,AAA 4 ， 和 4AIA Ai AAA, AS 和 
个 A1A2Ay. 考察 以 |A;,As,A;,Ae,As| 为 顶点 的 氏 ,. 若 其 中 有 1 条 
监 边 , 设 为 A3As, 则 人 A1A3As4 和 公 A1A,A;s 是 两 个 蓝 三 角形 且 二 者 
没有 公共 边 ,矛盾 ;车 其 中 全 是 红 边 ,当然 存在 两 个 红 三 角形 ,二 者 没有 
公共 边 ,矛盾 .这 表明 Ks 中 车 有 5 个 单 色 三 角形 同色 ,其 中 必 有 两 个 没 
有 公共 边 . 

(2) 让 Ks 中 恰 有 4 红 4 蓝 8 个 单 色 三 角形 .如 果 4 个 蓝 三 角形 有 一 
条 公共 边 , 设 为 A1A,, 则 顶点 Al 引出 5 条 蓝 边 . 由 引 理 证 明 最 后 的 说 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 267 






| 





hk 吵 座 


明 即 知 ,这 时 Ks 中 不 可 能 只 有 8 个 单 色 三 角形 ,矛盾 .因此 ,车 4 个 蓝 
三 角形 两 两 都 有 公共 边 , 则 它们 构成 一 个 蓝 Ks.4 个 红 三 角形 也 是 如 
此 . 

若 结 论 不 成 立 , Ks 中 恰 有 4 红 4 蓝 8 个 单 色 三 角形 时 , 必 有 一 个 红 
Ks 和 一 个 蓝 Kis. 显然 ,二 者 至 多 有 1 个 公共 项 点. 易 见 ,无 论 有 否 公共 
顶点 ,总 可 以 从 红 Ks 和 蓝 Ks 中 各 取出 1 个 三 角形 ,二 者 没有 公共 顶 
点 .于 是 又 可 像 解 开头 那样 得 到 一 个 新 的 单 色 三 角形 ,此 与 恰 有 8 个 
单 色 三 角形 矛盾 .这 就 证 明了 二 染色 Ks 中 必 有 两 个 三 角形 满足 题 中 
要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 正 整数 = 8. 

4.41 ” 求 最 小 正 整数 ,使 在 任何 二 染色 的 K, 中 ,都 存在 m 个 两 
两 没有 公共 顶点 的 单 色 三 角形 . 

(中 国 代表 队 模 拟 考试 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 当 m = 1 时 ,n = 6. 下 面 我 们 来 考察 当 m = 2 时 ,最 
小 正 整数 ”是 几 . 这 时 ,图 中 所 示 的 二 染色 K1 。 ， 
中 ,仅仅 画 出 了 蓝 线 , 其 余 未 画 出 的 均 为 红线 . 易 4 
见 ,图 中 没有 红 三 角形 ,而 10 个 蓝 三 角形 都 在 下 
面 的 蓝 Ks 中 ,当然 任何 两 个 都 有 公共 顶点 .由 此 4 4 
可 知 , 当 m = 2 时 ,所 求 的 最 小 正 整数 ”之 8. 

对 于 二 染色 的 Ks ,不 妨 设 人 A1A,A; 是 其 4 和 
中 的 蓝 三 角形 . 若 以 另外 5 点 Bi,B,,B3, Bs， 
Bsi 为 顶点 的 Ks 中 还 有 单 色 三 角形 ,问题 就 解决 了 , 故 只 须 再 讨论 其 
中 没有 单 色 三 角形 的 情形 .这 时 ,二 染色 的 KK; 可 以 分 解 为 一 红 一 蓝 两 
个 各 有 5 条 边 的 圈 ( 如 图 ). 此 外 ,在 以 |A,;,B1,B;,B3,B4, Bs| 为 顶点 
的 二 染色 Ke 中 , 必 有 两 个 以 A; 为 公共 顶点 的 单 色 三 角形 ,i = 1,2,3. 
3 个 Ks 中 共有 6 个 单 色 三 角形 . , 

(1) 设 其 中 有 1 个 红 三 角形 , 不 妨 设 为 “AS 
人 A1B1B4. 考察 以 {As,A3,B2,B3,Bs| 为 顶点 /BR、 
的 Ks. 如 果 其 中 有 单 色 三 角形 , 则 与 人 A1B1B， 。 < 
便 是 满足 要 求 的 一 对 .否则 ,这 个 二 染色 Ks 中 每 
个 顶点 都 引出 两 条 红 边 和 两 条 蓝 边 . 但 BsB;， 
BsBs 已 为 红 边 , 故 B;As,BsA; 应 为 蓝 边 , 这 导 
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致 人 B;A,A; 为 蓝 三 角形 ,让 慎 . 

(2) 设 6 个 单 色 三 角形 都 是 蓝 色 的 ,于 是 每 个 Ke 中 的 两 个 蓝 三 角 
形 都 有 1 条 公共 边 . 设 第 1 个 Ke 中 的 两 个 蓝 三 角形 是 人 AIBDB:， 
全 AiB2B;3, 即 B, 是 两 个 蓝 三 角形 的 公共 顶点 .如 果 后 两 个 Ke 中 的 蓝 
三 角形 对 中 之 一 不 以 Bs 为 公共 顶点 , 则 必 存 在 两 个 无 公共 顶点 的 蓝 三 
角形 ;如 果 后 两 对 也 都 以 B; 为 公共 顶点 , 即 人 A;B1B;, 全 A,B;B3 和 
和 人 43;BiB:, 人 AA3;B2B3 均 为 蓝 三 角形 . 这 样 一 来 ,人 AIBIB， 和 
从 A,A;3B; 便 是 两 个 无 公共 顶点 的 蓝 三 角形 . 

至 此 ,我 们 证 明了 当 mx = 2 时 ,所 求 的 最 小 正 整数 nn = 3m +2 = 
8. 对 于 一 般 的 m ;我 们 用 归纳 法 来 证 明 同 样 的 结论 成 立 . 

设 当 m = 上 时 ,所 求 的 最 小 正 整 数 n = 3m+2. 当 m= 上 +1 时 ， 
二 染色 的 K344s 中 当然 存在 一 个 单 色 三 角形 .除了 这 个 三 角形 的 3 个 顶 
点 之 外 ,还 有 3& +2 个 顶点 .由 归纳 假设 知 ,以 后 3k + 2 个 顶点 为 顶点 
的 天 ak+az 中 有 个 两 两 没有 公共 顶点 的 单 色 三 角形 .加 上 开头 的 1 个 ， 
共有 & + 1 个 两 两 没有 公共 顶点 的 单 色 三 角形 . 

为 一 方面 , 像 开 头 一 样 ,由 3w: + 1 个 顶点 中 取 两 个 顶点 A| 和 A， 
并 将 A1A; 染 成 蓝 色 .然后 把 以 其 余 顶 点 为 顶点 的 完全 子 图 K;,_| 全 
部 染 成 蓝 色 ,其 余 各 边 均 为 红色 . 于 是 这 个 K;,,;; 中 没有 红 三 角形 , 蓝 
三 角形 全 在 子 图 K;,,_| 中 , 故 其 中 任何 m 个 单 色 三 角形 中 必 有 两 个 三 
角形 至 少 有 1 个 公共 顶点 . 即 这 个 KK;,,,i 中 不 存在 m 个 两 两 没有 公共 
顶点 的 单 色 三 角形 .所 以 , 当 m 实 2 时 ,所 求 的 最 小 正 整 数 n = 3m +2; 
当 m = 1 时 ,n = 6. 

4.42 ” 求 最 小 下 整数 ,使 在 任何 二 染色 的 有 ”个 顶点 的 完全 图 
K, 中 ,都 存在 具有 相同 颜色 的 两 个 没有 公共 顶点 的 单 色 三 角形 . 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,让 我 们 来 看 右 图 所 示 的 二 染色 
的 Ks, 其 中 虚线 表示 红色 , 实 线 表示 蓝 色 , 且 没 有 ”全 < 
画 出 的 线 都 是 虚线 . 易 见 ,以 1B1,B,,B3,B4,Bs| 和 -六 


为 顶点 的 蓝 Ks 中 有 10 个 蓝 三 角形 ,其 中 任何 两 ， B 
个 都 至 少 有 1 个 公共 顶点 . 图 中 再 无 别 的 蓝 三 角 


形 . 此 外 ,图 中 任何 一 个 红 三 角形 必 有 1 条 边 是 3 条 B: 8， 
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绊 秒 这 


线段 {A,A;,A3A4,AsA,| 之 一 .从 而 任何 两 个 红 三 角形 也 都 至 少 有 1 
个 公共 顶点 .这 说 明 所 求 的 最 小 正 整 数 之 10. 

下 面 我 们 来 证 明 ,在 二 染色 的 关 io 中 ,总 存在 满足 题 中 要 求 的 两 个 
单 色 三 角形 , 设 这 个 结论 不 成 立 . 

(1) 因为 在 二 染色 的 Ke 中 必 存 在 单 色 三 角形 ,Kio 中 当然 更 是 如 
此 , 设 公 AiA,A; 是 单 色 三 角形 .于 是 在 以 1A4,A;,…,Aiol 为 顶点 的 
K; 中 又 应 存在 一 个 单 色 三 角形 ,不妨 设 为 人 A4sAsAs. 这 两 个 单 色 三 
角形 没有 公共 顶点 , 故 必 为 一 红 一 蓝 . 不 妨 设 从 AiA,A; 为 红 ， 
个 AsAsAs 为 蓝 .考察 这 两 个 三 角形 的 顶点 之 间 的 9 条 连 线 .由 抽 居 原 
理 知 其 中 必 有 5 条 同色 ,不 妨 设 为 蓝 色 . 这 5 条 蓝 线 是 从 A1,A,,A; 分 
别 引 出 的 , 故 其 中 必 有 一 个 顶点 引出 两 条 蓝 线 , 设 为 A1As,AiA;, 于 
是 和合 AI1A4A5 为 蓝 三 角形 , 它 与 红 个 AiA?A3 恰 有 1 个 公共 顶点 Ai. 这 
样 一 来 , 由 反 证 假设 便 知 , 以 另外 $ 个 顶点 (为 观察 方便 , 改变 记号 
为 )1B1,B;,B;, Ba;Bs| 为 顶点 的 二 染色 完全 子 图 K; 中 ,没有 任何 单 
色 三 角形 , 故 这 个 Ks 必 可 分 解 为 一 红 一 蓝 两 个 圈 ,每 个 圈 恰 有 5 条 边 . 
考察 以 [14 Bi B2 ,Bi,B4,B5} 为 顶点 的 完全 子 图 Ke. 这 时 ,其 中 必 有 
两 个 单 色 三 角形 .显然 ,二 者 以 Ai 为 公共 顶点 . 

(2) 设 这 两 个 单 色 三 角形 同色 ,不 妨 设 为 蓝 4 
色 , 则 二 者 必 有 1 条 公共 边 . 设 这 两 个 蓝 三 角形 4 7 

Dy 





是 全 A1B1Bs, 公 A1BsBs( 见 图 ). 考察 以 1B，， 
B3,B4,A4s,Asl 为 顶点 的 完全 子 图 Ks. 由 反 证 8 
假设 知 其 中 没有 单 色 三 角形 ,从 而 它 又 可 分 解 
为 一 红 一 蓝 两 个 圈 ,每 个 圈 恰 有 5 条 边 . 不妨 设 3, 8B， 
A4B2,A5B4 为 蓝 边 ,于 是 AsB;,AsBi,AsB,,， 
AsB3 为 红 边 . 同 理 ,以 1B1,B;,B3,A4,Asi 为 顶点 的 完全 子 图 Ks 也 
可 分 解 为 一 红 一 蓝 两 个 圈 ,每 个 圈 恰 有 5 条 边 . 因而 ,顶点 B; 恰 在 此 
Ks 中 引出 两 条 红线 .但 上 面 已 证 B;B, ,BijA4A,,B3;A,。 都 是 红 边 ,矛盾 . 
(3) 由 (2) 知 两 个 单 色 三 角形 必 为 异 色 . 不妨 设 人 A1B,B; 为 蓝 而 
全 A1B1B4 为 红 . 考察 以 1A4,As,Bi,Ba,Bsl 为 顶点 的 完全 子 图 K。. 
由 反 证 假设 知 其 中 没有 单 色 三 角形 ,所 以 它 可 以 分 解 为 一 红 一 蓝 两 个 
各 有 5S 边 的 圈 . 不 妨 设 AsBi,A4B4 为 蓝 边 而 A4Bi,A4B5,A5B4,A5B。 
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为 红 边 (如 图 ). 看 AsB, 为 红 边 , 则 合 A5B2B4 
和 公 AlA>A; 为 两 个 无 公共 顶点 的 红 三 角形 ， 
此 与 反 证 假设 矛盾 , 故 A;B, 为 蓝 边 . 若 A4B3 为 
红 边 , 则 全 A4B3Bs 与 全 A1A,A; 为 两 个 无 公共 
顶点 的 红 三 角形 ,矛盾 ,上 故 A4B; 为 蓝 边 . 这 时 ， 
全 44B3B4 与 人 AIB2A5 为 两 个 无 公共 顶点 的 
蓝 三 角形 ,此 与 到 证 假设 矛盾 . 

综 上 所 述 ,我 们 证 明了 在 二 染色 的 Kio 中 
总 存在 满足 要 求 的 两 个 单 色 三 角形 .所 以 ,所 求 的 最 小 正 整数 n = 10. 

4.43 ” 求 最 小 自然 数 n ,使 在 二 染色 的 K, 中 ,总 存在 两 个 单 色 三 
角形 ,二 者 怡 有 1 个 公共 顶点 . 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 将 8 阶 完全 图 Ks 染色 如 图 所 示 , 其 中 


画 出 了 蓝 线 ,未 画 出 的 线 全 是 红线 . 易 见 ,图 中 共有 /> 
8 个 蓝 三 角形 而 没有 红 三 角形 , 且 任 何 两 个 蓝 三 角 


形 或 有 公共 边 或 无 公共 顶点 . 故 知 所 求 的 最 小 自然 /~ 
数 n 宇 9. 


为 证 二 染色 的 K, 中 必 有 两 个 单 色 三 角形 恰 有 
1 个 公共 项 点 , 先 证 下 面 的 引 理 . 

引 理 ”在 二 染色 的 Ke 中 ,至 少 有 12 个 不 同 的 单 色 三 角形 . 

引 理 的 证 明 ” 设 Ks 中 的 9 个 顶点 为 A1,A,,…, A, 其 中 自 顶 点 
Ai 引出 x; 条 红线 和 8 - r; 条 蓝 线 .我 们 称 从 一 个 顶点 引出 的 一 条 红线 
与 一 条 蓝 线 所 构成 的 角 为 异 色 角 . 于 是 以 A; 为 项 角 的 异 角 的 个 数 为 
.Ti(8 一 7) .我 们 称 既 有 红 边 又 有 蓝 边 的 三 角形 为 异 色 三 角形 . 显然 ,每 
个 异 色 三 角形 恰 有 两 个 异 色 角 .所 以 ,二 染色 的 K。 中 异 色 三 角形 的 个 
数 为 


Dr 一 ) 过 地 x9x16 = 72, 
即 异 色 三 角形 的 个 数 不 多 于 72 个 . 因为 Ke 中 三 角形 的 总 数 为 Cj = 上 上 


6 
Xx9x8x7= 84, 所 以 Ks, 中 至 少 有 12 个 单 色 三 角形 . 引 理 证 毕 . 
由 引 理 知 ,二 染色 的 并。 中 至 少 有 12 个 单 色 三 角形 .12 个 三 角形 共 
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有 36 个 顶点 .由 抽 屠 原理 知 ,图 中 必 有 1 个 顶点 是 4 个 单 色 三 角形 的 公 
共 顶 点 .车 其 中 任何 两 个 单 色 三 角形 都 不 是 恰 有 1 个 公共 顶点 , 则 二 者 
必 有 公共 边 .因而 4 个 单 色 三 角形 有 1 条 公共 边 且 4 个 单 色 三 角形 同 
色 . 不 妨 设 全 AAA ,和 全 AAA 和 AAAIAA5, 人 和 人 AIAA6 都 是 蓝 三 角 
形 .考察 以 A;,A4,A;,As 为 顶点 的 二 染色 的 KK4. 若 其 中 有 1 条 蓝 边 . 
不 妨 设 为 45344, 则 全 44344: 和 全 44?A5 都 是 蓝 三 角形 且 恰 有 1 个 
公共 顶点 41; 若 其 中 全 是 红 边 , 则 红 全 4344As 和 蓝 人 AAA; 恰 有 1 
个 公共 顶点 43. 这 就 证 明了 二 染色 的 K。 中 必 有 两 个 单 色 三 角形 满足 
题 中 要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 n = 9. 

4.44 求 最 小 自然 数 n ,使 在 有 10 个 顶点 ,n 条 边 且 二 染色 的 简单 
图 中 ,总 存在 单 色 三 角形 或 单 色 四 边 形 . 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 右 图 中 有 10 个 顶点 和 30 条 边 ， 
其 中 红 边 和 蓝 边 各 15 条 . 易 见 ,图 中 既 无 单 
色 三 角形 也 无 单 色 四 边 形 . 故 知 所 求 的 最 
小 自然 数 n 之 31. 

下 面 证 明 当 ”= 31 时 ,图 中 必 存 在 单 
色 三 角形 或 单 色 四 边 形 .这 时 ,由 抽 居 原理 
知 ,图 中 总 有 16 条 边 同色 .于 是 只 须 证明 ， 
在 有 10 个 顶点 和 16 条 边 的 简单 图 中 ,总 存 . 
在 三 角形 或 四 边 形 . z 

由 于 图 中 16 条 边 有 32 个 端点 , 故 由 抽 居 原理 知 必 有 1 个 顶点 至 多 
引出 3 条 线 .不 妨 设 顶点 4io 引出 3 条 线 , 于 是 除 Aio 外 的 9 点 间 共 有 
13 条 边 .13 条 边 有 26 个 端点 ,由 抽 屋 原理 又 知 必 有 1 个 顶点 至 多 引出 2 
条 线 .不 妨 设 A, 引出 2 条 线 . 于 是 以 1A1,A;,…,As| 为 顶点 的 子 图 中 
有 11 条 边 .11 条 边 有 22 个 顶点 ,由 抽 展 原理 知 必 有 1 个 顶点 至 多 引出 
2 条 线 . 不 妨 设 As 引出 2 条 线 .于 是 以 {A1,A,,…,As| 为 顶点 的 子 图 
中 有 9 条 边 .类 似 地 可 设 以 {A1,A,,…,Asi 为 顶点 的 子 图 中 有 7 条 边 . 

考察 以 |A1,A,,…,Aei 为 顶点 的 子 图 ,其 中 有 7 条 边 .这 时 ,图 中 
必 有 圈 . 若 边 数 最 多 的 圈 有 6 条 边 , 则 第 7 条 边 无 论 连结 哪 两 个 顶点 ,总 
会 形成 三 角形 或 四 边 形 . 车 边 数 最 多 的 圈 有 5 条 边 , 则 另 两 条 边 或 者 都 
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出 自 圈 外 的 顶点 ,或 者 至 少 有 1 条 是 五 边 形 的 对 角 线 .无 论 哪 种 情形 都 
导致 三 角形 或 四 边 形 . 若 边 数 最 多 的 圈 至 多 有 4 条 边 ,结论 显然 成 立 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 = 31. 

4.45 ”在 一 个 凸 多 边 形 中 作出 所 有 对 角 线 ,将 每 条 边 和 每 条 对 角 
线 都 染 上 & 种 颜色 之 一 ,使 得 不 存在 以 多 边 形 顶点 为 项 点 的 单 色 封闭 
折线 . 问 满足 上 述 条 件 的 多 边 形 最 多 有 多 少 个 顶点 ? 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 设 多 边 形 的 顶点 数 为 ,于 是 n 边 形 共 有 C2 = 本 mn(7 一 1) 
条 边 和 对 角 线 .其 中 若 有 ”条 线段 涂 有 同一 种 颜色 , 则 由 图 论 定理 知 其 
中 必 有 一 个 圈 , 即 单 色 封闭 折线 ,与 已 知 矛盾 , 故 知 每 种 颜色 的 线段 条 
数 都 不 超过 n -- 1. 从 而 有 


方 ma ~- 1) 过 k(n 1). 


由 此 解 得 n 过 2k. 
下 面 指 出 , 当 n = 2k 时 ,满足 要 求 的 涂 色 法 存在 . 取 正 2& 边 形 
A1A,…Az4 ,并 将 折线 AlAzeA2A2p-1'"" ApAer! 涂 上 第 一 种 颜色 ,将 由 


这 条 折线 旋转 下 所 得 到 的 折线 涂 上 第 ; + 1 种 颜色 ,i = 1,2,…,k 一 1 
不 难看 出 ,每 条 线段 都 恰 被 染 上 人 种 颜色 之 一 , 且 不 存在 单 色 的 封闭 折 
线 . 

综 上 可 知 , 满 足 条 件 的 多 边 形 最 多 有 2k 条 边 ， 

4.46 ” 设 有 空间 中 者 干 个 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 , 某 些 点 对 间 
有 线段 相连 ,这 样 构成 一 个 图 . 如果 最 少 要 用 n 种 颜色 给 这 些 点 染色 ， 
使 每 点 都 染 上 n 种 颜色 之 一 ,才能 使 得 任何 两 个 同色 点 之 间 都 没有 线 
段 相连 , 则 称 这 个 图 是 色 图 .求证 对 于 任意 n € N ,都 存在 一 个 不 含 
三 角形 的 n 色 图 . 





《中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1993 年 ) 
[证 1] 对 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 nn = 1 时 结论 显然 成 立 . 设 
n 二 上 时 结论 成 立 , 相 应 的 色 图 为 G,G 的 顶点 个 数 为 m. 作 上 个 与 G 
相同 的 图 G1,G2,…, Gi. 从 Gi,G2,… ,Gk 中 各 任 取 一 点 组 成 一 个 上 点 
组 ,共有 xz 种 不 同 取 法 .在 G1,G;,,…,Gi 的 顶点 之 外 另 选 mt 个 不 同 
点 ,使 得 所 有 点 中 的 任何 4 点 都 不 共 面 .规定 这 wi 个 点 与 前 面 的 mt 个 
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点 组 一 一 对 应 ,并 且 每 点 都 与 它 所 对 应 的 点 组 中 的 个 点 各 连 一 条 
线段 .于 是 得 到 一 个 图 G”. 

下 面 证 明 G* 是 &+1 色 图 .首先 将 G1,G;,… ,Gz 都 按 G 的 染色 
方式 染色 ,共用 & 种 不 同 颜色 .然后 将 后 取 的 mt 个 点 都 染 上 第 &+ 1 种 
颜色 . 显然 ,图 中 没有 三 角形 上 且 等 条 边 的 两 个 端点 都 不 同色 且 图 中 共 用 
了 + 1 种 颜色 . 

因为 G1,G;,，… ,Gs 都 是 上 色 图 ,所 以 不 论 怎样 给 它们 染色 ,总 可 
以 从 这 上 上 个 图 中 各 取 1 点 ,使 所 取 的 个 点 互 不 同色 .由 构造 过 程 知 , 这 
个 & 点 组 对 应 于 一 点 A 且 A 与 这 k 个 点 间 都 有 线 相连 ,于 是 点 A 只 能 
染 上 与 & 点 组 中 已 有 的 & 种 颜色 都 不 同 的 另 一 种 颜色 .这 表明 G* 不 
能 是 & 色 图 . 

绽 上 可 知 ,G ”为 &+1 色 图 .这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

[证 2] 对 ?用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 ”= 1,2 时 结论 显然 成 立 . 

设 存 在 不 含 三 角形 的 上 色 图 Gi,k 实 2. 让 我 们 来 构造 不 售 三 角形 
的 上 +1 色 图 Co 

设 Gt 有 nm 个 顶点 Al,A;,…,A,. 再 取 m+ 1 个 新 顶点 A'i， 
A ,A ;A il; 使 这 2w1 + 1 个 顶点 中 的 任何 4 点 都 不 共 面 . 对 于 
每 个 i(1 记 i 过 m), 将 A'; 与 4A; 的 所 有 邻 点 都 连结 起 来 ,然后 再 将 A“ 
与 A%,+1 连结 起 来 .这 样 得 到 的 图 记 为 Gy 

由 于 Gi 不 含 三 角形 ,并 且 在 构造 Ge; 的 过 程 中 ,G, 的 各 点 之 间 
没有 增加 新 的 连 线 , 所 以 ,Gi,i 中 不 含 3 个 顶点 都 属于 C 的 三 角形 .又 
因 AAA 4 中 任 一 点 的 两 个 邻 点 间 都 没有 连 线 ,所 以 








Gir1 中 不 会 至 少 有 1 个 顶点 属于 1 A;| i = 1,2,…,m + 1| 的 三 角形 . 


可 见 ,G1 中 不 含 任 何 三 角形 . 

因 G 是 上 色 图 , 故 可 用 上 种 不 同 颜色 为 G 的 顶点 进行 满足 题 中 要 
求 的 染色 .然后 对 每 个 A',(1 达 i 过 mm), 都 染 上 与 A; 相同 的 颜色 .最 后 
将 Ar1 染 上 第 + 1 种 颜色 .这 样 ,图 G,| 中 共有 大 + 1 种 颜色 且 任 
何 两 个 同色 点 间 都 无 线 相连 . 

如 果 Geri 是 上 & 色 图 , 则 因 Ap 与 A ,As ,…,A’ 间 都 有 线 相 
连 , 故 A1 ,A，,…,A', 至 多 染 有 k ~ 1 种 颜色 .但 G, 上 恰 用 种 颜色 ， 
故 Ge 上 至 少 有 1 种 颜色 a 与 41 ,A， ,…,A',, 上 的 颜色 都 不 同 .将 颜色 
为 a 的 所 有 顶点 A; 都 改变 为 A“; 的 颜色 , 则 G, 的 新 染色 法 仅 用 了 k - 1 
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种 颜色 且 仍 满足 题 中 要 求 ,此 与 G 为 & 色 图 矛盾 . 
综 上 可 知 ,Gil 为 k+ 1 色 图 .这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
4-47 ”在 某国 的 一 些 城市 之 间 辟 有 空中 直达 航线 ,求证 其 中 必 有 
两 个 城市 ,与 二 者 直接 通航 的 城市 数目 相同 . 
(第 28 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 设 辟 有 空中 直达 航线 的 城市 共有 n 个 ,于 是 每 个 城市 至 少 
有 一 条 航线 ,至 多 有 2” - 1 条 航线 .由 抽 层 原理 知 其 中 必 有 两 个 城市 的 
航线 数 相 同 , 亦 即 与 这 两 个 城市 直接 通航 的 城市 数 相同 . 
4.48 怎样 用 最 少数 量 的 航空 线路 连结 50 个 城市 ,才能 使 得 
从 一 个 城市 到 另 一 个 城市 的 旅行 都 至 多 需 乘 两 次 ( 换 乘 一 次 ) 飞 
机 ? 
(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 】 固定 一 个 城市 ,并 将 另外 49 个 城市 中 的 每 个 城市 都 用 一 条 
航线 与 该 市 相连 , 便 满足 题 中 要 求 . 
太一 方面 ,将 50 个 城市 都 连结 起 来 ,至 少 要 49 条 航线 . 故 知 最 少 要 
有 49 条 航线 . 
4.49 在 X 城 的 地 铁 线路 中 ,从 任何 一 个 车 站 乘 车 可 以 到 任何 另 
一 个 车 站 . 试 证 可 以 将 其 中 一 个 车 站 关闭 修理 ,使 得 列车 不 能 通过 此 
站 ,但 自 其 他 任何 车 站 仍 可 乘 车 到 另外 任何 车 站 . 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] ”我 们 将 相 邻 两 个 车 站 之 间 的 线路 称 为 一 段 . 固定 一 个 车 站 
A ,由 其 他 任何 一 个 车 站 B 到 A 所 经 过 的 最 少 段 数 称 为 B 与 A 的 距离 . 
将 与 A 距离 最 远 的 车 站 之 一 关闭 修理 即 满 足 题 中 要 求 . 
4.:50 ” 某 城 市 的 街道 平面 图 是 一 个 5x 5 的 方 格 图 表 ， 其 中 A 处 有 
一 部 扫 雪 机 , 求 扫 遍 所 有 街道 并 最 终 回 到 出 发 点 的 


最 短路 线 的 长 度 K-TTTT1: 
(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) | 

[ 解 ] 显然 ,图 中 共有 60 段 长 度 为 1 的 线段 ，c D 
但 有 16 个 奇 顶点 , 即 方 格 表 中 除了 4 个 角 点 外 ,其 了 
B M 


余 的 16 个 边界 结 点 .由 于 可 将 它们 分 成 8 对 , 故 至 4 TWQ 
少 有 8 上段 路 要 重复 走 两 次 .所 以 ,任何 一 条 扫 遍 街道 
的 回路 的 长 度 至 少 为 68. 
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另 一 方面 , 当 沿 着 折线 ABCDEFGHUKLMNOPQARSTA 扫 雪 时 ， 
所 走路 线 的 长 度 怡 为 68. 故 知 最 短路 线 的 长 度 为 68. 

4.51 ”矩形 城市 恰好 有 m 段 长 和 7 段 宽 (如 图 ) ,一 个 妇女 住 在 城 
市 的 西南 角 ,工作 在 东北 角 ,她 每 天 步行 去 工作 ,但 是 在 任何 给 定 的 行 
程 上 ,她 确信 她 的 路 线 不 包含 任何 交叉 点 两 次 ,证 明 她 所 能 采取 的 路 线 
数目 疙 zz) 满足 Am az) 委 222. 

(第 9 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 各 条 可 容许 的 路 
线 把 所 有 方 格 的 集合 分 成 两 个 
不 相交 的 子 集 ( 其 中 之 一 可 能 x 段 
是 空 集 ,例如 一 直 往 北 ,然后 再 
一 直 往 东 的 路 线 ). 

所 以 ,可 容许 的 路 线 数目 
N 小 于 或 等 于 一 切 方 格 的 子 集 的 个 数 . 

因为 一 共有 mn 个 方 格 , 所 以 一 切 方 格 的 子 集 的 个 数 为 2”*. 

因而 有 N= f(m,n) < 2". 

事实 上 , 当 m 和 nn 都 大 于 1 时 ,等 号 不 成 立 .因为 有 某 些 子 集 不 能 
和 可 容许 的 路 线 对 应 . z 

4.52 某国 有 大 干 个 城市 ,在 一 些 城市 之 间 尽 有 单 向 飞行 的 航 
线 .已 知 从 任何 一 个 城市 出 发 ,都 不 能 经 过 中 转 而 到 达 每 个 城市 至 少 1 
次 ,求证 可 以 将 全 国 的 城市 分 成 A,B 两 组 ,使 得 从 B 组 的 任何 一 个 城 
市 出 发 ,都 不 能 通过 这 些 航线 而 飞 抵 A 组 中 的 某 个 城市 . 

(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 ] 设 5 是 辟 有 单 向 飞行 的 城市 之 一 .我 们 将 由 65 出 发 ,通过 这 
些 单 向 航线 (包括 中 转 ) 所 能 抵达 的 所 有 城市 算 作 B 组 (包括 5), 而 把 
所 有 其 他 城市 算 作 A 组 . 因 从 5 出 发 不 能 到 遍 所 有 城市 , 故 A 非 空 且 
显然 由 B 组 任何 城市 出 发 都 不 能 到 达 A 组 某 市 ,否则 由 5 出 发 亦 能 到 
达 , 逆 盾 . 

4.53 ”一 条 马路 上 有 6 个 车 站 , 今 有 一 辆 汽车 由 ci 驶 向 ci ,沿途 
各 站 可 自由 上 下 乘客 ,但 此 辆 汽车 在 任何 时 候 至 多 可 载 客 5 人 . 试 证 ; 
在 此 6 站 中 必定 有 两 对 (四 个 不 同 的 ) 车 站 Al ,BI ; A2,B2 使 得 没有 乘 
客 在 A; 站 上 而 且 在 B; 站 下 (4A, 在 Bi 之 前 ) ,也 没有 乘客 在 A, 站 上 和 而 
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有 在 B, 站 下 (A, 在 B, 之前). 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 】 今 CG 表示 在 站 上 而 在 ww 站 下 的 乘客 人 数 , 则 所 有 的 Cu 
如 下 





显然 ,我 们 只 须 证 明 在 这 15 个 数 中 可 以 找到 两 个 数 0 ,而且 这 两 个 
0 不 在 同一 行 或 同一 列 中 即 可 (不 在 同一 行 说 明 上 车 站 不 同 ,不 在 同 列 
说 明 下 车 站 不 同 ). 

注意 到 表 中 虚线 内 的 Cu ,这 些 数 ( 共 9 个 ) 表示 汽车 从 车 站 us 开 
出 之 后 还 未 到 ay 站 时 ,车 上 的 人 数 . 

由 于 有 9 个 数 ,而 车 上 只 能 载 S 个 人 ,所 以 其 中 至 少 有 4 个 为 0. 这 
4 个 0 不 能 在 同一 行 也 不 能 在 同一 列 (因为 每 行 ,每 列 都 只 有 三 个 数 ). 

因而 可 以 找到 不 在 同一 行 也 不 在 同一 列 的 两 个 0, 即 C,,, CG,. 于 是 
apyariarya 即 为 题 中 所 求 的 Al,Bi;A,,B,. 

4.54 ”某国 共有 1985 个 机 场 , 从 每 个 机 场 都 飞 起 一 架 飞 机 ,并 且 
都 降落 在 离 原 来 机 场 最 远 的 一 个 机 场 . 问 能 否 出 现 这 样 的 情况 , 即 所 有 
1985 架 飞 机 全 都 降落 在 某 50 个 机 场 中 ?( 可 以 认为 地 面 是 平面 ,飞行 丝 
沿 直 线 且 每 两 个 机 场 之 间 的 距离 都 互 不 相等 . ) 

(第 48 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 设 有 一 个 正 50 边 形 , 每 个 顶点 处 都 有 1 个 机 场 , 其 余 的 
1935 个 机 场 都 在 形 内 . 于是, 当 每 个 机 场 飞 起 一 架 飞 机 时 ,每 个 顶点 的 
飞机 都 飞 往 相对 顶点 处 的 机 场 ;从 内 部 机 场 飞 起 的 飞机 一 定 飞 往 某 顶 
点 的 机 场 . 可见 ,所 有 飞机 都 飞 往 正 50 边 形 顶 点 处 的 50 个 机 场 . 只 要 适 
当 调整 机 场 的 位 置 , 使 它们 之 间 的 距离 互 不 相等 就 行 了 . 

4-55 某国 建立 了 这 样 的 航空 网 :任何 一 个 城市 至 多 与 另外 3 个 
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城市 有 航线 且 从 任 一 城市 到 另外 的 任 一 城市 至 多 需要 换 乘 一 次 . 问 这 
个 国家 最 多 有 和 多少 个 城市 ? 
. (第 3 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 从 一 个 城市 A 至 多 可 以 到 达 3 个 城市 ,这 
3 个 城市 中 的 每 个 至 多 与 男 外 的 两 个 城市 有 航线 . 可 
见 全 国 至 多 有 10 个 城市 . 

右 图 中 有 10 个 城市 和 15 条 航线 ,每 个 城市 恰 与 
3 个 城市 有 航线 且 满 足 至 多 换 乘 一 次 的 要 求 . 故 知 所 
求 的 最 大 值 为 10. 

4:56 ” 设 有 两 个 国家 ,一 个 是 寻常 的 国家 , 另 一 个 是 它 的 镜子 国 . 
对 于 寻常 国家 中 的 每 一 个 城市 ,镜子 国 中 都 有 一 个 城市 与 它 对 应 , 反 过 
来 也 是 一 样 .已 知 当 寻常 国家 中 的 某 两 个 城市 之 间 有 铁路 连接 时 ,在 镜 
子 国 中 相应 的 两 个 城市 之 间 没 有 铁路 连接 ;而 对 寻常 国 中 的 任意 两 个 
无 铁路 连接 的 城市 ,在 镜子 国 中 相应 的 两 个 城市 之 间 却 一 定 有 铁路 连 
接 . 设 在 寻常 国 中 有 两 个 城市 A 和 B, 女 孩 阿 曹 水 由 A 城 到 B 城 ,至 少 
鉴 经 其 次 中 转 . 试 证 阿莉 莎 在 镜子 国 中 ,可 以 由 任何 一 个 城市 到 达 另 一 
个 城市 ,而 都 不 需要 超过 两 次 中 转 . 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 既然 由 A 到 B 需要 中 转 , 故 知 A,B 两 城 之 间 没有 铁路 直 
达 . 于 是 按 已 知 ,A 和 如 在 镜子 国 的 对 应 城市 A 和 8B’ 之 间 必 有 铁路 .由 
A 城 到 B' 城 可 以 直达 而 不 必 中 转 . z 

对 于 镜子 国 中 任意 一 个 城市 C”, 它 在 寻常 国 的 对 应 城市 为 C. 因 
为 由 A 到 B 至 少 中 转 两 次 , 故 C 不 能 与 A,B 两 城 都 有 铁路 ,否则 中 转 
一 次 就 可 以 了 .从 而 C’ 与 4',B’ 之 一 间 有 铁路 .这 意味 着 由 C’ 到 A' 或 
由 C 到 B’ 至 多 需要 中 转 一 次 . 

对 于 镜子 国 中 任意 两 个 既 异 于 A“ 又 异 于 B 的 城市 C 和 DD’, 由 上 
一 段 的 分 析 知 ,C” 至 少 与 4A“,B” 之 一 间 有 铁路 ,D’ 也 是 如 此 . 可见, 由 
C 到 DD' 至 多 要 中 转 两 次 . 

综 上 可 知 ,在 镜子 国 中 ,从 一 个 城市 到 另 一 个 城市 至 多 要 中 转 两 
次 . 

4.57 ” 某 城 的 每 一 条 道路 均 连结 着 两 个 十 字 路 口 , 且 都 限定 为 单 
四 行车 线 . 市 政 当局 为 设置 加 油 站 网 点 开展 一 次 设计 竞赛 ,要 求 自 每 个 
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十 字 路 口 均 可 按 规定 方向 行车 到 达 加 油 站 之 一 ,但 由 任何 一 个 加 油 站 
都 不 能 按 规定 方 何 驶 抵 另 外 的 任何 一 个 加 油 站 .求证 在 所 有 的 应 征 方 
案 中 ,都 设计 了 相同 数目 的 加 油 站 . 
(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 任 取 两 个 设计 方案 ,将 其 中 一 个 方案 中 的 加 油 站 网 点 称 为 
红 点 ,将 男 一 个 方案 中 的 网 点 称 为 蓝 点 .显然 ,只 要 证 明 互 不 相 重 的 红 
点 和 蓝 点 个 数 一 样 多 就 行 了 .因此 不 妨 设 所 有 红 点 与 蓝 点 都 互 不 相同 . 

对 任何 一 个 红 点 A , 按 已 知 , 由 A 可 抵达 某 个 蓝 点 B. 反 之 ,由 蓝 点 
B 又 可 抵达 某 个 红 点 C. 若 C 关 4, 则 从 红 点 4 可 以 驶 抵 红 点 C, 了 矛盾 ， 
故 必 有 C = A. 此 外 ,如 果 由 红 点 A 可 以 驶 抵 两 个 不 同 的 蓝 点 B 和 D， 
则 由 B 可 以 驶 抵 咯 ,矛盾 . 这 表明 可 以 将 红 点 和 蓝 点 一 对 一 地 搭配 成 
对 ,每 一 对 中 的 两 个 加 油 站 可 以 互相 驶 抵 . 这 就 证 明了 两 个 方案 中 的 加 
油 站 个 数 相 等 . 

4.58 在 M 国 里 ,城市 之 间 都 有 公路 相通 .每 条 公路 之 长 都 小 于 
500 于 米 , 而且 从 任何 一 个 城市 到 另外 任 一 城市 沿 公路 乘 行 的 路 程 也 
都 少 于 500 千 米 .每 当 一 条 公路 关闭 维修 时 ,由 每 个 城市 都 仍 可 沿 其 余 
公路 到 达 另 外 任 一 城市 .求证 此 时 由 任 一 城市 沿 公路 乘 行 到 另 一 城市 
时 ,都 少 于 1500 和 于 米 . 






入 让 于 


(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 者 不 然 , 设 C 和 DD 是 这 样 的 两 座 城市 , 即 当 公路 AB 关闭 
时 ,由 C 到 吃 沿 公路 乘 行 的 最 短路 线 不 少 于 1500 千 米 . 因 每 条 公路 之 
长 都 小 于 500 千 米 , 故 这 条 路 线 中 间 必 有 城 M ,由 它 到 C 和 到 DD 都 不 
少 于 500 于 米 . 由 此 可 知 ,在 公路 AB 关闭 之 前 ,由 C 至 M 及 由 D 至 M 
的 最 短路 线 都 须 经 过 公路 AB . 设 由 C 到 M 的 路 线形 如 CABM ,于 是 
由 DD 至 M 的 路 线 或 为 DABM ,或 为 DBAM . 若 为 前 者 ,路 线 CAD 根本 
不 受 公 路 4B 关闭 的 影响 且 长 度 不 超过 1000 千 米 ,矛盾 ; 若 为 后 者 ， 
则 因 AB 关闭 后 ,公路 CA , BM , DB ,AM 都 照常 开放 有 上 且 CA + BM < 
500, DB + AM < 500, 故 知 路 线 CAMBD 由 C 到 DD 有 生 全 长 小 于 1000 
千 米 ,矛盾 . 

4*59 从 某 机 场 同时 飞 起 100 架 飞 机 (1 架 指挥 机 和 99 架 补 给 飞 
机 ) .油箱 装 满 时 ,每 架 飞 机 都 可 以 飞行 1000 千 米 ,在 飞行 过 程 中 飞机 
可 以 相互 补充 燃料 ,飞机 在 把 燃料 完全 输出 后 即 按 计 划 着 陆 . 问 应 当 按 
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给 中 党 


怎样 的 方式 安排 飞行 ,才能 使 指挥 机 尽 可 能 地 飞 得 远 ? 
(第 31 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] ”因为 每 架 飞机 油箱 装 满 时 ,可 以 飞行 1000 千 米 , 故 知 100 
架 飞 机 起 飞 时 所 带 的 燃料 ,可 供 飞 行 100000 千 米 .因此 ,为 使 指挥 机 飞 
得 尽 可 能 远 ,应 使 其 他 飞机 尽 可 能 早 地 把 燃料 输出 而 降落 . 例如 飞行 
10 千 米 时 ,每 架 飞 机 都 用 去 燃料 的 百 分 之 一 ,于 是 即 可 让 一 架 飞 机 将 
其 油箱 燃料 分 输 给 其 余 的 99 架 飞 机 ,然后 这 架 飞 机 即 可 降落 .总 之 , 当 
还 有 上 上架 飞 机 飞行 时 ,只 要 油箱 空 出 了 二 , 即 可 让 一 架 飞机 分 输 燃料 ， 
然后 降落 ,而 这 些 燃 料 恰好 充满 其 余 飞 机 的 油箱 . 这样 即 可 使 指挥 机 飞 
得 最 远 . 
4.60 ”能 否 在 城市 里 开设 10 条 公共 汽车 的 线路 ,使 得 对 于 其 中 任 
何 8 条 线路 ,都 至 少 有 一 个 车 站 不 在 它们 之 中 的 任何 一 条 线路 上 ,但 对 
于 其 中 任何 9 条 线路 ,都 经 过 全 市 所 有 车 站 ? 
(第 13 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 考察 如 下 的 几何 模型 :在 平面 上 作 10 条 直线 ,使 得 其 中 任 
何 两 条 直线 都 相交 ,但 任何 3 条 直线 都 不 共 点 . 于 是 对 于 其 中 的 任何 8 
条 直线 ,仅仅 沿 着 它们 走 到 达 不 了 另外 两 条 直线 的 交点 . 另 一 方面 ,由 
于 每 个 交点 都 在 两 条 直线 上 , 故 对 任何 9 条 直线 ,都 可 沿 着 它们 走 而 到 
达 任 何 一 个 交点 . 
把 每 条 直线 视 为 一 条 汽车 线路 ,把 每 个 交点 都 视 为 一 个 车 站 , 则 这 
就 是 一 张 满足 要 求 的 公共 汽车 线路 的 设计 图 . 
4.61 已 知 地 铁 线路 网 中 的 每 条 线路 上 都 至 少 有 4 个 车 站 ,其 中 
可 供 换 乘 的 车 站 不 多 于 3 个 ,在 每 个 可 供 换 车 的 车 站 上 交叉 的 线路 都 
不 多 于 两 条 .如 果 从 任意 一 个 车 站 上 车 ,都 至 多 需要 换 两 次 车 , 即 可 到 
达 另 外 任意 一 个 车 站 , 问 这 个 线路 网 中 最 多 可 以 有 多 少 条 线路 ? 
(第 29 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 固定 一 条 线路 ,其 上 至 多 有 3 个 可 供 换 
车 的 车 站 ,于 是 从 这 条 线路 至 多 可 以 换 乘 到 另外 3 
条 线路 上 去 . 而 从 这 3 条 线路 中 的 每 条 线路 至 多 还 
可 以 换 乘 到 另外 两 条 新 路 线 上 去 . 因此 ,线路 的 总 条 
数 不 多 于 1+3+3x2= 10. 
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另 一 方面 , 右 图 所 示 的 线路 网 中 有 10 条 线路 有 旦 满足 题 中 全 部 要 
求 . 故 知 所 求 的 线路 数 的 最 大 值 为 10. 

4.62 NN 城 的 道路 均 可 双向 行车 , 现 决定 在 两 年 内 翻修 全 部 道 
路 .为 此 在 第 一 年 中 ,有 些 道路 成 为 单行 线 ; 到 了 第 二 年 ,这 些 道路 恢复 


双向 行车 ,其 余 道 路 则 限制 为 单 向 行车 线 .已 知 在 翻修 过 程 中 的 任何 时 


刻 ,都 能 从 城市 中 任何 一 个 地 点 驱车 前 往 另 外 任何 地 点 . 试 证 可 将 N 
城 的 所 有 道路 全 都 改 为 单行 线 , 使 得 仍 可 由 城中 任 一 地 点 驱车 前 往 另 
外 任何 地 点 . 

(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 首先 ,将 第 一 年 修 路 时 的 单行 线 涂 上 红色 并 标 上 指示 行车 
方向 的 币 头 . 

其 次 , 任 取 红 路 的 两 个 相 邻 路 口 A 和 B, 设 箭头 指向 是 A -> B. 这 
表明 由 A 可 以 到 B, 但 不 能 沿 这 条 路 从 B 到 A .下 面 我 们 就 来 给 出 由 8 
到 A 的 路 线 ; 在 第 一 年 修 路 时 , 按 假设 是 有 一 条 路 线 由 B 到 达 A 的 . 当 
然 现在 路 线 上 可 能 有 些 段 涂 有 红色 , 男 一 些 段 则 尚未 涂 色 . 因 为 路 线 的 
行驶 方 同 是 从 B 到 A, 故 红 路 段 的 第 涉 方向 是 与 A 一 B 一 - 致 的 .所 以 ， 
我 们 只 要 把 这 条 路 线 的 无 色 路 段 涂 红 , 并 标 上 与 已 有 方向 一 致 的 箭头 
就 可 以 了 .连同 A 一 B 一 起 ,我 们 得 到 了 一 个 单 向 行车 的 闭环 路 . 

对 于 NN 城 的 每 一 段 红 路 段 都 这 样 做 了 以 后 ,我 们 得 到 了 车 于 个 由 
箭头 表示 方向 的 单 向 行车 的 闭环 路 ,此 外 再 无 别 的 红 路 段 . 因此 ,对 于 
某 个 闭环 路 上 的 任何 两 个 路 日 C 和 DD, 妈 可 以 沿 着 箭头 从 C 到 也 ,也 可 
以 沿 着 箭头 从 D 到 C( 顶 多 绕 点 远 而 已 ). 

最 后 ,我 们 将 N 城 尚 未 涂 色 的 路 段 都 涂 上 绿色 ,并 按 第 二 年 修 路 
时 规定 的 方向 标 上 箭头 .于 是 ,全 城 的 道路 都 变 成 了 单行 线 ,并 已 规定 
好 了 行车 方向 . 

下 面 就 来 证 明 , 按 照 上 面 规定 的 方向 ,可 以 从 任 一 路 日 A 到 达 任 
何 男 一 路 口 B. 为 此 ,我 们 取 第 二 年 修 路 时 由 A 至 8B 的 路 线 . 当然 ,这 条 
路 线 上 有 绿色 箭头 也 有 红色 路 段 .显然 ,绿色 箭头 所 指 都 是 由 A 到 B 的 
应 走 方向 . 当中 间 遇 上 红 路 段 时 , 若 箭头 所 指 相 反 , 则 可 沿 环 路 另 一 方 
向 绕 过 去 .这 样 一 来 ,我们 总 可 以 从 A 驱车 沿 单 行 线 而 到 达 B. 

综 上 可 知 , 上 面 设 计 的 单行 线路 图 满足 题 中 要 求 . 

4.63 ” 设 某 地 区 的 布局 相当 于 一 个 被 分 划 成 许多 全 等 的 正三 角 
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全 站 到 





形 的 网 络 平面 ,三 角形 的 每 条 边 都 是 公路 ,而 每 一 个 顶 
点 都 是 一 个 路 口 , 且 在 每 个 路 口 都 交汇 着 6 条 公路 . 现 
从 间 一 条 道路 上 的 A,B 两 处 (两 点 位 于 某 三 角形 的 同 
一 条 边 上 ) 同时 各 开 出 一 辆 汽车 ,二 者 以 同样 速度 朝 
同一 方向 开 去 .在 每 一 个 路 口 处 ,每 辆 汽车 都 可 以 继续 
直行 ,也 可 以 向 左 或 向 右 转弯 120". 问 这 两 辆 汽车 能 奉 
相遇 ”? 





(第 17 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 这 两 辆 汽车 不 会 相遇 . 若 不 然 , 则 A 和 B 必 是 两 个 路 口 . 设 
汽车 开始 时 的 行驶 方向 是 el . 易 见 ,在 汽车 行驶 过 程 中 只 有 3 个 不 同 
方向 :el,ez,e3, 这 里 el ,ez,e3 都 是 单位 向 量 且 设 小 正三 角形 边 长 为 1. 
设 在 茶 一 时 刻 两 车 在 某 一 路 口 相 遇 , 这 时 二 车 沿 方向 ei,ez ,es 所 走 过 
的 边 数 分 别 为 mi + 1, mms 和 nn1,n2,n3, 于 是 有 
ml El 十 m2 62 十 m3e3= ni ert nz e+ 123 63， QD 
上 十 zzi 十 22 十 713 = nrt+ n+ ny. 外 
因为 e1+ ez+ e3= 0, 故 由 @ 有 
(ol m3 nrtna)et (mo— m+ns—n) es= 0. 
由 此 可 知 


nm ntn=0,m -m3- nr+n3= 0. 


两 式 相 加 即 得 
1 十 7 一 273 一 ma 十 213 二 0. 3) 
由 GO 和 @ 得 到 
1 + 3m3 = 3n3. 由 


内 m;,n3 都 是 整数 , 故 @ 式 右 端 是 3 的 倍数 而 左 端 不 是 ,了 矛盾。 
4:64 ”城市 的 公共 汽车 线路 网 是 按照 下 列 原则 布 列 的 : 
(1) 由 任何 一 个 车 站 都 可 以 不 用 转车 而 直接 抵达 任何 另 一 车 站 ; 
(2) 任何 两 条 线路 都 恰 有 一 个 公用 车 站 ,可 以 由 它 进行 换 乘 ，; 
(3) 每 条 线路 都 恰 有 3 个 车 站 . 
间 该 市 有 多 少 条 公共 汽车 线路 ? 
(第 9 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[ 解 ] 设 经 过 车 站 A 的 线路 共有 ?条 , 则 这 n 条 线路 上 除 A 之 外 
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的 男 外 22 个 车 站 互 不 相同 . 取 异 于 A 的 两 个 车 站 召 和 C 且 使 A,B,C 
不 在 一 条 线路 上 .于 是 由 (1) 和 (3) 知 B,C 在 某 条 线路 上 且 这 条 线路 
上 还 有 一 个 车 站 DD 关 A. 由 (2) 知 前 条 线路 每 条 与 后 一 条 线路 恰 有 一 

个 公共 车 站 且 这 n 个 公共 车 站 互 不 相同 , 故 得 n = 3. 由 此 可 知 ,城市 
中 不 同 的 车 站 总 数 为 pn = n(n 一 1)+1=7. 

每 个 车 站 都 恰 在 3 条 线路 上 ,7 个 车 站 共有 21 条 
线路 ,但 在 这 个 计数 过 程 中 ,每 条 线路 都 怡 被 计数 3 
次 , 故 城市 中 共有 7 条 不 同 的 线路 . 右 图 中 有 7 个 车 
站 且 恰 有 7 条 线路 :3 条 边 .3 条 中 线 及 内 切 圆 . 容易 
看 出 ,这 7 条 线路 的 网 络 满足 题 中 要 求 . 

4.65 ” 茶 城 市 共有 57 条 公共 汽车 线路 且 满 足 
下 列 条 件 : 

(1) 从 任何 一 个 车 站 都 可 以 不 经 转车 而 直接 到 达 其 他 任何 一 个 车 
站 ; 

(2) 任何 两 条 线路 都 恰 有 一 个 公用 车 站 , 从 它 可 由 一 条 线路 换 乘 
到 另 一 条 线路 ; 

(3) 每 一 条 线路 都 不 少 于 3 个 车 站 . 

间 这 57 条 线路 中 的 每 条 线路 上 各 有 多 少 个 车 站 ? 
(第 9 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 

[ 解 1 首先 证 明 ,每 条 线路 上 的 车 站 数 都 相同 . 若 不 然 , 设 有 两 条 
线路 0 和 2 上 的 车 站 数 不 同 : 

MM,Al,A2 Aj,1:M,Bi,B;,…,B, 有 征 m > n. 因 为 每 条 
线路 的 车 站 数 不 小 于 3, 故 过 M 站 还 有 第 3 条 线路 3. 在 13 上 取 车 站 CC 
和 关 M, 则 C 与 每 个 4; 之 间 都 有 一 条 线路 . 全 因 全 路 帮 有 一 个 公 
故 上 述 m OI B,,…,B, | on 
By, 矛盾 

设 经 过 线路 最 多 的 一 个 车 站 A 共有 z 条 线路 , 则 由 (2) 知 其 他 的 
线路 上 每 条 都 恰 有 产 个 车 站 .从 而 由 前 段 证 明知 每 条 线路 上 都 有 wm 个 
车 站 ,而 每 个 车 站 都 有 mm 条 线路 经 过 . 故 知 线路 数 与 车 站 数 相同 , 即 为 
2 三 (rm 一 1) +1. 又 因 已 知 线路 总 数 为 57, 故 有 mm(m 一 1) = 56, 解 
得 pn = 8, 即 每 条 线路 都 恰 有 8 个 车 站 . 
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4.66 已 知 公共 汽车 线路 上 共有 14 个 车 站 (包括 起 点 和 终点 ), 且 
车 上 至 多 能 载 25 位 乘客 . 试 证 在 公共 汽车 由 起 点 驶 往 终 点 的 一 次 行程 
中 ， 

(1) 必 能 找到 8 个 不 同 的 车 站 A ,Bl,A,,B;,A;,B;3,As,Bs ,使 得 
对 每 个 & = 1,2,3,4, 都 没有 乘客 由 A 站 乘 往 Bi 站 ( 即 在 A; 站 上 车 ， 
到 | B, 站 下 和 车 ); | 

(2) 能 否 存在 这 样 的 情形 , 即 不 存在 10 个 不 同 的 车 站 A , Bi(k = 
1,2,3,4,5) ,具备 类 似 于 (1) 的 性 质 ? 

(第 14 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1951 年 ) 

[ 解 ] 先 证 如 下 的 引 理 : 

引 理 。 如 果 在 7x7 的 方 格 表 中 的 24 个 方 格 中 标 有 星 号 , 则 必 可 
从 表 中 选 出 4 行 alya2y cd3a4 和 4 列 b1,b2,03,ba ,使 得 在 Us; 行 与 4. 列 
相交 处 的 方 格 中 标 有 星 号 ,i = 1,2,3,4. 

首先 证 明 , 可 以 划 去 过 某 标 有 星 号 的 方 格 的 一 行 一 列 方 格 , 使 在 余 
下 的 6x6 方 格 表 中 ,至 少 标 有 15 个 方 格 .如 果 表 中 每 行 每 列 至 多 有 5 
个 星 号 , 则 可 任 选 一 个 星 号 并 划 去 它 所 在 的 一 行 一 列 方 格 ;如果 在 某 行 


3 吵 向 


中 有 6 个 星 号 , 则 6 个 星 号 所 在 的 6 列 中 ,总 有 一 列 至 多 有 4 个 星 号 ,于 


是 划 去 这 一 行 一 列 即 满足 要 求 ;对 于 某 一 行 中 有 7 个 星 号 的 情形 可 作 
类 似 处 理 . 
然后 ,类似 地 可 以 证 明 : 当 在 6 x 6 的 方 格 表 的 15 个 方 格 中 标 有 星 

号 时 , 必 可 划 去 某 星 号 所 在 的 一 行 一 列 方 格 ,使 得 在 余下 的 5 x 5 方 格 
中 ,至 少 还 有 8 个 星 号 .接着 再 作 第 3 次 划 去 某 星 号 所 在 的 一 行 一 列 方 
格 ,使 得 在 余下 的 4 x 4 方 格 表 中 至 少 还 有 一 个 星 号 ,这 就 完成 了 引 理 
的 证 明 . 

现在 回 到 命题 本 身 . 注 意 在 第 7,8 两 站 之 间 时 ,车 上 至 多 有 25 人 . 
团 一 个 7x7 的 方 格 表 ,将 它 的 7 行 依次 标 上 整数 1,2,…,7, 代 表 前 7 个 
车 站 ,将 它 的 7 列 依 次 标 上 整数 8 到 14 ,代表 后 7 个 车 站 .如果 汽 车 上 有 
乘客 自 车 站 Q; 乘 往 Qi0 委 7,7 过 8), 则 将 表 中 第 ; 行列 的 方 格 空 着 ， 
而 将 其 余 的 方 格 全 都 标 上 星 号 .显然 ,空格 不 多 于 25 个, 故 星 号 不 少 于 
24 个 .由 上 面 证 明 的 引 理 即 知 , 从 7x7 方 格 表 中 可 以 选 出 4 个 星 号 ,使 
其 中 任何 两 个 星 号 都 既 不 同行 又 不 同 列 .于 是 这 4 个 星 号 所 在 的 行 和 
列 的 标号 即 为 所 求 8 个 车 站 的 编号 .这 就 证 明了 (1). 
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再 来 考虑 问题 (2) .考察 如 下 的 情形 :对 于 每 一 对 i,j,1 坟 7<j 声 
10, 都 恰 有 1 位 乘客 自 第 i 站 乘 至 第 j 站 (过 了 第 10 站 后 ,车 上 无 乘客 空 
驶 ). 这 样 , 当 汽 车 从 第 5 站 驶 往 第 6 站 时 ,乘客 最 多 , 恰 有 25 人 .但 此 时 
不 存在 5 对 车 站 . a 点 站 .这 就 
说 明了 问题 (2) 的 答案 是 肯 

4-67 ” 设 某国 共有 100 个 城市 它们 之 间 有 道路 网 相连 .已 知 即使 
关闭 其 中 一 个 城市 A 的 所 有 道路 后 ,都 仍然 可 由 其 他 城市 中 的 任 一 城 
市 沿 道路 网 抵达 任何 另 一 个 城市 . 试 证 可 将 该 国 分 解 为 两 个 主权 国家 ， 
每 国 50 个 城市 ,使 得 在 两 个 国家 内 部 都 可 由 任 一 城市 抵达 本 国 的 任何 
男 一 个 城市 . 

(圣彼得堡 代表 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 

[证 ] 我 们 关于 x 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 ,可 将 100 个 城市 划 归 
两 个 国家 A 和 B ,使 得 两 国 城市 数 分 别 为 x 和 100 - 7 

n 二 1 时 命题 显然 成 立 . 设 命题 于 nn =& 时 成 立 . 当 n = 上 +1 时 ， 
命题 是 否 成 立 的 关键 在 于 能 否 从 B 国 拨 一 个 城市 给 A 国 . 

首先 从 B 国 任 取 一 个 与 4 国 某 城 有 道路 相通 的 城市 ai. 按 题 意 ,这 
样 的 城市 必 可 取得 . 如果 将 ai 拨 给 A 国之 后 ,B 国 的 国内 交通 网 仍然 
是 连通 的 ( 即 从 任何 一 个 城市 只 经 国内 道路 即 可 抵达 任何 另 一 个 城 
市 ), 则 问题 就 解决 了 ; 若 不 然 , 则 B 国 在 a 被 拨 走 之 后 ,其 余 的 城市 将 
被 分 成 一 些 非 空子 集 已 1 ,如 iD ;Bn, ,其 中 ml 宇 2, 使 得 每 个 子 集 内 
的 城市 之 间 是 连通 的 ,而 属于 任何 两 个 不 同 子 集 的 城市 之 间 都 不 能 仅 
通过 8B 国内 部 的 道路 来 通行 . 换 句 话说 ,B 国 的 交通 网 是 连通 的 ,其 ml 
个 子 集 之 间 的 连通 都 只 能 经 过 ui 才 行 .我 们 将 1 B11 ,Bj,,…， Bi1, | 称 
为 从 属于 ui 的 对 B 国 的 分 划 . 这 时 ,将 ui 留 给 BB 国 ,并 从 子 集 Bi 中 
任 取 一 个 与 A 国有 道路 相通 的 城市 a,. 如 果 将 a; 拨 给 A 国 后 ,B 国 的 
交通 网 仍然 是 连通 的 , 则 问题 就 解决 了 ; 若 不 然 , 则 又 得 到 一 个 从 属于 
C2 的 B 国 的 分 划 和 By , Ba, Ba 因为 Bl», Bi 之 则 可 通过 
al 连通 ,所 以 它们 的 并 集 属于 某 一 个 B, ,不 妨 设 i = mm 于 是 By， 
Ba ,**, Bom, -1 都 是 B1 一 [aa2 | 的 子 集 ， 即 都 是 BiI 的 真子 集 . 如 此 继续 
下 去 ,可 得 一 串 城 市 .aj ,a;,a3,… 和 相应 于 它们 的 分 划 中 的 子 集 串 Bi 
好 Bzl 好 Ba 如 … ,使 得 或 者 到 某 个 a; 时 划 给 A 国 后 满足 要 求 ,或 者 一 
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直 进 行 下 去 ,直到 茶 个 Bi 仪 有 1 个 城市 w+ 为 止 . 这 时 ,只 要 把 wy 拨 
给 A 国 就 可 以 了 , 即 当 nn = 上 + 1 时 命题 也 成 立 . 
4.68 ”两 家 航空 公司 为 10 个 城市 通航 ,使 得 任何 两 个 城市 之 间 恰 
有 一 家 公司 开设 直达 航班 提供 往返 服务 . 试 证 至 少 有 一 家 公司 能 提供 
两 个 不 交 的 旅游 圈 , 每 个 圈 都 可 游览 奇数 个 城市 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 用 10 个 点 来 表示 10 个 城市 并 将 两 家 公司 的 航线 分 别 用 红 
线 和 蓝 线 来 表示 ,于 是 问题 化 为 求证 在 二 染色 的 Kio 中 , 必 存 在 颜色 相 
同 且 不 交 的 两 个 单 色 奇 圈 ( 即 有 奇数 条 边 的 圈 ). 
因为 在 二 染色 的 天 6 中 必 存 在 单 色 三 角形 , 故 在 二 染色 的 Ki 中 存 
在 两 个 不 交 的 单 色 三 角形 . 若 二 者 同色 , 则 即 为 所 求 ; 若 二 者 不 同色 ,不 
妨 设 人 A1A,A; 为 蓝 三 角形 而 人 444;4, 是 红 的 .考察 两 个 三 角形 之 
间 的 9 条 连 线 : 
AAj,i = 1,2,3,j = 4,5,6. 
由 抽 屡 原理 知 其 中 必 有 5 条 同色 .不 妨 设 为 蓝 色 .从 而 A4,A;,As 中 至 
少 有 1 点 , 它 向 点 Al,As, A 至少 引 出 两 条 蓝 线 .于 是 得 到 一 个 蓝 三 角 


现在 我 们 重新 给 定 记 号 , 设 人 A1A,A; 是 蓝 三 角形 而 人 A3AsA。 
是 红 三 角形 .考察 以 其 余 5 点 为 顶点 的 完全 子 图 . 如 果 其 中 有 单 色 三 角 
形 , 则 不 论 红 或 蓝 ,都 可 与 前 两 个 单 色 三 角形 之 一 配 成 满足 要 求 的 一 
对 .以 下 设 完全 子 图 Ks 中 没有 单 色 三 角形 .这 时 ,用 反 证 法 容易 证 明 ， 
每 个 顶点 都 恰 引 出 2 条 蓝 线 和 2 条 红线 .于 是 整个 图 中 有 5 条 蓝 线 和 5 
条 红线 .因为 单 看 蓝 线 时 是 每 点 度数 都 为 2 的 偶 图 , 故 它 必 构成 1 个 有 
5 条 边 的 圈 . 显 然 , 它 与 蓝 人 A1A,A3 即 为 满足 要 求 的 两 个 单 色 奇 圈 . 

4.69 某 减 市 是 可 以 分 成 若干 方块 的 矩形 形状 : 它 有 n 条 街道 互 
相 平行 ,而 另 一 组 x 条 街道 与 前 一 组 交 成 直角 . 一 些 警察 在 城市 的 街 
道上 (而 不 是 在 十 字 路 口 ) 值勤 . 每 个 警察 报告 从 他 身 旁 开 过 去 的 公共 
汽车 的 号 码 ,运行 方向 以 及 通过 的 时 间 . 为 了 能 根据 警察 提供 的 信息 再 
现 沿 着 环 路 (不 重复 走 过 任 一 段 街 道 ) 行驶 的 公共 汽车 的 路 线 ,最 少 需 
要 多 少 名 警察 在 马路 上 值勤 ? 

(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 设 若 于 位 警察 按 要 求 站 位 值勤 . 我们 把 两 个 相 邻 十 字 路 口 
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之 间 的 马路 称 为 一 段 并 把 站 有 警察 的 马路 段 去 掉 , 按 题 中 要 求 便 知 , 这 
时 的 马路 网 没有 环 路 而 是 被 分 成 了 & 片 连通 线路 ,而 有 旦 不 同 片 之 间 互 
不 通 连 . 

如 果 一 片 连通 马路 网 含有 pp 个 十 字 路 口 , 则 其 中 恰好 有 pp 一 1 段 马 
路 .因为 全 城 共 有 mm 个 十 字 路 口 ,所 以 k 片 马路 网 至 多 有 mn 上段 马 
路 ,而 且 这 些 段 马 路 上 没有 值勤 警察 , 否则 就 被 去 掉 了 . 又 因 全 城 马 路 
共有 2mn =- m -nn 上 段 , 故 知 站 有 警察 的 马路 段 的 条 数 不 少 于 

1711 一 1 一 下 十 全 (1 一 二 (一 1 

右 图 中 的 小 圆圈 表示 警察 的 站 位 ,这 种 站 位 
显然 满足 题 中 要 求 且 共有 (nm 一 1)(n - 1) 名 警 
察 .所 以 ,所 求 最 小 值 为 (wp -1)(n 一 1). 

4.70 ”在 某 市 区 内 ,对 于 任意 3 个 十 字 路 口 
A,B,C, 都 有 从 A 通 向 B 但 不 经 过 C 的 路 . 试 证 从 任意 一 个 十 字 路 口 
到 其 他 任 一 个 十 字 路 口 至 少 有 两 条 不 相交 的 路 (十 字 路 口 是 至 少 有 两 
条 路 相交 的 地 方 ;市 区 内 的 十 字 路 口 不 少 于 3 个) 

(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[证 ] 我 们 把 直接 从 十 字 路 口 A 到 吾 且 不 经 过 任何 其 他 十 字 路 
口 的 道路 称 为 一 段 并 称 构成 道路 的 段 数 为 道路 的 长 度 . 设 从 A 到 B 的 
最 短路 的 长 度 为 n .我 们 关于 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 

当 = 工时 ,存在 最 短路 48. 因 至 少 有 3 个 十 字 路 口 , 故 还 有 异 于 
A,B 的 十 字 路 口 C. 按 已 知 ,A 和 C 之 间 存 在 一 条 路 p 不 经 过 B,C 和 B 
之 间 和 存在 一 条 路 q 不 经 过 A .将 p 和 g 接 起 来 即 得 与 道路 AB 不 交 的 另 
一 条 从 A 到 B 的 路 . 

当 > 1 时 , 设 咏 是 位 于 从 A 到 B 的 最 短路 上 日 离 A 最 近 的 十 字 
路 口 .由 归纳 假设 知 ,从 吃 到 B 有 两 条 不 交 的 道路 ; 和 z . 此 外 , 按 已 知 还 
应 有 一 条 从 A 到 B 不 经 过 DD 的 道路 +. 若 + 与 ;,1 都 不 相交 ,问题 已 解 
决 .在 ”> 与 * 相 交 , 则 接 下 去 沿 ; 走 到 B, 此 路 与 1 不 交 . 

4:71 茶 州 有 若干 个 城市 ,每 两 市 之 间 都 恰好 用 汽车 ,火车 和 飞 
机 三 种 交通 工具 之 一 直接 往来 .已 知 在 全 州 中 3 种 工具 都 用 到 ;但 没有 
任何 一 个 城市 3 种 方式 全 有 ;并 且 没 有 任何 3 个 城市 中 两 两 之 间 的 交通 
方式 全 相同 . 问 该 州 最 多 有 几 个 城市 ? 

(第 10 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
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[ 解 ] 将 每 个 城市 用 一 个 点 来 表示 , 按 两 市 之 间 的 交通 工具 为 汽 
车 ,火车 和 飞机 的 不 同 , 将 相应 两 点 间 连 一 条 红 , 黄 , 蓝 线 .根据 题 意 可 
知 ,这 个 图 具有 如 下 性 质 : 

(1) 每 两 点 间 有 1 条 线 , 其 上 涂 有 红 黄 蓝 三 色 之 一 ; 

(2) 整个 图 中 3 种 颜色 的 边 全 有 ; 

(3) 每 个 顶点 所 引出 的 所 有 边 中 ， 至 多 有 两 种 不 同 颜色 ， 

(4) 图 中 不 存在 单 色 三 角形 , 即 3 边 辐 色 的 三 角形 . 

将 所 有 项 点 可 分 成 3 类 : 非 红 , 非 黄 , 非 蓝 . 非 红 类 顶点 表示 该 顶点 
引出 的 边 中 没有 红 边 , 非 黄 与 非 蓝 的 意义 与 此 类 似 . 当然 ,一 个 顶点 可 
能 属于 上 述 3 类 中 的 两 类 . 

如 果 由 顶点 A 引出 3 条 同色 线 , 不 妨 设 为 红 边 AB ,AC ,AD , 则 由 
(4) 知 , 边 BC ,BD ,CD 都 不 是 红色 的 . 设 BC 为 蓝 边 , 则 顶点 B 和 C 都 
是 非 黄 类 顶点 ,因而 BD 和 CD 均 只 能 为 蓝 边 .这 样 一 来 ,全 BCD 为 蓝 三 
角形 ,此 与 (4) 矛盾 .所 以 ,从 一 点 引出 的 同色 线段 至 多 两 条 ,因而 图 中 
至 多 有 5 个 顶点 . 

设 有 A,B,C,D,E 5 点 ,其 中 A 和 8B 都 属于 非 红 类 ,不 妨 设 AB 
是 蓝 边 .由 (4) 知 |1AC,BC1,1AD,BDI, 1AE,BE}3 组 边 中 ,每 组 至 少 
有 1 条 黄 边 .又 由 (2) 知 ,C,D,E 3 点 间 至 少 有 1 条 红 边 , 故 必 有 顶点 
属于 非 蓝 类 ,不 妨 设 为 C. 从 而 AC ,BC 都 是 黄色 的 .于 是 CD ,CE 都 是 
红 边 ,而 AD,AE 一 蓝 一 黄 . 这 样 一 来 , DE 若 为 红 边 , 则 入 CDFE 为 红 三 
角形 ,矛盾 ;DE 若 为 黄 边 或 蓝 边 , 则 导致 顶点 D 或 已 3 种 颜色 的 边 全 


”有 ,矛盾 . 故 知 至 多 有 4 个 城市 . 


当 有 4 个 顶点 时 ,不 妨 设 其 为 凸 四 边 形 的 4 个 顶点 . 当 4 边 均 为 红 
色 而 两 条 对 角 线 一 黄 一 蓝 时 ,显然 满足 题 中 要 求 . 由 此 可 知 , 该 州 最 多 
有 4 个 城市 . 

4.72 已 知 某 城市 的 形状 是 一 个 多 边 形 , 它 被 道路 分 隔 为 一 些 多 
边 形 的 区 域 ,在 这 些 多 边 形 的 顶点 处 都 腾 有 广场 .每 一 条 道路 都 连接 两 
个 广场 ,并 且 不 再 穿 过 其 他 广场 .在 每 一 条 道路 上 都 只 允许 车 辆 单 向 行 
驶 ,并 且 

(1) 车 辆 既 可 驶 人 每 一 个 广场 ,又 可 驶 离 每 个 广场 ; 

(2) 车 辆 可 党 着 城市 的 周 界 环行 一 周 . 

试 证 城市 中 存在 一 块 区 域 ,车 辆 可 以 沿 着 界定 这 块 区 域 的 道路 环行 一 
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周 . 
( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 

[证 ] 将 多 边 形 区 域 的 块 数 记 作 nn ,并 对 n 进行 归纳 . 当 nw=1 
”时 ,由 (2) 知 命题 成 立 . 设 命题 对 所 有 n < 都 成 立 . 当 ”= & 时 ,在 城 
市 周 界 上 选取 一 个 广场 A ,使 得 车 辆 可 以 由 它 驶 向 市 内 (如 果 没 有 这 样 
的 广场 , 则 可 将 所 有 道路 的 行车 方向 全 都 改 为 相反 的 方向 来 解 同 样 的 
问题 ). 由 广场 A 向 市 内 出 发 , 沿 着 道路 按 规定 方向 行驶 .由 (1) 知 驶 到 
每 个 广场 后 都 可 再 怠 离 这 个 广场 . 直到 重新 驶 到 城市 周 界 的 广场 或 者 
驶 到 某 个 已 经 到 达 过 的 广场 为 止 .无 论 哪 种 情况 ,我们 都 从 城区 中 划 出 
了 一 块 区 域 , 沿 着 这 个 区 域 的 边界 我 们 可 以 环行 一 周 . 显然 ,这 个 区 域 


”被 道路 分 成 的 多 边 形 区 域 的 块 数 小 于 .于 是 由 归纳 假设 千古 中 所 要 


求 的 多 边 形 区 域 存在 . 

4.73 ” 某 市 购 进 一 批 公共 汽车 ,计划 建立 1983 个 汽车 站 并 在 它们 
之 间 设 置 若 干 条 线路 ,使 得 

(1) 尽 可 能 多 设置 一 些 线路 ; 

(2) 任何 两 条 线路 都 至 少 有 1 个 公用 车 站 ; 

(3) 每 个 车 站 都 至 多 在 两 条 不 同 线路 上 . 


问 在 上 述 要 求 下 ,最 多 能 开辟 多 少 条 线路 ?每 条 线路 至 少 应 经 过 多 少 个 


车 站 ? : 
(中 国安 徽 省 合肥 市 数学 竞赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 用 S 表示 1983 个 车 站 的 集合 . 设 共 设置 & 条 线路 ,并 用 
Al,A;,…, Ax 分 别 表示 第 1,2,…,& 条 线路 上 的 全 部 车 站 的 集合 .于 
是 按 已 知 有 

中 对 任意 1 过 i<j 二 k,A; 站 Aj 关 络 ; 

中 对 任意 1 夺 i<j<mk,ANANA,= (0. 
由 (i) 知 ,集合 A; 与 另外 & - 1 个 集合 中 的 任何 一 个 都 至 少 有 1 个 公共 
元 素 . 由 ( 又 知 这 些 公共 元 素 互 不 相同 . 因此 有 |A;| 宇 k-1， 
i = 1,…, 上 .于 是 集合 A1,A,,…, Ax 的 元 素数 之 和 不 小 于 k(k 一 1). 
在 这 个 计数 过 程 中 ,每 个 元 素 都 被 计算 了 两 次 ,所 以 集合 A! U A U 
"UA, 至 少 及 k(R 一 1) 个 元 素 . 故 得 


六 (一 1) < 1983. 
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由 此 解 得 有 委 63. 

容易 看 出 ,设置 63 条 线路 是 可 以 做 到 的 . 故 知 最 多 能 开辟 63 条 线 
路 ,每 条 线路 至 少 应 经 过 62 个 车 站 . 

4.74 “在 20 个 城市 之 间 辟 有 172 条 航线 , 试 证 利用 这 些 航线 ,可 
以 由 其 中 任何 一 个 城市 飞 往 另 外 的 任 一 城市 (包括 中 转 后 到 达 ). 

(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 若 不然 , 则 存在 两 个 城市 A 和 B, 使 得 从 A 不 能 飞 到 B. 我 
们 将 凡是 从 A 出 发 能 飞 到 的 城市 连同 A 一 起 称 为 第 1 组 ,其 余 的 城市 
称 为 第 2 组 ,B 当然 在 第 2 组 . 设 两 组 城市 数 分 别 为 & 和 20 一 上 ,1 过 上 & 
19. 容 易 看 出 ,从 第 1 组 的 任 一 城市 不 能 飞 到 第 2 组 的 任 一 城市 . 否 
则 ,后 者 应 该 属于 第 1 组 .因此 ,不 能 从 一 个 城市 飞 往 另 一 个 城市 的 城 
市 对 的 数目 至 少 为 &(20 -有 ) 之 19. 另 一 方面 ,如 果 任 何 两 个 城市 之 间 
都 有 航线 ,共有 Cj = 190 条 .因为 已 知 有 172 条 航线 ,所 以 没有 航线 的 
城市 对 只 有 18 个 ,不 能 从 一 个 城市 飞 往 另 一 个 城市 的 城市 对 的 数目 至 
多 18 个 ,矛盾 . 

4.75 已 知 两 国之 间 开 设 有 航空 业务 ,在 分 属 两 国 的 任何 两 个 城 
市 之 间 都 恰 有 1 条 单 向 航线 ,但 每 一 城市 均 有 飞 往 另 一 国 某 些 城市 的 
航线 . 试 证 从 中 可 以 找 出 4 个 城市 A,B,C,D, 使 得 可 以 由 A 直 飞 B, 由 
B 直 飞 C, 由 C 直 飞 D 且 由 DD 直 飞 A. 

(第 54 居 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ， 1991 年 ) 

[证 1] 设 A;(i = 1,2,…,n) 是 第 一 国 的 城市 ,而 由 A, 可 以 直 飞 
的 所 有 第 二 国 的 城市 的 集合 记 为 M;,i = 1,2,…,n., 按 已 知 ,每 个 AM 
都 非 空 .我 们 证 明 原 命题 的 一 个 等 价 命题 : 存在 两 个 不 同 的 集合 M 和 
Mi ,使 二 者 互 不 包含 , 即 Mi; - Mi 和 个 ,Mi - Mi; 地 个 .利用 这 个 命题 的 
结论 , 取 B; EM -AM ,BiEAMI- M;. 则 有 A; 一 B; 一 A; 一 B, 一 A,， 
这 里 箭头 表示 直 飞 、 

下 面 来 证 等 价 命 题 .车 不 然 , 则 对 任何 一 对 (i,j),l 过 i<j 过 n 
集合 M; 和 Mi 都 是 一 个 包含 另 一 个 .于 是 使 | M, | 最 小 的 M 便 舍 在 所 
有 其 余 Mi( 关 站 之 中 .由 于 M; 非 空 ,不 妨 设 城市 B E_M ,于 是 第 一 
国 的 所 有 城市 的 飞机 都 单 向 飞 往 B, 从 而 B 不 能 飞 往 任 一 A, ,此 与 已 
知 巴 盾 ， 

[证 2] 设 [| Mi| ,| AM | ,| AM | + 中 最 小 的 之 一 是 | M; | .有 B 
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E M,, 于 是 有 A; 一 B; 一 A; 关 Ai. 因 为 | Mi | 全 |AM| 且 已 入 M, 故 
必 存 在 B € M 但 B, Mi;, 从 而 有 A; 一 B; 一 A 一 BA,. 

4.76 ” 设 菜市 的 道路 刚好 交织 成 (n - 1) x (n 1) 的 方 格 网 .该 
市 欲 开 设 知 干 条 公共 汽车 线路 ,要求 每 条 线路 的 汽车 都 至 多 转弯 一 次 ， 
并 要 求 自 ?个 路 口中 的 每 个 路 口 都 可 乘 车 抵达 其 余 的 任何 一 个 路 口 ， 
且 中 途 至 多 换 乘 一 次 . 问 该 市 最 少 要 设置 多 少 条 线路 ” 

(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 由 于 每 条 线路 的 汽车 都 至 多 转弯 一 次 , 故 每 条 线路 都 至 多 
行经 一 条 横向 街道 和 一 条 纵向 街道 . 按 已 知 ,全 市 共有 ?条 横向 街道 和 
n 条 纵向 街道 ,每 条 街道 上 恰 有 个 十 字 路 口 .如 果 每 条 横向 街道 上 都 
至 少 有 一 条 线路 , 则 至 少 共 有 ?条 线路 .如 果 某 条 横向 街道 上 没有 线路 
通过 , 则 由 于 每 条 治 纵 回 穿 过 该 横向 街道 的 线路 只 经 过 该 街道 的 一 个 
十 字 路 口 ,所 以 也 至 少 有 ” 条 线路 才能 走 遍 该 横向 街道 的 ”个 十 字 路 
口 .可 见 ,至 少 要 有 7 条 线路 . 

男 一 方面 ,可 以 设置 n 条 线路 如 下 :让 第 i 路 汽车 自 北 向 南 走 遍 第 
i 条 纵向 街道 ,到 达 最 南 的 横向 街道 后 朝 西 转弯 ,并 沿 该 横向 街道 走 到 
西南 角 为 止 .容易 验证 ,这 n 条 线路 满足 题 中 的 要 求 . 

综 上 可 知 ,最 少 要 设置 ”条 线路 . 

4.77 ”10 家 航空 公司 在 城市 Pi ,PP;,… ,Piog; 之 间 设 有 航班 .已 知 
任何 一 个 城市 都 可 直达 其 他 任何 一 个 城市 而 无 需 中 转 , 而 且 每 条 ( 直 
达 ) 航线 允许 几 家 公司 共同 使 用 . 试 证 必 有 一 家 公司 , 它 能 够 提供 这 样 
的 环 游 服务 , 即 从 某 个 城市 出 发 ,经 过 奇数 条 航线 ,然后 回 到 原来 的 城 
市 . 






et 


(第 24 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1983 年 ) 

[证 ] 我 们 对 公司 数 n 用 归纳 法 来 证 明 : 如 果 有 ”家 航空 公司 
ALl,A2,… ,A 和 xmx > 2" 个 城市 Pi,P;,…,PP,, 且 任意 两 个 城市 间 都 有 
航班 , 则 必 有 一 家 公司 能 提供 只 用 奇数 条 航线 的 环 游 飞行 . 若 这 一 命题 
得 到 证 明 , 则 因 1983 > 1024 = 2 , 故 原 题 的 结论 成 立 . 

当 ? = 1 时 ,m > 2, 显 然 ,Pi1P;P3Pi 即 为 满足 要 求 的 环 游 航线 . 
设 命题 于 ”= 时 成 立 . 当 ?= &+1 时 ,考察 公司 Ai 的 航线 设置 情 
形 . 如 果 它 能 提供 由 奇数 条 航线 组 成 的 环 游 飞行 , 则 结论 成 立 . 故 只 须 
再 讨论 不 能 提供 这 种 环 游 飞行 的 情形 . 
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水 中 党 


设 Pl 是 有 公司 As 的 航线 的 城市 之 一 (在 这 样 的 城市 不 存在 , 则 
所 有 城市 间 只 有 上 家 公司 ,由 归纳 假设 即 知 结论 成 立 ) ,并 按 下 述 方式 
将 所 有 城市 分 成 两 组 : 令 Pi € RR, 然 后 将 从 Pi 出 发 , 沿 公 司 Ai 的 航 
线 可 以 直达 的 所 有 城市 归 人 Q 组 .接着 再 把 由 Q 中 城市 出 发 , 沿 公 司 
Ap+1 的 航线 可 以 直达 的 所 有 城市 归 人 R 组 . 这 样 继续 下 去 ,直到 不 能 
进行 时 告 一 段落 .由 于 Ai 的 航线 不 能 提供 有 奇数 条 航线 的 环 游 飞 
行 , 故 同 组 的 两 个 城市 之 间 没 有 Ai;i 的 航线 . 如 果 尚 未 分 组 的 城市 间 
还 有 Ai+i 的 航线 , 则 任 取 一 个 有 Aksl 航线 的 城市 归 入 R 组 并 重复 上 
述 的 分 组 过 程 ,直到 没有 Ai;; 的 航线 为 止 .最 后 把 余下 的 城市 都 归 人 
R 组 ,于 是 所 有 城市 被 分 成 R 和 QQ 两 组 ,每 组 内 的 城市 之 间 没 有 A 1 
的 航线 .两 组 尺 和 Q 中 ,至 少 有 1 组 的 城市 数 大 于 2"-! 月 这 些 城市 间 只 
有 上 个 公司 Al,A;,…, Ai 的 航线 .由 妇 纳 假设 知 命题 于 = 有 + 1 时 
成 立 . 

4.78 ” 攻 王 国有 个 大 都 市 和 若干 个 城市 ,其 各 城市 (包括 都 市 ) 
之 间 有 公路 相连 , 且 可 从 任何 一 个 城市 到 达 另 外 任何 一 个 城市 . 试 证 可 
把 这 个 王国 分 划 成 & 个 共和 国 , 使 得 每 个 共和 国都 有 一 个 都 市 作为 首 
都 ;同时 ,对 任何 城市 而 言 , 从 它 到 所 在 共和 国 的 首都 的 道路 是 它 到 大 
个 都 市 的 道路 中 最 短 的 (由 最 少 条 公路 组 成 的 道路 称 为 最 短 道路 ). 

(第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 ] 首先 把 个 大 都 市 各 划 归 一 个 共和 国 ,共有 上 上 个 共和 国 . 然 
后 按 以 下 方式 逐步 扩大 各 共和 国 : 把 与 某 都 市 有 1 条 公路 相连 的 城市 
划 归 该 都 市 所 在 的 共和 国 (车 某 城市 与 多 于 一 个 都 市 各 有 一 条 公路 相 
连 , 则 可 任意 划 归 其 中 的 一 个 共和 国 ). 然后 每 次 都 把 每 个 与 已 划 定 的 
城市 有 一 条 公路 相连 的 城市 划 归 前 者 所 在 的 共和 国 , 直 到 所 有 城市 都 
划分 完毕 为 止 .因为 从 任何 一 个 城市 都 可 以 到 达 另 外 的 任何 城市 , 故 经 
有 限 步 划分 之 后 , 必 可 将 所 有 城市 都 划 归 & 个 共和 国 . 

如 果菜 城市 在 第 n 步 划 归 某 共和 国 , 则 显然 它 与 该 国 首都 之 间 的 
道路 由 n 条 公路 组 成 ,并 且 它 与 其 他 都 市 之 间 的 道路 至 少 由 n 条 公路 
组 成 .这 意味 着 它 到 本 共和 国 首 都 的 道路 是 最 短 的 . 

4.79 某国 有 2A + 1 个 航空 公司 ,其 中 第 i 家 公司 恰 拥 有 i 条 航 
线 ,i = 1,2,…,2k + 1, 每 条 航线 都 连结 两 个 城市 .该 国有 一 条 法 律 , 规 
定 每 个 公司 在 每 个 城市 都 只 能 拥有 1 条 航线 ,各 个 公司 的 航线 设置 都 
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符合 这 条 法 律 .现在 这 些 公司 决定 重新 调整 航线 的 归属 关系 ,使 得 各 公 
司 都 拥有 同样 数目 的 航线 .求证 他 们 的 决定 可 以 实现 旦 仍然 都 符合 法 
(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 ] 考察 两 个 航空 公司 1 和 J , 设 二 者 分 别 拥有 ;i 条 和 2k+2 一 
i 条 航线 ,1 过 i 二. 将 设 有 这 两 个 公司 航线 的 每 个 城市 都 对 应 于 平面 
上 的 一 个 点 ,并 在 有 本 公司 航线 相连 的 两 个 城市 所 对 应 的 点 间 连 一 条 
红线 ,有 .公司 航线 相连 的 两 个 城市 所 对 应 的 点 间 连 一 条 蓝 线 . 于 是 得 
到 一 个 红 蓝 二 染色 的 图 ,其 中 有 i 条 红 边 和 2& + 2 -~ i 条 蓝 边 , 且 每 个 
顶点 都 至 多 连 出 1 条 红 边 ,也 至 多 连 出 1 条 蓝 边 .因而 ,这 个 图 可 以 分 解 
为 彼此 没有 公共 顶点 的 一 些 圈 和 一 些 ( 非 封闭 的 ) 链 . 在 每 条 圈 或 链 
上 , 红 蓝 线段 都 是 相间 地 分 布 , 从 而 每 条 圈 上 红 蓝 线段 条 数 相等 , 而 在 
每 条 链 上 ,两 种 线段 的 条 数 之 差 为 1. 由 于 图 中 蓝 线 比 红线 多 2(k+ 1 -~ 
1) 条 , 故 至 少 有 2(k + 1 7) 条 链 , 其 中 每 条 链 上 都 是 蓝 线段 比 红 线段 
多 1 条 .从 这 些 链 中 选 定 +1 一 i 条 ,并 将 选 出 的 这 些 链 上 的 每 条 线段 
都 改 涂 为 另 一 种 颜色 ( 红 改 蓝 , 蓝 改 红 ). 显然 , 改 涂 后 的 每 条 链 上 红线 
段 比 蓝 线 段 多 1 条 .从 而 整个 图 中 红 蓝 线段 条 数 相等 ,都 是 上 + 1 条 .这 
样 一 来 ,I 和 J 两 个 公司 都 拥有 k + 1 条 航线 , 旦 航线 设置 仍然 符合 法 律 
规定 . z 

依次 对 i = 1,2,… ,上 的 公司 对 进行 上 述 变 换 , 最 后 便 可 使 所 有 公 
司 都 各 拥有 + 1 条 航线 旦 这 些 航线 的 设置 符合 法 律 规定 . 

4.80 ”某国 有 1988 个 城市 及 4000 条 路 (每 条 路 连结 两 个 城市 )， 
求证 有 一 条 封闭 的 路 线 通 过 的 城市 不 超过 20. 

(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 用 1988 个 点 来 代表 1988 个 城市 . 如果 两 个 城市 之 间 有 一 
条 路 ,就 在 相应 两 点 之 间 连 一 条 线 . 于 是 得 到 一 个 有 1988 个 顶点 和 
4000 条 边 的 图 ,要 证 的 结论 是 图 中 必 有 一 个 不 超过 20 条 边 的 圈 . 

将 图 中 凡是 度数 不 超过 2 的 顶点 都 去 掉 ,然后 把 余下 的 图 中 度数 
不 超过 2 的 顶点 也 都 去 掉 . 这 样 继续 下 去 ,直到 余下 的 图 中 每 个 顶点 的 
度数 都 不 小 于 3 为 止 .因为 原 图 中 的 边 数 比 顶 点 数 的 2 倍 还 多 ,所 以 上 
述 的 项 点 度数 都 不 小 于 3 的 图 是 存在 的 , 称 这 个 图 为 G, 它 有 n(n 去 
1988) 个 顶点 和 多 于 2n 条 边 .显然 ,只 须 证 明 图 G 中 必 有 边 数 不 多 于 


亿 界 数学 奥林匹克 解 题 大 秤 典 _| 293 











20 的 圈 . 
因为 图 G 中 所 有 顶点 度数 之 和 大 于 ， 


47 , 故 由 抽 敢 原理 知 必 有 一 个 顶点 A 的 
度数 至 少 为 5. 由 点 A 发 出 的 5 条 边 的 另 5 BA BA A BX 及 
个 顶点 B!,B;, Bs, Ba, Bs 中 每 点 度数 不 


小 于 3, 除 了 与 点 A 的 连 线 外 ,至 少 还 各 发 

出 两 条 边 . 这 些 边 的 另外 顶点 中 每 点 又 至 少 发 出 两 条 边 . 这 样 继续 下 
去 ,直到 第 9 次 为 止 .每 次 所 得 到 的 顶点 数 分 别 不 少 于 5,10,20,40,…， 
1280. 如 果 在 第 9 次 之 前 (包括 第 9 次 ) 出 现 两 个 顶点 重合 , 则 导致 一 个 
边 数 不 超过 18 的 圈 , 当然 满足 题 中 要 求 . 若 直 到 第 9 次 为 止 ,产生 的 顶 
点 全 都 互 不 相同 , 则 顶点 数 不 小 于 1+ 5x (1+2+4+…+256) > 
2000 ,此 不 可 能 .这 表明 图 中 总 存在 边 数 不 多 于 18 的 圈 . 

4.81 已 知 在 一 个 大 圆 形 湖 的 岸 边 建 有 若干 个 居民 点 ,其 中 某 些 
居民 点 之 间 有 船 通航 , 且 两 个 居民 点 之 间 通 航 当 且 仅 当 按 反 时 针 方 向 ， 
在 这 两 个 居民 点 之 后 的 两 个 居民 点 间 不 通航 .求证 可 以 乘 船 从 任何 一 
个 居民 点 到 达 另 一 个 居民 点 且 换 乘 不 多 于 两 次 . 

《第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 ] 设 A,B,C,D,E,F,… 是 依次 排列 的 居民 点 ,不妨 设 A,B 
之 间 通 航 , 于 是 B,C 之 间 不 通航 .车 C,DD 之 间 不 通航 , 则 B,C 应 通航 ， 
政 盾 , 故 C,D 之 间 通 航 .由 此 可 知 ,这 些 居民 点 可 以 两 两 成 组 ,每 组 之 
则 通航 . 设 iA ,Bi ,1E,Fi 是 不 同 两 组 . 若 虽 ,下 之 间 不 通航 , 则 A ,已 必 
通航 . 故 知 两 组 之 间或 者 前 面 居民 点 之 间 通 航 , 或 者 后 面 的 居民 点 通 
航 . 由 此 便 知 结论 成 立 . 

4.82 ” 某 王 国共 有 3 种 类 型 的 道路 :公路 ,铁路 和 乡间 土路 .已 知 
由 每 个 城市 都 恰 连 出 3 条 路 且 恰 好 是 3 种 道路 每 种 1 条 , 且 由 任何 城市 
出 发 可 以 到 达 其 他 任何 城市 .求证 可 以 走 遍 全 国 所 有 城市 而 不 需要 按 
不 同方 向 多 次 走 过 任 何 一 条 道路 . 

(圣人 向 得 堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 

[证 ] 首先 不 计 铁 路 而 光 是 考虑 由 公路 和 土路 组 成 的 交通 图 G. 
这 时 ,每 点 的 度数 都 是 2, 因 此 图 G 可 以 分 解 为 若干 个 互相 没有 公共 顶 
点 的 圈 . 在 每 个 圈 上 都 规定 一 个 周游 方向 ,以 后 无 论 何 时 走 进 圈 中 ,总 
按 规定 方向 行走 .由 于 全 国都 要 走 遍 ,我 们 再 用 铁路 为 边 将 这 些 圈 互 相 
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连 起 来 .由 于 每 个 圈 上 都 是 公路 与 土路 交替 
排列 着 , 故 每 个 图 上 的 顶点 数 都 是 偶数 ,从 而 一 
每 个 圈 引 出 的 铁路 边 都 是 偶数 条 . 现在 将 每 “~ !' 
个 图 看 作 一 个 点 , 则 以 铁路 为 边 的 图 是 个 连 - \ \ 
通 的 偶 图 .由 欧 拉 一 笔画 定理 知 , 可 以 走 遍 此 
图 所 有 顶点 而 经 过 每 条 边 恰好 一 次 . 回 到 原来 的 交通 图 . 当 沿 着 铁路 一 
且 走 人 某 个 圈 时 , 即 沿 圈 上 规定 的 方向 走 到 另 一 条 铁路 的 起 点 . 显然 ， 
这 样 走 遍 全 国 的 走 法 满足 题 中 要 求 . 

4.83 ”国王 要 在 他 的 王国 里 建造 ” 个 城市 ,并 在 它们 之 间 修 建 ， 
- 1 条 道路 ,使 得 从 每 一 个 城市 都 可 以 通 往 其 他 各 个 城市 (每 条 道路 连 
结 两 个 城市 昌 不 穿 过 其 他 城市 ,任何 两 条 道路 不 相交 ). 国王 还 希望 合 
得 城市 之 间 沿 道路 网 的 最 短 距离 分 别 为 1,2,3,…, 广 n(n - 1). 如 果 
(1)n = 6;(2)n = 1986 ,试问 国王 的 愿望 能 够 实现 吗 ? 

(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] (1) 当 = 6 所 提 的 条 件 可 以 被 满足 ,设计 如 右 图 所 示 . 

(2) 当 nn = 1986 时 ， n(n -1) = 一 
993 x 1985 为 


设 为 使 方 n(n 一 1) 为 奇数 的 任 一 
正 整数 , 则 1,2,…, 二 n(n - 1) 中 奇数 的 


个 数 为 n(n - D + 方 . 另 一 方面 ,由 题 中 条 件 知 ,任何 两 个 城市 之 间 
的 通道 (除去 重复 路 线 ) 都 是 惟一 的 . 选 定 一 个 城市 A , 称 与 A 距离 为 
偶数 的 城市 为 “好 的 ”(A 也 算 作 好 的 ) ,否则 称 为 “ 坏 的 ” 设 2 个 城市 中 
肛 个 好 的 ,y 个 坏 的 , 则 xz + y= nn. 任 取 一 个 好 城 与 一 个 坏 城 组 成 一 
对 ,二 者 之 间 的 距离 为 奇数 .显然 ,这 样 的 城 对 共有 zy 个 ,两 个 好 城 与 
两 个 坏 城 之 间 的 距离 均 为 偶数 .因而 有 
nn+2= 47ry, 
n= nn” “—4ry+2 = (x ~ y)*+2. 

可 见 , 若 能 满足 题 中 要 求 , 必 有 n -2 为 完全 平方 数 .但 1984 = 64 x 31 
不 是 完全 平方 数 , 故 知 当 nn = 1986 时 ,国王 的 愿望 无 法 实现 . 
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> 注 


4.84 ”某国 共有 21 个 城市 ,由 若干 个 航空 公司 担负 它们 之 间 的 空 
运 业 务 ,每 一 个 航空 公司 都 在 $ 个 城市 的 两 两 之 间 设 有 直达 航班 (不 着 
陆 直 达 且 在 两 个 城市 之 间 可 以 有 多 家 航空 公司 开设 航班 ) ,每 两 个 城市 
之 间 至 少 有 一 个 直达 航班 . 问 最 少 要 有 多 少 家 航空 公司 ? 

(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 1] 为 使 这 个 国家 有 一 个 满足 要 求 的 航空 网 ,每 两 个 城市 间 
至 少 有 一 个 航班 ,至 少 应 有 C51 = 210 个 航班 .每 个 航空 公司 开设 10 个 
航班 , 故 至 少 应 有 21 家 航空 公司 . z 

右 图 中 我 们 将 21 个 城市 取 为 正 21 边 形 的 顶 
点 .图 中 男 出 的 图 形 是 第 一 家 航空 公司 的 航线 示 
意图 , 它 所 联系 的 5 个 城市 的 号 码 是 1,3,8,9,12. 
这 样 取 的 好 处 是 5 点 间 的 10 条 连 线 的 长 度 (用 所 
对 劣 弧 长 来 上 度量) 分别 为 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10， 
任何 两 条 长 度 不 等 . 故 当 将 号 码 轮 换 而 得 出 其 他 
20 家 公司 服务 的 城市 号 码 组 时 ,所 得 的 210 条 连 
线 无 一 重复 ,刚好 是 每 两 个 城市 间 有 一 个 直达 航班 . 所 以 ,所 求 的 航空 
公司 的 最 少 家 数 是 21. 

[ 解 2] 像 解 1 中 一 样 地 可 证 至 少 要 有 21 家 航空 公司 . 

下 面 ,我 们 用 “字典 排列 法 ” 写 出 21 家 航空 公司 中 每 家 公司 所 经 营 
的 5 个 城市 的 号 码 , 使 得 任何 两 组 号 码 恰 有 一 个 重复 .因而 它们 所 经 营 
的 航线 互 不 重复 .这 就 保证 了 210 条 航线 恰好 是 每 两 个 城市 间 各 一 条 . 
这 21 个 号 码 组 具体 排列 如 下 : i 

(1,2,3,4,5),(1,6,7,8,9), 

(1,10,11,12,13),(1,14,15,16,17), 

(1,18,19,20,21), (2,6,10,14,18), 

(2,7,11,15,19),(2,8,12,16,20), 

(2,9,13,17,21),(3,6,11,16,21), 

(3,7,10,17,20),(3,8,13,14,19), 

(3,9,12,15,18),(4,6,12,17,19), 

(4,7,13,16,18),(4,8,10,15,21), 

(4,9,11,14,20),(5,6,13,15,20), 

(5,7,12,14,21),(5,8,11,17,18), 
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(5,9,10,16,19). 

可 见 ,为 满足 题 中 要 求 ,最 少 要 有 21 家 航空 公司 . 

4-85 “ 某 个 国家 有 若干 个 城市 .从 任何 一 个 城市 都 可 直接 到 达 另 
一 个 城市 而 不 经 过 其 他 城市 .每 两 个 城市 之 间 的 路 费 是 已 知 的 .要 到 全 
国 各 城市 旅游 一 次 ,有 两 种 选择 路 线 的 方法 ,其 中 每 一 种 路 线 都 恰 经 过 
每 个 城市 一 次 . 

第 一 种 方法 是 起 点 可 以 任 选 , 而 以 后 的 每 个 城市 都 这 样 选取 ;从 该 
路 线 尚 未 经 过 的 城市 中 选择 与 前 一 城市 间 路 费 最 少 的 城市 ( 若 这 样 的 
城市 有 多 个 , 则 从 中 任 选 一 个 ) ,直到 所 有 城市 都 走 遍 . 

第 二 种 路 线 的 起 点 也 是 任 选 的 ,但 以 后 每 个 城市 的 选取 原则 是 :从 
该 路 线 尚 未 经 过 的 城市 中 选择 与 前 一 城市 间 路 费 最 多 的 一 个 城市 , 直 
到 所 有 的 城市 都 走 己 . 

试 证 第 一 种 路 线 的 全 部 路 费 不 多 于 第 二 种 路 线 的 全 部 路 费 . 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 我 们 在 两 条 路 线 的 各 nx -~ 1 个 区 段 之 间 建 立 一 个 一 一 对 
应 ,使 沿 着 第 一 条 路 线 的 区 段 的 路 费 不 高 于 沿 着 第 二 条 路 线 的 对 应 区 
段 的 路 费 .我 们 用 1;(A) 表 示 第 ;i 条 路 线 上 城市 A 的 “ 尾 集 ”(i = 1,2)， 
” 即 它 是 第 i 条 路 线 上 排 在 A 后 的 所 有 城市 的 集合 .对 任意 城市 A ,我 们 
用 4 和 A” 来 分 别 表示 在 第 一 和 第 二 条 路 线 上 紧 排 在 A 后 的 城市 . 

现在 来 定义 对 应 f: 对 于 第 一 条 路 线 上 的 任 一 区 段 AA'“, 如 果 
itA) 站 zi) 天 他, 则 定义 FAA) = AA”. 否则 就 令 f(AA') = 
BB ,其 中 B 为 第 二 条 路 线 中 t1( A) 的 最 后 一 个 城市 , 它 当 然 排 在 A 的 
前 面 ,并 且 A 还 是 第 一 条 路 线 中 1,(B) 的 最 后 一 个 城市 .可见 道 映射 
广 可 用 同样 的 原则 来 定义 ,所 以 了 是 一 一 对 应 , 即 双 射 . 

下 面 来 验证 | Ace)| |a| ,其 中 | al 表示 经 过 区 段 c 时 所 付 的 
路 费 . 当 存 在 CE t1(A) 门 tp(A) 时 , 按 定义 有 

| f(AA’)|= |AA’| 宇 |AC| 宇 |144'|; 

当 (A) N12(A)= 时 ， 

| f(AA')| = |BB’| 之 |BA|= |AB| 宇 |AA’'|. 

这 就 证 明了 任何 一 条 第 一 种 路 线 所 用 的 路 费 都 不 多 于 第 二 种 路 线 的 路 费 . 
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ex 吵 浴 


第 五 章 ”人 际 关 系 和 社会 活动 


5.1 试 证 在 任何 一 群 人 中 ,认识 这 些 人 中 奇数 个 人 的 人 数 是 偶 
数 (认识 是 相互 的 , 即 若 A 认识 B, 则 B 也 认识 A). 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1943 年 ) 
于 证 ] 因为 认识 关系 是 相互 的 , 故 每 两 个 认识 的 人 组 成 一 个 熟人 


对 . 设 这 群 人 中 共有 ”个 熟人 对 . 而 在 统计 认识 人 数 时 ,每 个 熟人 对 恰 


被 两 人 各 计数 1 次, 故 所 有 人 的 认识 人 数 的 总 和 为 偶数 .从 而 知 认识 人 
数 为 奇数 的 人 的 个 数 必 为 偶数 ,否则 总 和 为 奇数 . 
5.2 ” 设 大 厅 中 共有 100 位 客人 ,其 中 每 人 都 与 其 余 99 人 中 的 至 
少 67 人 相识 .求证 一 定 可 以 找到 其 中 4 人, 他们 全 都 彼此 相识 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 任 取 一 位 客人 A . 按 已 知 , 他 至 少 与 67 人 相识 .考察 这 67 
人 的 相识 情形 ,不 难看 出 ,这 67 人 中 的 每 个 人 都 至 少 与 其 余 66 人 中 的 
34 人 相识 .再 于 这 67 人 中 任 取 B, 则 既 与 A 相识 ,又 与 BB 相识 的 人 至 少 
有 34 人 .于 这 34 人 中 任 取 一 人 C, 则 C 至少 与 这 34 人 中 的 1 人 相识 ， 
取 品 与 CC 相识, 同时 吕 也 与 A,B 相识 .于 是 |A ,B,C,DI4 人 便 满足 要 
5.3 ” 设 大 厅 中 共有 100 位 客人 ,其 中 每 人 都 与 其 余 99 人 中 的 至 
少 66 人 相识 .求证 可 以 出 现 这 种 情况 :这 些 客人 中 的 任何 4 人 中 必 有 两 
人 不 相识 (这 里 所 谓 的 相识 , 指 二 人 互相 认识 ). 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 将 100 个 人 分 成 A,B,C 三 组 ,有 日 三 组 人 数 分 别 为 33,33， 
34. 当 同 组 人 互 不 相识 而 异 组 的 每 两 人 都 相识 时 ,每 人 至 少 与 其 余人 中 
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的 66 人 相识 .但 100 个 客人 中 的 任何 4 人 中 ,总 有 两 位 同 组 ,二 者 不 相 
识 . 

5.4 今 有 7 个 男孩 ,其 中 每 一 人 在 其 余 6 人 中 都 至 少 有 3 个 亲 兄 
弟 ,求证 这 7 个 男孩 全 是 亲 兄 弟 . 

(第 S3 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 者 不 然 , 设 其 中 的 甲乙 两 个 男孩 不 是 亲 兄 弟 . 于 是 其 余 5 个 
男孩 至 多 是 甲乙 两 人 之 一 的 亲 兄 弟 .由 抽 履 原理 可 知 ,甲乙 两 人 中 必 有 
一 人 在 其 余 S 人 中 至 多 有 两 个 亲 兄 弟 ,从 而 他 在 其 余 6 个 人 中 也 至 多 有 
两 个 亲 兄 第 ,此 与 已 知 矛 盾 . 

5.5 ”在 选拔 参加 全 苏 数学 奥林匹克 的 选手 时 , 共 邀 请 了 11 名 市 
级 竞赛 的 获奖 者 ,他 们 分 别 来 自 8,9,10 和 11 年 级 .试问 能 否 让 他 们 围 
坐 在 一 张 圆桌 周围 ,使 得 在 任何 相连 5 人 中 ,都 有 来 自 全 部 4 个 年 级 的 
选手 ? 





(第 53 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 11 名 学 生 分 属于 4 个 年 级 ,由 抽 展 原理 知 , 必 有 1 个 年 级 
至 多 有 2 人 ,不 妨 设 为 8 年 级 . 若 8 年 级 只 有 1 人 ,显然 不 满足 要 求 ; 若 8 
年 级 有 2 人 , 则 其 余 9 人 被 这 两 人 分 成 两 个 连续 段 ,两 段 中 有 1 段 至 少 
有 5 人 ,也 不 满足 题 中 要 求 , 故 知 所 要 求 的 围 坐 法 不 能 实现 . 

: [ 解 2] 如果 所 要 求 的 围 坐 法 能 够 实现 , 则 每 相连 5 人 中 ,都 有 4 

个 年 级 的 学 生 至 少 各 1 人 .这 11 名 学 生 共 能 组 成 11 个 不 同 的 连续 五 人 
组 ,因此 每 个 年 级 的 学 生 在 五 人 组 中 出 现 的 次 数 都 至 少 为 11. 但 每 人 
恰 出 现在 5 个 五 人 组 中 , 故 每 个 年 级 的 学 生 至 少 3 人 ,矛盾 . 

5.6 ” 设 围 绕 圆桌 至 少 坐 着 5 个 人 ,求证 一 定 可 以 调整 他 们 的 座 
位 ,使 得 每 个 人 两 侧 都 挨 着 两 个 新 邻居 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 用 自然 数 1,2,…,n 依次 表示 围绕 圆桌 而 坐 的 n 个 人 ,于 是 
编号 为 i 的 人 与 编号 为 i - 1,i + 1 的 两 人 相 邻 ,其 中 i = 1 时 ,i-1= 
0 表示 第 nn 个 人 :i = nn 时 ,i +1= + 1 表示 第 1 个 人 . 

当 ?2 为 奇数 时 ,只 要 将 7 个 人 重新 排序 为 

1,3,… ,1,2,4,…,n—1, 
则 每 人 都 挨 着 两 个 新 邻居 . 
当 ?2 为 偶数 时 ,可 以 排序 如 下 : 
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1 ,312,4 ,nn — 4,n,n 一 2， 
因为 n 写 6, 故 这 样 的 排 法 可 以 实现 . 易 见 ,每 人 都 挨 着 两 个 新 邻居 . 
5.7 “科学 家 们 在 会 以上 相逢 ,其 中 有 些 是 朋友 .已 知 如 果 某 两 位 
科学 家 在 与 会 者 中 的 朋友 数 相同 , 则 他 们 没有 共同 的 朋友 .求证 可 以 找 
出 一 位 科学 家 ,他 在 与 会 者 中 恰 有 1 位 朋友 . 
(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 这 些 科学 家 中 朋友 数 最 多 的 一 位 A 共有 位 朋友 Bi， 
B,,…,B;. 按 已 知 ,B1,B,,…,B, 的 朋友 数 互 不 相同 .他 们 中 每 人 朋友 
数 都 不 超过 2 ,也 都 不 少 于 1 人 , 故 知 他 们 n 个 人 的 朋友 数 怡 分 别 为 x， 
2 一 1,…,1( 次 序 可 以 不 同 ). 特别 地 ,其 中 必 有 一 位 科学 家 B; 恰 有 1 位 
朋友 . 
5.8 ” 试 证 在 任何 6 个 人 中 ,总 可 以 找 出 3 个 人 ,他 们 相互 认识 或 
相互 都 不 认识 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
[证 ] 用 6 个 点 来 代表 6 个 人 . 若 两 人 相互 认识 , 则 在 相应 两 点 间 
连 一 条 红线 ; 若 两 人 不 认识 , 则 在 相应 两 点 间 连 一 条 蓝 线 . 于 是 得 到 一 
个 共有 6 个 顶点 且 每 两 点 之 间 恰 连 有 一 条 线 ,每 条 线 都 涂 有 红 蓝 两 色 
之 一 的 图 (以 后 称 之 为 二 染色 的 Ke). 
在 其 中 任 取 一 点 A ,由 点 A 共 引出 $ 条 线 .由 抽 懂 原理 知 其 中 必 有 
3 条 同色 ,不妨 设 AB1 ,AB,,AB; 都 是 红色 的 . 考察 线段 日 | DB，,B，D;， 
B3B1. 知 其 中 有 1 条 红线 段 , 则 得 到 一 个 3 边缘 红 的 单 色 三 角形 . 若 3 
边 篆 蓝 , 则 会 B1B,B; 是 蓝 色 的 单 色 三 角形 .这 就 证 明了 结论 成 立 ， 
5.9 ”国际 数学 奥林匹克 主 试 委员 会 有 34 个 国家 参加 ,每 国 由 领 
队 和 副 领 队 两 人 参加 .会 前 与 会 者 互相 握手 ,但 同一 国家 的 领队 与 副 领 
队 间 不 握手 .会 后 东道 国 的 领队 问 与 会 者 握手 的 次 数 ,所 得 的 管 数 互 不 
相同 , 问 东 道 国 的 副 领 队 与 多 少 人 握 过 手 ? 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,每 个 人 最 多 与 66 人 握手 .既然 67 个 人 的 答 数 互 不 相 
同 , 答 数 的 集合 当然 是 10,1,…,661 = .对 于 每 个 EE, 怡 有 1 人 
p(k) 恰好 与 上 个 人 握 过 手 . 
p(66) 与 男 外 33 国 的 66 人 各 所 一 次 手 , 因 而 另外 66 人 每 人 至 少 
握 了 1 次 手 , 所 以 p(0) 一 定 与 p(66) 是 同一 国 的 ,他 们 当然 不 是 东道 
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国 的 领队 与 副 领 队 . 与 p(1) 握手 的 只 有 1 人 ,当然 是 p(66). 因此 ， 
p(0) 与 p(1) 是 仅 有 的 两 个 未 与 p(65) 握手 的 人 ,从 而 p(1) 与 p(65) 
必 是 同一 国家 的 .类 似 地 可 知 ;p(j) 与 p(66-j) 是 同一 国家 的 ,j = 2， 
3,… ,32. 因此, 东道国 的 副 领 队 是 p(33), 他 恰好 与 33 人 握 过 手 . 

5.10 ”一 群 童子 军 ,年 龄 从 7 岁 至 13 岁 ,来 自 11 个 国家 .求证 至 少 
有 5 个 孩子 ,每 一 个 的 同龄 人 多 于 同 国籍 的 人 . : 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 考虑 一 个 7 行 11 列 的 矩形 数 表 . 数 表 中 第 ; 行 ; 列 的 数 a; 

表示 第 个 国家 的 年 龄 为 6 + i 的 人 数 . 


令 r; = Va, 为 第 i 行 的 行 和 ,1 i 声 7. 
j= 1 








人 
7 
c = 》)a; 为 第 ) 列 的 列 和 ,1 去 j 去 11， 
i= 1 条 
则 有 和 
La 1 ] 术 
(一 多 
一 二 Cu 
r= 10 i i 
11 1 7 7 1 I 
之 0 ee 
11 7 
= >1- >)1 
= 1 = 1 
= 11-7 
= 4. 
1 1 
由 于 ( 记 一 广 ) <1 所 以 在 上 述 和 式 中 至 少 有 5 个 二 二 > 


0, 妈 至 少 有 5 个 孩子 ,每 个 人 的 同年 龄 的 人 数 ( x;) 多 于 同 国籍 的 人 数 
(c;). 
5.11 已 知 一 群 人 中 至 少 有 两 人 是 朋友 ,求证 可 以 把 他 们 分 成 两 
组 ,使 得 同 组 中 的 朋友 对 数 小 于 异 组 间 的 朋友 对 数 . 
(第 52 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 一 群 人 的 人 数 为 x 并 用 平面 上 的 个 点 来 表示 . 如 果 两 
人 是 朋友 , 则 将 相应 两 点 间 连 一 条 线 . 下 面 我 们 对 人 数 ”用 归纳 法 来 证 


地界 数学 奥 林 呈 克 解 题 大 辞典 | 301 





六 党 


明 : 可 以 适当 地 将 每 点 都 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,使 得 端点 异 色 的 线段 条 数 


大 于 端点 同色 的 线段 条 数 . 


当 n = 2 时 , 按 已 知 ,两 人 是 朋友 . 故 只 须 将 两 点 涂 成 一 红 一 蓝 便 
可 使 命题 成 立 . 设 当 nn = 上 时 命题 成 立 . 当 n = k+ 1 时 , 按 委 纳 假设 ， 
我 们 可 以 先 对 其 中 点 涂 好 颜色 ,使 得 端点 异 色 的 线段 多 于 端点 同色 
的 线段 .然后 考察 第 有 + 1 个 点 . 设 它 与 蓝 点 连 线 数 为 mi ,与 红 点 连 线 
数 为 m2. 若 m1 之 m;, 则 将 它 涂 成 红色 ;着 ml < mj, 则 将 它 涂 成 蓝 
色 . 这 样 一 来 ,k + 1 点 之 间 仍 然 是 端点 异 色 的 线段 多 于 端点 同色 的 线 
段 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

5:12 有 个 人 互 不 相识 . 试 证 总 可 以 让 其 中 一 些 人 互相 结识 ， 
使 对 任何 3 个 人 ,他 们 在 这 个 人 范围 内 所 认识 的 人 数 都 不 全 相等 . 

(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 1] 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 = 2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 
于 n 博时 成 立 , 当 n = 月 +1 时 ,由 归纳 假设 知 可 让 前 上 个 人 中 的 一 
些 人 互相 结识 ,使 这 & 个 人 认识 人 的 人 数 满足 题 中 要 求 . 易 见 ,这 时 


个 人 中 或 者 无 人 所 认识 的 人 数 为 0, 或 者 无 人 所 认识 的 人 数 为 上 & 一 1, 或 - 


者 二 者 兼 有 之 . 若 为 前 者 , 则 只 要 保持 第 & + 1 人 与 前 & 人 都 不 认识 就 
行 了 ; 若 为 后 者 , 则 当 让 第 &+ 1 人 与 前 上 人 都 认识 时 便 满足 题 中 要 求 ， 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

[证 2] 将 个 人 排 导 分 别 为 1,2,… ,nn. 对 于 号 码 为 i,j 的 两 人 ， 
当 且 仅 当 |i ~ ji < 3 时 让 二 人 结识 .容易 看 出 ,只 有 号 码 为 上 和- 
& 的 喇 人 才 有 相同 数目 的 熟人 .所 以 任何 3 人 所 各 自 熟 识 的 人 数 都 不 全 
相同 . 

5 13 ”偶数 个 人 围绕 着 一 张 圆桌 开 讨论 会 ,休息 后 他 们 以 不 同 次 
序 重 新 围 着 圆桌 坐 下 .求证 至 少 有 两 个 人 ,他 们 中 间 的 人 数 在 休息 前 后 
是 相等 的 . 

(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 共有 2n 个 人 并 将 座位 依次 编号 为 1,2,…,2n .每 个 人 对 
应 于 一 个 数 对 (i,j) ,其 中 自然 数 i,j 分 别 表示 他 休息 前 后 的 座 号 . 设 
这 27 个 人 所 对 应 的 数 对 为 (i,j;),i = 1,2,…,2n. 显然 , 1j1,j),…， 
j2n1 是 1,2,…,2n 的 一 个 排列 ， 
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若 结论 不 成 立 , 则 对 任意 两 个 数 对 (二 ,ji ) 和 ( 2, ) ,都 有 
i1 一 ij; . (mod 2n), 
亦 即 有 
i -ji (mod 2n). OD 
由 名 知 和 一方,2 一 72,…,2n 一 Jj2n1 是 模 2n 的 一 个 完全 剩余 系 .于 是 
有 


So- 站 = 3 k= nn+l)0 (mod 20) 加 
另 一 方面 ， 由 于 1， 六 ,j2,1 是 1,2,…,2n 的 一 个 排列 ,又 有 


BE -j) = 0， 
此 与 包 巴 盾 .这 表明 必 有 两 个 人 在 休息 前 后 ， 坐 在 他 们 中 间 的 人 数 相 
等 . 

5.14 ”在 一 群 数学 家 中 ,每 个 人 都 有 一 些 朋 友 ( 关 系 是 相互 的 )， 
求证 存在 一 位 数学 家 ,他 的 所 有 朋友 的 朋友 数 的 平均 数 不 小 于 这 群 人 
的 朋友 数 的 平均 数 . 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 将 这 群 数学 家 的 集合 记 为 M,n = | M|. 对 于 mE€ M ,将 
m 的 所 有 朋友 的 集合 记 为 Fm), 并 记 f(m) = | F(m)|. 于 是 本 题 化 
为 :存在 nin 和 AT ,使 得 

Fem > f(m) 宇 一 人 Dm) 


mEFtm 0) 


大 不 然 , 则 对 任何 mo E M, 均 有 
1 。 > ， fm) < flmo) 2 fm) 


HE PF(m 站 


对 所 有 mo E AM 求 和 ， 得 到 


( 2)) = 5 flmo) Pplm) 
mEM mi EM EM 


0 [i 0 
=n2) 2 flm) 
EM pn EF() 
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此 与 柯 西 不 等 式 矛 盾 . 

5.15 ”27 位 武士 在 国王 阿 杜 尔 的 王宫 中 聚会 ,已 知 每 位 武士 在 与 
会 者 中 的 仇人 都 不 超过 ?2- 工人 , 试 证 国王 的 谋 臣 有 办 法 安排 所 有 武士 
围 着 一 张 圆 桌 坐 下 ,使 得 每 位 武士 都 不 与 自己 的 仇人 相 邻 . 

(第 27 届 黄 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 首先 让 2x 位 武士 随便 就 坐 . 若 此 时 有 相 邻 的 A 和 B 是 仇 


、 人 ,我 们 就 来 调整 座位 .在 其 余 2n - 2 人 中 ,4 至少 有 7 位 朋友 而 B 至 


多 有 nn 一 2 个 仇人 . 设 B 坐 在 A 的 右 方 . 从 A,B 依次 往 右 数 去 ,A 的 前 
n 一 1 位 朋友 每 人 右 方 都 还 有 人 且 不 是 A ,其 中 必 有 1 人 右 方 是 B 的 朋 
友 . 不 妨 设 A 的 朋友 C 的 右 邻 是 B 的 朋友 DD. 这 时 ,我 们 就 让 从 B 到 C 
的 所 有 人 BEF…GHC 全 部 按 题 倒 的 顺序 CHG… FEB 重新 人 座 .显然 ， 
这 样 调整 之 后 , 相 邻 仇人 的 对 数 至 少 减 少 1 对 . 只 要 座 中 还 有 仇人 相 
邻 , 就 照样 进行 调整 .由 于 仇人 对 只 有 有 限 多 个 , 故 经 若干 次 调整 后 , 必 
会 使 得 每 位 武士 都 不 与 自己 的 做 人 相 邻 . 

5.16 ”会 议 室 里 共有 60 名 学 生 . 已 知 其 中 的 任何 10 名 学 生 中 都 
有 3 名 学 生 是 同班 的 . 问 这 60 名 学 生 中 是 否 必 有 15 名 是 同班 同学 ?是 
否 必 有 16 名 是 同班 同学 ? 

(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,如 果 60 名 学 生 分 属于 4 个 班 ,每 班 15 人 , 则 由 抽 展 原 
理 知 ,10 名 学 生 分 属于 4 个 班 ,其 中 必 有 3 人 是 同班 的 .这 表明 60 名 学 
生 中 不 一 定 有 16 人 是 同班 同学 . 

如 果 60 名 学 生 中 没有 15 名 是 同班 同学 , 则 这 60 名 学 生 所 属 的 班 
至 少 有 SS 个. 按 各 班 在 会 议 室 的 学 生 数 排序 为 甲 , 乙 ,两 , 丁 , 戊 ,…. 若 
丁 班 只 有 1 人 , 则 因 甲 , 乙 ,两 各 至 多 有 14 人 .于 是 从 于 开始 往 后 至 少 有 
18 个 班 各 有 1 人 .从 其 中 所 选 的 任何 10 人 都 不 满足 题 中 要 求 .因此 丁 
班 人 数 不 少 于 2. 从 甲 , 忆 ,两 ,本 4 班 各 取 2 人 ,再 从 以 后 的 班级 中 选 2 
人 , 则 10 人 中 没有 3 人 同班 .所 以 ,60 人 中 必 有 15 人 是 同班 同学 . 

5.17 由 5 人 组 成 一 个 公司 ,其 中 任何 3 人 中 总 有 两 人 彼此 认识 ， 
也 总 有 两 人 彼此 不 认识 .求证 可 以 让 5 人 围绕 圆桌 而 坐 ,使 得 相 邻 的 人 
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都 彼此 相识 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 .1978 年 ) 

[证 ] 用 5 个 点 来 代表 5 个 人 . 当 两 人 相识 时 ,在 相应 两 点 间 连 一 
条 红线 ,否则 就 连 一 条 蓝 线 .于 是 得 到 一 个 二 染色 的 有 $ 个 顶点 的 完全 
图 .由 于 任何 3 人 中 总 有 两 人 相识 ,也 总 有 两 人 不 相识 , 故 这 个 图 中 没 
有 单 色 三 角形 ( 即 3 条 边 颜色 相同 的 三 角形 )， 

我 们 指出 ,从 图 中 任 一 顶点 都 不 能 引出 3 条 同色 线段 . 若 不 然 , 不 
妨 设 4B,AC,AD 都 是 红线 段 ,于 是 当 有 BC,CD ,DB 中 有 1 条 红线 时 , 便 
得 到 红 三 角形 ,否则 便 有 蓝 三 角形 ,矛盾 .因此 ,图 中 每 个 顶点 都 恰 引 出 
两 条 红线 和 两 条 蓝 线 . 

考察 图 中 所 有 红 边 所 构成 的 子 图 ,这 时 ,每 个 顶点 的 度数 都 是 2. 
因此 ,这 个 子 图 必 是 一 个 有 5 条 边 的 圈 . 让 5 个 人 按 红 圈 上 顶点 的 次 序 
围绕 圆桌 就 坐 便 可 满足 题 中 要 求 . : 

5.18 已 知 在 参观 团 的 任意 4 个 人 中 ,总 有 1 人 原先 见 过 其 余 的 3 
”个 人 ,求证 在 参观 团 的 任何 4 人 中 ,总 有 1 人 原先 见 到 过 所 有 团员 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 ] ”如果 参观 团 中 的 任何 两 人 原先 都 见 过 面 ,结论 自然 成 立 . 
否则 , 设 A 和 8B 是 原先 未 见 过 面 的 一 对 团员 .如 果 除 这 一 对 之 外 ,其 他 
任何 两 人 都 原先 见 过 面 ,结论 也 成 立 . 因而 只 须 讨论 还 有 蜡 于 1A ,BI 
的 两 人 对 事先 未 见 过 面 . 若 这 两 人 中 既 无 A 又 无 B, 设 为 {1C,Di, 则 
iA,B,C,DI4 人 不 满足 已 知 条 件 , 艺 盾 . 故 {A ,BI 人 败 1C,DI1 关 作 , 不 
妨 设 D = A. 于 是 有 了 两 个 事先 未 见 过 面 的 团员 对 |A ,BI 和 1A .Cl. 
同 理 可 证 ,着 再 有 未 见 过 面 的 团员 对 , 则 与 前 两 对 中 的 每 对 都 恰 有 -一 个 
公共 成 员 . 阁 为 {A,D|, 则 1A ,B,C,DI 又 不 满足 已 知 条 件 , 故 只 能 为 
1B,Cf 容易 看 出 , 团 中 再 也 没有 其 他 的 原先 未 见 过 面 的 团员 对 了 .由 
于 这 3 对 中 不 同 团员 只 有 3 人 , 故 在 参观 辆 的 任何 4 人 中 ,总 有 1 人 蜡 于 
4,B,C, 他 原先 见 过 所 有 团员 . 

5"19 ”已 知 一 次 集会 有 1982 个 人 参加 ,其 中 任何 4 人 中 至 少 有 1 
人 认识 其 余 3 人 . 问 在 这 次 集会 上 ,认识 所 有 到 会 者 的 人 最 少 有 多 少 
人 ? 





入 证人 








(第 11 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 首先 , 设 1982 人 中 的 A,B,C3 人 互 不 认识 ,而 其 余 的 1979 
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人 都 认识 全 体 到 会 者 ,这 种 情形 显然 满足 题 中 要 求 .所 以 ,所 求 的 认识 
所 有 到 会 者 的 人 数 的 最 小 值 不 大 于 1979. 
另 一 方面 , 若 认 识 所 有 到 会 者 的 人 数 的 最 小 值 小 于 1979, 则 至 少 
有 4 人 不 全 认识 所 有 到 会 者 . 设 A 与 B 互相 不 认识 ,于 是 除 A 与 B 之 
外 ,至 少 还 有 两 人 不 全 认识 所 有 到 会 者 . 设 C 不 认识 D 且 {1C,DI 门 
14 ,BE= 翁 , 则 4,B,C,D4 人 中 谁 也 不 全 认识 其 余 3 人 ,此 与 已 知 矛 
盾 . 可见, 男 丙 个 不 全 认识 所 有 到 会 者 的 C 和 DD 都 是 至 少 不 认 识 A,B 
之 一 .但 这 又 导致 A,B,C,D4 人 中 谁 也 不 全 认识 其 余 3 个 人 ,与 已 知 
矛盾 . 
综 上 可 知 ,在 这 次 集会 上 ,认识 所 有 到 会 者 的 人 数 最 少 为 1979. 
5.20 已 知 3 所 学 校 中 的 每 所 都 有 ”名 学 生 , 且 任何 1 名 学 生 认 
识 其 他 两 所 学 校 的 学 生 总 数 都 是 n + 1 求证 可 以 从 每 所 学 校 各 选 1 名 
学 生 ,使 得 这 3 名 学 生 彼此 都 相识 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 设 A 是 3n 名 学 生 中 认识 另 一 所 学 校 中 的 学 生 数 最 大 的 一 
名 学 生 . 不 妨 设 A 是 第 1 所 学 校 的 学 生 ,他 认识 第 2 所 学 校 中 的 & 名 学 
生 ,k 之 方 (n+1). 于 是 A 认识 第 3 所 学 校 中 的 n+ 1 -名 学 生 . 因 
为 k 志 nn, 故 n+1- 上 宇 1. 
考察 第 3 所 学 校 里 认识 4 的 学 生 B. 如 果 B 认 识 第 2 所 学 校 中 认识 
A 的 某 学 生 C, 则 A ,B,C 即 为 所 求 .如 果 第 2 所 学 校 中 认识 A 的 名 
学 生 都 不 认识 B, 则 B 至 多 认识 这 所 学 校 中 的 n 一 名 学 生 , 从 而 B 至 
少 认识 第 1 所 学 校 中 的 (nn + 1) -(n 一 上 &) = 上 月 +1 名 学 生 , 此 与 的 最 
大 性 矛盾 .可 见 必 有 3 名 学 生 满 足 要 求 . 
5.21 设 有 7 个 人 到 会 ,其 中 有 某 些 人 相互 认识 .已 知 其 中 每 两 
个 互 不 认识 的 人 都 恰 有 两 个 共同 认识 的 人 ,而 每 两 个 熟人 都 没有 共同 
认识 的 人 .求证 每 个 与 会 者 都 有 同样 数目 的 熟人 . 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 1] 设 与 会 者 A 有 nm 个 熟人 Bl,B,,…,B,. 由 于 每 两 个 熟人 
都 没有 共同 的 熟人 , 故 知 有 ,B;,…,B, 两 两 不 认识 .对 任何 ;js ; 
< jm),B; 和 B; 恰 有 两 个 共同 的 熟人 , 除 A 之 外 还 有 一 个 共同 的 熟 
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人 C 显然 ,Ci 不 是 A 的 熟人 ,从 而 不 属于 1B1,B;,…,B,| .定义 映射 
f:(B;,B)—> CC. 

攻 还 有 (此 , 衣 ) 关 (i,j), 使 (Bi ,Bi) 也 对 应 于 CC, 则 A 和 C; 至 少 有 3 个 

共同 的 熟人 ,矛盾 , 故 知 映射 f 为 单 射 .反之 ,对 任 一 个 与 A 不 认识 的 人 

C,A 和 和 CC 恰 有 两 个 共同 的 熟人 ,二 者 当然 都 在 1 Bj ,Bs,…,B,,| 中 .这 

样 一 来 ,映射 f 就 是 由 | Bi,B,,…,B,,| 的 所 有 二 元 子 集 到 不 认识 A 的 

所 有 人 的 集合 的 一 个 双 射 . 故 得 : 


n=1+m+ 人 Cs,. OQ) 
者 有 与 会 者 B 的 熟人 数 ' 关 mm. 则 与 上 面 论证 一 样 地 可 得 
n=1+m + C02.. 他 





显然 ,多 与 由 刻 盾 .这 就 证 明了 所 有 与 会 者 都 有 同样 数目 的 熟人 . 

[证 ?3j 设 4 与 妃 相 识 . 记 所 有 与 A 相识 的 人 为 B,Al,A,,…， 
A,. 由 已 知 ,A;,A;,… ,A 都 不 与 B 相识 .因为 A; 与 B 不 相识 ,由 已 
知 , 恰 有 两 人 与 二 者 都 相识 ,其 中 A 是 1 个 , 记 另 1 个 人 为 B;. 于 是 ,对 
每 一 个 与 A 相识 的 Ai ,都 相应 地 有 与 日 相识 的 Bi .显然 有 A; 关 B,. 当 
i 关 j 时 ,A; 关 Aj, 则 必 有 Bi; 关 B;. 否 则 将 导致 3 个 人 B,A;,A; 都 认 
识 A 和 B;, 予 盾 . 由 此 可 知 , 认 识 B 的 人 数 不 少 于 认识 A 的 人 数 . 同 理 ， 
认识 A 的 人 数 也 不 少 于 认识 B 的 人 数 , 所 以 A 和 B 认识 的 人 数 相等 . 

设 C 和 品 不 相识 .由 已 知 ,存在 EE 和 下 与 C,D 都 相识 .由 (1) 中 结 
果 知 ,C 和 和 请 ,DD 和 入 认 识 的 人 数 都 相等 , 故 C 和 DD 认识 的 人 数 也 相等 . 

综 上 可 知 ,与 会 的 所 有 人 认识 的 人 数 都 相等 . 

5.22 ”1990 个 人 分 成 若 于 个 互 不 相交 的 子 集 ,使 得 

(a) 每 个 子 集中 没有 人 认识 这 子 集中 所 有 的 人 . 

(5b) 每 个 子 集中 ,任意 三 个 人 中 至 少 有 两 个 人 互 不 相识 . 

(c) 每 个 子 集中 ,对 任意 两 个 互 不 相识 的 人 ,这 一 子 集中 恰 有 一 个 
人 认识 这 两 个 人 . 

(1) 证 明 在 每 个 子 集中 ,各 个 人 认识 的 人 数 相 等 . 

(2) 问 上 述 子 集 最 多 能 有 几 个 ? 

(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] (1) 只 考虑 一 个 子 集 . 

设 yi 写 yy 在 同一 子 集中 ,是 互 不 相识 (由 条 件 (4) 这 是 可 能 的 )， 
由 (c), 存 在 z 与 yi,y 都 相识 . l 
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ec 吵 这 


设 除去 x 及 yi 目 喘 外 ,yi 认识 的 人 为 
| zz 
VY 认识 的 人 为 
| 21 T2272 

由 (pb) ,与 zlyzpyziyz2ly22 ,ZZ24 均 不 相识 . 

由 (c), 因 为 yl 和 y; 不 相识 ,又 恰 有 工 与 它们 相识 ,所 以 yz 与 z11， 
之 12， 之 | 均 不 相识 . 于 是 之 11， 和 12 ”9 之 1 与 之 21， 之 22 ， ”“” ， 之 2 大 互 不 相 
同 . 

由 (c),zli 与 y 恰 有 一 个 公共 相识 的 人 ,不 妨 设 为 xl. zi 与 六 也 
恰 有 一 个 公共 相识 的 人 ,显然 此 人 不 是 zz1 ,否则 yi 与 zx: 有 两 个 公共 
相识 的 人 之 1 与 zi 与 (c) 矛盾 , 设 之 12 与 2 的 公共 熟人 为 2Z22. 

如 此 继续 下 去 ,可 知 过 上 (这 是 因为 ,zj ,zi ,zi 在 z21 ,zz22， 
… ,zx2k 中 各 有 一 相识 的 人 , 且 这 些 人 互 不 相同 . 

由 对 称 性 , 亦 有 有志 .所 以 有 = 有. 即 互 不 相识 的 两 个 人 ,熟人 的 
个 数 相同 . 

对 于 yi 的 熟人 xz, 的 熟人 yy 与 y 互 不 相识 ,由 上 面 的 论证 ,我 们 
知道 x 与 zi 的 熟人 的 个 数 相同 ,zi 与 y; 的 熟人 的 个 数 相 同 ,从 而 这 
一 子 集 中 ,每 个 人 的 熟人 的 个 数 均 为 h + 1. 

(2) 在 同一 子 集中 ,x 有 一 不 认识 的 人 y,x,y 有 一 公共 熟人 z,< 有 
一 不 认识 的 人 u,u 不 可 能 与 x ,y 都 认识 (否则 与 (c) 矛盾 ), 设 不 认 
识 z+, 则 4 与 x 有 一 公共 熟人 u,v 不同 于 y,z, 于 是 每 一 组 至 少 5 个 人 . 

5 个 人 的 组 是 可 以 存在 的 .只 需 xz 认 识 y,y 认 识 z,z 认识 u,u 认识 
v,v 认识 x, 除 此 之 外 每 两 对 人 互 不 相识 . 

于 是 ,小 组 的 个 数 至 多 为 Te = 398. 

5.23 ”在 一 个 车 朋 中 ,任何 wi(wm 3) 个 旅客 都 有 惟一 的 公共 朋 
友 ( 当 甲 是 乙 的 朋友 时 , 乙 也 是 甲 的 朋友 ; 任何 人 都 不 作为 自己 的 朋 
友 ), 问 在 这 个 车 厢 中 ,朋友 最 多 的 人 有 多 少 位 朋友 ? 

(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 朋友 最 多 的 人 有 上 个 朋友 ,显然 ,k 宇 m. 若 k > m, 设 A 
有 上 个 朋友 Bi,B，,…,Bi, 并 记 S = 1B1,B，,…,B|. 设 1B; ,Bi ,…， 
Bi-t1l 是 S 的 任 一 个 m 一 1 元 子 集 , 则 A,B; ,B;,…,B;,,_ 1 这 mm 个 人 
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有 惟一 的 公共 朋友 , 记 为 C;. 因 C 是 A 的 朋友 , 故 C; € S. 定 义 上 映射 
产 1 BBCE 9S， 


im-—l 
则 是 从 S 的 所 有 m -1 元 子 集 的 集合 到 S 的 一 个 单 射 . 事 实 上 ,各 有 
S 的 两 个 不 同 的 m -1 元 子 集 |B; ,Bs,…,B,, 1| 和 1B, ,局 
B， 1, 二 者 有 相同 的 象 C;, 则 因 1B, ,Bo TU 1B ,…,B 1 中 


至 少 有 nm 个 元 素 , 这 m 个 人 有 两 个 公共 朋友 A 和 CC ,此 与 已 知 邓 盾 . 

由 于 是 单 射 , 故 有 C2!' 才 . 男 一 方面 ,因为 宇 3,m 一 1 实 2， 
所 以 CI!>Ci> Cl 二 上 ,让 导 . 可 见 , 所 求 的 最 大 值 为 777 . 

5.24 ”市 镇 里 有 100 个 居民 ,他 们 每 人 都 怡 有 3 个 熟人 .元 月 1 日 ， 
有 一 居民 获知 了 一 条 消息 ,当日 便 告知 了 他 的 3 个 熟人 ;元 月 2 日 这 些 
知情 者 又 将 消息 告知 了 他 们 的 所 有 熟人 ,如 此 继续 下 去 . 问 是 否 可 能 在 
3 月 5 日 时 ,消息 尚未 传 禹 所 有 居民 ,而 在 3 月 19 日 时 , 则 已 传 般 了 ? 

(第 41 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 可 以 实现 .下 图 中 给 出 了 100 个 居民 的 关系 网 络 ,当然 也 是 
据 题 设 要 求 消息 的 传播 图 : 
其 中 每 个 点 代表 一 个 居民 ， 
互 为 熟人 所 对 应 的 点 间 有 线 
段 连结 . 每 点 旁 标 出 的 整数 
表示 该 人 获知 消息 时 是 从 元 
月 1 日 算 起 的 第 几 天 .图 中 
的 中 间 部 分 共有 22 个 菱形 ， 
88 个 顶点, 整个 图 中 恰 有 
100 个 顶点 .从 元 月 1 日 到 3 月 5 日 共计 64 天 ,所 以 沿 着 这 个 图 传播 , 消 
县 刚好 传 到 标 有 64 的 两 点 所 代表 的 居民 , 当然 还 没有 传 遍 所 有 居民 . 
由 图 中 所 标的 数 可 知 ,还 要 经 过 8 天 , 即 到 了 3 月 13 日 时 才能 传 遍 所 有 
居民 .这 就 表明 了 题 中 所 要 求 的 情形 是 可 以 实现 的 . 

5.25 试 证 在 任何 由 12 个 人 组 成 的 人 群 中 ,都 可 以 找 出 两 个 人 
来 ,使 得 在 其 余 10 个 人 中 都 至 少 有 5 个 人 ,他 们 中 的 每 个 人 都 或 者 同时 
认识 开头 的 两 个 人 ,或 者 同时 不 认识 这 两 个 人 . 

(第 48 局 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 我 们 用 12 个 点 来 代表 12 个 人 , 且 当 两 人 相识 时 ,在 相应 两 
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点 间 连 一 条 红线 , 当 两 人 不 相识 时 ,在 相应 两 点 间 连 一 条 蓝 线 . 由 一 点 
引出 的 两 条 线段 构成 一 个 角 , 当 两 边 同 色 时 称 为 同色 角 ,两 边 异 色 时 称 
为 异 色 角 . 易 见 ,我 们 的 问题 是 12 点 中 必 可 找 出 两 点 ,使 其 他 10 点 对 这 
两 点 张 成 的 10 个 角 中 至 少 有 5 个 同色 角 . 

设 第 i 点 引出 n; 条 红线 和 11 - 2 条 蓝 线 ,; = 1,2,…,12, 则 以 第 
i 点 为 角 顶 的 同色 角 的 个 数 为 C; + Ci-。 25. 所 以 ,图 中 至 少 共 有 
25 x 12 = 300 个 同色 角 . 图 中 12 个 顶点 共 可 组 成 不 同 的 两 点 组 C9, = 
66 个 .300 = 66x4+36, 故 由 抽 屠 原理 知 , 必 存在 一 个 两 点 组 及 另外 至 
少 5 点 ,使 每 点 对 前 两 点 的 张 角 都 是 同色 的 . z 

5.26 ”已 知 晚会 上 及 个 人 , 试 证 其 中 存在 2 人 ,使 得 其 余 的 
2 个 人 中 ,至 少 有 [> ] ~ 1 个 人 ,每 个 人 或 者 同 这 2 人 都 相识 ,或 者 都 不 
相识 (假定 相识 是 相互 的 ). 

(第 14 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 用 个 点 来 代表 n 个 人 ,和 且 当 两 人 相识 时 ,在 相应 两 点 间 连 
结 一 条 红线 , 当 两 人 不 相识 时 ,就 在 相应 两 点 间 连 一 条 蓝 线 .于 是 我 们 
得 到 一 个 二 染色 的 及 个 顶点 的 完全 图 .由 同一 点 引出 的 两 条 线 构成 
一 个 角 . 当 两 条 边 同色 时 称 为 同色 角 , 而 当 两 条 边 异 色 时 称 为 异 色 和 角 . 
于 是 本 题 要 证 的 是 :图 中 必 存 在 两 个 顶点 ,使 其 余 的 一 2 个 点 中 ,至 少 


有 [->] -1 个 点 对 前 两 点 所 张 成 的 角 都 是 同色 角 . 


设 第 i 个 顶点 共 引 出 条 红线 和 nn - & - 1 条 蓝 线 ,于 是 以 这 点 为 
顶点 的 异 色 角 共有 k(n 一 上 一 1) 个 .由 均值 不 等 式 有 


k(n mk-1) 世 (nn-1), 
所 以 ,整个 图 中 至 多 有 二 na(a - 1)? 个 异 色 角 . 从 而 至 少 有 nC?_1 - 
二 na-D2= 闻 n(n 一 1)(n -3) 个 同色 角 
另 一 方面 ,n 个 顶点 共 可 组 成 C2 个 点 对 ,于 是 由 抽 居 原理 知 必 有 
一 个 点 对 ,使 其 余 n ~ 2 点 对 二 者 张 成 的 同色 角 的 个 数 不 小 于 二 (m - 
3), 亦 即 同色 角 的 个 数 不 小 于 [ 生 ] - 1 
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5.27 ” 设 某 城市 居民 的 年 龄 不 是 用 整数 而 是 用 实数 来 表示 ,每 两 
人 工 与 x 或 者 互相 认识 或 者 互相 不 认识 .而 且 当 两 人 不 认识 时 ,存在 
居民 链 = xo,Xz1,…,X, = XX (nn 守 2), 使 x 与 xz; 都 互相 认识 .在 
一 次 调查 中 ,所 有 男 届 民 都 申报 了 自己 的 年 龄 , 且 至 少 有 一 个 男 居民 ， 
但 每 个 女 居 民 仅 仅 提 供 了 如 下 信息 :她 们 每 人 的 年 龄 都 等 于 自己 所 认 
识 的 所 有 人 的 年 龄 的 平均 值 .求证 上 述 条 件 足以 惟一 确定 所 有 女 居 民 
的 年 龄 . 

(第 35 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[证 ] 设 共 有 m 个 男 居民 ,他 们 的 年 龄 分 别 为 aj,a2,… ,a 7 
之 1. 只 须 证 明 , 每 个 女 居民 的 年 龄 都 可 以 表 成 CIG1I 十 C2Q2 十 "十 
cnam ;其 中 cl,c2,…,c 都 是 非 负 常 数量 ci + cy +… +cy = 1. 

我 们 对 城中 女 居 民 的 人 数 x 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 % = 1 时 ， 
惟一 的 女 居民 所 认识 的 人 全 是 男 居民 ,结论 显然 成 立 . 设 当 nn = 上 时 结 
论 成 立 .考察 n = + 1 的 情形 . 任 取 一 位 女 居民 WW, 设 她 的 年 龄 为 ww， 
她 认识 有 个 居民 , 宇 1, 且 及 人 中 至 少 有 1 个 男 居 民 . 现 将 W 视 为 男 居 
民 , 则 女 导 民 剩 下 上 人 ,于 是 由 归纳 假设 知 有 个 女 居 民 中 每 人 年 龄 都 可 
写成 





ae 


泊 部 地 旋 交 江淮 而 六 





T= CIG1 十 52Q2 tt ca 十 ctr, 中 
其 中 性 tl 字 0 且 c+ cz 十 Cwm+ cmrt = 1. 这 样 ,认识 w 的 个 人 
的 年 龄 之 和 为 

hw = biat + ba2 + ot + ba + bs, 
其 中 O102,°" + 都 是 非 负 常数 日 bi 和 6 二 十 byl 二 上 .此 外 , 因 
为 W 至 少 认识 1 位 男 居民 ,所 以 5 yj 二-1, 即 有 6;1 > 0. 因 而 
有 

b b 

wh- pr ' 六 一 po? 有 a © 


易 见 ,上 式 中 所 有 系数 之 和 为 1. 将 @ 代 入 @ 即 得 ,其 他 女 居民 的 年 龄 
为 


co+itl ) ( Cn+1Ob2 ) CC ri 
r= [c+ jai+lc+ + tn 
| ! hn- Dsl ! “ h— bs 42 - 人 h i bys] Cm 














其 中 mz 个 括号 中 的 系数 之 和 为 1, 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
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5.28 ”在 有 男女 青年 参加 的 晚会 上 ,已 知 对 其 中 任何 一 组 男 青 
年 ,至 少 认识 其 中 1 名 男 青年 的 姑娘 的 人 数 都 不 少 于 这 组 男 青 年 的 人 
数 . 求 证 每 个 男 青年 都 可 以 和 他 所 认识 的 姑娘 结伴 ,共同 起 舞 . 

( 罗 蕊 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 对 男 青 年 的 人 数 n 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 nn = 1 时 , 结 
论 显 然 成 立 . 设 结论 对 所 有 n 过 上 成 立 . 当 nn = 上 时 ,考察 如 下 两 种 倩 
形 . . 

(1) 设 有 某 组 m 个 男 青年 ,他们 所 认识 的 姑娘 总 数 恰 为 mm ,ni < 
&. 记 这 m 个 男 青年 所 成 的 集合 为 4 ,由 归纳 假设 ,这 组 男 青年 中 的 每 
人 都 可 以 与 目 己 所 认识 的 姑娘 结伴 起 舞 . 对 于 其 余 的 男女 青年 , 题 中 的 
条 件 仍 被 满足 .事实 上 , 设 B 是 不 属于 A 的 全 部 i 名 男 青年 的 集合 .由 
已 知 ,A U B 中 的 i + m 名 男 青年 至 少 认识 i + 六 位 姑娘 .因为 认识 A 
中 男 青年 的 姑娘 总 数 恰好 为 mm , 故 认识 B 中 男 青年 的 姑娘 总 数 不 少 于 
i. 这样 一 来 ,由 归纳 假设 便 知 B 中 每 位 小 伙 子 也 都 可 以 和 自己 相识 的 
姑娘 结伴 跳舞 . 

(2) 设 对 任意 m < 上 ,任何 m 位 男 青年 所 认识 的 嫩 娘 数 都 大 于 1. 
任 取 1 位 男 青 年 并 让 他 与 1 位 认识 的 寻 娘 结伴 . 则 由 于 余下 的 一 1 位 
男 青年 中 的 任何 x 人 所 认识 的 姑娘 总 数 都 不 少 于 m + 1. 故 当 去 掉 已 
结伴 的 那 位 姑娘 后 ,所 认识 的 姑娘 数 仍 然 不 少 于 m, 即 题 中 条 件 仍然 
成 立 . 于 是 由 归纳 假设 即 知 结论 于 ”= & 时 成 立 . 

5.29 ”在 一 个 房间 里 有 9 个 人 ,其 中 任意 3 人 中 都 至 少 有 两 人 相 
互 愉 识 , 求 证 其 中 必 有 4 人 ,他 们 中 任何 两 人 都 相互 认识 . 

(第 19 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1977 年 ) 

| 证] (1) 若 有 某 人 A 与 另外 4 人 B,C,D,E 中 的 每 人 都 不 认识 ， 
则 因 任 意 3 人 中 都 必 有 两 人 相互 认识 , 故 B,C,D,E4 人 中 的 任何 两 人 
都 相互 认识 . 

(2) 设 9 人 中 任何 1 人 不 认识 的 人 数 都 不 大 于 3. 这 等 价 于 每 人 认 
识 的 人 数 至 少 为 5. 但 因 认 识 是 相互 的 , 故 9 人 所 认识 的 人 数 之 和 应 为 
偶数 .所 以 不 可 能 每 人 都 恰好 认识 5 人 ,其 中 有 1 人 至 少 认识 另外 6 人 . 
不 妨 设 A 与 B,C,D,E,F,G 中 的 每 个 人 都 相识 . 

考察 B,C,D,E,F,G6 人 之 间 的 相识 情形 .这 时 ,B 与 后 $ 人 中 的 
3 人 都 相识 或 都 不 相识 .不 妨 设 这 3 人 是 C,D,E. 车 B 与 C,D,E 都 不 
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相识 , 则 由 已 知 可 知 C,D,E3 人 两 两 相识 .从 而 A,C,D,E4 人 两 两 相 
识 .车 B 与 C,D,E 都 相识 , 则 因 C,D,E3 人 之 中 必 有 两 人 相识 ,不 妨 
设 C 和 DD 相识 , 则 A,B,C,D4 人 两 两 相识 . 

5.30 已 知 某 村 庄 共 有 1000 个 居民 ,他们 每 天 都 向 自己 的 熟人 讲 
述 有 昨天 见 到 或 听 到 的 新 闻 且 每 件 新 闻 都 可 传 遍 所 有 居民 . 试 证 可 以 选 
择 90 个 拓 民 ,使 得 只 要 把 某 条 新 闻 告 诉 这 90 个 人 , 则 10 天 后 这 条 新 闻 
就 会 传 这 所 有 居民 . 

(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 1 如 果 届 民 X 与 AAA 与 4 ,4 与 了 两 两 都 是 熟人 ,我 
们 就 说 这 些 庆 民 构 成 一 条 链 X 一 4 一 4 一 … 一 勾 一 Y. 由 已 知 条 件 可 
知 ,任何 两 人 都 由 某 条 链 连 接 . 如 果 在 村 子 中 存在 闲 链 , 即 X 与 Y 也 是 
熟人 , 则 可 规定 其 中 两 人 不 是 熟人 ,而 使 得 没有 闭 链 . z 

取 最 长 的 一 条 链 X 一 A 一 A 一 … 一 A 一 … 一 A 一 了 .如果 声 
19, 则 任何 人 与 Aio 相连 的 链 长 都 不 超过 10, 从 而 只 要 将 新 闻 告诉 
Ab,10 天 后 即 可 使 全 村 人 都 知道 这 条 新 闻 . 如 果实 20, 那 么 就 分 出 
居民 XX,Al,A;,…,Ajo 以 及 与 他 们 不 经 过 Ai 而 相连 的 所 有 人 (总 共 
不 少 于 11 人). 由 于 原 链 是 最 长 链 ,所 以 这 些 分 出 的 居民 中 的 任何 一 人 
与 Aio 相连 的 链 都 不 超过 11 人 .可 见 , 只 要 让 A 知道 新 闻 ,10 天 之 后 
这 些 分 出 的 居民 就 全 都 知道 了 这 则 新 闻 

分 出 这 些 人 之 后 ,余下 的 居民 仍然 满足 题 中 的 条 件 , 故 又 可 像 上 面 
一 样 地 处 理 , 并 重复 这 个 过 程 .这 样 一 来 ,或 者 在 某 一 步 中 能 使 所 有 居 
民 都 在 10 天 后 了 解 这 则 新 闻 且 总 步 数 不 超过 89 ,或 者 在 重复 上 述 过 程 
89 步 之 后 ,余下 的 人 数 不 超过 21 人 .车 为 后 者 , 则 只 要 再 从 中 选 1 人 即 
可 完成 10 天 内 传播 新 闻 的 任务 . 可见 ,至 多 选取 90 人 即 可 满足 题 中 要 
求 . 

5.31 茶 校 组 织 学 生 观 测 彗 星 共 20 次 ,每 次 活动 恰 有 5 名 学 生 参 
加 , 且 任 何 两 名 学 生 都 至 多 同时 参加 1 次 活动 .求证 参加 这 20 次 活动 的 
不 同学 生 数 不 少 于 21 人. 

(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 如 果 有 一 名 学 生 A 共 参 加 了 5 次 活动 , 则 因 任 何 两 名 学 生 
都 至 多 同时 参加 1 次 活动 ,所 以 A 所 参加 的 5 次 活动 中 ,每 次 除 A 外 的 
另外 4 人 共 20 人 互 不 相同 .因而 5 次 活动 至 少 有 21 人 参加 . 
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如 果 参 加 活动 的 学 生 都 至 多 参加 4 次 , 则 因 20 次 活动 共有 100 人 
次 ,所 以 参加 活动 的 人 数 至 少 有 25 人 . 

综 上 可 知 ,参加 这 20 次 活动 的 不 同学 生 数 不 少 于 21 人 . 

5.32.， 某 班 共 有 30 名 学 生 , 每 名 学 生 在 班 内 都 有 同样 多 的 朋友 . 
期 末 时 任何 两 人 的 成 绩 都 可 分 出 优 劣 ， 下， 问 比 自己 的 多 半 朋 
友 的 成 绩 都 要 好 的 学 生 最 多 能 有 多 少 人 

(第 20 局 公允 类 学 更 床下 症 19g4 年 ) 

[ 解 ] 将 成 绩 比 自己 的 多 半 朋 友 都 要 好 的 学 生 称 为 “好 学 生 ”. 设 
全 班 共有 z 名 好 学 生 , 且 每 名 学 生 都 性 有 上 个 朋友 . 

考察 班 上 的 朋友 对 .显然 ,全 班 共 有 15& 个 朋友 对 .全 班 第 1 名 的 
学 生 , 在 他 所 在 的 上 个 朋友 对 中 都 是 成 绩 较 好 的 . 其 余 的 每 名 好 学 生 ， 


都 至 少 在 [分 ] + 1 之 4- 个 朋友 对 中 是 成 绩 较 好 的 .因此 ,x 个 好 学 
生 至 少 共 在 & + 方 (zx - 1)(k + 1) 个 朋友 对 中 是 成 绩 较 好 的 .于 是 有 


六 (x Dk+1) hk. 





由 此 解 得 


rt 28 A 7 +1 . OD 
另 一 方面 ， 比 班 内 最 差 的 好 学 生成 绩 还 差 的 学 生 数 至 多 为 30 -- zx， 
于 是 又 有 


k+l 





2 一 ~ 一 入 ， 
kA59-27. © 
因为 中 式 右 端 是 上 的 递增 函数 , 故 由 @ 和 名 可 得 
39 一 2 
28. 60 — 27 + 1. 
整理 后 得 到 
x — 59xr + 856 守 0. 他) 
由 解 得 


二 3 -3 +z 之 红 t 3 


再 由 x 二 30 为 整数 即 知 x 志 25, 即 班 中 至 多 有 25 名 好 学 生 . 
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下 面 举 例 说 明 好 学 生 数 可 以 达到 25 名 .由 和 包 知 ,为 使 x = 





























25, 取 有 & = 9 是 适宜 的 .将 全 班 学 生 按 成 绩 好 坏 排 名 次 为 1,2,…,30, 并 
将 这 些 号 码 依 次 填 人 6 x 5 的 方 格 表 中 
0 图 所 示 . 规定 当 两 名 学 生 的 号 码 是 下 
列 3 各 61718|9010 

(1) 处 于 相 邻 两 行 ,但 处 于 不 同 的 ”| 1 12| 3 
列 ; 16|117118i19120 

(2) 处 于 同一 列 , 但 其 中 一 人 在 最 21 | 22 | 23 | 24 125 
后 一 行 ; 

(3) 同 处 于 最 上 面 一 行 中 . 26 | 27 || 

综 上 可 知 ,全 班 最 多 能 有 25 名 好 学 生 ， 

5.33 8 位 歌手 参加 艺术 节 准备 为 他 们 安排 次 演出 ,每 次 由 其 
中 4 位 登台 表演 .要 求 8 位 歌手 中 任意 两 位 同时 演出 的 次 数 都 一 样 多 . 
请 设计 一 种 方案 ,使 得 演出 的 次 数 mi 最 少 . 
(第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 


列 3 种 情形 之 一 时 ,两 人 是 一 对 朋友 : 
易 见 ,每 人 都 恰 有 9 名 朋友 , 且 前 25 人 都 是 好 学 生 . 
[ 解 】 设 任意 两 位 歌手 都 同时 演出 > 次 ,于 是 有 


3 


人 
际 
关 
系 
和 
社 
会 
活 
动 





mC4 = TCR 
bn = 28r, 
3m = 14r. 


因此 有 3|r. 所 以 ,rr 宇 3,m > 14. 
将 8 名 歌手 分 别 编 号 为 1,2,…,8, 并 安排 14 次 演出 如 下 : 


11,2,3,4|， {5,6,7,8|， 
{1,2,5,6}, 13,4,7,81， 
11,2,7,81 ， 13,4,5,61 ， 
11 ,3,5,7}， 12,4,6,8}， 
(1,3,6,8|, 12,4,5,7|， 
11,4,5,8}, 12,3,6,7}， 
{1,4,6,7}， {12,3,5,8!. 


易 见 ,每 两 位 歌手 都 恰好 同时 演出 3 次 . 故 知 所 求 的 mm 的 最 小 值 为 14. 
5.34 已 知 一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 六 个 国家 , 共有 成 员 1978 
人 .用 1,2,3,…,1978 将 这 些 成 员 编 号 . 试 证 此 社团 中 必 有 一 名 成 员 ， 
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他 的 顺序 号 数 与 他 的 两 个 同胞 的 顺序 号 数 之 和 相等 或 是 他 的 一 个 同胞 
的 顺序 号 数 的 二 倍 . 
(第 20 届 国 际 数学 鄙 林 匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 则 在 六 国 的 任 一 国家 中 , 任 一 成 员 的 顺序 号 数 都 
不 等 于 同 国 另外 两 个 成 员 的 号 码 之 和 , 也 不 等 于 另 一 个 成 员 的 号 人 三 的 
2 售 . 换 和 句 话 说 ,这 时 , 任 一 国 中 任 两 个 成 员 的 顺序 号 数 之 差 一 定 不 是 
该 国 中 某 成 员 的 号 码 . 

用 A,B,C,D, 上 ,下 表示 六 个 国家 . 由 于 1978 = 6 x 329 + 4, 帮 由 
抽 居 原理 知 有 一 个 国家 ,不 妨 设 A 国 在 社团 中 至 少 有 330 人 ,其 号 码 依 
次 为 

Qi >>4C2 DC3aD> > dy: 
考虑 下 列 差 数 


dl Ld2y 0 一 43 人 | 一 L330. 中 


由 反 证 假设 知 ct - ai 生 4,z = 2,3,…,330, 这 表示 号 码 为 a - wi 的 成 
员 不 是 A 国人 .于 是 以 中 各 差 为 号 码 的 329 名 成 员 都 是 B,C,D,E， 
五 国 的 人 .因为 329 = SSx65+4, 所 以 这 五 国 中 又 有 一 国 ,不 妨 设 如 
国 至 少 有 66 名 成 员 的 号 码 在 外 之 中 , 设 他 们 的 号 码 依次 为 加 > 5, > 
“> bo. 
考虑 下 列 差 数 
br — bb1 — b3,°%,b1 — bose. © 
类 似 于 上 段 论 证 知 ,以 中 各 差 为 号 码 的 65 名 成 员 都 是 C,D,E, 下 四 
国 的 人 .由 于 65 = 4x16+1, 故 知 四 国 中 必 有 一 国 ,不 妨 设 为 C 国 至 少 
有 17 名 成 员 的 号 码 在 四 之 中 , 设 他 们 的 号 码 依次 为 cj > cy > … > 
C17- 
考虑 差 数 
Cl1 一 25 一 301 C17.: G) 
由 反 证 假设 有 cl - c; & C 且 容易 验证 cj -ce & A UB,i= 2,3,.…，, 
17. 因 此 以 中 各 差 数 为 号 码 的 成 员 必 为 D,E,F 三 国之 人 .由 抽 层 原 
理 及 对 称 性 知 可 设 其 中 至 少 有 6 人 是 吃 国 人 .他 们 的 号 码 依 次 为 d, > 
dy; > d; > ds > ds > ds. 
考虑 差 数 








di— dd1 ~ da3,d1— dasd1i— ds,d! — dse. 
类 似 于 上 面 论证 知 以 @ 中 差 数 为 号 码 的 5 人 全 是 EE, 下 两 国 的 人 ,不 妨 
设 其 中 至 少 有 3 人 是 EE 国人 ,他 们 的 号 码 依 次 是 e > e; > e3. 这 样 一 
来 ,以 el 一 e2,el 一 e3 为 号 码 的 成 员 必 为 下 国人 ,但 以 e; - es 为 号 码 的 
也 只 能 是 下 国人 .于 是 有 (el - ez) + (es --e3) = et ~ e3, 此 与 反 证 假 
设 矛 盾 . 
5.35 某 公 司 有 17 个 人 ,其 中 每 个 人 都 恰好 认识 另外 4 个 人 , 求 
证 存在 两 个 人 ,他 们 彼此 不 相识 且 没 有 共同 的 熟人 . 
(第 26 届 独 联 体 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 用 平面 上 的 17 个 点 代表 17 个 人 ,当日 仅 当 两 人 相识 时 ,在 
相应 两 点 间 连 一 条 线 .于 是 得 到 一 个 有 17 个 顶点 和 34 条 边 的 图 . 
若 本 题 结论 不 成 立 , 则 任 一 项 点 X 与 其 余 16 
个 顶点 之 中 的 任何 顶点 之 间或 者 有 边 相 连 ,或 者 同 
时 与 某 顶 点 有 边 相 连 . 由 于 顶点 X 怡 引出 4 条 边 ， 
而 这 4 条 边 的 男 4 个 顶点 A,B,C,D 每 点 又 各 引出 4 Xl 5 
另外 3 条 边 , 共 有 顶点 17 个 .如 果 还 有 某 顶 点 不 在 
上 面 已 出 现 的 顶点 之 中 , 则 它 与 X 之 间 的 关系 与 反 
证 假设 矛盾 .从 而 知 上 面 所 出 现 的 17 个 顶点 互 不 相 
同 ( 见 图 ). 由 于 图 中 还 有 18 条 线 未 画 出 ,显然 ,这 18 条 线 全 都 是 图 中 
的 自由 顶点 之 间 的 连 线 ( 即 图 中 未 标 字母 的 那 12 个 顶点 间 的 连 线 ). 这 
12 个 自由 顶点 分 成 4 组 ,每 组 3 点 .由 于 每 个 自由 顶点 都 必须 与 另外 3 
组 顶点 中 各 1 点 有 边 相 连 , 故 组 内 3 点 之 间 无 边 相 连 .这 样 一 来 ,无 边 相 
连 的 腊 组 两 个 自由 顶点 与 任何 其 他 顶点 都 不 同时 有 边 相 连 ,矛盾 . 
5.36 ”围绕 圆桌 坐 着 n 个 人 ,允许 任何 邻 座 两 人 交换 位 置 . 问 最 
少 要 做 多 少 次 交换 ,才能 使 得 原来 邻 座 的 任何 两 人 仍然 相 邻 ， 但 顺序 却 
完全 颠倒 过 来 了 ? 





潜 认 地 访 放 洪水 这 六 


(第 44 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 当 n = 2 时 ,证 一 条 直线 将 加 染 分 成 两 部 分 ,使 每 一 部 分 
都 坐 有 上 个 人 .对 每 一 部 分 , 设 依次 坐 着 的 & 个 人 为 a ,a;,…, a, 并 按 
如 下 方式 进行 交换 : 先 让 ai 与 a3,a;3,… ,a 交换 ， 然后 c， a Q4， 
ag 交换 ,……… 最 后 a 与 a4 交换 . 易 见 ,其 中 任何 两 人 都 恰好 交换 
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次 ,所 以 共 进 行 了 C3 = 本 4(A - 1) 次 交换 ,于 是 个 人 共 进 行 了 203 
= k(k 一 1) 次 交换 , 且 这 时 n 个 人 的 顺序 完全 颠倒 过 来 了 . 

当 n = 2k+1 时 ,将 圆桌 分 成 两 部 分 ,使 两 部 分 的 人 数 分 别 为 和 
上 +1. 像 上 面 一 样 地 可 以 证 明 , 进 行 Cx + Ci = “次 交换 可 以 使 2k 
+ 1 个 人 的 顺序 完全 颠 倒 过 来 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 上 面 得 到 的 次 数 是 最 少 的 . 

当 &= 1,2 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 n = 2k 时 成 立 . 当 n = 2k 
+2 时 , 设 A 和 8 的 位 置 是 相对 的 , 即 A,B 两 人 之 间 无 论 哪 边 都 夹 着 
个 人 .保持 A,B 两 人 座位 不 动 并 对 男 外 的 2k 个 人 按 没 有 A,B 两 人 在 
场 的 情形 进行 交换 ,由 归纳 假设 知 最 少 要 进行 k(k - 1) 次 交换 ,才能 使 
他 们 的 顺序 完全 颠 倒 过 来 .再 考察 他 们 与 A,B 两 人 的 交换 .为 满足 要 
求 必 须 使 A 与 B 连 线 两 边 的 人 完全 互 换 , 故 这 2k 个 人 要 么 与 A 做 交 
换 , 要 么 与 B 交 换 . 从 而 至 少 交换 2k 次 .于 是 总 共 至 少 进 行 &(k 一 1)+ 
2k = &(&+1) 次 交换 , 即 命题 于 ”= 2k + 2 时 成 立 . 

设 命题 于 n = 2& + 1 时 成 立 . 当 n = 2k+3 时 , 设 A,B 两 人 一 边 
夹 有 上 个 人 , 另 一 边 夹 有 上 + 1 个 人 . 像 前 段 一 样 , 当 不 考虑 A 和 B 时 ， 
由 归纳 假设 知 , 最 少 要 做 “次 交换 才能 使 其 余 2k + 1 个 人 的 顺序 完全 
颠倒 过 来 .再 考察 他 们 与 A,B 两 人 的 交换 .这 时 有 两 种 可 能 :一 种 情形 
是 像 前 段 一 样 地 交换 ,至 少 要 进行 2 + 1 次 ; 另 一 种 情形 是 A ,8B 分 别 
与 同一 部 分 中 的 所 有 人 交换 一 次 且 A 和 B 也 交换 一 次 .这 时 也 至 少 进 
行 2& + 1 次 交换 ,从 而 至 少 共 进 行 ?+ 2k + 1 = (k++1)? 次 交换 , 即 
命题 于 n = 2k + 3 时 也 成 立 . 

5.37 ”已 知 国会 里 的 每 位 议员 至 多 有 3 个 政敌 .求证 可 以 把 国会 
分 成 两 院 , 使 每 位 议员 在 他 所 在 的 院内 至 多 有 一 个 政敌 ( 当 B 是 A 的 政 
敌 时 ,A 也 是 B 的 政敌 ). 

(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 对 于 把 所 有 议员 分 成 两 院 的 每 一 种 分 法 ,都 计算 两 院 中 同 
院 政 敌对 数 之 和 S. 因 为 把 议员 分 成 两 院 的 不 同 分 法 只 有 有 限 多 种 , 故 
其 中 必 有 一 种 分 法 使 同 院 政敌 对 的 总 数 S 达 到 最 小 值 . 易 证 ,这 种 分 法 
便 满 足 题 中 要 求 . 

知 不 然 , 设 议员 A 属于 上 院 且 在 上 院 中 至 少 有 两 个 政敌 . 于 是 当 
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把 议员 A 分 到 下 院 时 ,将 使 5S 减少 ,此 不 可 能 . 

5.38 已 知 某 议会 共有 30 位 议员 ， 其 中 每 两 人 或 者 是 朋友 或 者 是 
政敌 ,每 位 议员 恰 有 6 个 政敌 .每 三 位 议员 组 成 一 个 三 人 委员 会 .如 果 
一 个 委员 会 中 的 三 人 两 两 都 是 朋友 或 两 两 都 是 政敌 , 则 称 之 为 "好 委员 
会 ”. 求 所 有 好 委员 会 的 个 数 . 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 将 好 委员 会 的 全 体 记 为 X, 所 有 其 他 的 委员 会 所 成 的 集 

合 记 为 Y. 集 XX 和 YY 中 的 元 素 个 数 分 别 记 为 x 和 .于 是 
r+y= Ca = 4060. 中 

对 任 一 议员 a, 记 有 a 参加 的 所 有 委员 会 的 集合 为 S .在 S 中 , 另 
两 人 同时 为 a 的 朋友 或 政敌 的 委员 会 的 总 数 为 CE+ C53 = 268. 对 于 30 
.位 议员 来 说 ,这 种 委员 会 共有 8040 个 .显然 ,在 这 个 计数 过 程 中 ,X 中 
的 每 个 委员 会 被 计数 3 次 ,而 Y 中 的 委员 会 则 仪 被 计数 1 次 多 , 故 有 

3r7 + y= 8040. (2 
将 与 @ 联 立即 得 x = 1990. 

[ 解 2] 用 30 个 点 来 代表 30 位 议员 . 如 果 两 位 议员 是 朋友 ， 就 在 
相应 两 点 间 连 一 条 红线 ,否则 就 连 一 条 蓝 线 . 显然 ,好 委员 会 就 化 为 单 
色 三 角形 ,问题 就 是 求 图 中 的 单 色 三 角形 的 总 数 .为 此 ,我 们 先 来 求 三 
边 颜 色 不 全 相同 的 异 色 三 角形 的 总 数 . 

我 们 将 两 边 异 色 的 角 称 为 异 色 角 .显然 ,每 个 异 色 三 角形 中 怡 有 两 
个 异 色 角 .图 中 每 个 顶点 都 恰 发 出 6 条 蓝 线 和 23 条 红线 ,构成 23x6 = 
138 个 异 色 角 .所 以 , 异 色 三 角形 的 总 数 为 138 x 30 二 2 = 2070. 因 为 顶 
点 在 30 个 点 中 的 所 有 三 角形 的 总 数 为 C3 = 4060, 所 以 单 色 三 角形 的 
总 数 , 即 好 委员 会 的 总 数 为 1990. 

5.39 某 人 给 6 位 不 同 的 收 信 人 写 了 各 一 封 信 , 并 且 准 备 了 6 个 
写 有 收 信人 姓名 地 址 的 信封 .共有 多 少 种 向 信封 内 装 人 信 敌 的 办 法 ,使 
全 于 份 依从 与 信封 上 的 收 信人 都 不 相符 ? 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,将 指定 的 i 封 信 繁 装 对 信封 的 不 同 装 法 的 总 数 是 (6 
-让 )!, 从 而 ,至 少 有 i 封 信 得 装 对 信封 的 装 法 总 数 是 


. | 
nm; = Cs(6— 717)! = ,i = 0,1,.…,6, 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 319 





汪 到 主语 深水 村 广 





六 中 这 


其 中 包括 重复 计数 .于 是 由 容 斥 原理 可 知 ,6 封 信 签 全 都 装 错 的 不 同 装 
法 的 总 数 为 
m=mo 了 mtm2 -mtma- mst ne 
6(N -+ 二- 
-0x (于 - 工 + 二- 二 + 二 ) 
= 265. 

5.40 有 17 位 科学 家 ,其 中 每 人 都 与 其 他 所 有 人 通信 .在 他 们 的 
通信 中 只 讨论 3 个 问题 , 且 每 对 科学 家 之 间 的 通信 只 讨论 一 个 问题 , 求 
证 必 有 3 位 科学 家 ,他 们 之 间 互 相通 信 讨 论 的 是 同一 个 间 题 . 

(第 6 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 用 空间 中 任何 四 点 都 不 共 面 的 17 点 来 表示 17 位 科学 家 并 
在 任何 两 点 间 都 连 一 条 线段 ,然后 视 两 位 科学 家 讨论 的 是 1,2,3 号 问 
题 的 不 同 而 分 别 把 相应 两 点 间 的 连 线 涂 成 红 , 黄 , 蓝 色 .显然 ,问题 化 为 
求证 图 中 必 存 在 单 色 三 角形 . 

将 17 点 分 别 记 为 A1, A,,…,Ai;. 设 图 中 没有 单 色 三 角形 .考察 由 
Ai 引出 的 16 条 线 .因为 它们 只 有 3 种 不 同 颜 色 , 故 由 抽 必 原理 知 其 中 
必 有 6 条 线 同色 ,不 妨 设 AiA;,A1A3,…,A1Az 都 是 红色 . 由 反 证 假设 
知 ,1A,,A;3,…,Az| 中 任何 两 点 间 的 连 线 都 是 黄色 或 蓝 色 . 

考察 由 A 引出 的 5 条 线 . 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 3 条 线 同 色 , 不 妨 
设 A,A;,A2A4,A2As 为 黄色 ,于 是 4344,4345,4445 都 是 蓝 色 , 即 
全 A3A4As 为 蓝 三 角形 ,矛盾 . 

5.41 ”在 一 本 家 庭 影集 中 有 10 张 照片 ,每 张 照片 上 都 有 3 个 人 ; 
站 在 中 间 的 是 个 男人 ,站 在 他 左边 的 是 他 的 儿子 ,而 右边 是 他 的 兄弟 . 
震 已 知 10 张 照片 上 站 在 中 间 的 10 个 男人 互 不 相同 , 问 这 些 照 片上 最 少 
有 多 少 个 不 同 的 人 ? 


(第 19 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 我们 把 每 张 照片 上 站 在 中 间 的 人 称 为 主角 ,其 余 的 称 为 配 
角 ,并 将 照片 上 的 所 有 人 按 代 划 分 :其 中 辈 份 最 高 的 称 为 0 代 , 且 当 帮 
= 0,1,2,… 时 ,照片 上 第 六 代 人 的 儿子 属于 k +1 代 . 用 x 表示 主角 中 
k 代 人 的 人 数 , 而 用 i 表示 配角 中 上 代 人 的 人 数 .由 于 每 位 主角 都 有 兄 
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弟 ,二 人 的 父亲 是 共同 的 , 所 以 有 + 1 代 男 人 的 父亲 的 人 数 不 超 过 


2 
亲人 数 又 不 少 于 x .从 而 有 


rk 入 Veit 的 ， k = 0,1,2,.…. 


此 外 ,1 < 六 mo + 10. 将 这 些 不 等 式 相 加 ,得 到 


六 (ro+ ri 十 …) 十 1 入 ti0 十 | 十 …"， 
(ro 站 + 二 (+ 二 +) 之 (rrrte)+l 


_ 了 _ 
= 与 X10+1= 16. 


可 见 , 照 片上 至 少 有 16 个 不 同 的 人 . 

另 一 方面 , 当 16 人 的 亲缘 关系 
如 右 图 所 示 , 其 中 横 线 表示 兄弟 关 
系 , 斜 线 和 竖 线 表示 父子 关系 时 ,可 
安排 10 张 照片 如 下 ;(3,1,2),(5,2， 
1), (7,3,4), (9,4,3), (11,5,6), 
(12,6,5),(13,7,8), (14,8,7), (15, 
9,10), (16,10,9). 易 见 , 这 10 张 照 
片 满足 题 中 要 求 . 

综 上 可 知 , 这 10 张 照片 上 最 少 有 16 个 不 同 的 人 . 

5.42 在 人 民 友 谊 大 学 的 学 生 中 ,恰好 有 50 人 会 英语 ,50 人 会 法 
语 ,50 人 会 西班牙 语 . 试 证 可 以 把 所 有 学 生 分 成 5 组 (各 组 人 数 不 一 定 
相等 ) ,使 得 在 每 一 组 中 , 会 英语 .法 语 和 西班牙 语 的 学 生 恰 好 各 有 10 
人 (可 能 有 某 些 学 生 不 会 上 述 3 种 语言 的 任何 一 种 ,而 另外 的 人 可 能 同 
时 会 上 述 语言 中 的 两 种 或 三 种 ). 

(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 ,可 以 把 这 些 学 生 分 成 若干 组 ,使 得 每 组 学 生 中 ， 
会 英语 ,法 语 ,西班牙 语 的 学 生 恰 好 各 有 两 人 . 

我 们 用 a ,5,c 来 分 别 表示 只 会 英语 ,法 语 和 西班牙 语 但 不 会 另 两 
种 语言 的 学 生 ; 用 ab ,pc ,ca 来 分 别 表示 不 会 西班牙 语 .英语 和 法 语 ,但 
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二 + ,同时 ,又 因 每 一 位 主角 都 有 儿子 ,所 以 有 + 1 代 男人 的 父 ， 
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会 另 两 种 语言 的 学 生 ;用 atxc 来 表示 三 种 语言 都 会 的 学 生 . 并 用 mw , ni， 


es Nob， ne ,nca ,nat 来 分 别 表示 会 相应 语言 的 大 学 生 的 人 数 . 


如 果 ns > 0,n6 >>0,n6 >0, 则 可 选 出 一 组 (ab ,be ,ca) 且 一 直选 
下 去 ,直到 3 个 数 中 有 一 个 变 成 零 为 止 .不 妨 设 ns。 = 0. 

如 果 my = 0,nj >>0,n >0, 那 么 1 >0,m >0, 于 是 可 选 出 一 
组 (bc ,ca,a,b), 直 到 xx 与 no 两 数 中 至 少 有 一 个 变 为 零 为 止 . 

如 果 me = na = 0,na >0,nux > 0, 则 可 选 出 一 组 (ca ,abe ,6) 且 
直到 n 与 nww 至少 有 一 个 数 变 为 零 为 止 . 

如 果 p06 = nw = nw = 0,now > 1, 则 可 每 次 选 出 一 组 (abc ,atc )， 
直到 Nake < 1 为 I 上 . 

如 果 p06 = nn6 = 10 = 0,nox = 二 1, 则 因 有 ws + = 7% + ny = 
na + Nl. 且 为 偶数 ,上 故 有 ns = ns = n>0. 从 而 可 分 出 一 组 (abe ,a,，， 
c) 后 化 为 nw = 0 的 情形 . 

如 果 no = np = nos =0, 这 0,; 则 因 ns+n = nj,+n,=n, 
上 且 为 偶数 ,所 以 可 每 次 选 出 一 组 (ca ,ca,b,6b) 或 (ca,c,a,b,b), 直 到 
nw 二 0 为 止 . 

如 果 Np 一 Hp Mey = Hope = 0, 则 由 上 述 分 组 过 程 可 知 ,这 时 有 
na = ns = ?ce 且 为 偶数 . 洛 不 为 零 , 则 可 分 成 若干 组 ,每 组 都 是 (a ,a， 
b,b,c,c). 

这 样 ,我 们 就 把 全 体 至 少 会 三 种 语言 之 一 的 大 学 生 分 成 了 25 组， 
每 组 中 会 英 .法 , 西 语 的 大 学 生 都 恰好 各 有 2 人 .然后 再 把 这 25 组 中 的 
每 5 组 合 在 一 起 ,得 到 5 个 大 组 .最 后 将 余下 的 三 种 语言 都 不 会 的 学 生 
随意 划 入 5 大 组 中 的 某 一 组 . 显然 ,这 样 得 到 的 5 大 组 学 生 满 足 题 中 要 
求 . 

5.43 ”有 1000 位 来 自 不 同 国家 的 代表 参加 一 个 会 议 ,每 个 代表 都 
懂得 若干 种 语言 .已 知 其 中 任意 3 位 代表 之 间 都 可 进行 交谈 而 不 需 其 
他 人 帮助 (可 能 出 现 3 人 中 有 1 人 为 其 余 两 人 当 翻 译 的 情况 ). 试 证 可 以 
将 所 有 代表 分 配 住 进 500 个 房间 ,每 个 房间 住 两 人 ,使 得 每 个 房间 中 的 
两 个 人 都 可 以 进行 交谈 . 

(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 , 如 果 4 人 中 的 任何 3 人 都 可 进行 交谈 , 则 必 可 将 
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4 人 安排 住 进 两 个 房间 ,使 得 每 个 房间 的 两 人 都 可 交谈 . 

如 果 4 人 中 的 任何 两 人 都 可 交谈 ,安排 住 进 两 个 房间 当然 没有 问 
题 .如果 4 人 中 有 两 人 A 和 B 不 能 交谈 , 则 因 |1A ,B,C} 和 |A,B,D1 都 
能 交谈 , 故 必 |A ,Ci ,1B,C| ,1A,D1,1B,Di 都 能 交谈 , 故 只 要 将 A， 
C 安排 在 一 个 房间 ,B 和 和 DD 在 另 一 个 房间 就 可 以 了 . 

现 从 1000 人 中 任 取 3 人 , 则 其 中 必 有 2 人 能 交谈 ,于 是 可 安排 二 人 
住 进 第 1 间 房 .然后 从 998 人 中 任 取 3 人 ,其 中 又 有 二 人 能 交谈 可 安排 
进 第 2 号 房间 . 依 此 类 推 ,安排 了 498 个 房间 后 还 余下 4 人 .由 前 段 证 明 
知 这 4 人 可 安排 进 两 个 房间 ,使 得 每 个 房间 的 两 人 都 可 以 交谈 . 

5.44 9 位 数学 家 在 一 次 国际 会 议 上 相遇 ,发 现 他 们 中 的 任何 3 人 
中 都 至 少 有 两 人 会 讲 同一 种 语言 .已 知 每 位 数学 家 都 至 多 会 讲 3 种 语 
言 ,求证 至 少 有 3 位 数学 家 能 讲 同 一 种 语言 . 

(第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 1] 若 不 然 , 则 每 种 语言 至 多 有 两 人 会 讲 . 数 学 家 A 至 多 会 讲 
3 种 语言 ,他 至 多 能 与 其 他 8 人 中 的 3 人 各 有 一 种 共同 语言 ,从 而 至 少 
与 其 他 8 人 中 的 5 个 均 无 共同 语言 . 设 这 5 人 是 B,C,D,E,F. 

考察 数学 家 B. 他 至 多 与 C,D,E,F 中 的 3 人 各 有 一 种 共同 语言 . 
因而 至 少 与 4 人 中 的 1 人 没有 共同 语言 ,不妨 设 为 C. 于 是 A,B,C 三 
人 中 任何 两 人 均 无 共同 语言 ,与 已 知 了 矛盾 , 故 知 至 少 有 3 人 能 讲 同一 种 
语言 . 

[证 2] 如 果 9 人 中 任何 两 人 都 有 一 种 共同 语言 , 则 结论 显然 成 
立 . 否 则 , 必 有 两 人 间 没 有 共同 语言 . 设 数学 家 A 和 B 间 没有 共同 语言 . 
由 于 任何 3 人 中 都 必 有 两 人 有 一 种 共同 语言 , 故 其 余 7 人 都 或 与 A ,或 
与 B 有 一 种 共同 语言 .由 抽 居 原理 知 7 人 中 至 少 有 4 人 与 A,B 之 一 各 
有 一 种 共同 语言 ,不 妨 设 为 A. 因 为 A 至 多 会 3 种 语言 ,所 以 4 人 中 总 
有 两 人 与 A 的 共同 语言 是 相同 的 , 即 3 人 会 同一 种 语言 . 

5.45 ”在 一 次 演讲 中 ,有 5 位 数学 家 每 人 均 打 两 次 师 , 且 每 两 人 都 
有 同时 在 打上 师 的 时 刻 , 求 证 必 有 3 人 同时 在 打上 师 的 时 刻 . 

(第 15 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 考察 数学 家 A ,他 共 打 两 次 师 , 记 为 tz 和 zy. 另外 的 4 位 数 
学 家 都 各 有 一 次 与 A 同时 打上 且 的 时 刻 , 即 每 人 都 至 少 在 时 刻 t| 和 ,之 
一 打 且 . 由 抽 民 原理 便 知 4 人 中 总 有 两 人 在 时 刻 1 或 1; 同 时 打 且 . 再 加 
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上 A, 便 有 3 人 同时 打上 吨 .， 

5.46 ”在 一 个 长 的 报告 中 ,1987 个 听众 每 人 都 腌 有 睡 了 两 次 . 每 两 
个 听众 都 怡 有 一 个 时 刻 同时 打 睦 睡 . 证明 一 定 有 一 个 时 刻 至 少 有 663 
个 听众 打 睹 睡 ， 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 》 

[证 ] 设 最 晚 开 始 打 有 瞳 睡 的 人 第 一 次 打 睛 睡 是 在 中 午 . 如 果 至 少 
有 663 个 人 在 这 时 睡觉 ,结论 已 经 成 立 .如 果 至 多 有 662 个 人 在 这 时 睛 
睡 , 那 么 至 少 有 1987 - 662 = 1325 个 人 在 中 午 没 睡 .从 现在 起 ,我 们 仅 
考虑 在 中 午 没 睡 的 至 少 1325 人 . 

显然 这 1325 个 人 ,在 上 午 ,下 午 各 有 一 次 材 睡 ,如 果 A4, 电 在 上 午 
的 脐 睡 时 间 有 重合 , 记 为 [A ,Bj, 否 则 记 为 (A,B). 

对 于 任 一 (A,B),A 与 B 在 下 午 睛 睡 时 间 有 重 伙 ,用 T (A,B) 表 
示 下 午 的 ,A 与 8B 至 少 有 一 个 睛 睡 的 区 间 . 

对 于 (A,B) 与 (C,D), 我 们 证 明 工 (A,B) 与 1(C,D) 必 有 重奏 
部 分 . 

这 在 A,B,C,D 有 相同 的 睦 睡 时 间 时 ,显然 成 立 . 

如 果 A,B,C,D 是 四 个 不 同 的 人 ,有 利 I (A,B) 与 了 (C,D) 无 重 
个 , 则 必 有 [A,C],[A,D],[B,C1,[B,Dj], 这 与 (A,B),(C,D) 相 矛 
盾 ! z 

由 此 可 见 ,所 有 工 (A,B) 有 一 公共 点 1. 

如 果 至 少 有 663 个 人 在 上 睛 睡 , 则 结论 成 立 . 

如 果 至 多 有 662 个 人 在 1 时 睛 睡 , 则 有 ”1325 - 662 = 663 个 人 在 
t 时 是 清醒 的 , 每 两 个 这 样 的 人 C,D 必 有 [C,D]( 和 否则 1: € TI(C， 
DD)), 因 而 他 们 在 某 一 时 刻 同 时 睡觉 . 

5.47 ”球状 的 行星 被 37 个 点 状 卫星 所 环绕 . 试 证 任何 时 刻 都 可 在 
行星 表面 上 找到 一 点 ,使 得 天 文学 家 从 这 一 点 上 看 到 的 卫星 不 多 于 17 
个 . 

(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 过 行星 中 心 和 任意 一 对 点 状 卫星 作 平 面 P( 作 为 赤道 平 
面 ) ,再 作 行星 的 与 平面 已 垂直 的 轴 , 这 条 轴 与 行星 表面 交 于 极点 A 和 
B. 易 见 ,当天 文学 家 处 于 A 和 B 时 ,都 看 不 见 平面 P 上 的 两 颗 卫 星 ,而 
且 在 A 和 B 不 能 同时 看 见 任何 一 颗 了 卫星. 既然 在 A 和 B 共 能 看 到 至 多 
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35 颗 卫 星 , 故 由 抽 居 原理 知 ,A 和 B 中 至 少 有 1 点 ,天 文学 家 处 于 该 点 
时 ,能 看 到 的 卫星 不 多 于 17 个 . 

5.48 ” 设 某 星系 中 共有 奇数 个 行星 ,每 个 行星 上 都 有 一 位 天 文学 
家 观察 最 近 的 一 个 行星 且 行 星之 间 的 距离 两 两 不 等 .求证 有 一 个 行星 
无 人 观察 . 

(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[证 ] 记 行 星 的 个 数 为 n ,并 设 行星 A 和 B 是 所 有 行星 对 中 距离 
最 近 的 一 对 行星 ,于 是 二 者 之 上 的 天 文学 家 在 互相 观察 . 

考察 其 余 的 2 -2 个 行星 及 其 上 的 天 文学 家 . 如 果 其 中 有 一 个 天 文 
学 家 在 观察 A,B 之 一 , 则 显然 必 有 一 个 行星 无 人 观察 . 如果 任 何人 都 
不 在 观察 A 和 B, 则 可 再 用 上 面 的 方法 ,从 n -2 个 行星 中 再 选 出 两 个 
行星 ,使 二 者 之 上 的 天 文学 家 互相 观察 . 依 此 类 推 ,因为 n 是 奇数 , 故 必 
有 一 个 行星 无 人 观察 . 

5.49 ”在 问 询 处 有 20 个 学 生 需 要 解答 20 个 问题 .已 知 他 们 每 个 
人 都 恰 能 解答 两 个 问题 ,而 且 每 个 问题 都 有 两 个 人 可 以 解答 . 试 证 可 以 
将 这 些 问题 分 配给 这 些 学 生 每 人 一 题 去 解答 ,使 得 每 个 学 生 都 分 得 一 

个 他 会 解答 的 问题 ,而 且 所 有 问题 都 能 分 配 下 去 . 
(第 14 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1951 年 ) 

[证 ] 用 20 个 点 来 代表 20 名 学 生 , 如 果 两 名 学 生 能 回答 同一 个 
问题 ,就 在 相应 两 点 间 连 一 条 线 , 则 每 点 恰好 连 有 两 条 线 .于 是 我 们 得 
到 了 一 个 每 点 度数 皆 为 2 的 偶 图 . 从 而 它 可 以 分 解 为 若 于 个 (至 少 一 
个 ) 互 不 相交 的 圈 . 

将 每 个 圈 任 意 规定 顺序 ,并 将 每 条 边 所 代表 的 问题 分 配给 该 边 始 
点 所 代表 的 学 生 去 解答 ,这 样 的 分 配 法 即 可 实现 题 中 要 求 . 

5.50 ”学 生 在 一 学 年 中 ,规定 在 每 连续 的 7 天 中 都 应 该 做 25 道 习 
题 .学 生 做 每 一 道 习 题 所 需 的 时 间 , 在 同一 天 中 是 不 变 的 ,但 在 一 学 年 
里 是 按照 学 生 自己 所 了 解 的 规律 变化 的 ,并 且 做 任何 一 道 习 题 所 需 的 
时 间 都 不 足 45 分 钟 . 试 证 学 生 为 了 使 做 题 所 用 的 时 间 最 少 ,他 可 以 选 
择 一 个 星期 中 的 某 一 天 ,并 在 每 个 星期 的 这 一 天 做 完 25 道 习 题 . 

(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] 设 学 生 在 某 连 续 8 天 中 所 做 习题 的 数目 分 别 为 aj ,a,,…， 
as. 按 已 知 有 
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组 


中 


al+t+ast*+a7=25= aa 十 a3 十 … 十 Q8， 
故 得 a; = as, 这 意味 着 学 生 在 一 天 中 所 做 习题 的 数目 是 以 7 天 为 周期 
变化 的 .因此 ,学 生 只 要 安排 好 一 个 星期 中 的 解 题 计划 就 行 了 . 
将 学 生 在 星期 一 ,二 ,三 ,四 ,五 ,六 ,日 一 天 做 完 25 道 题目 所 需 的 
时 间 分 别 记 作 $s， 5s2，…, 87. 于 是 , 当 学 生 不 是 一 天 做 完 ， 而 是 分 7 天 去 
做 ,做 题 数 分 别 为 a ,a;,…,as 时 ,他 所 花费 的 总 时 间 为 


1 
1 = 55(Q1s1 QaQ232 十 … 十 a757). 


显然 ,从 1s1 ,ss，,… ,szj 中 选取 最 小 的 总 并 令 w = 25, 其 余 的 ai = 0, 就 
能 使 时 间 了 T 达到 最 小 值 . 

3"51 (1)8 年 级 学 生 站 成 一 排 , 他 们 每 人 前 面 站 着 一 名 身材 较 狠 
的 7 年 级 学 生 . 试 证 在 把 8 年 级 和 7 年 级 学 生 按 高 矮 重 新 排列 后 ,每 个 8 
年 级 学 生 仍然 比 站 在 他 前 面 的 7 年 级 学 生 要 高 

(2) 一 烙 成 士 站 列 成 一 个 矩形 方 阵 , 且 在 每 一 行 中 战士 按 高 妖 排 
列 . 试 证 在 把 每 一 列 中 的 战士 也 按 高 矮 重 新 排列 后 ,每 一 行 中 的 战士 仍 
然 按 高 矮 排列 着 . 

(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[证 ] 为 证 (1), 只 须 证 明 按 身高 排列 的 第 个 8 年 级 学 生 高 于 按 
身高 排列 的 第 个 7 年 级 学 生 即 可 . 换 名 话说 ,只 甸 证 明 按 身高 排列 的 
第 个 8 年 级 学 生 至少 高 于 名 7 年 级 学 生 . 

设 A1, A,,… ,Al 是 按 身 高 排列 的 前 上 名 8 年 级 学 生 . 按 已 知 ,他 们 
每 人 前 面 都 有 一 名 身材 较 矮 的 7 年 级 学 生 ,所 以 这 和 名 7 年 级 学 生 都 矮 
于 第 上 名 8 年 级 学 生 . 

(2) 的 证 明 可 归结 于 (1) 的 情形 . 

5.52 某 天 ,甲乙 丙 三 个 男孩 在 图 书馆 相 员 . 甲 说 :“ 从 现在 起 我 
将 每 隔 一 天 来 一 次 图 书馆 ”. 乙 说 ,他 将 每 隔 两 天 来 一 次 , 丙 则 表示 将 每 
孔 三 天 来 一 次 图 书馆 . 听 到 他 们 的 谈话 后 ,图 书馆 管理 员 指 出 ,每 逢 周 
三 图 书馆 休息 . 孩子 们 回答 说 ,如 果 他 们 当 中 某 人 该 来 的 那 一 天 恰 逢 休 
息 日 ,那么 他 就 第 二 天 再 来 ， 并 且 以 后 来 图 书馆 的 日 期 将 从 这 一 天 算 
起 .孩子 们 都 这 样 做 了 .有 一 次 他 们 又 在 图 书馆 相遇 了 ,这 天 是 周一 , 问 
上 述 谈话 发 生 在 周 几 ? 

(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
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[ 解 ] 我 们 从 周一 开始 往 前 倒 推 , 列 出 他 们 分 别 来 馆 的 日 期 . 遇 
到 周三 就 停止 了 ,但 遇 到 周 四 则 要 注意 有 两 种 可 能 ,都 不 能 忽略 .具体 
开 列 如 下 : 

11,6,4,2,7,3; 
et ee. 
CO: 1 ,53,2,6. 
1,4,7; 
es. 
易 见 ,三 人 谈话 的 日 期 是 9 天 前 的 周 六 . 

5.53 ” 某 天 有 耕 干 位 读者 去 过 图 书馆 ,他们 每 人 只 去 一 次 ,但 在 
任何 3 位 读者 中 ,至少 有 两 人 这 天 在 图 书馆 相遇 过 . 试 证 必 可 找到 两 个 
时 刻 , 使 得 在 这 一 天 到 过 图 书馆 的 任何 一 位 读者 ,都 至 少 在 这 两 个 时 刻 
之 一 时 在 图 书馆 中 . 





庙 向 种 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
[证 1] 设 当 天 第 1 个 离开 图 书馆 的 人 的 离 馆 时 刻 为 ,最 后 一 个 
进 馆 的 读者 进 馆 的 时 刻 为 t. 不妨 设 局 早 于 总 .显然 , 进 迄 时 刻 不 迟 于 
ti 的 人 于 时 刻 所 在 图 书馆 ; 离 馆 时 刻 不 早 于 1, 的 人 于 时 刻 i 在 图 书 
馆 


人 
关 
系 
和 
社 
会 
活 
动 





如 果 读 者 A 在 ti 之 后 进 馆 而 在 1 之 前 离 馆 , 则 A ,第 1 个 离 馆 读者 
和 最 后 进 馆 的 读者 这 3 人 中 的 任何 两 人 都 未 在 图 书馆 相遇 ,此 与 已 知 
矛盾 , 故 知 这 天 到 过 图 书馆 的 每 位 读者 ,都 至 少 在 0 和 1, 之 一 在 图 书 
馆 . | 

[证 2] 设 第 1 个 离开 图 书馆 的 读者 A 的 离 馆 时 刻 为 t1, 在 ti 之 
后 进 馆 的 读者 中 ,第 1 个 离开 图 书馆 的 读者 B 的 离 馆 时 刻 为 1,. 显然 ， 
不 述 于 ti 进 馆 的 读者 于 时 刻 所 在 图 书馆 ; 述 于 与 但 不 迟 于 1, 进 馆 的 
读者 于 时 刻 t, 在 图 书馆 . 

如 果 有 读者 C , 进 馆 时 刻 迟 于 1,, 则 A ,B,C 这 3 位 读者 中 的 任何 
两 人 都 未 在 图 书馆 相遇 ,此 与 已 知 矛盾 .这 表明 这 天 到 过 图 书馆 的 每 位 
读者 都 至 少 在 +1,z; 之 一 在 图 书馆 . 

”5*54 为 了 统计 到 图 书馆 来 的 读者 人 数 ,在 图 书馆 门口 挂 了 两 块 
黑板 .来 的 每 一 位 读者 必须 在 一 块 黑板 上 写 上 当 他 进入 阅览 室 时 室内 
读者 的 人 数 , 当 他 离开 时 , 则 在 另 一 块 黑板 上 写 上 阅览 室 余 下 的 读者 的 
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内 字 科 


人 数 . 试 证 在 一 天 之 中 ,两 块 黑 板 上 出 现 的 全 部 整数 是 相同 的 (次 序 可 
以 不 同 ). 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 1] 设 这 一 天 到 阅览 室 的 共有 ”人 次 . 取 一 个 直角 坐标 系 ,在 过 
轴 上 标 出 整 点 0,1,2,…,27. 当 x = 0 时 函数 值 为 0, 然 后 人 数 每 变动 一 
次 ,日 变量 x 增加 1, 每 进入 1 人, 铺 数 值 增加 1; 每 走出 1 人 ,函数 值 减 少 
1. 直到 最 后 1 人 走出 时 ,x = 2 ,图 数值 为 0. 然 后 把 每 相 邻 两 点 (z,y )， 
(+l,ysn 之 间 用 斜 线段 连结 ,于 是 得 到 函数 图 像 如 下 图 所 示 : 
显然 ,图 像 中 每 条 向 上 的 
斜 线 ,对 应 于 进 室 1 人 ,每 
条 向 下 的 斜 线 , 对 应 于 走 
出 1 人 .而 且 该 人 在 相应 
黑板 上 所 写 的 数 , 恰 为 斜 
线 下 端点 所 表示 的 旺 数 
值 


Fo ep 
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由 于 函数 图 像 折 线 的 两 端点 都 在 x 轴 上 , 故 在 相同 高 度 的 向 上 和 斜 
线段 的 条 数 与 向 下 斜 线段 的 条 数 相等 ,从 而 它们 下 端点 的 个 数 也 相等 ， 
因此 ,对 于 每 一 个 整数 , 它 在 两 块 黑板 上 出 现 的 次 数 都 相同 . 

[证 2] 我 们 对 于 人 次 数 w 用 归纳 法 来 证 明 . 

当 全 天 来 阅览 室 的 读者 总 人 次 数 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 ”= 
& 时 成 立 . 当 n = + 1 时 , 设 阅 览 室 开 门 后 连续 进入 m 人 后 第 1 次 走 
出 1 人 ,这 人 是 第 i 个 进 馆 的 人 (i 过 mm). 于 是 第 以 个 进 馆 人 和 第 1 个 
离 馆 人 分 别 在 两 块 黑板 上 所 写 的 数 都 是 m - 1. 由 于 我 们 的 问题 只 统 
计 室 内 人 数 , 而 不 计 读 者 是 谁 , 故 当 i < m 时 ,只 要 把 留 在 室内 的 第 m 
个 视 为 是 第 i 个 进 馆 的 人 , 则 以 后 的 情形 与 第 x 个 人 不 存在 完全 一 致 ， 
于 是 问题 化 为 > = 上 & 的 情形 .由 归纳 假设 知 x = 上 + 1 时 结论 也 成 立 ， 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
5.55 10 人 到 书店 去 问 书 ,已 知 

(1) 每 人 都 买 了 3 种 书 ; 

(2) 任何 两 人 所 买 的 书 中 ,都 至 少 有 一 种 相同 . 

问 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 最 少 有 凡人 购买 ?说 明理 由 ， 

(第 8 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1993 年 ) 
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[ 解 1] 设 A 是 10 人 之 一 .由 已 知 ,A 共 买 了 3 种 书 , 且 其 余 9 人 
中 每 人 所 买 的 书 中 都 至 少 有 一 种 与 A 所 买 的 书 相 同 . 于 是 由 抽 懂 原理 
知 ,9 人 中 至 少 有 3 人 ,加 上 A 共 4 人 买 了 同一 种 书 .因而 ,所 求 的 最 小 
值 不 小 于 4. 
若 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 共 有 4 人 购买 , 则 每 种 书 都 恰 有 4 人 购 
买 . 设 10 人 共 买 了 2 种 不 同 的 书 , 则 有 4x = 30. 但 因 4 A30, 此 不 可 能 ， 
故 知 所 求 的 最 小 值 不 小 于 5. 
我 们 用 数字 来 表示 书 种 的 号 码 并 使 10 人 分 别 买 书 如 下 
(123),(123),(145),(167),(246), 
(246),(257), (347),(356), (356). 
容易 验证 ,他 们 所 买 的 书 满足 题 中 要 求 且 购 买 人 数 最 多 的 一 种 书 有 5 
人 购买 , 故 知 所 求 的 最 小 值 等 于 5. 
[ 解 2] 右 图 中 ,由 正 五 边 形 的 中 心 和 两 个 相 


茹 江水 十 六 
a 和 3 


| 尘 弛 六 这 5 
[em | ， 


不 全 相连 的 顶点 构成 的 三 角形 也 共有 5 个 .不 难看 
出 ,这 10 个 三 角形 中 的 任何 两 个 都 至 少 有 一 个 公共 
顶点 .将 这 些 三 角形 的 顶点 号 码 组 写 出 来 并 让 10 人 
所 天 的 书号 依次 为 这 10 个 三 角形 的 顶点 号 码 组 : 
(123),(134),(145),(156),(162), 
(245), (356), (426), (523), (634). 
显然 ,每 种 书 都 有 5 人 购买 . 故 知 所 求 的 最 小 值 不 超过 5. 

设 所 求 的 最 小 值 为 4,10 人 共 买 了 7) 种 书 且 第 i 种 书 有 m; 人 购买 ， 
于 是 mm; 太 4 且 1 二 2 十 … + m= 二 30. 当 两 人 买 同一 种 书 时 , 称 之 
为 一 个 “ 书 对 ”. 由 已 知 ,每 两 人 之 间 至 少 有 1 个 书 对 ,于 是 至 少 共有 C3 
= 45 个 书 对 . 另 一 方面 ,由 第 ; 种 书 形 成 的 书 对 有 C2 个 ,共有 C2 + 
C2, 十 … 十 Co 个 书 对 .从 而 有 





Co 十 Cs 十 十 Cs 之 45. (DD 
因为 C4 = 6,C = 3,C3 = 1, 故 又 有 
Ct Ch tt Ch SICI+ C= 43. © 


由 于 中 与 四 了 矛盾, 故 知 所 求 的 最 小 值 为 9. 
5.56 10 人 到 书店 去 买书 ,已 知 . 
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(1) 每 人 都 买 了 3 种 不 同 的 书 ; 

(2) 每 两 人 所 买 的 书 中 都 至 少 有 ! 种 相同 ; 
(3) 每 种 书 至 多 有 5 人 购买 ; 

(4)10 人 共 严 了 种 不 同 的 书 . 

求 ”的 所 有 可 能 值 . 

(中 国 国 家 集训 队 训练 题 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 由 (1) 和 (3) 可 知 ,n 守 6. 我 们 用 自然 数 1,2,3,… 来 表示 
书 种 的 号 码 , 当 ”= 6 时 ,10 人 可 买书 如 下 : 

(1,2,3),(1,3,4),(1,4,5),(1,5,6),(1,2,6), 
(2,4,5),(3,5,6),(2,4,6),(2,3,5),(3,4,6). 

当 nn = 7 时 ,10 人 可 买书 如 下 : 
(1,2,3),(1,4,5),(2,4,6),(2,4,6),(2,5,7), 
(2,5,7),(3,4,7),(3,4,7),(3,5,6),(3,5,6). 

容易 验证 ,这 两 组 买书 情形 都 满足 题 中 要 求 . 

如 果 至 少 买 8 种 书 , 则 由 抽 屠 原理 知 购买 人 数 最 少 的 一 种 书 a 至 
多 有 3 人 购买 . 

(已 春 a 只 有 1 人 A 购 买 , 则 A 还 要 买 另 两 种 书 8 和 y. 由 (2) 知 另 
9 人 每 人 都 要 买 8 与 y 之 一 种 .于 是 至 少 有 5$ 人 要 买 这 两 种 中 的 同一 种 ， 
加 上 A 便 有 6 人 买 间 一 种 ,此 与 (3) 了 矛盾. 

(人 车 书 a 恰 有 两 人 购买 , 设 这 两 人 买 的 各 3 种 书 是 (ec,8,y),(a， 
,Ee), 则 8,Y,5,e4 种 书 互 不 相同 .否则 ,又 要 导致 6 人 买 同一 种 书 .由 
(2) 知 , 男 8 人 中 每 人 都 要 买 18,yYi 与 16,ei 两 对 书 中 的 各 1 种 .而 由 
(3) 又 知 , 另 8 人 中 买 8,7,6,e 的 恰好 各 有 4 人 .将 8 人 分 成 两 组 :买书 
为 (8,6,x) 和 (7Y,e,x) 的 人 为 第 1 组 ,买书 为 (8,e ,x) 和 (y,6,xX) 的 
人 为 第 2 组 .由 (2) 可 知 , 每 组 所 买 的 第 3 种 书 都 得 相同 ,但 这 样 一 来 ， 
总 共 只 买 了 7 种 书 ,矛盾 . 

( 放 ) 设 每 种 书 至 少 有 3 人 购买 ,第 :种 书 有 mm; 个 人 购买 . 当 有 两 个 
人 头 同 一 种 书 时 ,我 们 就 说 两 人 间 有 1 个 书 对 .于 是 由 (2) 知 ,两 人 间 至 
少 有 1 个 书 对 .因而 有 

Co + Ch + "+ CE Cio = 45. 中 


月 一 方面 ,由 于 C$ + C4 > 2C3, 故 又 有 


330 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





Ca t+ Cm, + + Cm 5CI + 3C4 = 45. © 
由 中 和 四 知 
Co 十 C»,, 十 … 十 Co 一 43. (3 


式 意味 着 10 人 中 每 两 人 和 恰 有 1 个 书 对 ,8 种 书 中 有 5 种 各 有 3 人 购 
美 ,有 3 种 各 有 5 人 购买 .这 样 一 来 ,后 3 种 书 共 有 15 人 次 购买 ,从 而 10 
人 中 必 有 两 人 买 了 3 种 书 中 的 相同 两 种 , 即 2 人 间 有 两 个 书 对 ,矛盾 . 

综 上 可 见 ,2” 只 可 能 取 两 个 值 :6 和 7. 

5.57 9 人 到 书店 去 买书 ,每 人 都 买 了 4 种 书 , 每 两 人 所 有 买 的 书 中 
都 恰 有 两 种 相同 . 问 他 们 9 人 一 共 买 了 多 少 种 书 ?说 明理 由 . 

(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1993 年 ) 

[ 解 1] 设 A,B 两 人 买 的 4 种 书 分 别 为 (1,2,3,4),(1,2,5,6). 

(1) 如 采 有 人 未 天 1,2 两 种 书 , 则 他 买 的 4 种 书 只 能 是 (3,4,5,6). 
因此 ,这 种 人 至 多 1 人 ,其 余 6 人 至 少 买 了 1,2 两 种 之 一 .不 妨 设 C,D， 
E3 人 都 买 了 第 1 种 书 . 如 果 这 3 人 中 有 1 人 买 了 第 2 种 书 , 则 买 1,2 两 
种 书 的 至 少 有 3 人 ;如 果 这 3 人 都 未 买 第 2 种 , 则 由 于 他 们 每 人 买 的 书 
都 与 A 恰 有 两 种 相同 , 故 3 人 都 要 买 3,4 中 的 一 种 .不 妨 设 买 第 3 种 书 
的 有 两 人 ,于 是 买 1,3 两 种 书 的 有 3 人 . 

(2) 由 上 述 证 明知 可 设 A,B,C3 人 买 的 书 分 别 为 (1,2,3,4),(1， 
2,5,6),(1,2,7,8). 易 见 ,其 余 6 人 都 至 少 买 1,2 两 种 书 之 一 .不 妨 设 
D,E,F3 人 都 买 了 第 1 种 书 . 如 果 3 人 中 有 1 人 买 了 第 2 种 , 则 买 1,2 两 
种 书 的 至 少 有 4 人 .如 果 这 3 人 都 未 买 第 2 种 , 则 每 人 都 恰 买 3,4 两 种 之 
一 ,5,6 两 种 之 一 ,7,8 两 种 之 一 .如 果品 ,EE,F 买 7 了 13,4,5,6,7,8| 中 的 
问 一 种 , 则 又 出 现 至 少 4 人 买 了 同样 的 两 种 书 的 情形 .否则 D,E,F 买 
的 4 种 书 只 能 是 (1,3,5,7), (1,3,6,8), (1,4,5,8), (1,4,6,7) 中 的 3 
组 .不 妨 设 为 前 3 组 .显然 ,G, 日 ,1 3 人 至 少 有 两 人 买 第 2 种 . 由 于 有 两 
和 人 天 的 是 (1,3,5,7),(1,3,6,8) , 故 买 2 号 的 两 人 不 能 买 4 号 ,因而 只 能 
头 2,3 两 种 .与 (1,4,6,7) 比较 ,只 能 买 (2,3,6,7). 但 两 人 不 能 买 相同 
的 ,矛盾 .这 表明 至 少 有 4 人 买 了 两 种 同样 的 书 . 

(3) 设 A,B,C,D 4 人 买 的 书 分 别 为 (1,2,3,4),(1,2,5,6),(1,2，, 
7,8),(1,2,9,10). 硅 其 余 5 人 中 有 人 未 买 全 1,2 两 种 ,不 妨 设 下 买 1 未 
头 2, 则 他 必 从 4 对 (3,4),($,6),(7,8),(9,10) 中 各 买 1 种 ,这 导致 五 
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买 了 $ 种 书 ,矛盾 .这 意味 着 9 人 每 人 都 严 了 1,2 两 种 书 . 由 于 每 两 人 丈 
的 4 种 书 恰 有 两 种 相同 , 故 知 9 人 共 买 了 20 种 书 . 

[ 解 2] 按 已 知 ,A 与 其 他 8 人 中 的 每 人 买 的 书 都 恰 有 两 种 相同 ， 
共有 16 种 .但 A 共 买 4 种 书 .由 抽 懂 原理 并 进一步 分 析 可 知 ,或 者 其 他 
8 人 中 的 3S 人 连同 4 6 人 买 了 同一 种 书 , 或 者 其 他 8 人 组 成 4 个 四 人 组 ， 
每 组 连 A 5 人 买 同一 种 书 .对 于 其 他 8 人 也 都 是 这 种 情形 .如果 9 人 中 
没有 6 人 买 同一 种 书 的 情形 , 则 买 每 种 书 的 人 都 恰 为 5 人 ,买书 的 总 数 
应 为 5 的 倍数 .但 9 人 买书 总 数 为 36, 了 矛盾 .所 以 , 必 有 6 人 买 了 同一 种 
书 . 

设 4,B,C, 也 , 形 , 丰 都 买 了 书 a. 若 有 两 人 G 和 万 没 买 w , 则 因 G， 
末 每 人 与 前 6 人 都 共有 12 种 书 相 同 , 故 或 者 前 6 人 中 有 4 人 与 G,H 之 
一 共 5 人 美 了 同一 种 书 , 或 者 6 人 分 成 4 个 三 人 组 ,每 组 3 人 与 G( 或 
五) 买 同 一 种 书 . 

(1) 者 为 前 者 , 设 A,B,C,D,G 都 买 了 书 8, 则 除 8 外 G 与 A,B， 
C,D 还 各 有 一 种 相同 的 书 . 因 G 除 8 外 还 买 了 3 种 书 , 故 A,B,C,D4 
人 中 必 有 两 人 与 G 同类 了 书 y. 于 是 这 两 人 买 了 3 种 相同 的 书 ,8,7y， 
矛盾 . 

(2) 设 为 后 者 , 即 6 人 分 成 4 个 三 人 组 (每 人 恰 属 于 两 组 ) ,每 组 3 人 
与 G(H) 买 同一 种 书 . 设 G 和 万 买 的 4 种 书 分 别 为 (8,y,6,s),(8,7y， 
0,92). 则 买 8,e 种 书 的 两 个 二 人 组 的 并 集 与 买 9,g 两 种 书 的 两 个 三 人 
组 的 并 集 相 同 .于 是 由 抽 必 原理 知 , 买 9 种 书 的 3 人 中 有 两 人 同时 买 了 
6 或 e 种 书 .这 导致 两 人 买 了 3 种 相同 的 书 ,矛盾 .这 表明 至 少 有 8 人 实 
了 书 a. 

设 A,B,C,D,E,F,G,H 8 人 买 了 书 a. 除 a 之 外 ,8 人 中 后 7 人 
各 与 A 有 一 种 相间 的 书 , 都 是 A 的 其 余 3 种 书 之 --. 由 抽 屠 原理 知 必 有 
3 人 加 上 A 4 人 买 了 同一 种 书 8. 于 是 有 4 人 买 了 书 a 和 8B. 因 而 ,所 有 
人 都 买 了 书 a 与 8. 所 以 ,9 人 共 买 了 20 种 书 . 

5*58 7 名 学 生 决 定 在 星期 天 走 遍 7 家 电影 院 ,各 家 影院 的 场次 都 
是 9 :00,10 :40,12 :20,14 :00,15 :40,17 :20,19:00 和 20 :40( 共 
8 场 ). 在 看 每 一 场 电影 时 ,都 是 6 名 学 生 在 一 起 ,而 另 一 名 学 生 ( 场 次 不 
同时 不 一 定 是 同一 人 ) 单独 去 另 一 家 电影 院 . 到 了 晚上 发 现 ,每 名 学 生 
都 到 过 了 每 一 家 电影 院 . 求 证 每 一 家 电影 院 都 至 少 有 一 个 场次 没有 这 
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些 学 生 光 顾 . 
(第 30 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 则 必 有 一 家 电影 院 , 当 天 的 8 场 电影 中 ,每 场 都 有 
这 7 名 学 生 中 的 人 到 场 观 看 .因为 每 名 学 生 都 到 过 了 每 家 电影 院 , 所 以 
其 余 6 家 电影 院 至 少 各 有 两 场 有 这 7 名 学 生 中 的 人 到 场 观看 .可 见 , 这 
7 名 学 生 在 7 家 电影 院 至 少 看 了 20 场 . 

男 一 方面 ,每 个 场次 ,7 名 学 生 只 在 两 家 影院 看 电影 ,他 们 全 天 只 
在 7 家 影院 看 了 16 场 , 矛 盾 . 

5.59 围 者 圆 昌 坐 着 来 自 & 个 城堡 的 13 位 勇士 ,其 中 1<&< 13. 
每 位 勇士 手中 都 拿 着 一 只 金 的 或 银 的 高 脚 酒 杯 , 并 且 其 中 恰 有 上 只 金 
杯 . 公 事 让 他 们 每 人 都 将 手中 的 杯子 交 给 右边 的 邻 座 ,并 且 一 直 重复 进 
行 下 去 ,直到 有 某 两 个 来 自 同 一 城堡 的 勇士 都 持 有 金杯 为 止 , 求 证 公顷 
的 愿望 总 能 实现 . 

(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 者 不 然 , 则 在 传递 酒杯 过 程 中 的 每 一 步 ,k 个 城堡 的 勇士 手 
中 都 性 有 1 只 金杯 (无 论 该 城堡 来 几 人 都 是 如 此 ) .因此 , 当 酒 杯 传递 一 
圈 之 后 ,& 个 城堡 中 每 个 城堡 的 勇士 都 有 13 人 次 拿 到 过 金杯 .但 另 一 方 
面 ,在 传递 一 圈 的 过 程 中 ,每 位 勇士 都 恰好 拿 到 上 只 金杯 中 的 每 只 杯子 
恰好 一 次 ,从 而 每 人 都 拿 到 金杯 上 A 人 次 .因为 13 是 质数 , 故 & 个 城堡 出 
席 的 人 数 不 全 相等 ,从 而 拿 到 金杯 的 人 次 数 也 不 全 相等 ,矛盾 . 

5.60 ”一 次 隧 会 上 ,每 两 个 人 致意 的 方式 为 四 种 方式 (点 头 ,握手 ， 
接吻 ,拥抱 ) 中 的 一 种 . 康 迪 和 瑞 迪 接吻 , 没 和 萨 迪 接吻 . 对 每 三 个 人 ,两 
两 致意 的 方式 或 者 全 相同 ,或 者 全 不 相同 . 问 这 次 聚会 最 多 有 多 少 人 ? 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 最 多 9 个 人 . 

将 每 个 人 用 一 个 点 表示 ,根据 两 人 致意 的 方式 将 相应 的 两 个 点 的 
连 线 染 成 红 . 黄 . 蓝 . 黑 四 种 颜色 中 的 一 种 . 

设 康 迪 为 点 V1. 如 果 人 数 不 小 于 10, 则 从 点 V 引出 的 5 条 线 中 必 


有 | 卫 |+ 1 = 3 条 同色 . 设 ww Vy, ViV;, VV 为 红色 . 


由 已 知 条 件 可 知 全 VV Vs, 会 ViV3Vy, 全 ViViVi 的 三 边 全 为 
红色 ,因而 人 VV3V 的 三 边 全 为 红色 . 
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根据 已 知 ,存在 点 V5 ,使 Vi V5 不 是 红色 , 设 w Vs 为 黄色 ,由 于 
从 ViV2Vs 的 三 边 均 不 同色 ,所 以 V,Vs 只 能 为 蓝 色 或 黑色 . 

同 理 V3V;, VsVs 也 只 能 为 蓝 色 或 黑色 . 

这 样 在 VV;, V3Vs, Va Vs 这 三 边 中 至 少 有 两 条 边 同 色 , 不 妨 设 
V2aVs 与 V3Vs 同 为 蓝 色 ,这 时 对 个 VV3Vs 来 说 ,就 出 现 两 边 为 蓝 
色 , 一 边 为 红色 与 已 知 矛 盾 . 

所 以 人 数 不 大 于 9. 

又 ,容易 验证 9 个 人 是 可 能 的 . 

5.61 一群 年 轻 人 去 跳 迪 斯 科 , 每 次 舞 需 交 1 元 ,每 个 男孩 与 每 个 
女孩 恰好 跳 一 次 后 ,大 家 去 男 一 处 跳舞 . 这 里 用 辅币 支付 ,他 们 用 了 与 
前 面 同样 多 的 钱 . 每 个 人 的 人 场 费 是 一 辅币 ,每 次 舞 付 一 辅币 ,每 个 人 
恰好 与 其 他 人 各 跳 两 次 舞 ( 不 分 性 别 ) ,最 后 还 剩 1 个 辅币 , 间 一 元 换 几 
个 辅币 ? 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 有 4 个 男孩 ,g 个 女孩 .又 设 每 1 元 钱 换 z 个 辅币 , 则 起 先 
共 跳 bg 次 舞 , 后 来 共 跳 2C? = (6 + g)(6bp+g -1) 次 上 舞 . 

由 题 意 bgx = (b+g)(b+g-1)+(5+g)+1, 即 

(b+g)+1= bpr. 
令 w=x-2, 则 g* 一 ubg+b*+1=0. QO 

设 5,g 为 使 由 成 立 的 正 整数 ,并 且 5 + g 最 小 ,不 妨 设 b 志 g. 

可 以 验证 ”wb - g,b 是 方程 只 的 解 ,由 于 (wb 一 g)g = b+1> 
0 所 以 ub -g,8 是 由 的 正 整 数 解 .并 且 wp-g 宇 g. 

从 而 有 
(b+1) >6+1= g(uw—- gg) pg7. 
考虑 到 bg 则 必 有 g=b. 再 代 人 人 @ 可 得 
2g* -ug+1=0 
于 是 g 整除 1, 从 而 g = 1,x = 5,u = 3. 靶 1 元 换 5 个 辅币 . 

5.62 ” 设 一 次 聚会 有 ”对 夫妻 参加 ,每 个 人 在 一 段 时 间 内 既 可 单 
独 休息 ,也 可 以 参加 某 个 聊天 的 小 组 , 称 之 为 团 组 .每 对 夫妻 都 不 在 同 
一 个 团 组 内 ,而且 除 此 之 外 的 每 两 人 都 恰 有 1 次 在 同一 个 团 组 内 . 试 证 
当 n 之 4 时 , 团 组 的 总 数 & 衬 2n. 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
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[证 ] 将 » 位 男士 编号 为 1,2,…,n "他们 的 妻子 依次 风 为 7 十 
1 ,2 + 2,…,2n. 设 成 员 i 共 参 加 4d, 个 团 组 ,于 是 4, 守 2,i = 1,2,: 
2n. 
(1) 存在 某 个 4; = 2, 设 i 仅 为 团 组 Gi,G, 的 成 员 . 由 于 其 余 n 一 
1 对 夫妻 中 的 每 对 都 恰 有 1 人 属于 G 而 另 1 人 属于 Gs, 故 有 | G1| = 
| G2 | = n. 这 样 一 来 ,G1 中 的 每 个 成 员 都 要 与 G: 中 不 是 自己 配偶 的 
成 员 搭 配 1 次 属于 一 个 团 组 , 旦 不 同 搭 配属 于 不 同 的 团 组 ,又 因 n 之 4， 
故 有 
A>2+ {nC- 1)(n -2) > 2n. 
(2) 若 所 有 4d; 之 3, 则 对 每 个 1 都 对 应 1 个 未 知 数 xz; ,并 考察 方程 
组 
Dr = 0, j= 1,2,…,k, © 
EC 


其 中 G; 表示 第 ;个 团 组 .着 < 2 , 即 方程 个 数 少 于 未 知 数 的 个 数 , 则 
方程 组 必 有 非 零 解 . 

男 一 方面 , 设 x1 ,x ，… ,72; 是 名 的 一 组 非 零 解 ,于 是 由 多 及 题 中 
条 件 便 有 


0 = 


( 2) = > Ya + Dra 


1 人 了 = 1 Eo =: nkEL 


kk 
， 
> 
= di + 2 2 ra 
> 
2n 


= (D7) 十 2d — 1)x? 2 


> Ya - 2)z? 之 Sa > 0， 


矛盾 , 故 有 之 2n， 

5.63” 某 王国 的 国土 旦 边 长 为 2 和 于 米 的 正方 形 .国王 决定 召唤 全 
国 的 臣民 于 晚 7 时 到 自己 的 王宫 里 参加 舞会 . 为 此 ,他 在 正午 时 分 派出 
了 一 个 飞 报 者 , 飞 报 者 能 够 将 任何 指示 传达 给 任何 一 个 臣民 ,这 些 臣民 
又 可 以 将 任何 指示 传达 给 另外 的 任何 臣民 ,如 此 等 等 . 每 一 个 臣民 在 听 


到 指示 以 前 都 处 在 一 定 的 位 置 (自己 家 中 ) ,并 能 以 每 小 时 3 千 米 的 速 ， 


度 ( 治 直线 ) 跑 向 任何 方向 . 试 证 国王 能 够 设法 成 功 地 将 意图 通知 下 
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水 中 这 


去 ,使 得 每 一 个 臣民 都 能 在 舞会 开始 前 到 达 王 宫 . 
(第 50 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 国王 可 以 按 如 下 方式 将 指示 传达 下 去 . 先 将 整个 王国 划分 
为 4 个 边 长 1 千 米 的 下 方形, 称 之 为 1 阶 正方 形 ;再 将 每 个 1 阶 正 方形 划 


分 为 4 个 边 长 为 方 千 米 的 正方 形 , 称 为 2 阶 正方 形 ;再 将 每 个 2 阶 正方 


形 划分 为 4 个 边 长 为 二 干 米 的 3 阶 正方 形 ;如 此 继续 下 去 ,直到 阶 数 ， 
足够 大 ,使 每 个 阶 正方 形 中 至 多 有 1 人 为 止 (如 果 有 某 些 臣民 处 于 > 
个 正方 形 交界 处 , 则 可 将 他 们 随意 归 入 其 中 的 1 个 正方 形 中 ). 然 后 , 国 
王将 指示 分 阶段 通知 下 去 :第 1 阶段 , 先 通过 飞 报 者 及 先 得 到 指示 的 臣 
民 把 指示 传达 给 每 个 1 阶 正方 形 中 的 1 个 臣民 ,然后 飞 报 者 和 听 到 传达 
的 臣民 各 自 回 到 自己 原来 的 位 置 .第 2 阶段 中 ,每 个 已 听 到 传达 的 臣民 
和 飞 报 者 一 起 分 别 行动 ,设法 将 国王 的 指示 传达 给 自己 所 在 的 1 阶 正 


方形 中 的 每 个 2 阶 正方 形 中 的 1 个 臣民 ;在 第 3 阶段 中 ,再 传达 到 每 个 3 


阶 正方 形 中 的 1 个 臣民 ;如 此 继续 下 去 ,经 过 ”个 阶段 后 ,全 体 臣 民 都 
接 到 了 指示 . 

下 面 我 们 来 估计 各 阶段 传达 所 需要 的 时 间 . 由 于 
王国 中 任何 两 点 的 距离 都 不 超过 2V2 千 米 , 所 以 当 以 | 
每 小 时 3 千 米 的 速度 行进 时 ,不足 1 小 时 即 可 由 一 处 
到 达 另 一 处 .因此 ,图 中 所 示 的 方式 传达 ,这 个 阶段 不 | 
会 超过 3 小 时 ( 即 飞 报 者 通知 B 后 又 通知 C, 然 后 回 | 
到 A ,B 得 讯 后 通知 ,然后 回 到 .B. 如 果 某 个 正方 形 
中 没有 人 居住 ,就 更 省 时 间 了 ). 第 2 阶段 的 通知 可 在 4 个 2 阶 正方 形 中 


类 似 地 进行 ,所 需要 的 时 间 不 超过 小 时 . 同 理 可 知 ,第 阶段 所 需要 


的 时 间 不 超过 3 小 时 .因此 ,整个 传达 过 程 所 需 的 总 时 间 


3 1 
TS3+7 + +mi<6. 


这 说 明 在 晚 6 时 之 前 ,全 体 臣 民 都 接 到 了 参加 舞会 的 指示 . 他们 足 
可 利用 余下 的 1 小 时 ,在 舞会 开始 之 前 到 达 王 官 . 

5.:64 《1)15 个 席位 均匀 地 围绕 着 圆桌 安排 , 席 上 有 15 个 客人 的 
名 片 , 客 人们 没有 注意 这 些 名 片 ,直到 他 们 坐 下 来 , 才 发 觉 没 有 一 个 人 
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坐 在 自己 的 名 片 前 面 ,证 明 可 以 转动 圆桌 ,使 得 至 少 有 两 个 客人 同时 对 
号 人 座 . 

(2) 举 出 一 种 入 席 顺 序 的 例子 ,使 这 15 个 人 恰好 有 一 个 人 对 号 人 
座 ,而 转动 圆桌 并 不 能 使 更 多 的 客人 对 上 号 . 

(第 7 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] (1) 对 于 每 个 客人 ,恰好 有 一 种 转动 圆桌 的 方法 使 他 对 上 
自己 的 名 片 ,因为 有 15 个 客人 ,而 至 多 有 14 种 有 效 的 转动 ,所 以 根据 
“ 抽 居 原理 ”, 必 有 某 种 转动 至 少 有 两 个 客人 同时 对 上 号 . 

(2) 把 客人 由 1 到 15 编 上 号 ,他 们 的 名 片 也 对 应 地 编号 ,围绕 圆桌 
依次 安排 名 片 ,第 一 种 可 能 的 情形 是 让 客人 x 面 对 着 名 片 16 ~- x ,转动 
y 个 席位 ,就 使 客人 xz 面 对 着 16 ~- z+ y(mod 15)， 

当 r+ 汪 16~x+y (mod 15), 
即 2zr 友 16+y (mod 15). 
时 ,客人 过 对 上 他 自己 的 名 片 ,这 个 同 余 式 对 每 个 > 恰 有 一 解 . 

第 二 种 可 能 情形 是 让 客人 z 面 对 着 名 片 2r(mod 15). 

5.65 一 副 纸 牌 共 有 :(a)36 张 ;(5)54 张 . 魔术 师 将 它们 分 成 若 
干 堆 , 并 在 每 张 牌 上 写 上 一 个 数 , 该 数 等 于 它 所 在 的 堆 中 的 纸牌 张 数 . 
然后 ,魔术 师 用 某 种 方法 把 纸牌 混 为 一 堆 ,再 重新 分 成 若干 堆 ,并 在 每 
张 牌 上 又 写 上 1 个 数 且 均 写 在 已 有 数 的 右 方 ,新 写 的 数 等 于 纸牌 第 2 次 
所 分 堆 中 的 纸牌 张 数 . 问 魔术 师 能 否 做 到 :所 写 的 数 对 都 互 不 相同 ,但 
对 于 每 个 数 对 (n,n ), 均 可 找到 数 对 (n,m )? 

(第 54 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 可 以 做 到 ,将 两 次 分 堆 情 况 用 右 图 来 表示 ,其 中 每 个 方 格 
对 应 于 一 张 牌 ， 











牌 上 所 写 的 两 加 加 
个 数 (m,n) 恰 x|x| 
为 该 方 格 所 在 加 本 
的 行 号 和 列 号 . 加 
两 图 表 分 别 给 x 
出 (a) 和 (5) 的 加 
解答 .第 2 图 表 
中 ,第 1 行 有 8 
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个 “x”, 表 示 第 1 次 分 牌 时 ,要 分 出 8 堆 各 有 1 张 牌 的 堆 ; 第 2 行 有 4 个 
“x” ,表明 要 分 出 两 堆 各 有 两 张 牌 的 堆 . 列 的 方向 表示 的 第 2 次 分 堆 情 
组 况 也 是 如 此 .容易 看 出 ,图 表 中 “x” 的 个 数 恰 等 于 纸牌 的 张 数 且 “x” 号 

的 分 布 是 关于 主 对 角 线 对 称 的 . 

5.66 一 副 纸牌 共有 54 张 ,魔术 师 把 它们 分 成 若干 堆 ,观众 则 在 
每 张 纸 牌 上 写 上 一 个 自然 数 ,该 数 等 于 这 张 牌 所 在 的 堆 中 纸牌 的 张 数 ， 
然后 魔术 师 以 专门 的 方式 混合 纸牌 ,并 重新 把 它们 分 成 若干 堆 ,观众 再 
次 在 每 张 牌 上 写 上 一 个 自然 数 ,该 数 也 等 于 纸牌 现在 所 在 堆 中 的 纸牌 
张 数 . 如 此 继续 下 去 . 问 这 种 分 堆 写 数 的 过 程 最 少 需要 进行 几 次 ,才能 
使 得 各 张 纸 牌 上 所 写 的 (无 序 ) 数组 互 不 相同 ? 

(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 从 上 题 的 右 图 可 见 , 经 过 两 次 分 堆 写 数 后 , 牌 上 所 写 的 两 
个 数 相同 (不 计 次 序 ) 的 牌 至 多 两 张 ,二 者 所 对 应 的 方 格 一 个 在 主 对 角 
线 上 方 , 男 一 个 在 主 对 角 线 下 方 且 二 者 关于 主 对 角 线 对 称 .第 3 次 分 堆 
时 ,可 将 主 对 角 线 及 其 上 方 的 共 30 个 数 分 为 一 堆 , 主 对 角 线 下 方 的 24 
个 数 分 为 另 一 堆 . 然 后 将 两 堆 中 的 牌 分 别 写 上 第 3 个 数 30 和 24 即 可 . 
事实 上 ,第 3 次 分 堆 不 会 抹杀 原先 数 对 不 同 的 区 别 ,而 且 将 原 为 (mm ,7 ) 
和 (n,m) 的 两 张 牌 区 分 开 来 ,分别 变 成 (mm ,2 ,30) 和 (za ,mm ,24) ,其 中 
1 硅 m nn 太 9. 由 此 可 见 ,适当 地 进行 3 次 分 堆 写 数 即 可 满足 要 求 ， 

下 面 证 明 两 次 分 堆 写 数 是 不 够 的 . 若 不 然 , 设 有 两 次 分 堆 写 数 即 可 满 
足 题 中 要 求 ,其 中 第 1 次 分 堆 时 , 堆 中 纸牌 张 数 最 多 的 一 堆 共 有 张 牌 ,不 
妨 设 这 是 第 1 堆 . 这 时 ,每 张 牌 上 所 写 的 一 个 自然 数 都 是 1,2,…,& 之 一 .第 
2 次 分 堆 时 , 设 纸 牌 张 数 最 多 的 一 霍 有 m 张 . 若 mm > 上, 则 mm 张 牌 中 至 少 有 
两 张 ,其 上 的 第 1 个 数 相同 ,从 而 两 数 都 相同 ,不 满足 要 求 ; 若 mx < &, 则 类 
似 的 讨论 可 导出 矛盾 , 故 必 有 m = 上 .从 而 对 两 次 分 堆 写 数 可 用 一 个 有 xX 
的 方 格 表 像 前 段 证 明 中 那样 来 显示 .既然 第 1 次 分 堆 中 的 第 1 堆 中 有 上 & 张 
牌 , 故 表 中 第 & 行 中 有 有 个“x”. 同 理 , 表 中 第 & 列 中 也 有 下 个 “x”. 它 们 处 于 

彼此 关于 主 对 角 线 对 称 的 位 置 上 . 而 处 于 对 称 位 置 的 两 个 方 格 所 对 应 的 牌 

上 的 数 分 别 为 (n ,k) 和 (k,n), 不 满足 题 中 要 求 . 

5.67 ”剧场 售票 处 出 售 戏 票 2n 张 , 每 张 票 价 5 角 , 每 人 限购 一 张 . 
开始 时 售票 处 没有 钱 ,而 排队 购 票 的 前 2n 个 人 之 中 ,一 半 持 有 5 角 币 ， 
丸 一 半 只 持 有 一 元 币 ,要 让 售票 处 不 发 生 找 钱 困难 ,这 2n 个 购 票 者 有 
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多 种 不 同 的 排队 方法 ? 
(中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 在 面 中 用 名 条 系 zoy 中 ,以 原点 O 表示 售票 处 , 购 票 者 
依次 以 模 坐 标 为 1,2,…,2n 的 点 表示 . 

令 每 个 持 一 元 人 民 市 的 购 票 者 对 训 着 数 1, 每 个 持 五 角 人 民 币 的 
购 票 者 对 应 着 数 - 1 

把 每 个 购 票 者 及 他 前 面 所 有 购 票 
者 对 应 着 的 数 相 加 ,并 以 所 得 的 和 为 
它 的 纵 坐 标 , 将 它 用 点 表示 在 平面 上 ， 
然后 把 相 邻 的 点 用 线段 连结 起 来 ,得 
到 一 条 折线 (如 图 中 实 线 所 示 ). 

因为 有 1 个 人 持 一 元 人 民 币 ,nn 
个 人 持 五 角 人 民 币 ,所 以 这 种 折线 从 
(0,0) 起 到 (22 ,0) 素 . 有 nn 段 上 上升 ,n 
段 下 降 ,因此 这 种 折线 共有 C3, 条. 

. 不 难看 出 ,- -条 这 种 折线 表示 一 种 排队 方法 , 反 过 来 也 一 样 . 因此 
总 共有 G3, 种 不 同 的 排队 方法 . 

发 生 找 钱 困 难 的 排队 方法 所 对 应 的 折线 与 直线 y = 1 接触 ,为 了 
计算 与 直线 y = 1 接触 的 折线 的 数目 ,对 所 有 这 种 折线 ,从 第 一 次 接触 
的 点 开始 ,把 以 后 的 折线 部 分 以 直线 y = 1 为 轴 翻 转 ( 如 图 中 虚线 所 
示 ), 这 样 就 得 到 从 (0,0) 起 到 (2n ,2) 止 的 折线 .不 难看 出 ,每 一 条 与 直 
线 y = 1 接触 的 折线 对 应 着 一 条 从 (0,0) 起 到 (2n ,2) 止 的 折线 , 反 过 
来 也 一 样 .但 从 (0,0) 起 到 (2 ,2) 止 的 折线 有 (nn + 1) 段 上 升 ,(n -1) 
段 下 降 ,因此 共有 C3;! 条 , 即 从 (0,0) 起 到 (2n ,0) 止 , 且 与 直线 y = 1 
接触 的 折线 有 C3;'! 条 , 即 发 生 找 钱 困 难 的 排队 方法 有 C3-! 种 . 

于 是 ,不 发 生 找 钱 困 难 的 排队 方法 有 


C4 -C81 = 六 C31 种 ， 
5.68 ”一 个 俱乐部 中 有 3n + 1 个 人 ,每 两 个 人 可 以 玩 网 球 ,象棋 
或 乒乓 球 ,如 果 每 个 人 都 与 n 个 人 打 网 球 ,与 n 个 人 下 横 , 与 个 人 打 


乒乓 球 .证 明 俱 乐 部 中 有 3 个 人 ,他 们 之 间 玩 的 游戏 是 三 种 俱全 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
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[证 ] ， 把 人 看 作 点 .如 果 两 人 可 以 玩 网 球 ,就 在 相应 两 人 间 连 一 

条 红线 ;如 果 两 人 可 以 玩 象 棋 , 就 在 相应 两 人 间 连 一 条 黄 线 ; 如果 两 人 

组 可 以 玩 乒乓 球 ,就 在 相应 两 人 之 间 连 一 条 蓝 线 . 这 样 就 得 到 了 一 个 有 
3n 十 1 个 点 的 图 . 

自 一 点 引出 的 两 条 线 ,如果 颜 色 不 同 ,我 们 就 说 它们 构成 一 个 “ 异 
色 角 ”. 

考虑 “ 异 色 角 ” 的 个 数 . 

一 方面 ,每 一 点 引出 n 条 红线 ,n 条 蓝 线 ,n 条 黄 线 , 因 此 在 每 一 点 
处 有 3n* 个 异 色 角 . 由 于 共有 3n + 1 个 点 ,所 以 共有 3n*(3n + 1) 个 异 
色 角 . 

为 一 方面 ,图 中 共有 

C3 (32+1) 32 (3 一 1) nn(3n -1)(3n+1) 
tt 6 和 2 


个 三 角形 .由 于 3n*(3n +1) > 2C3,+1; 所 以 必 有 一 个 三 角形 中 异 色 角 
的 个 数 为 3. 

这 个 三 角形 三 边 颜 色 互 不 相同 , 即 相 应 的 三 个 人 之 间 玩 的 游戏 三 
种 俱全 . 

“ 5.69 11 个 剧团 参加 汇演 ,每 天 都 排 定 其 中 的 某 些 剧团 演出 ,其 
余 的 剧团 则 跻身 于 普通 观众 之 列 .在 汇演 结束 时 ,每 个 剧团 除了 自己 的 
演出 日 外 ,至 少 观看 过 每 个 其 他 剧团 的 一 次 表演 . 问 这 样 的 汇演 最 少 要 
安排 几 天 ? 

(第 13 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 N = 站 ,2,…,n| 为 汇演 的 日 期 集 . 
将 每 一 剧团 用 一 子 集 A CN 表示 :剧团 A 在 x 日 表演 , 当 且 仅 当 
TEeA. 
为 了 使 两 剧团 A 和 B 至 少 一 次 互相 观看 对 方 的 演出 , 即 至 少 有 一 
天 属于 B 而 不 属于 A, 也 有 一 天 属于 A 而 不 属于 B. 所 以 不 能 有 ACB 
或 B 忆 A, 特 别 地 A 关 B, 所 以 不 同 剧团 有 不 同 的 演出 日 期 集 的 子 集 . 
我 们 先 证 x = 6 是 足够 的 . 
事实 上 ,11 个 剧团 的 一 种 可 能 的 演出 集 : 
[11,21 ,411,31,11,4} ,11,5} ,12,3}, 
12 ,4 ,12,51,13,4};,{3,51, {14,5!,16}. 
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这 恰好 是 日 期 集 N = 11,2,3,4,5,6| 的 11 个 子 集 , 并 且 任 何 两 个 都 互 
不 包含 . 

其 次 ,我们 证 明 n = 5 不 能 满足 条 件 .因为 每 个 剧团 的 演出 日 期 集 
A CCl11,2,3,4,51, 并 且 显 然 1 所 |A| 志 4( 这 里 | A | 表示 集合 A 中 元 
素 的 个 数 ). 

定义 链 为 序列 Aj 己 A; 性 A;3CAs, 其 中 4;|= i,1 过 i 过 4. 则 
Ai 的 一 个 元 素 可 以 是 1,2,3,4,5 中 的 任何 一 数 . A, 含有 2 个 元 素 , 但 
其 中 有 1 个 是 A| 的 元 素 , A; 含有 3 个 元 素 , 但 其 中 有 2 个 是 A, 的 元 
素 ,同样 A4 所 舍 4 个 元 素 中 有 3 个 是 A; 的 元 素 . 因 此 这 种 链 的 个 数 为 
120 个 .元 素 个 数 为 1 或 4 的 每 个 子 集 出 现在 4x3x2 = 24 个 链 中 ,元 
素 个 数 为 2 或 3 的 每 个 子 集 出 现在 2 x 3 x 2 = 12 个 链 中 (例如 A; 含 


人 
某 两 个 数 ,A; 含有 这 二 数 之 一 ,Ai 再 含有 其 他 三 数 之 一 ,As 再 含有 其 . 本 5 
余 二 数 之 一 ). 由 于 我 们 有 11 个 剧团 ,每 个 剧团 的 演出 日 期 集 在 120 个 系 音 
链 中 出 现 12 次 或 24 次 ,所 以 11 个 演出 日 期 集 总 共 至 少 出 现 11x12= “| 外 
132 次 ,根据 抽 居 原理 ,至 少 有 两 个 演出 日 期 集 出 现在 同一 个 链 中 , 记 人 
为 A 和 B, 此 与 A 和 8B 互 不 包含 相 矛 盾 . 动 





因而 这 样 的 安排 最 少 要 6 天 . 
”5*70 已 知 共有 12 个 剧团 参加 一 次 为 期 7 天 的 戏剧 节 ,要 求 每 个 
剧团 都 能 看 到 其 他 所 有 剧团 的 演出 (当天 没有 演出 任务 的 演员 在 台 下 
观看 演出 ). 问 最 少 共 要 演出 多 少 场 ? 

(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 

| 解 ] 显然 ,每 个 剧团 至 少 演出 工场 . 若 A 剧团 在 7 天 中 内 演出 I 
场 , 则 在 A 团 演 出 的 当天 其 他 剧团 都 没有 演出 ,否则 将 看 不 到 A 团 的 
演出 .这 样 ,该 天 只 演出 这 一 场 . 

若 有 3 个 剧团 在 戏剧 节 期 间 都 仅仅 各 演 1 场 , 则 这 3 个 剧团 占 去 7 
天 中 的 3 天 .从 而 其 余 9 个 剧团 只 能 在 其 余 4 天 中 演出 .由 于 这 9 个 剧团 
也 要 互相 观摩 , 故 他 们 各 自演 出 的 日 期 号 码 的 集合 互 不 包含 .但 4 个 不 
间 的 自然 数 所 构成 的 互 不 包含 的 子 集 最 多 6 个 而 达 不 到 9 个 ,矛盾 .所 
以 至 多 有 两 个 剧团 各 演 1 场 , 其 余 剧团 每 团 至 少 都 演 两 场 , 即 至 少 共 演 
22 场 . 

为 一 方面 ,只 要 将 12 个 剧团 的 演出 场次 安排 如 下 
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便 可 满足 题 中 要 求 , 且 12 个 队 共 演出 22 场 . 

综 上 可 知 ,最 少 要 演出 22 场 . 

5.:71 某 市 有 x 所 中 学 ,第 i 所 中 学 派出 C; 名 学 生 到 体育 馆 观 看 
球赛 .已 知 0 志 C39,i7 = 1,2,…,n,Ci+ C+… + C= 1990, 看 
台 的 每 一 横 排 有 199 个 座位 .要 求 同 一 学 校 的 学 生 必须 坐 在 同一 横 排 ， 
问 体育 馆 最 少 要 安排 多 少 横 排 才能 保证 全 部 学 生 都 能 按 要 求人 座 ? 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 由 于 Ci 委 39, 故 每 一 横 排 至 少 可 坐 161 人 .于 是 只 要 有 13 
排 ,至 少 可 坐 161 x 13 = 2093 人 ,当然 能 坐 下 全 部 1990 名 学 生 . 

下 面 我 们 用 极端 原理 来 证 明 只 要 安排 12 个 横 排 就 够 了 .由 于 C1， 
C2,…,C,, 只 有 有 限 多 个 , 故 它 们 的 不 超过 199 的 有 限 和 也 只 有 有 限 多 
个 .选取 其 中 最 接近 199 的 有 限 和 , 记 为 C + C + …+ C; ,将 这 个 
学 校 的 学 生 安 排 在 第 一 排 就 坐 .然后 再 对 其 余 的 诸 C; 人 进行 同样 的 讨 
论 并 选取 不 超过 199 且 最 接近 199 的 有 限 和 ,并 把 相应 的 学 校 的 学 生 排 
在 第 二 排 . 依 此 类 推 ,一 直 排 到 第 十 排 并 记 第 i 排 的 空位 数 为 zx; ,i = 1， 
2,.… ,12. 

如 果 zio 之 33, 则 余 . 下 的 未 就 坐 的 学 校 的 学 生 数 C; 全 都 不 小 于 
34. 若 余下 的 学 校 数 不 多 于 4 个 , 则 只 要 11 排 就 够 了 . 若 余 下 的 学 校 数 
不 少 于 5 个 , 则 可 任 取 5 个 学 校 的 学 生 安 排 在 第 11 排 .这 时 有 zi 志 29 
< zi0, 此 与 zio 的 最 小 性 和 矛盾 .如 果 zio 委 32, 则 前 10 排 的 空位 痢 数 z， 
+ Xx2+ 二 Zi0 生 10zo 委 320, 亦 即 前 10 排 已 至 少 坐 了 1670 人 ,未 安 
排 束 坐 的 学 生 至 多 还 有 320 人 .每 排 至 少 可 坐 161 人 , 故 只 要 有 12 排 就 
够 了 . 

最 后 ,考察 只 有 11 排 的 情形 .这 时 ,只 容许 有 199 个 空位 .为 了 安排 
下 全 部 学 生 ,每 排 空位 平均 不 能 达到 19 个 . 设 ”= 80, 前 79 个 学 校 各 
出 学 生 25 人 ,最 后 一 个 学 校 派 15 人 , 则 共有 1990 人 .但 安排 座位 时 , 除 
了 一 排 可 坐 25 x 7+ 15 = 190 人 外 ,其 余 10 排 每 排 至 多 能 安排 7 个 学 
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校 的 175 人 . 故 11 排 至 多 安排 1940 人 就 坐 .这 说 明 只 有 11 排 座位 是 不 
够 的 . 

综 上 可 见 , 最 少 需要 12 排 座位 . 

[ 解 2] 只 证 有 12 排 座位 即 可 保证 全 部 学 生 按 要 求人 座 .11 排 座 
位 不 够 的 例子 见解 1. 

首先 按 下 述 原则 安排 第 一 排 :从 第 一 所 学 校 的 学 生起 ,依次 排 入 第 
一 排 座位 .接着 是 第 二 所 ,第 三 所 学 校 ,… ,而且 只 要 还 有 空位 , 便 让 下 
一 所 学 校 的 学 生 坐 入 ,直到 没有 空位 为 止 . 这 时 ,上 述 最 后 一 所 学 校 的 
学 生 至 少 有 1 人 就 坐 晶 该 校 学 生 或 者 刚好 坐 满 这 一 排 或 者 坐 满 这 排 座 
位 后 还 有 人 无 处 可 坐 .显然 ,这 些 学校 的 学 生 总 数 不 少 于 199. 

然后 ,从 下 一 所 学 校 起 , 按 同样 原则 安排 第 2 一 9 排 学 生 . 于 是 每 排 
学 生 总 数 都 不 少 于 199. 从 而 余下 的 学 生 至 多 199 人 ,可 以 安排 在 第 十 
排 全 部 就 坐 .最 后 将 前 9 排 每 排 的 最 后 一 所 学 校 的 学 生 全 部 调 出 , 则 其 
余 学 生 已 在 前 10 排 按 要 求 坐 好 .由 于 每 排 安排 5 个 学 校 的 学 生 不 成 问 
题 , 故 可 将 调 出 的 9 个 学 校 的 学 生 安排 在 后 两 排 ,从 而 证 明 有 12 排 座位 
就 够 了 . 

5.72 ” 某 电 影院 的 座位 有 m 排 ,每 一 排 有 x 个 座位 .不 负责 任 的 

票 员 卖 出 了 mn 张 票 ,但 这 些 票 中 有 座位 号 相同 的 .结果 可 以 把 观众 

这 样 安排 就 座 ,使 得 每 人 所 坐 的 位 置 的 排 号 与 座 号 至 少 有 工 个 与 票 上 

(1) 证 明 可 这 样 来 安排 观众 的 座位 ,使 得 至 少 有 1 个 观众 的 位 置 与 
票 上 号 码 完全 一 致 而 其 余 观众 的 座位 仍 满足 原来 的 条 件 . 

(2) 在 满足 原来 条 件 的 前 提 下 ,使 座位 与 票 上 号 码 完全 一 致 的 观 
众人 数 最 多 的 排 法 中 ,最 少 有 有 几 个 这 样 的 观众 ? 

(第 26 届 独 联 体 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 果 坐 好 后 发 现任 何人 的 位 置 与 他 的 票 号 都 不 相同 ， 
则 任 取 1 人 为 第 1 号 ,并 把 坐 在 第 1 号 手中 票 的 号 码 所 示 的 位 置 上 的 人 
称 为 第 2 号 ,把 他 的 票 上 所 示 的 位 置 上 所 坐 的 人 记 为 第 3 号 ,这 样 继续 
下 去 .因为 总 共 只 有 有 限 多 人 , 故 当 进行 到 某 一 步 时 ,必然 会 有 某 人 第 
2 次 被 编号 . 设 他 两 次 编号 为 | ,k,, 且 ;一 | 实 2. 现 在 按 以 下 方式 重 
新 为 号 码 为 上 ,k++1,…,k2 一 1 的 观众 重新 安排 座位 ;让 号 码 为 的 
人 去 坐 第 kk + 1 号 原来 所 坐 的 位 置 , 让 号 码 为 上 + 1 的 人 去 坐 第 + 
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2 导 原 来 所 坐 的 位 置 ,… ,最 后 让 第 ,一 1 号 人 去 坐 第 kr 号 原来 所 坐 的 
位 置 .这 样 一 来 ,他 们 的 位 置 都 与 票 号 一 致 了 .其 余 的 人 一 律 未 动 , 当然 
还 满足 原来 的 条 件 . 

(2) 所 求 的 人 数 的 最 小 值 为 1. 考察 关 卖 的 票 全 都 是 各 排 第 1 号 , 且 
其 中 第 1 排 的 有 m + mn -1 张 ,其 余 各 排 各 有 n -1 张 的 情形 .这 时 ,为 
满足 题 中 的 条 件 , 持 有 1 -~ 1 号 票 的 mx +n -1 工 名 观众 必然 坐 满 第 1 排 
和 所 有 各 排 的 第 1 号 ,其 余 的 观众 只 能 按 票 上 的 排 号 坐 在 该 排 , 却 无 法 
坐 在 第 1 号. 可见 ,所 坐位 置 与 票 号 一 致 的 观众 只 有 1 人 上 且 无 法 使 之 增 
多 .这 表明 所 求 的 人 数 的 最 小 值 为 1. 

5.73 已 知 1 个 人 的 俱乐部 有 一 个 委员 会 ,委员 会 的 每 一 次 会 议 
上 ,组 成 一 个 新 的 委员 会 , 它 与 上 一 个 委员 会 怡 有 1 个 成 员 不 同 (或 者 
新 增 1 名 成 员 或 者 减少 1 名 成 员 ). 委 员 会 中 至 少 有 3 个 人 ,县 按照 俱 乐 
部 的 规则 , 任 一 阶段 的 委员 会 成 员 必 须 与 它 前 面 的 所 有 委员 会 都 不 同 . 
问 是 否 可 能 在 某 一 阶段 ,组 成 委员 会 的 所 有 可 能 均 已 出 现 过 了 ? 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 如 果 能 够 实现 , 则 按照 先后 顺序 ,奇数 个 成 员 的 委员 会 和 
偶数 个 成 员 的 委员 会 交替 出 现 . 从 而 奇数 个 成 员 的 委员 会 的 总 数 与 偶 
数 个 成 员 的 委员 会 的 总 数 相 差 不 超 过 1. 

男 一 方面 ,这 个 差 又 等 于 

(Ci + CT + Ct + Ch + CH)— (CT + Ch + Ci + CI) = 45, 

矛盾 . 故 知 题 中 所 论 的 情况 是 不 会 出 现 的 . : 

5.74 ”晚会 上 n( 写 2) 对 男女 青年 双双 起 舞 . 设 任何 一 个 男 青年 
都 未 与 所 有 女 青年 跳 这 舞 ,而 每 个 女 青 年 都 至 少 与 一 个 男 青年 跳 过 舞 . 
求证 必 有 两 男 b1 ,6b; 及 两 女 g1,8g,, 使 得 bi 与 gj,b; 与 g; 跳 过 舞 而 5b， 
与 g2,b2 与 Bl 均 未 跳 过 和 舞 . 


oy 洽 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

(第 26 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1965 年 ) 
[证 1] 设 与 之 跳 过 舞 的 女 青 年 数 最 多 的 男 青年 之 一 为 51. 因 6， 
未 与 所 有 女 青 年 跳 过 舞 , 故 可 找到 女 青 年 gs 未 与 5 跳 过 舞 . 因 g, 至 少 
与 一 个 尹 青年 跳 过 舞 , 故 存在 5.( 关 51) 与 g2 跳 过 舞 . 如 果 凡 是 与 跳 
过 钴 的 女 青年 也 都 与 5, 跳 过 胜 , 则 与 5。 跳 过 舞 的 女 青 年 数 至 少 比 6) 
大 工 .此 与 假设 6! 的 最 大 性 矛盾 . 故 在 与 51 跳 过 舞 的 女 青 年 中 至 少 有 1 
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人 未 与 2 跳 过 舞 , 取 其 中 之 一 为 ge . 易 见 ,这 样 选 取 的 51 ,ba ,glyg2 满 
足 题 中 要 求 . 、 
[证 2] 记 与 之 跳 过 舞 的 男 青年 数 最 少 的 女 青 年 之 一 为 g1, 并 取 
与 g| 跳 过 舞 的 男 青年 之 一 为 b1. 因 为 651 未 与 所 有 女 青 年 跳 过 有 舞 , 故 可 
取 女 青年 g? 未 与 5b 跳 过 舞 . 如果 凡 是 与 g; 踏 过 舞 的 男 青年 均 与 gl 跳 
过 舞 , 则 与 g| 跳 过 和 舞 的 男 青年 至 少 比 g, 多 1 人 ,此 与 gi 的 选 法 矛盾 . 
故 可 选取 与 g3 跳 过 舞 但 与 g! 未 跳 过 . 
5.75 ” 某 天 7 个 男孩 先后 去 售 货 亭 买 冰淇淋 .已 知 每 个 人 都 去 过 3 
次 ,其 中 每 两 个 人 都 在 售 货 亭 处 相遇 过 ,求证 必 有 某 一 时 刻 有 三 个 男孩 
同时 在 售 货 亭 相遇 
(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 车 不 然 , 则 任何 一 次 相遇 都 是 两 人 相遇 .7 人 中 每 两 人 相遇 
一 次 ,共有 C5 = 21 次 .其 中 第 一 次 相遇 是 有 两 人 来 到 售 货 亭 . 以 后 每 
次 相 届 的 两 人 中 ,至 少 有 1 人 是 新 来 到 售 货 亭 的 ,20 次 相遇 至 少 有 20 
人 次 来 到 售 货 亭 .总 共 来 到 售 货 亭 的 至 少 有 22 人 次 . 
为 一 方面 ,已 知 每 人 都 到 过 售 货 亭 3 次 ,7 人 共 去 21 人 次 ,矛盾 . 
5.76 ”民兵 连 共 有 100 名 民兵 ,每 天 晚上 派 3 人 值班 . 试 证 不 能 排 
出 一 个 值班 表 ,使 得 每 两 个 人 恰好 一 起 值 一 次 班 . 
(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 阁 不 然 , 则 可 以 排出 满足 要 求 的 值班 表 . 固定 一 名 民兵 a 
并 考察 表 中 所 有 含有 a 的 值班 组 . 为 使 每 个 人 都 恰好 与 a 一 起 值 一 次 
班 , 除 a 之 外 的 其 余 99 人 必须 分 成 若干 个 两 人 组 ,每 组 与 a 一 起 值 一 
次 班 ,这 是 不 可 能 的 . 
5.77 ”队长 每 天 晚上 都 从 33 名 队员 中 指派 9 人 或 10 人 去 值班 , 问 
最 少 经 过 多 少 天 ,才能 使 每 个 队员 值班 的 次 数 都 相等 ? 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 9 人 值班 & 天 ,10 | 日 
人 值班 x 天 后 ,每 个 队员 恰好 都 值 
班 7 天 ,于 是 有 
9& + 10n = 33ni. 
当 mm = 1 时, 上述 方程 没有 正 整数 
解 , 当 mx = 2 时 ,得 到 惟一 的 一 组 












3 

5|7, 8, 9, 10,11,12,13,14,15. 

6 116,17,18,19,20,21,22,23,24. 
2 


| 7 5,26,27,28,29,30,31,32,33. 
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解 : 
= 4,n =3. 这 7 天 的 值班 人 员 可 安排 如 右 表 所 示 . 其 中 前 3 天 各 有 10 

组 人 值班 ,后 4 天 各 有 9 人 值班 ,上 且 7 天 中 每 人 恰好 值班 两 次 . 故 知 最 少 要 
经 过 7 天 才能 使 每 个 队员 值班 的 次 数 都 相等 . 

5.78 ”学 校 每 天 安排 甲乙 两 班 学 生 各 一 名 同时 值 日 , 且 第 二 天 仪 
更 换 其 中 的 一 名 学 生 . 两 班 学 生 都 按 自 己 班 内 所 排 好 的 次 序 依次 参加 
值 日 , 且 当 每 人 都 轮 过 一 次 之 后 ,又 从 表 中 的 第 一 人 轮 起 .已 知 甲 班 有 
29 名 学 生 , 乙 班 有 32 名 学 生 , 问 能 否 拟 订 这 样 的 值 日 计划 ,使 在 某 一 段 
时 间 内 , 甲 班 的 每 一 名 学 生 和 乙 班 的 每 一 个 学 生 一 起 值 日 都 恰好 一 次 ， 
然后 又 轮 到 第 一 对 学 生 值 日 ? 

(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 满足 要 求 的 值 日 计划 是 可 以 拟定 的 , 且 依 照 这 个 计划 ， 
甲 班轮 换 了 < 次 , 乙 班轮 换 了 5 次 .于 是 由 条 件 知 a + = 32.29. 因 为 
最 后 又 轮 到 第 一 对 学 生 ,因而 a 是 29 的 倍数 而 5b 是 32 的 倍数 .于 是 a 
= 32.29-0 是 32 的 倍数 而 5 = 32.' 29 - a 是 29 的 倍数 .因为 (29， 
32) = 1, 故 a 和 6 都 是 32. 29 的 倍数 ,从 而 a 写 32 :29,6b 之 32.29, 
此 与 a + 5 = 32 :29 刻 盾 .可 见 , 所 要 求 的 值 日 计划 是 无 法 制定 的 . 

5.79 ”为 了 守卫 某 一 目标 需 有 人 昼夜 值班 , 故 分 有 白班 和 夜班 . 
可 安排 值班 人 员 单 值 一 个 白班 或 一 个 夜班 ,也 可 安排 其 连续 值班 一 及 
夜 . 值 过 一 个 白班 ,夜班 , 屋 夜 班 后 , 值班 人 员 应 分 别 休息 不 少 于 ! 己 
夜 ,1.3 辜 夜 和 2.5 有 昼夜 .如 果 每 班 1 人 , 问 最 少 需要 有 多 少 个 人 参与 值 
班 ? 

(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 如果 有 4 个 人 轮流 值班 ,每 人 值班 1 昼夜 后 休息 3 昼夜 , 显 
然 满 足 要 求 , 故 知 4 个 人 参加 值班 是 足够 了 . 

下 面 证 明 仅 有 3 人 参加 值班 是 不 够 的 . 

(1) 在 3 人 轮流 值班 的 过 程 中 ,如果 有 某 人 值 了 及 夜班 ,然后 应 休 
上 2.5 异 夜 .但 另 两 人 至 多 连续 值班 两 月 夜 (白班 , 层 夜 班 ,夜班 或 朋 夜 
班 , 慎 夜 班 ), 所 以 在 第 1 人 值 了 昼夜 班 之 后 第 3 天 ,值班 就 进行 不 下 去 
了 . 

(2) 在 没 人 值 骨 夜班 的 情况 下 ,在 第 2 人 值 夜班 之 后 ,应 休息 1.5 
怪 夜 .但 另外 两 人 只 能 连续 值班 一 昼夜 ,至 此 ,值班 就 进行 不 下 去 了 . 
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综 上 可 知 ,最 少 应 有 4 人 参加 值班 . 

5*80 ”两 种 不 同 的 药品 A 和 B 已 经 在 两 个 医院 中 都 做 过 了 临床 
试验 .试验 结果 表明 ,在 两 个 医院 中 都 是 药品 A 比 药 品 B 效果 好 .但 令 
大 奇怪 的 是 当 人 们 把 结果 合并 后 发 现 ,药品 已 比 药 品 A 效果 好 . 问 这 是 
否 可 能 ,是 否 是 计算 错 了 ? 

(西班牙 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 可 能 实现 . 

分 两 种 情况 讨论 . 

(1) 者 药品 A 和 和 B 在 甲 医院 都 有 n 个 人 接受 试验 ,有 效 人 数 分 别 为 


a 和 65, 则 有 各 > 如. 从 而 有 a > 5. 设 药品 A 和 B 在 乙 医院 都 有 mm 个 
人 接受 试验 ,有 效 人 数 分 别 为 c 和 4d, 则 又 有 c > d. 从 而 有 a+c>6。 


+ d, 由 此 可 得 #5 > 站 二 4, 即 在 两 个 医院 试验 人 数 均 相 同 的 情况 
下 ,合并 后 仍 是 药品 A 比 B 效果 好 . 
(2) 当 两 个 医院 中 至 少 有 1 个 医院 接受 试验 的 人 数 不 同 时 , 题 中 所 

述 的 情况 就 可 以 实现 了 . 例如 药品 A 和 8B 在 甲 医院 都 有 10 人 接受 试 
验 , 有 效 人 数 分 别 为 3 和 2; 药 品 A 和 B 在 乙 医 院 接 受 试验 的 人 数 分 别 
为 90 和 990, 有 效 人 数 分 别 为 45 和 488. 易 见 

3 、 2 45 、488 

10 > 10,90 > 990 
但 当 合 并 起 来 看 时 , 却 有 


3 十 45 48 490 2 + 488 


10+90 100 ~ 1000 10 + 990: 

即 药品 B 比 药品 A 效果 好 . 

5'81 在 一 块 平地 上 有 个 人 ,对 每 个 人 ,他 到 其 他 人 的 距离 均 
不 相同 .每 人 都 有 一 把 水 枪 , 当 发 出 失火 信号 时 ,每 人 用 枪击 中 距 他 最 
近 的 人 . 当 为 奇数 时 ,证 明 至 少 有 一 人 的 身上 是 干 的 . 当 ”为 偶数 时 ， 
这 个 结论 是 否 永 远 正确 . 

(第 19 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] (1) 当 ?为 奇数 时 , 设 2= 2m -1. 对 六 施行 数学 归纳 法 . 

当 m = 1 时 ,n = 1 结论 显然 成 立 . 

假设 命题 对 mx 成 立 , 下 面 考虑 2m + 1 个 人 的 情形 . 设 A ;上 两 人 间 
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的 距离 在 所 有 的 两 人 间 的 距离 中 为 最 小 的 . 现在 撤 出 A 和 吾 , 使 剩 下 
2m 一 1 个 人 . 

由 归纳 假设 ,至 少 有 一 个 人 身上 是 干 的 , 设 为 C. 再 把 A,B 二 人 加 
进去 , 变 为 2m + 1 个 人 ,由 于 AC > AB,BC > AB, 则 由 题 设 ,C 的 身 
上 仍然 是 干 的 . 

于 是 对 所 有 上 自然 数 mm ,命题 对 n = 2m -1 成立. 

(2) 当 n 为 偶数 时 ,命题 不 真 . 

事实 上 , 设 n = 2m,2m 个 人 记 为 Aj,B(j = 1,2,…,m). 设 A 与 
B; 的 距离 为 1, 而 与 其 他 人 距离 都 大 于 1, 例如, 设 A; 及 有 分 别 位 于 3 
及 37+ 1 处 (j = 1,2,…,m), 这 时 Aj 与 B 互相 击 中 . 

5.82 ”兄弟 三 人 及 每 人 的 妻子 在 同一 天 都 去 看 望 一 位 生病 的 长 
莫 ,任何 一 人 去 探 病 的 次 数 都 恰好 一 次 .三 兄弟 中 的 每 个 人 在 病房 中 都 
过 到 他 两 位 兄弟 的 妻子 .求证 三 兄弟 中 的 某 人 在 病房 中 遇 到 了 自己 的 
妻子 . 


向 路 溢 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 1] 记 三 元 第 为 A,B,C, 三 人 的 妻子 分 别 为 A ,B,C.. 

设 A 在 病房 没有 见 到 A“. 于 是 或 者 A 在 A 到 病房 之 前 已 去 过 并 
离开 了 ,或 者 4 在 A 离开 病房 之 后 才 去 的 .因为 A 只 去 病房 一 次 且 在 
病房 中 见 到 了 B 和 C' , 故 知 A“ 或 者 离开 病房 比 B',C’ 都 早 , 或 者 来 到 
病房 的 时 间 比 B',C’ 都 迟 . 同 理 ,如 果 B 在 病房 未 见 到 B',C 在 病房 未 
网 到 C , 则 B 和 C’ 也 都 应 是 如 此 .但 这 是 不 可 能 的 .因为 A’,B’,C’ 三 
人 中 ,只 有 1 人 离开 病房 比 男 两 人 早 , 也 只 有 1 人 到 病房 的 时 间 比 另 两 
人 述 .这 就 是 说 ,三 人 中 至 少 有 1 人 离开 病房 的 时 间 不 比 另 两 人 都 早 ， 
来 到 病房 的 时 间 也 不 比 另 两 人 都 迟 ,她 必 在 病房 见 到 了 自己 的 丈夫 . 

[证 2] 若 不 然 , 则 3 对 夫妻 都 未 在 病房 中 相遇 . 如果 A 到 病房 比 
4 早 ,由 于 A 未 见 A', 故 A 应 在 A’ 到 病房 之 前 就 离开 了 .因为 A 见 到 
如 , 故 知 B 早 于 A .又 因 B 未 见 B' ,车 他 在 B’ 到 病房 之 前 就 来 过 又 离 
开 了 , 则 他 无 法 见 到 A', 故 B 只 能 在 B’ 走 后 才 来 , 即 B 迟 于 B'. 同 理 ， 
右 A 述 于 A’, 则 B 早 于 B”. 这 就 是 说 ,两 夫妻 到 病房 的 次 序 恰好 相反 . 

于 只 有 夫 早 于 妻 和 夫 迟 于 妻 两 种 不 同情 形 , 故 由 抽 屠 原理 知 ,3 
对 夫妻 中 总 有 两 对 夫妻 是 同样 的 顺序 ,矛盾 . 
[证 3] 设 来 到 病房 的 先后 次 序 是 A,B,C, 并 设 B 未 见 到 B’. 于 
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是 或 者 也 在 来 之 前 已 来 过 并 离开 了 ,或 者 B 是 在 B 走 后 才 来 的 . 寿 
为 后 者 , 则 因 C 见 到 了 B', 故 B 述 于 C, 了 矛盾. 因而 只 能 为 前 者 .又 因 A 
见 到 B', 故 知 B 离开 病房 早 于 A. 这样 一 来 ,A 比 B 早 到 病房 , 晚 离 病 
房 .既然 B 见 到 了 A',A 当然 也 遇见 了 A .. 

5.83 ”假定 ”个 人 各 恰好 知道 一 个 消息 ,而 所 有 n 个 消息 都 不 相 
” 同 . 每 次 "4A7” 打 电话 给 “5"，A7” 都 把 所 知道 的 一 切 告诉 "号 ,而 “B” 却 

不 告诉 "A ”什么 消息 .为 了 使 各 人 都 知道 一 切 消息 , 求 所 有 需要 两 人 之 
间 通 话 的 最 少 次 数 .证 明 你 的 结论 . 
(第 3 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 用 pi,p,,…,p, 表示 n 个 人 ,p; 一 pj 表示 p; 对 pp 的 通话 . 

显然 ,通话 序列 


人 

PilY Psp2 YY pao pnt > ps 际 第 

关 五 

Po 一 六 一 六 六 1. 系 章 
可 以 使 得 各 人 都 知道 一 切 消息 ,而 总 共 所 需 通 话 次 数 是 2n - 2 次 . 
我 们 证 明 2”- 2 是 最 少 次 数 . 人 
假设 有 一 通话 序列 ,使 得 各 人 都 知道 一 切 消息 . 考虑 这 样 一 次 通 动 





话 , 即 这 次 通话 完毕 时 , 接 话 人 ( 设 为 p) 就 已 经 知道 一 切 消息 ,但 是 这 
时 还 没有 别人 全 知道 .显然 , 除 p 之 外 的 n -1 个 人 每 一 个 都 必须 在 这 
次 通话 之 前 (包括 这 次 通话 ) ,至 少 打 过 一 次 电话 (否则 p 不 可 能 知道 一 
切 消息 ) ,并且 这 n - 1 个 人 中 的 每 一 个 都 必须 在 这 次 通话 之 后 至 少 接 
一 次 电话 ,因此 ,所 设 的 序列 至 少 有 2n - 2 次 通话 . 

5.84 ”一 位 主人 正在 等 待 7 个 或 11 个 孩子 的 到 来 ,他 准备 了 77 个 
弹子 作 礼 物 ,并 把 这 些 弹子 分 装 在 ”个 袋 中 ,使 得 到 来 的 每 一 个 孩子 
(不 论 7 个 还 是 11 个 ) ,都 能 得 到 若干 绕 弹 子 ,并 且 这 77 粒 弹 子 是 等 分 
给 这 些 孩 子 的 . 求 ”的 最 小 值 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 由 于 这 n 袋 弹 子 分 成 7 份 ,每 份 有 11 粒 弹子 ,用 7 个 顶点 
2 7 表示 . 

这 n 笋 弹子 又 可 分 为 11 份 ,每 份 有 7 粒 弹 子 ,用 11 个 顶点 y; ,yy,， 

…, yl! 表示 . 

徊 某 一 袋 弹子 分 别 出 现 在 x; 和 yw 中 , 则 在 x; 和 y 之 间 连 一 条 边 ， 

这 样 就 得 到 一 个 偶 图 
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= (X,Y,E), 

其 中 久 = = [1 2 ， a Y = lylyy2 ul 

这 个 偶 图 G 一 定 是 连通 的 . 

车 不 然 , 设 G = (X,Y ,E) 是 其 连通 子 图 ， 令 |X'|=a,|Y|= 
,其 中 aa 委 7,0 和 所 11, 且 等 号 不 可 能 同时 成 立 . 

因为 G 是 连通 的 ,所 以 

lla = 756. 
由 于 (7,11) = 1, 所 以 只 
a=7,6=11, 

这 与 a 这 7,b 二 11 等 号 不 可 能 同时 成 立 巴 盾 . 

因 G 是 连通 图 ,所 以 其 边 数 宇 7+ 11 一 1 = 17. 因 此 


n 之 17. 
事实 上 , 当 ”= 17 时 , 若 使 得 每 袋 弹子 数 分 别 为 
7,7,7,7,7,7,7,4,4,4,4,3,3,3,1,1,1. 


则 这 时 满足 题 设 要 求 . 

所 以 n 的 最 小 值 为 17. 

5.85 ”已 知 一 个 保险 柜 由 11 个 成员 的 委员 会 负责 管理 ,保险 柜上 
加 了 硅 干 把 锁 , 这 些 锁 的 钥匙 分 配给 各 个 委员 保管 使 用 . 为 了 使 任何 6 
个 委员 同时 到 场 就 能 打开 保险 柜 ,而 任何 5 人 到 场 都 不 能 打开 柜 门 ,最 
少 应 给 保险 柜 加 多 少 把 锁 ? 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 】 设 满足 要 求 的 锁 的 最 少 把 数 为 n .并 记 这 把 锁 的 集合 为 
A. 设 A; 是 第 i 个 委员 可 以 打开 的 锁 的 集合 . 按 已 知 ,对 于 |1,2,…,11| 
的 任何 5 元 子 集 |i,i,,…,is1 ,都 有 


A UA UA UA UA z¥A; 中 
对 于 11,2,…,11|} 的 任何 6 元 子 集 1j|,j;,…,j6| ,者 有 
AUAU…UA =A. . OO) 


由 四 知 集合 A -UA; 非 空 , 设 x .…, 是 它 的 一 个 元 素 .这 表明 ,x 
所 代表 的 锁 是 编号 为 i ,…, is 的 那 5 个 委员 打 不 开 的 一 把 锁 .@ 式 则 
意味 着 对 任何 j 卡 | ,i2,…,is| ,都 必 有 zx;.… EA. 这样 一 来 ,我 们 
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就 将 11,2,… ,11i 的 5 元 子 集 与 锁 之 间 建 立 了 一 个 对 应 关系 . 

我 们 指出 ,这 个 对 应 关系 是 个 单 射 . 哲 不 然 , 设 对 于 两 个 不 同 的 5 
元 子 集 15 6 和 {1,…,ksi 有 Zz.…i = Xx.…h-: 因 为 两 个 5 元 子 集 
不 同 , 故 这 两 个 5 元 子 集 的 并 集 至 少 有 6 个 元 素 , 而 这 就 导致 有 6 个 人 
都 打 不 开 同 一 把 锁 , 矛 盾 . 

因为 11,2,…,11| 的 不 同 5 元 子 集 共 有 Cil = 462 个 ,所 以 锁 的 把 
数 7 之 462. 

另 一 方面 ,如 果 给 保险 柜 加 了 462 把 锁 , 并 将 这 些 锁 与 集合 11,2， 
…,111 的 462 个 5 元 子 集 一 一 对 应 . 将 每 把 锁 的 6 枚 钥匙 分 发 给 这 把 
锁 所 对 应 的 5 人 组 之 外 的 6 个 委员 掌管 使 用 , 则 任何 5 个 委员 都 有 一 把 
锁 打 不 开 , 而 任何 6 个 委员 都 可 以 打开 全 部 锁 . 

综 上 上 可知, 最少 应 为 保险 柜 加 462 把 锁 . 

5.86 ”三 位 老人 在 长 100 米 的 林 间 路 上 散步 ,他 们 的 速度 分 别 是 
每 小 时 1 于 米 ,2 千 米 和 3 千 米 . 当 他 们 走 到 小 路 的 尽头 时 , 便 转 过 身 来 
以 原 速 沿 小 路 反 向 散步 并 一 直 这 样 继续 下 去 . 试 证 总 能 找到 一 个 长 达 
1 分 钟 的 时 间 间 隔 ,使 在 这 段 时 间 内 ,三 位 老人 朝向 同一 方向 散步 . 

(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 三 位 老人 的 运动 都 以 12 分钟 为 周期 :每 经 过 12 分 钟 , 三 人 
都 回 到 出 发 点 并 开始 按 原 出 发 方向 继续 行走 .在 这 12 分 钟 里 ,第 1 人 走 
了 一 个 来 回 ; 第 2 人 走 了 两 个 来 回 ; 第 3 人 走 了 三 个 来 回 . 

现 将 时 间 轴 缠绕 在 一 个 周 长 为 12 分 钟 的 圆周 上 ,并 通过 将 圆 弧 染 
成 黑色 或 日 色 来 表示 在 该 段 时间 是 正 向 或 反 向 行 
走 . 为 了 分 别 反 映 3 人 的 动态 ,我 们 将 圆周 分 为 三 
层 :第 工 层 圆周 由 黑白 各 一 段 弧 组 成 ,每 段 弧 各 为 6 
分 钟 ;第 2 层 圆 周 由 相间 的 黑白 各 两 段 绝 组 成 ,每 段 
路 长 为 3 分 钟 ; 第 3 层 圆 周 由 相间 的 黑白 各 3 段 圆 弧 
组 成 ,每 段 弧 长 为 2 分 钟 . 见 右 图 ,其 中 虚线 表示 白 
色 . 

先 看 第 1 ,2 两 层 圆 周 . 不 妨 设 第 1 层 的 两 条 弧 的 分 点 落 在 第 2 层 的 
党 弧 上 ,于 是 这 两 层 圆 弧 有 3 段 同 色 ,其 中 有 两 段 同 为 黑色 共 长 3 分 钟 ， 
1 段 同 为 日 色 长 3 分 钟 . 

表 看 第 3 层 圆 周 与 前 两 层 中 3 段 同色 圆 绝 的 相互 关系 .如 果 在 同 为 
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白色 的 3 分 钟 圆 弧 中 第 3 层 中 黑 台 不 足 2 分 钟 , 则 必 在 一 端 或 两 端 ,于 
是 三 层 同 为 白色 的 部 分 超过 一 分 钟 ,结论 成 立 .否则 , 必 有 两 分 钟 黑 弧 
在 前 面 两 层 3 分 钟 白 弧 的 中 间 . 从 而 第 3 层 圆周 上 与 这 两 分 钟 黑 弧 相对 
的 两 分 钟 白 弧 完全 落 在 第 2 层 的 3 分 钟 白 弧 之 内 (图 中 a 部 分 ). 而 第 3 
层 贺 周 上 ,这 段 白 弧 两 边 各 有 一 段 两 分 钟 黑 弧 ,而 前 两 层 同 为 黑色 的 两 
段 狐 又 共 长 3 分 钟 , 故 至 少 有 1 段 是 3 层 同 为 黑色 且 长 为 1 分 钟 的 线段 ， 
即 结论 成 立 . 

5.87 ”已 知 平面 上 有 4 条 直线 ,其 中 任何 两 条 都 不 平行 ,任何 3 条 
都 不 共 点 .在 每 条 直线 上 都 有 一 个 匀速 行走 的 行人 , 现 知 第 1 位 行人 与 
第 2,3,4 位 行人 都 曾 相 遇 ,第 2 位 行人 同 第 3,4 位 行人 也 都 曾 相 遇 . 求 
证 第 3,4 两 位 行人 也 必 相 遇 . 

(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[证 1】 在 平面 上 引入 直角 坐标 系 并 过 原点 作 平 面 的 垂 线 , 把 这 
条 垂 线 作为 时 间 轴 ,于 是 我 们 得 到 时 空 坐 标 系 . 当 一 个 人 沿 平面 上 一 条 
直线 匀速 行走 时 ,他 的 运动 图 像 是 时 空 坐标 系 中 的 一 条 直线 一 一 “时 
空 直 线 " .这 条 时 空 直 线 沿 时 间 轴 在 已 知 平面 上 的 投影 恰 为 行人 运动 的 
直线 . 既然 第 1,2 两 人 曾经 相遇 , 故 两 人 所 对 应 的 时 空 直线 必 相 交 ,于 
是 这 两 条 相交 直线 在 空间 中 决定 一 个 平面 M. 第 3,4 两 人 中 每 人 都 曾 
与 1,2 两 人 相遇 过 ,而 任何 3 人 不 同时 相遇 , 故 知 第 3,4 两 人 所 对 应 的 
两 条 时 空 直 线 都 与 平面 M 交 于 两 点 ,从 而 都 在 平面 M 上 . 如 果 第 3,4 
两 人 不 相遇 , 则 两 人 所 对 应 的 时 空 直线 必 平 行 ,从 而 它们 的 投影 也 平 
行 ,此 与 已 知 矛盾 ,所 以 第 3,4 两 人 必 相 遇 . 

[证 2] 选取 以 第 1 位 行人 所 在 地 为 原点 的 运动 坐标 系 , 因 而 他 在 
坐标 系 中 处 于 不 动 的 状态 .因为 其 余 3 人 都 要 和 他 相遇 , 故 其 余 3 人 的 
运动 轨迹 都 经 过 他 所 在 的 原点 , 且 每 人 的 运动 轨迹 都 是 一 条 直线 . 又 因 
后 两 人 都 与 第 二 人 相遇 , 故 后 3 人 在 运动 坐标 系 中 的 轨迹 全 是 同一 条 
直线 . 

第 3,4 两 人 沿 同一 条 直线 运动 , 若 不 相遇 , 则 必 是 在 运动 坐标 系 中 
的 运动 速度 相同 ,而 这 意味 着 在 原来 平面 上 二 人 所 行走 的 直线 互相 平 
行 ,此 与 已 知 矛 盾 . 这 就 证 明了 第 3,4 两 人 必 相 遇 ， 

5.88 设 4, 日 两 点 位 于 某 山 峰 的 两 侧 且 具有 相同 的 海拔 高 度 , 连 
结 两 点 的 山路 呈 折 线 的 形状 , 它 的 每 个 顶点 都 高 于 A ,B 两 点 .已 知 A， 
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B 两 点 各 有 一 位 游客 , 问 二 人 能 否 做 到 在 任何 时 刻 都 保持 在 同样 高 度 
的 条 件 下 走 过 连 结 A ,B 两 点 的 山路 ? 
(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 我 们 把 位 于 A ,B 两 点 的 游客 分 别称 为 甲 和 乙 并 且 关 于 折 
线形 山路 作 两 点 假设 : 

(1) 每 段 帆 路 都 是 坡 路 .和 蔡 某 人 前 面 有 某 段 路 是 平 路 , 则 他 可 以 一 
直 走 过 去 ,而 另 一 人 只 要 站 在 原 地 不 动 就 行 了 . 

(2) 每 相 邻 两 段 坡 路 都 是 上 .下 坡 路 各 一 段 . 基 有 相 邻 两 段 路 同 为 
上 坡 或 同 为 下 坡 , 则 只 要 把 它们 视 为 一 段 就 可 以 了 . 

我 们 把 折线 的 由 上 坡 转 为 下 坡 的 顶点 称 为 峰 点 ,由 下 坡 转 为 上 坡 
的 顶点 称 为 谷 点 . 当然 ,4 ,B 两 点 也 算 作 谷 点 ,而 且 是 最 低 的 谷 点 . 

开始 后 ,甲乙 二 人 同 走 上 坡 路 并 随时 保持 等 高 (下 同 ). 若 二 人 所 走 
路 段 的 两 个 峰 点 等 高 , 则 可 同时 越过 峰 点 分 别 进 入 下 一 段 下 坡 路 . 若 两 
个 峰 点 高 度 不 同 ,不 妨 设 甲 方 的 较 高 , 则 当 乙 走 到 峰 点 时 , 甲 未 到 峰 点 
而 是 走 到 与 乙 所 在 峰 点 等 高 的 一 点 处 .接着 乙 越 过 峰 点 进入 下 一 段 下 
坡 路 , 甲 则 只 能 从 坡 上 上 退 下 来 .… 

由 类 似 的 过 程 可 以 看 出 ,二 人 同时 上 坡 时 , 遇 矮 峰 者 越过 ; 二 人 同 
时 下 坡 时 , 越 高 谷 者 跨 过 .因此 , 当 二 人 在 前 进 过 程 中 同时 上 坡 或 同时 
下 坡 时 ,总 有 一 人 可 以 越 峰 或 跨 谷 前 进 . 反 过 来 说 , 当 二 人 都 无 法 前 进 
时 ,一 定 是 一 方面 临 无 法 逾越 的 高 峰 而 另 一 方 遇 到 无 法 跨越 的 低谷 ( 见 
下 图 ). 我 们 指出 ,没有 不 可 跨 过 的 深谷 , 即 这 时 有 办 法 使 乙 跨 过 谷 点 
六 .注意 ,在 乙 所 走 过 的 峰 点 中 , 至少 有 一 个 不 低 于 甲 所 越过 的 所 有 峰 
点 , 设 距 乙 最 近 的 一 个 峰 点 是 .而 在 甲 所 走 过 的 谷 点 中 ,总 有 一 个 不 
高 于 DD, 取 其 中 距 甲 最 近 的 一 个 (在 上 图 中 就 是 )A. 现在 ,让 甲乙 同时 
下 坡 , 于 是 当 乙 在 折线 由 史 到 EE 的 部 分 上 移动 时 , 甲 可 以 回 到 第 一 段 而 
乙 一 直到 达 D 并 跨 过 c p 
D. 以 后 ,因为 AC 上 的 几 
所 有 从 点 除 A 外 都 高 乙 
于 DD, 所 以 双方 至 少 有 
一 方 可 以 前 进 , 而且 乙 
即使 后 退 也 不 超过 D， ， D 
直到 乙 前 进 时 又 遇 到 
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比 DD 更深 的 谷 点 为 止 ,或 者 到 甲 越过 CC 点 又 面临 高 峰 或 低谷 为 止 .但 
这 时 又 可 重复 上 面 的 论证 .这 样 继续 下 去 ,甲乙 二 人 必然 相遇 .然后 二 
组 ”人 分 别 反 向 重复 对 方 所 走 的 路 线 即 可 完成 题 中 要 求 的 旅行 . 
5.89 在 某 城 有 1000 栋 独家 住宅 ,其 中 每 栋 住 有 1 人 .在 一 个 好 
天 气 的 日 子 里 ,每 一 个 人 都 将 自己 的 家 搬迁 了 一 次 (搬迁 之 后 ,每 栋 仍 
都 住 有 1 人 ,只 是 都 调换 了 住宅 ). 试 证 在 搬迁 之 后 ,可 以 将 1000 栋 住宅 
分 别 漆 上 蓝 色 ,绿色 和 红色 ,使 得 对 每 一 个 主人 来 说 ,他 的 新 居 和 旧居 
的 颜色 都 不 一 样 . 





(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 我 们 对 住宅 的 栋 数 ”使 用 归纳 法 来 证 明 . 当 = 2,3 时 , 结 
论 显 然 成 立 . 设 结论 当 n < 上 时 都 成 立 , 则 当 % = 时 ,我 们 任 取 一 栋 
住宅 编号 为 1, 将 原 住 1 号 的 人 所 迁 到 的 住宅 编号 为 2, 将 原 住 2 号 的 人 
所 迁 到 的 住宅 (如 果 不 是 1 号 ) 编号 为 3, 如 此 继续 下 去 , 必 存 在 自然 数 
m 世上, 使 得 原 住 m 号 住宅 的 人 迁 到 工 号 居住 .于 是 得 到 一 个 号 码 圈 ， 
其 中 居住 在 每 一 号 码 的 住宅 中 的 人 都 搬 到 下 一 个 号 码 的 住宅 .这样 , 我 
们 可 以 从 1 号 开始 按 蓝 、 绿 、 红 的 顺序 循环 染色 直到 mm ~ 1 号 住宅 ,这 时 
m 一 1 号 和 1 号 至 多 有 两 种 不 同 颜 色 , 我 们 总 可 选 1 种 颜色 来 给 m 号 住 
宅 染 色 , 使 它 与 m - 1 和 1 号 住宅 的 颜色 都 不 同 . 

大 ma = 下, 则 问题 已 经 解决 ; 若 mw < &, 则 由 归纳 假设 知 对 余下 的 
k 一 m 栋 住 宅 可 以 按 要 求 进行 染色 . 故 知 mn = 不 时 结论 仍然 成 立 . 这 就 
完成 了 归纳 证 明 . 

5:90 M 国 中 有 若干 座 城堡 ,从 每 座 城堡 都 延伸 出 3 条 大 道 .已 知 
从 某 城堡 中 出 来 一 位 骑士 ,他 沿 着 这 些 大 道 走 去 ,每 当 他 走 过 一 座 城堡 
后 , 便 转 上 相对 来 路 而 言 的 向 左 或 向 右 的 大 道 .但 是 ,如 果 他 这 次 向 左 
拐 ,那么 下 次 就 一 定向 右 拐 , 决 不 连续 两 次 拐 向 同一 个 方向 .求证 在 他 
漫游 过 程 中 , 必 在 某 个 时 刻 回 到 了 原 出 发 时 的 城堡. 

(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 设 所 有 这 些 城堡 间 的 路 段 (由 一 个 城堡 到 另 一 个 相 邻 城堡 
间 的 道路 ) 共有 n 段 , 则 当 骑 士 漫游 已 走 过 4n + 1 段 时 ,由 抽 必 原理 
知 , 必 有 某 段 路 ,他 至 少 5 次 走 过 它 .因而 ,其 中 总 有 3 次 是 沿 同一 方向 
走 过 这 一 路 段 . 走 过 这 一 路 段 后 可 能 向 左 也 可 能 向 右 拐 ,但 3 次 中 总 有 
两 次 是 拐 向 同一 方向 的 .我 们 把 这 位 骑士 两 次 走 过 的 连续 两 段 路 的 号 
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码 ( 按 他 出 发 后 走 过 的 路 段 编 号 ) 分 别 记 为 (i,i + 1 + 1), 其 中 
j > i 则 由 骑士 行走 的 规律 便 知 ? -1 和 7-1-2 和 1) -2,… 都 是 
同一 段 路 .特别 地 ,1 和 和 j 一 i+1 是 同一 段 路 .这 就 是 说 ,骑士 在 走 了 了 j- 
i 段 路 后 回 到 了 原 出 发 的 城堡 . 

5.91 生活 在 花城 的 小 矮人 中 间 流 行 感冒 病 .一 天 ,若干 小 矮人 
着 凉 后患 了 感冒 .后 来 再 没有 人 着 凉 ,但 那些 健康 的 矮人 由 于 看 记 自 己 
患 病 的 亲友 仍然 要 患 病 .已 知 每 个 矮人 患 病 正 好 一 天 ,并 且 痉 愈 后 至 少 
一 天 他 具有 人 免疫 力 ( 即 这 一 天 他 不 会 再 次 感冒 ). 每 个 健康 的 矮人 不 顾 
流行 病 而 每 天 去 看 望 自 己 的 病友 . 当 流 行 病 开 始 后 ,这 些 矮人 也 不 再 接 
种 疫苗 . 

(1) 如 果 在 流行 性 感冒 发 病 的 前 一 天 , 某 些 矮 人 因 接 种 了 疫苗 而 
在 别人 发 病 的 第 一 天 具有 免疫 力 , 问 流行 性 感冒 能 持续 多 久 ? 

(2) 如 果 在 发 病 第 一 天 全 体 矮 人 都 没有 免疫 力 , 那 么 流行 性 感冒 
迟早 必 会 结束 . 





地 上 济 


(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] (1) 我 们 把 患 病 的 ,未 患 病 且 未 接种 疫苗 的 及 接种 疫苗 的 
矮人 分 成 A,B,C 三 组 .第 一 天 ,A 组 人 得 病 ,B 和 C 组 人 来 看 望 他 们 ， 
结果 是 B 组 人 受 传染 而 得 病 但 C 组 人 无 病 . 第 二 天 ,B 组 人 患 病 ,C 组 
和 A 组 人 来 看 望 他 们 ,结果 是 C 组 人 得 病 而 A 组 人 因 感 冒 刚好 具有 一 
天 免疫 力 而 不 受 感 染 . 继 续 下 去 ,总 是 三 组 人 中 有 一 组 有 病 , 二 组 来 探 
病 者 中 一 组 受 传 染 而 另 一 组 不 得 病 . 故 知 流行 性 感冒 将 无 限 持续 下 去 . 

(2) 这 时 只 要 分 成 患 病 与 暂 未 患 病 两 组 人 .第 一 天 A 组 患 病 ,B 组 
探望 病友 后 也 患 病 .第 二 天 ,4 组 病 好 后 来 探望 B 组 病友 , 因 有 人 免疫 力 
不 绸 爱 传染 ,接着 大 家 就 都 无 病 了 .可 见 ,第 二 天 就 结束 了 . 

5.92 “ 奉 干 名 儿童 围 成 一 圈 ,他 们 手中 都 拿 有 一 些 糖 块 . 规定 进 
行 如 下 传递 ,每 次 传递 的 方法 如 下 :如 果 某 人 手中 糖 块 数 是 奇数 , 则 他 
可 再 领取 一 块 ,然后 每 人 都 把 手中 糖 块 的 一 半 传 给 右边 的 小 朋友 .求证 
一 定 可 以 经 过 若干 次 传递 ,使 得 所 有 儿童 手中 的 糖 块 数 都 相同 . 

(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 

[证 ] 不 妨 设 某 次 传递 前 手中 糖 块 数 最 多 的 人 有 2m 块 ,最 少 的 
有 27 块 ,mx > .进行 一 次 传递 后 ,结果 是 

(1) 传递 后 每 人 手中 的 糖 块 数 仍 在 2n 与 2xx 之 间 ; 
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(2) 原来 手中 糖 块 数 超过 2n 块 的 ,传递 后 仍然 超过 27 块 ; 

(3) 至 少 有 一 名 原来 糖 数 为 2n 的 孩子 ,传递 后 糖 块 数 超过 了 27 . 
事实 上 ,圈子 中 至 少 有 一 名 拿 2n 块 糖 的 孩子 的 左 邻 手中 糖 块 数 为 2h 
> 272 .传递 之 后 , 原 拿 2n 块 糖 的 孩子 手中 的 糖 块 数 变 为 n + h > 2n. 

由 于 每 传递 一 次 , 拿 2” 块 糖 的 孩子 数 至 少 减少 1 , 故 若干 次 后 ,将 
使 所 有 孩子 手中 的 糖 块 数 都 大 于 22 . 当 他 们 都 通过 领取 而 使 自己 手中 
糖 块 数 为 偶数 时 ,孩子 手中 糖 块 数 的 最 小 值 至 少 上 升 了 2. 

由 于 孩子 手中 糖 块 数 的 最 大 值 在 传递 过 程 中 不 增 而 经 过 若干 次 传 
递 之 后 最 小 值 至 少 上 升 2, 故 知 经 过 多 次 传递 后 总 可 以 使 最 大 值 与 最 
小 值 相等 , 即 所 有 孩子 手中 的 糖 块 数 都 相同 . 

5.93 7 个 小 学 生 围 坐 在 一 个 圆周 上 ,一 位 老师 沿 该 圆周 逆 时 针 
方向 行走 并 且 给 小 学 生发 糖 .从 某 个 小 学 生 开 始 发 糖 ,接着 越过 1 个 学 
生 , 给 下 个 学 生发 糖 ;然后 越过 2 个 学 生 ,再 给 下 个 学 生发 糖 ;然后 越过 
3 个 学 生 , 给 下 个 学 生发 ;… ,每 次 都 比 上 一 次 多 越过 1 个 学 生 . 问 当 ? 
满足 什么 条 件 时 ,最 终 可 使 每 个 学 生 都 得 到 糖 ?说 明理 由 . 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 将 个 小 学 生 从 1 到 ”编号 ,于 是 问题 即 为 : 当 ”为 何 值 


时 ,集合 | 方 k(k+ 1)(mod m)1&E N| 包 含 集合 10,1,…,n 一 T, 即 
包含 mod n 的 完全 剩余 系 . 
(1) 设 有 奇 素数 p, 使 得 p| n. 记 as = 十 k(k+1). 于 是 有 
ktp 一 Ok + 方 (2k 十 了 十 p)p 三 wr (mod p). 二) 


而 当 1 < i < jp 时 ,a -ao= 羡 0-DDG+5+D, 故 有 
ap-! = ayp 《mod p). © 

由 中 和 四 知 ,ja(mod p)1kE NI 不 能 包含 mod p 的 完全 剩余 系 ,从 
而 fw(mod 2)|AE NI 也 不 能 包含 mod nn 的 完全 剩余 系 10,1,.… ,7 
一 二 

(2) 设 n= 2”,m 为 非 负 整数 . 易 见 ap,m+! 二 aj(mod 2”). 对 任 
意 i,j 和 1,3,5,…2” 一 1} ,因为 i+j+1 是 奇数 而 |j 一 i| < 22+1， 
故 有 
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Ba; 关 a;(mod 71). 由 此 可 网 ,fay,as,as, ,a2711l_1(mod n)! = 10， 
1,2,…,n — 1|. 

综 上 所 述 , 当 且 仅 当 n = 2”(m 为 非 负 整数 ) 时 ,最 终 可 使 所 有 学 
生 都 得 到 糖 . 

5.94 ” 设 有 25 人 围绕 圆桌 就 坐 讨论 问题 ,每 小 时 表决 一 次 ,每 个 
人 都 表态 是 或 否 . 表态 方式 如 下 :车 在 第 n 次 表决 时 ,他 的 表决 结果 与 
左右 相 邻 2 人 中 的 至 少 1 人 相同 , 则 他 第 n + 1 次 表态 与 第 ” 次 相同 ; 
若 在 第 n 次 表决 时 他 的 表态 与 相 邻 2 人 均 不 相同 , 则 他 第 nw + 1 次 表态 
与 第 n 次 不 同 . 试 证 不 论 开始 时 大 家 如 何 表 态 , 总 存在 一 个 时 刻 ,从 此 
以 后 每 个 人 的 表态 都 不 再 改变 . “ 

(第 26 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 因为 25 是 奇数 ,所 以 在 第 1 次 表态 时 ,总 有 两 人 结果 相同 . 
不 妨 设 二 人 为 A| 和 A， ,并且 用 4 ,A;,4;,……,A42 来 依次 表示 这 25 
个 人 .显然 , 知 在 第 & 次 表决 时 有 连续 mx.(> 1) 个 人 表态 相同 , 则 这 和 
个 人 在 以 后 表决 时 的 表态 不 变 . 由 此 可 知 ,A, 和 A, 的 表态 永远 不 变 . 

设 在 第 & 次 表决 后 ,与 左右 相 邻 2 人 的 表态 均 不 相同 的 人 中 号 码 
最 小 的 是 A,, 则 在 第 & + 1 次 表决 时 ,前 mm - 1 人 的 表态 均 与 上 次 相 
同 ,而 A, 的 表态 与 上 次 不 同 ,从 而 与 A,,-1 表态 相同 .这样 一 来 ,在 第 大 
+ 1 次 表决 后 ,与 左右 相 邻 2 人 的 表态 均 不 相同 的 人 中 的 最 小 号 码 不 小 
于 m + 1. 这 表明 每 表决 一 次 ,与 左右 相 邻 2 人 的 表态 均 不 相同 的 人 的 
最 小 号 码 至 少 增加 1. 所 以 ,经 若干 次 (至 多 12 次 ) 表决 之 后 ,将 没有 人 
与 左右 相 邻 两 人 的 表态 均 不 相同 . 从 此 以 后 ,所 有 人 的 表态 都 不 再 改 

5.95 ”国王 刘 德 维 克 不 信任 自己 的 某 些 大 臣 . 他 开 列 了 全 部 大 臣 
的 名 单 ,安排 他 们 中 的 每 一 个 人 都 监视 其 余 大 臣 中 的 一 个 .他 指使 第 一 
个 大 臣 监 视 第 二 个 大 臣 的 监视 者 ,第 二 个 大 臣 监 视 第 三 个 大 臣 的 监视 
者 ,如 此 继续 下 去 ,倒数 第 二 个 大 臣 则 监视 最 后 一 个 大 臣 的 监视 者 ,最 
后 一 个 大 臣 则 监视 第 一 个 大 臣 的 监视 者 .求证 刘 德 维 克 共 有 奇数 个 大 
臣 . 


-a= 0 -i)(i+j+1) 疾 0 (mod 2”), 


(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
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[证 ] 按照 大 臣 们 相互 监视 的 顺序 把 他 们 排 
列 在 一 个 圆周 上 , 并 且 假 定 大 臣 的 人 数 为 偶数 
( 右 图 画 出 了 n = 8 的 情形 ) .容易 看 出 ,监视 第 一 个 
大 臣 的 监视 者 的 大 臣 的 号 码 是 > 而 不 是 ,此 与 已 
知 矛 盾 . . 

5.96 ” 试 证 不 可 能 把 2$ 个 人 编 成 多 于 30 个 五 
人 委员 会 ,使 得 任何 两 个 委员 会 的 公共 成 员 都 不 多 于 1 个 . 

(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 者 不然 , 设 能 编 成 31 个 五 人 委员 会 且 满 足 要 求 .因为 31 个 
五 人 委员 会 共有 155 人 , 故 由 抽 居 原理 知 有 一 人 A 至 少 是 7 个 委员 会 
的 成 员 . 又 因 已 知 任何 两 个 委员 会 的 公共 成 员 至 多 一 人 ,而 A 已 经 是 
这 至 少 7 个 委员 会 的 公共 成 员 , 所 以 这 些 委 员 会 的 其 他 成 员 互 不 相同 . 
这 样 ,不 同人 数 至 少 为 4x7+1=29 人 ,矛盾 . 

5.97 ” 某 一 委员 会 先后 开 了 40 次 会 议 , 每 次 出 席 者 都 是 10 人 ,并 
且 任 意 两 位 委员 同时 出 席 会 议 都 不 多 于 一 次 . 求证 委员 的 人 数 多 于 
60. 

| (第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 1] 每 次 会 有 10 人 出 席 , 共 可 组 成 Cio = 45 个 同时 出 席 一 次 
会 议 的 二 人 组 .因为 已 知 任何 二 人 至 多 一 起 出 席 过 一 次 会 议 , 故 知 40 
次 会 共有 40 x 45 = 1800 个 互 不 相同 的 二 人 组 . 

为 一 方面 ,如 果 委 员 数 不 超过 60, 则 他 们 至 多 可 组 成 C& = 1770 
个 不 同 的 二 人 组 .由 此 可 知 委员 人 数 一 定 多 于 60. 

[证 2] 设 委 员 会 共有 志 60 名 委员 .因为 10x 40 > 6n, 故 由 
抽 屋 原理 知 必 有 一 人 A 至 少 出 席 了 7 次 会 议 .又 因 任 何 二 人 至 多 一 起 
出 席 过 一 次 会 议 , 故 A 所 参加 的 至 少 7 次 会 议 中 ,A 所 过 到 的 委员 互 不 
相同 .因此 ,委员 会 中 的 人 数 不 少 于 9x7+1 = 64, 矛 盾 . 故 知 委员 人 数 
一 定 多 于 60. 

5-98 沿 着 一 条 笔直 的 大 道 答 立 着 113 座 宫殿 ,每 座 容 砍 内 痢 住 
着 一 位 国王 .每 天 有 一 位 国王 担当 东道 主 ,所 有 国王 一 早 便 去 他 的 宫殿 
聚会 ,直到 晚间 才 由 仆人 分 别 送 回 各 自 的 宫殿 .他 们 这 样 过 了 一 -年 ,其 
他 地 方 谁 都 未 去 过 . 试 证 在 这 一 年 里 , 住 在 最 边缘 的 国王 之 一 走 过 了 最 
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长 的 路 程 . 
(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 大 不 然 , 设 有 一 位 不 住 在 最 边缘 的 国王 A ,他 在 一 年 内 所 
走 的 路 程 比 住 在 左 和 右 方 最 边缘 处 的 两 位 国王 中 每 一 位 所 走 的 路 程 都 
长 .不 妨 设 A 在 一 年 内 往 右 边 走 的 次 数 不 少 于 往 左边 走 的 次 数 . 设 国 
王 B 是 A 的 左 邻 , 则 8B 往 右边 走 的 次 数 不 少 于 A 走 的 次 数 , 往 左 走 的 次 
数 不 多 于 A. 对 于 A 每 次 往 右 走 ,B 也 往 右 走 且 多 走 一段 从 B 到 A 的 路 
程 ;对 于 A 每 次 往 左 走 ,B 都 少 走 一 段 从 A 到 B 的 路 程 .可 见 , 邑 使 B 从 
未 到 A 的 定 砍 去 过 ,B 全 年 所 走 的 路 程 也 不 少 于 A. 依 此 类 推 , 住 在 最 
左边 缘 的 国王 全 年 所 走 的 路 程 不 少 于 A ,矛盾 . 

5.99 ”大 会 代表 们 要 选举 委员 会 ,每 一 位 代表 都 应 该 提出 10 名 候 
选 人 .如 采 某 委员 会 的 成 员 中 至 少 有 1 人 是 某 代表 所 提名 的 候选 人 , 则 
称 该 委员 会 对 于 这 位 代表 是 “恰当 ”的 .已 知 对 于 任何 6 名 代表 都 有 某 
个 仅 由 两 人 组 成 的 恰当 委员 会 ,求证 必 可 选 出 一 个 由 10 人 组 成 的 委员 
会 ,使 得 它 对 于 所 有 代表 都 是 恰当 的 . 

(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 

[证 ] 任 取 1 位 代表 g, 设 G 是 g 所 提出 的 10 名 候选 人 的 集合 . 假 
定 CC 不 是 对 所 有 代表 都 恰当 ,于 是 存在 代表 e, 他 所 提出 的 10 名 候选 人 
的 集合 与 G 不 交 . 将 G 分 成 两 个 不 交 的 子 集 G 和 G,, 使 | G1| = 
| G2| = 5; 对 EE 也 照 此 办 理 , 分 成 EE 和 五. 

下 面 来 证 明 ,4 个 集合 G; UE;(i,j = 1,2) 中 必 有 1 个 集合 对 于 所 
有 代表 都 是 恰当 的 . 若 不 然 , 则 对 于 每 个 集合 G; U EE ,都 可 以 找到 一 位 
代表 了 让 ,使 得 该 集合 对 于 他 不 是 恰当 的 . 但 这 样 一 来 对 于 SE 之 11， 
zi,z2lyz22 这 6 位 代表 ,就 不 可 能 有 一 个 二 人 委员 会 对 他 们 都 是 恰当 
的 ,此 与 已 知 矛 盾 . 

5.100 在 某 次 竞选 运动 中 ,各 个 政党 共 作 出 p 种 不 同 的 诺言 (p 
> 0), 茶 些 政 党 可 以 作出 相同 的 诺言 ,任何 两 党 都 至 少 有 一 种 公共 诺 
言 ,但 没有 两 党 作出 全 部 相同 的 诺言 .证 明 政 党 的 个 数 不 多 于 22?-1. 

(第 4 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 假设 有 NN 个 政党 ,他 们 的 诺言 分 别 组 成 集合 Sj , S;,…，, Sv. 

由 题 设 ,S; 中 任 两 个 都 不 相同 , 且 任 两 个 都 有 公共 元 素 , 从 而 没有 
Sj; 是 S; 的 补 集 ,所 以 在 S1,S,,…,Sv 中 至 多 有 诺言 集合 所 有 子 集 个 数 
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nl 1 pp-i 
的 二 , 即 NN 志 一 22 = 2P71. 


组 另 一 方面 ,N = 22 : 是 可 以 达到 的 . 设 P,P,,… ,Ps 是 p 种 不 同 
的 诺言 ,A1,A，,…,Az?-! 是 |1P,,P;3,… ,P| 的 子 集 , 那 么 每 一 个 政党 
可 对 应 一 个 诺言 的 子 集 {Py} U A;(i = 1,2,…,22 ), 因 此 政党 的 个 数 
可 以 多 到 2?71 个 . 

5.101 给 2000 人 依次 编号 为 1,2,… ,2000, 如 果 某 几 个 人 (可 以 
1 人 ,但 不 可 无 人 ) 的 编号 之 和 是 5 的 倍数 , 则 称 之 为 “ 优 团 ”. 求 这 2000 
人 可 组 成 的 所 有 “ 优 团 ” 的 个 数 . 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1993 年 ) 


中 


[ 解 ] 令 
S,， = {1,2,.… ,ni. 
对 于 S, 的 子 集 , 按 其 中 数 之 和 模 5 的 值 分 成 5 类 : M,j = 0,1,2,3,4. 
记 这 5 类 子 集 的 个 数 分 别 为 a ,b, ;c,d,,e,. 显 然 ,本题 就 是 要 求 出 





A 000 ， 
按 定 义 知 

an t+ bt+ce, +d, te, = 2",n=0,1,2,…, (DD 
日 有 

asn = dasnisasn-l 二 Qsn-2 + Os»-2, 

Qsn-2 = asn3 + Csn-305n 2 = O53 + dsn-3: 
从 而 有 

as = 2(asn-3 + bsn-3 + csn 3 + dsn-3) 

= 2(2°"3 — es,_3). ©O 

又 因 


C5n-3 二 sn-4 t Csn-4€5n-4 = Esn-5 + dsn-s, 
C5n-4 二 C5n-5 十 Osn-s. 
代入 @ 即 得 
as» = 2(2°" ?~ bsn-s— Csn-s — dsn-s ~ esns) 
= 2(25773 - 25n-5 + qs s) 
= 3xX 24 424s. 国 
利用 3 式 递 推 即 得 
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41 
= 3x 2 Sr + 2 由 
特别 地 ,在 中 令 nn = 400, 即 得 
] 
ao = 2% | 二 (210%0 — 1) +1] ®) 


按 题 中 要 求 , 空 集 不 算 在 内 , 故 由 名 知 优 团 总 数 为 azoo 一 1 = 
240| 1 (21m 1) +1|- 1 


5.102 议会 中 共有 2000 名 议员 ,他 们 决定 审核 国家 财政 预算 , 预 
算 支 出 共有 200 项 条 款 .每 名 议员 都 拿 到 一 份 预 算 草 案 ,并 根据 本 人 的 
判断 , 逐 款 列 出 该 项 支出 所 能 达到 的 最 大 限额 .但 全 部 数额 之 和 不 超过 
给 定 的 总 限额 S. 议会 逐 款 审定 各 项 支出 的 拨款 数目 时 , 均 将 其 确定 为 
至 少 有 有 名 议员 所 同意 的 数目 ( 即 至 少 有 有 & 名 议员 所 给 出 的 最 大 限额 
不 低 于 该 数目 ). 问 最 少 应 将 二 确定 为 多 少 ,才能 保证 最 终 所 通过 的 拨 
款 总 数 不 超 过 限额 S? 

(第 54 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 将 2000 名 议员 分 成 200 组 ,每 组 10 人 并 将 这 些 组 从 1 到 
200 编号 .对 每 个 i,1 二 i 二 200, 第 i 组 中 的 10 人 都 否决 第 i 项 条 款 而 


同意 给 其 余 的 199 项 条 款 各 拨款 195 . 若 事先 确定 4 = 1990, 则 表决 结 


果 将 是 每 项 条 款 都 得 到 拨款 [85 ,全 部 拨款 将 超过 S. 所 以 A = 1990 是 
不 够 的 , 即 至 少 应 为 1991 

另 一 方面 , 当 & = 1991 时 ,对 于 每 一 项 支出 , 均 只 有 至 多 9 名 议员 
所 提 的 款 数 限额 少 于 所 通过 的 款 数 . 因而 对 于 200 项 条 款 来 说 ,至 少 有 
1 项 条 款 的 所 提 限 额 少 于 所 通过 的 款 数 的 议员 总 数 少 于 1800 人 , 故 知 
总 有 1 名 议员 所 提 的 各 项 限额 均 不 小 于 所 通过 的 款 数 . 由 于 前 者 的 限 
额 之 和 不 超过 S, 故 所 通过 的 款 数 之 和 也 不 超过 S, 即 当 = 1991 是 足 
够 了 . 

综 上 可 知 ,k 的 最 小 值 为 1991. : 

5.103 ” 设 火 星 上 有 100 个 互相 敌视 的 国家 .为 了 维护 和 平 ,决定 
结 成 磊 干 个 联盟 ,要 求 每 个 联盟 至 多 包括 50 个 国家 ,而 任何 两 国都 至 
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少 要 同属 于 一 个 联盟 .试问 

(1) 为 了 满足 上 述 要 求 , 最 少 要 建立 多 少 个 联盟 ? 

(2) 如 果 还 要 求 任何 两 个 联盟 的 并 集 都 不 多 于 80 个 国家 ,结果 又 
如 何 ? 

(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 因为 每 个 联盟 至 多 有 50 个 国家 , 故 在 这 个 联盟 中 ,每 国 至 
多 有 49 个 盟国 .但 结盟 之 后 ,每 个 国家 有 99 个 盟国 ,所 以 每 个 国家 至 少 
要 加 入 3 个 联盟 .从 而 100 个 国家 所 结 成 的 联盟 的 数目 不 少 于 3x 100 二 
50 = 6 个 . 

(1) 将 100 个 国家 均 分 成 4 组 ,每 组 25 个 国家 ,每 两 组 的 50 个 国家 
结 成 一 个 联盟 , 共 得 C4 = 6 个 联盟 ,容易 验证 这 6 个 联盟 便 满足 要 求 ， 
故 这 时 最 少 结 成 6 个 联盟 . 

(2) 将 100 个 国家 均 分 成 10 组 ,每 组 10 国 .将 这 10 组 从 1 到 10 编 
号 并 令 下 列 每 5 组 结 成 一 个 联盟 , 共 6 个 联盟 : 

11,2,3,4,5},11,2,6,7,8|, {1,3,6,9,101, 
(12,4,7,9,10| ,13,5,7,8,9!,14,5,6,8,101. 
容易 验证 ,这 6 个 联盟 满足 全 部 要 求 , 故 这 时 也 是 最 少 结 成 6 个 联盟 . 

5.104 ”已 知 某 团 体 有 n(n 之 5) 个 成 员 , 并 且 有 nn + 1 个 三 人 委 
员 会 ,其 中 任何 两 个 三 人 委员 会 的 成 员 都 不 完全 相同 .求证 一 定 有 两 个 
三 人 委员 会 恰好 有 一 个 成 员 相 同 . 

(第 8 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 1] 个 成 员 在 n + 1 个 三 人 委员 会 中 出 现 的 总 人 次 为 3(n + 
1) .由 抽 尾 原理 知 ,总 有 一 个 成 员 a ,出 现 的 次 数 x 宇 4. 设 A}, A,,…， 
A,, 是 所 有 包含 a 的 三 人 委员 会 . 

谷 命题 结论 不 成 立 , 则 任何 两 个 三 人 委员 会 或 者 3 个 成 员 全 不 相 
同 ,或 者 惟有 两 个 成 员 相 同 .我 们 断言 ， 

A; = la,b,cl,i = 1,2,.,m, 由 
其 中 诸 c; 互 不 相同 . 若 不 然 , 设 有 
Al = la,b,ci| ,A; = la,b,c!l,As = ia ,clyc|， 
则 As 无 法 存在 , 故 四 式 成 立 ， 

下 面 用 归纳 法 来 证 明 . 若 2 = 5 时 结论 不 成 立 , 则 由 外 知 A ,A,， 

A;,A4 中 已 有 6 个 不 同 成 员 ,此 不 可 能 , 故 知 n = 5 时 结论 成 立 . 
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设 命题 对 5 过 n < 之 上 上 成立, 但 n = 时 命题 结论 不 成 立 . 从 k++ 1 
个 委员 会 中 去 掉 忆 式 所 列 的 nm 个 委员 会 后 , 尚 有 上 一 m+ 1 个 委员 会 
且 其 中 均 不 含 a .容易 看 出 ,它们 中 既 不 含 5 也 不 含 c;,i = 1,2,…,m. 
因此 ,这 上 一 m + 1 个 委员 会 都 是 由 余下 的 &- m -2 个 人 组 成 的 . 记 
k-m-2=, 于 是 k-mt+1=h+3. 若 hi 才 4, 则 因 C3 过 及 , 故 知 
由 万 个 人 不 能 组 成 h + 3 个 三 人 委员 会 ,所 以 之 5. 于 是 由 归纳 假设 知 
其 中 必 有 两 个 三 人 委员 会 中 恰 有 一 个 成 员 相 同 ,此 与 反 证 假设 矛盾 ,这 
就 完成 了 证 明 . 
[证 2] 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 nn = 5 时 , 互 不 相同 的 三 人 委员 
会 共有 10 个 .把 它们 分 成 如 下 的 5 对: 
(ta,b,cl,la,d,el),(ib,adl,ib,c,el), 
(lc,a,el,ic,b,di),(ld,a,cl,id,b,el), 
(le,a,bl,ie,c,d}). 
易 见 ,每 对 中 的 两 个 委员 会 恰 有 1 个 公共 成 员 . 这 时 n + 1 = 6, 由 抽 尼 
原理 知 ,6 个 三 人 委员 会 中 必 有 两 个 是 上 述 5 对 中 的 1 对 ,这 两 个 委员 
会 即 为 所 求 , 即 xn = 5 时 结论 成 立 . : 
设 当 5 过 < 时 命题 成 立 .考察 n = 上 的 情形 
(1) 如 果 有 某 个 成 员 至 多 是 有 + 1 个 委员 会 中 之 一 的 成 员 , 则 当 去 
掉 这 个 成 员 时 ,k -1 个 成 员 至 少 组 成 个 委员 会 ,由 归纳 假设 便 知 命 
题 结论 成 立 . 
(2) 设 每 个 成 员 都 至 少 是 上 + 1 个 委员 会 中 的 两 个 委员 会 的 成 员 . 
任 取 一 个 委员 会 1a ,b,ci ,对 于 成 员 a ,b,c 都 至 少 还 有 1 个 委员 会 含 
有 他 . 若 结论 不 成 立 , 则 含有 a 的 委员 会 还 含有 46,c 之 一 ,不 妨 设 为 |a， 
b,d1, 其 中 4 关 c. 还 有 一 个 售 c 的 委员 会 , 它 还 含有 a ,5 之 一 ,从 而 又 
必 会 d ,不 妨 设 为 ia ,c,d| .容易 验证 , 除 这 3 个 委员 会 之 外 ,不 能 再 有 
含 a 的 委员 会 ,但 可 能 还 有 委员 会 15,c,dj 而 不 能 再 有 舍 有 65, 或 < 或 
d 的 委员 会 .因此 , 当 把 a,5,c,d 4 人 去 掉 时 ,至 多 去 掉 4 个 委员 会 , 即 
由 余下 的 一 4 个 人 组 成 的 委员 会 至 少 有 一 3 个 . 
这 时 ,石上 -4 委 4, 则 CC. 去 &-4, 即 由 太 -4 人 无 法 组 成 到 一 
3 个 三 人 委员 会 ,所 以 有 上-4 宇 5. 这样 一 来 ,由 归纳 假设 便 知 其 中 必 
有 两 个 委员 会 恰 有 一 个 公共 成 员 , 此 与 反 证 假设 蔬 盾 .这 就 完成 了 归纳 证 
明 . 





汗 闵 冲 广 坎 洪 冰球 广 
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5-105 在 密 裔 弗 洛 斯 总 统统 治 的 国家 中 ,新 一 届 总 统 的 选 期 痢 
近 了 .国内 共有 两 千 万 选民 ,但 其 中 只 有 占 人 口 百 分 之 一 的 正规 军 支 持 
组 原 总 统 . 密 朗 弗 洛斯 既 想 继续 当 总 统 , 又 想 使 选举 成 为 民主 的 .于 是 他 
这 样 来 安排 “民主 选举 ”: 先 把 全 体 选 民 分 成 人 数 相同 的 大 组 ;其 中 每 一 
个 大 组 再 分 成 知 干 个 人 数 相等 的 次 大 组 ;然后 这 些 次 大 组 再 继续 分 组 ， 
直到 多 次 分 组 得 到 的 最 小 组 进行 首 轮 选举 ,并 以 简单 多 数 选举 1 名 代 
表 参 加 下 一 层次 的 选举 .每 个 层次 的 组 内 选举 都 以 简单 多 数 选举 1 名 
代表 ,直到 每 个 大 组 选 出 1 名 代表 .最 后 由 这 些 代 表 直 接 按 简单 多 数 来 
选举 总 统 . 密 朗 弗 洛 斯 按 自己 的 意愿 将 选民 分 组 ,并 指示 他 的 拥护 者 们 
该 如 何 参加 选举 . 问 他 能 通过 这 样 的 操纵 来 使 自己 当选 吗 ? 
(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 】 他 可 以 获胜 . 总 统 的 支持 | 代表 总 数 | 支持 人 数 
者 共有 20 万 人 .如 果 最 小 的 组 由 5 人 二 ao 一 和 
组 成 而 总 统 将 他 的 支持 者 每 3 人 安排 121 800000 
在 一 个 选举 小 组 中 , 则 选举 之 后 产生 
的 4 百 万 名 代表 中 支持 总 统 的 有 0 823 
66666 人 .再 按 这 个 办 法 进行 7 个 层次 | 6_ 
的 选举 ,结果 可 列表 如 下 7 256 | 91 
然后 第 8 层次 选举 每 8 人 一 组 ,总 统 把 自己 支持 者 每 5 人 安置 在 1 
组 .于 是 产生 的 32 个 代表 中 ,有 18 人 是 总 统 支持 者 . 这 次 直接 选举 总 统 
就 可 以 了 . 
5*106 7 个 国家 , 每 国 3 名 代表 组 成 的 m 个 委员 会 A (1)， 
A,(2),…,A,(m) 称 为 一 个 会 圈 ,如 果 
(1) 每 个 委员 会 都 有 >? 名 成 员 ,他 们 分 别 属于 ”个 国家 ,每 国 1 名 ; 
(2) 任何 两 个 委员 会 的 成 员 都 不 完全 相同 ; 
(3)A,(i) 和 A,(i + 1) 没有 公共 成 员 ,i = 1,2,…,m. 并 约定 
A(m+1)= A,t(1); 
(4) 若 1 之 -7|<m 一 1, 则 A,(i) 与 A,(j) 至 少 有 1 名 公共 
成 员 . 
问 是 否 存 在 一 个 由 11 国 组 成 的 1990 个 委员 会 的 会 圈 ? 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 


ox o> 















[ 解 ] 存在 . 
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将 由 ?个 国家 组 成 的 六 个 委员 会 的 会 圈 记 为 (m,n ) ,并 将 由 委员 
会 A,(7i) 的 全 体 成 员 和 第 n + 1 个 国家 的 第 ; 名 代表 组 成 的 会 议 记 为 
(A,(i),7). | 

设 1A,(1),A,(2),…,A,(m)| 是 一 个 (m,n) 会 圈 . 当 m 为 奇数 
时 ,iCA,(1),1), CA,(2),2), AC3),1),, (A,(m),1),(A,(1),2), 
(A,(2),DD,…,(A,(m),2)| 就 是 一 个 (2m ,n+1) 会 圈 , 其 中 第 2 个 分 
量 交 蔡 地 取 值 1 和 2; 当 为 偶数 时 ,1(A,(1),3), (A,(2),1)， 
(A,(3),2), CA,(4),1), (A,(S),2),.…, (A,(k — 2),1), (A,(k — 1), 
2), (AR) 3) (A,(k — 1),1), (A,(k — 2),2),…, (A,(5),1), 
(A,(4),2),(A,(3),1),(A,(2),2)! 就 是 一 个 (2(k 一 1),n +1) 会 圈 ， 
其 中 上 为 一 个 不 大 于 nm 的 偶数 ,并 且 除 了 A,(1),A,(k) 对 应 的 第 2 个 
分 量 是 3 外 ,其 余 委 员 会 的 第 2 个 分 量 交替 取 值 1 和 2. 

显然 ,A1(1) = 11 ,A1(2) = 121,A1(3) = 131 组 成 一 个 (3,1) 会 
圈 . 于 是 ,按照 上 面 给 出 的 构造 新 会 圈 的 方法 ,可 以 依次 得 到 会 圈 (6， 
2), (10,3), (18,4), (34,5), (66,6), (130,7), (258,8), (514,9), 
(1026,10). 再 取 &A = 995, 即 可 得 到 (1990,11) 会 圈 . 

5.107 别 佳 有 一 套 由 小 薄 木 块 组 成 的 玩具 , 装 
在 一 个 矩形 的 盒子 里 , 铺 开 成 一 层 , 丛 好 盖 满 整个 合 | | [| 
底 . 每 一 个 小 木 块 的 面积 都 是 3cm2 , 其 形状 或 为 矩 
形 ,或 为 角形 ( 右 图 ). 别 佳 说 : 丢 了 一 块 角形 木 块 后 ,他 用 
一 块 矩形 木 块 来 代替 , 仍 能 用 这 些 木 块 恰好 盖 满 盒 底 . 问 
能 否 断 定 别 佳 是 在 说 谎 ? 

(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 不 能 断定 .例如 当 角 形 木 块 有 7 块 ,矩形 木 块 

为 1 块 时 , 盒 底 为 4x 6 矩形 时 ,就 仍然 可 以 铺 满 , 见 右 图 .显然 ,还 可 以 


举 出 更 多 的 这 种 例子 . 
real 


5.108 ”已 知 某国 的 居民 不 是 骑士 就 
是 无 赖 ,骑士 说 实话 而 无 赖 总 是 说 谎 . 我们 
四 





尘 讼 池 访 首 流 并 汪 广 









碰 上 该 国 的 3 位 居民 A,B,C,A 说 :“ 如 果 外 
C 是 骑士 ,那么 B 是 无 赖 .”C 说 :“A 和 我 
不 同 ,一 个 是 骑士 ,一 个 是 无 赖 .” 问 3 个 
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人 中 , 谁 是 骑士 , 谁 是 无 赖 ? 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 设 A 为 骑士 . 若 C 也 是 骑士 , 则 由 C 的 话 为 实 知 A 应 为 天 
g| 。” 圳 ,矛盾 ;车 C 为 无 赖 , 则 C 的 话 为 谎话 ,从 而 A 亦 应 为 无 赖 ,矛盾 .可 
见 ,A 为 无 粮 
“再 由 A 的 话 为 谎话 可 知 C 是 骑士 ,B 也 是 骑士 .所 以 A 是 无 粮 ,B 
和 C 都 是 骑士 


5.109 S 城 呈正 方形 , 它 有 6 条 道路 , 即 正方 形 的 4 条 边 和 两 条 中 
位 线 .一 个 警察 沿 着 道路 追捕 一 个 苞 徒 .如 果 在 某 一 时 刻 警 察 和 歹徒 处 
于 同一 条 道路 上 ,那么 歹徒 就 向 警察 投降 . 试 证 当 警 察 速度 大 于 歹徒 速 
度 的 2.1 倍 时 ,警察 必 能 抓 住 歹徒 . 

(第 41 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 警察 可 先 占 据 正 方形 的 中 心 O. 这 时， 
罗 徒 只 能 在 正方 形 的 某 条 边 上 且 不 能 处 于 中 点 . 

首先 ,警察 没 正 方形 OABC 跑 一 圈 , 如 果 没 有 
抓 到 多 人 徒 ， 就 依次 沿 正方 形 OGHA ,OEFG， 
OCDE , OABC 追查 下 去 并 循环 追查 ,经 有 限 次 后 ， 
必 可 抓 住 妥 徒 . 

事实 上 ,如 果 警 察 在 跑 过 第 一 个 正方 形 时 没有 
抓 到 歹徒 , 则 因 警 察 位 于 点 B 时 歹徒 不 能 在 HB， (a) 
BD 两 条 边 上 ,所 以 当 警 察 返 回 中 心 点 O 时 ,歹徒 
只 能 位 于 形 如 右 图 所 示 的 折线 上 ,其 中 PID = 上 &， 
HQ1 = 2&k ,此 处 设 正 方形 BDFH 的 边 长 为 2, 而 有 开 
为 和 警察 跑 过 路 程 1 时 歹徒 所 走 的 路 程 长 度 . 按 已 P, 
知之 二 = 0.4762. ° “ 

接着 ,警察 沿 正 方形 OGHA 追查 . 这 时 ， 和 
多 徒 可 能 由 点 Pi 出 发 向 点 B 移动 ,也 可 能 由 点 
Qi 出 发 向 点 B 移动 .但 当 警 察 到 达 点 及 时 ,歹徒 (6) 
均 未 到 达 点 BB, 故 车 为 后 者 ,歹徒 必然 被 抓 住 . 若 
仍 未 抓 住 丈 徒 , 则 必 为 前 者 . 因此 , 当 警 察 回 到 点 O 时 ,歹徒 只 能 位 于 
图 (c) 所 示 的 折线 上 ,其 中 P;B = SR 一 2 之 ,FQ, = 2k. 比较 图 (0) 与 
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(5) 中 的 两 条 折线 可 以 看 出 , 当 把 图 (c) 中 的 折线 
绕 点 O 六 时 针 旋 转 90" 时 ,点 B,D,FF,Q, 分 别 重 
合 于 点 D, 下 , 理 , Q1, 但 点 P; 落 在 线段 DP 之 内 ， 
即 后 一 条 折线 比 前 一 条 短 ,长 度 差 为 2~4k >0. 不 
难看 出 ,以 后 警察 每 追 过 一 个 正方 形 ,歹徒 可 潜伏 
的 折线 长 度 都 减少 2 - 4&. 从 而 经 有 限 次 之 后 即 可 
抓 住 歹徒 . 

5.110 公园 里 有 6 条 道路 成 田 字形 , 即 其 Ce) 
中 4 条 为 一 个 正方 形 的 4 条 边 , 另 两 条 是 正方 形 的 两 组 对 边 的 中 点 连 
线 .小 男孩 卡 亮 从 和 爸爸 妈妈 身边 跑 开 了 且 总 沿 着 这 6 条 路 跑 . 如 果 他 跑 
的 速度 比 爸 和 爸 和 妈妈 都 快 两 倍 ,而 三 人 在 整个 过 程 中 都 可 以 互相 看 见 . 
问 和 爸爸 和 妈妈 能 否 抓 住 卡 亮 ? 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 可 以 抓 住 卡 亮 .只 要 和 爸爸 站 在 右上 图 黑 
点 所 示 的 位 置 , 它 距 A 的 距离 是 与 点 O 距离 的 两 
倍 , 随 时 监视 点 O 和 点 A, 便 可 使 小 卡 亮 无 法 通过 
这 两 点 . 这 样 一 来 , 田 字 形 的 路 中 就 再 没有 回路 了 
( 见 右 下 图 ). 于 是 妈妈 跟 在 卡 亮 后 面 追 ,就 一 定 可 
以 抓 住 卡 亮 了 . 

5.111 X 城 有 10 条 无 限 长 的 平行 大 道 ,它们 每 


经 过 相等 的 一 段 长 度 就 与 一 条 横 街 相交 .两 个 沿 着 大 
道 与 横 街 巡逻 的 警察 ,试图 发 现 可 能 藏 于 街 边 屋 后 的 
儿 徒 .如果 尹 徒 与 警察 出 现在 同一 条 大 道 或 横 街 上 ， 


歹徒 即 可 被 发 现 .已 知 芍 徒 的 速度 不 超过 警察 速度 的 
10 倍 , 且 一 开始 时 他 们 之 间 的 距离 都 不 超过 100 个 路 





段 (每 两 个 相 邻 的 路 口 之 间 的 一 段 道路 称 为 一 个 路 段 ). 求 证 警察 能 够 


发 现 歹 徒 . 
(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 大 道 是 东西 向 的 ,横道 是 南北 向 的 . 自 北 而 南 将 大 
道 依 次 编号 为 1,2,… ,10. 开始 时 ,警察 甲 站 在 2 号 大 道 的 一 个 道口 上 ， 
负责 监视 整 条 大 道 ,于 是 歹徒 无 法 横越 2 号 大 道 .这 时 警察 乙 在 1 号 大 
道 的 相应 路 口上 , 先 向 东 巡 察 100 个 路 段 ,再 回 过 头 来 向 西 巡 视 100 个 
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路 段 . 如 果 歹 徒 躲藏 于 这 两 条 大 道 之 间 的 带 形 区 域 中 ( 称 之 为 1 号 区 
域 ,2 号 ,3 号 区 域 依次 定义 ) ,他 将 被 发 现 .如 果 没 发 现 歹徒 , 则 乙 走 到 3 
号 大 道 进行 监视 ,再 由 甲 巡 察 2 号 区 域 , 同 时 监视 2 号 大 道 , 防 止 歹徒 逃 
向 1 号 区 域 .这样 继 续 下 去 ,迟早 必然 发 现 歹 徒 . 
5.112 ”一 些 田 孩 与 女孩 组 成 一 个 n x n 的 方 阵 , 我 们 已 知 每 行 

每 列 及 每 条 平行 于 对 角 线 的 直线 上 的 女孩 的 人 数 .对 于 哪些 ,这 些 信 
息 足 以 确定 方 阵 中 哪些 位 置 为 女孩 ?对 于 哪些 位 置 ,可 以 断定 那里 是 否 
有 女孩 ? 


演示 滴 


(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,对 于 n = 1,2,3, 信 息 是 足够 的 . 当 ”= 4 时 ,信息 未 
必 足 够 . 右 表 中 数字 1 和 0 分 别 代表 女孩 与 男孩 . 当 
将 1 和 0 互 换 时 ,所 有 的 信息 均 不 改变 . 另 一 方面 ,4 
角 的 位 置 是 否 女 孩 可 以 确定 ;中 央 4 个 位 置 也 可 以 确 
定 . 例 如 图 中 男 “x” 的 位 置 .由 第 1 行 数 之 和 与 第 1 列 
数 之 和 已 知 ,a ,5,c 这 3 个 角 位 之 数 已 知 ,“x” 格 左 
方 与 上 方 两 格 中 的 数 之 和 也 已 知 , 故 "x” 格 左下 方 与 
右上 方 两 数 之 和 已 知 ,从 而 “x” 格 中 的 数 可 以 确定 . 由 对 称 性 知 中 央 4 
个 位 置 是 否 女 孩 均 可 确定 . 

当 w = 5 时 ,和 角 上 的 4 个 位 置 均 可 确定 . 中心 位 置 也 可 以 确定 .事实 
上 , 当 记 第 i 行 ; 列 的 女孩 数 为 a; 时 , 便 有 

3a33 = > ai 一 >， ai + (aat+ Cs ) 十 (al4 + a2s) 


=] jz31=1 





+ apt on) + (a + as) + Da 十 0 
=6 


易 见 ， 其 中 每 个 和 式 或 括号 中 的 和 数 都 是 已 知 的 ， 所 以 a33 可 以 求 得 . 
但 其 余 的 20 个 位 置 都 是 无 法 确定 的 ,这 只 要 参照 4x 4 方 阵 中 有 8 个 位 
置 无 法 确定 的 理由 即 可 推 得 . 

当 ? 之 6 时 , 仅 有 角 上 的 4 个 位 置 可 以 确定 . 因为 mx 守 方 阵 中 总 
可 划 出 一 个 5 x 5 的 方 阵 ,使 所 论 位 置 既 不 是 这 子 阵 的 角 上 也 不 是 中 
心 . 

5 113 ” 设 有 30 个 人 坐 在 一 张 圆桌 的 周围 ,其 中 的 每 个 人 都 或 者 
是 白痴 ,或 者 是 聪明 人 .对 在 座 的 每 个 人 都 提问 :“ 你 右边 的 邻 座 是 聪明 
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人 还 是 白痴 ?” 聪明 人 总 是 给 出 正确 的 答案 ,而 白痴 则 赋 可 能 问答 正 
确 , 也 可 能 回答 得 不 正确 .已 知 日 奖 的 个 数 不 超 过 下 , 求 总 可 以 指出 1 
位 聪明 人 的 最 大 的 F. 
(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 】 设 日 痢 的 人 数 顾 和 0. 把 围 坐 在 圆桌 周围 的 所 有 人 分 组 如 
下 :彼此 相 邻 坐 在 一 起 的 聪明 人 作为 一 组 ;彼此 相 邻 坐 在 一 起 的 白痴 也 
作为 一 组 .于 是 共 得 2& 组 ,其 中 聪明 人 有 上 组 ,白痴 有 组 ,而 且 交 替 
分 布 在 圆桌 周围 .将 第 i 组 聪明 人 的 人 数 记 为 w; ,第 i 组 白痴 的 人 数 记 
为 f,i = 1,2,…, 上 .显然 有 
wt wt + wt fi 让 = 30， 
fit+frt*+h=F. () 
必 守 由 彼此 相 名 四 被 大 信和 为 更 明和 人 的 颇 序列 .显然 ,由 一 组 聪明 人 
Cw; 个) 所 形成 的 这 种 序列 的 项 数 不 小 于 rw -=- 1, 而 且 序 列 中 只 要 有 一 
项 是 聪明 人 ,他 后 面 的 人 都 是 聪明 人 .而 由 一 组 白痴 所 产生 的 这 种 数列 


的 长 度 则 不 超过 fi 一 1 因而 , 当 ww = > 3 时 ,这 ww 位 联 


明 人 所 产生 的 序列 的 项 数 不 小 于 任何 / ,从 而 知 这 个 序列 不 能 光 由 日 
痴 构 成 , 故 其 中 最 后 1 人 必 为 名 副 其 实 的 聪明 人 .这 时 ,我 们 有 





潜 王 只 认 阁 潜水 缠 六 


ww 30 EE, WF- p+l, 
30— 323- Ep. ktl,k=1,2,..…,F, ©O) 


k 
即 不 等 式 @ 对 所 用 成 立时 可 以 指出 1 位 聪明 人 .不 等 式 名 计价 于 
k*-(F+1l)k£+30-F>0 
对 所 有 1 志 上 志 下 成 立 ,而 这 又 只 须 
A={(F+1)+4(F -30)<0. G) 
由 名 解 得 
F<-3+ vi128<-3+12 = 9. 

可 见 ,当下 之 8 时 可 以 依据 已 知 的 答案 而 指出 1 位 聪明 人 . 

为 一 方面 ,当下 = 9 时 ,上 述 结论 不 再 成 立 , 即 并 不 总 是 可 以 指出 1 
位 聪明 人 .为 此 ,我 们 考察 右 图 所 示 的 30 个 人 ,其 中 黑 点 表示 白痴 ,小 
网 轿 表 示 聪 明 人 ,其 中 共有 9 个 白痴 .图 中 与 有 f 的 人 被 他 的 左 邻 指 为 
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白痴 ,其 他 人 均 被 指 为 聪明 人 . 易 见 , 当 将 此 图 绕 中 
心 沿 逆 时 针 方向 旋转 60° ,120" ,180" ,240" ,300" 时 ， 
答案 不 变 ,而 实际 上 则 每 个 位 置 都 既 可 为 聪明 人 ， 
也 可 能 变 为 白痴 .所 以 ,以 答案 为 基础 无 法 指出 任 
何 1 个 真正 的 聪明 人 . 

综 上 可 知 ,F 的 最 大 值 为 8. 

5.114 ” 某 次 化 学 会 议 共 有 有 人 参加 ,其 中 有 
化 学 家 也 有 炼丹 术士 , 且 化 学 家 人 数 多 于 炼丹 术 
土 . 已 知 对 任何 问题 的 回答 ,化 学 家 们 总 是 说 真 话 ,炼丹 术士 们 则 有 时 
说 真 话 , 有 时 说 谎话 .一 位 劳 听 会 议 的 数学 家 试图 判明 每 一 位 与 会 者 的 
身份 , 即 确定 他 们 中 究竟 谁 是 化 学 家 , 谁 是 炼丹 术士 .他 于 是 向 每 一 
与 会 者 都 提出 一 些 问题 :" 某 人 是 化 学 家 还 是 炼丹 术士 ?”( 当 然 可 以 提 
问 :“ 你 本 人 是 化 学 家 还 是 炼丹 术士 ?”) 试 证 数学 家 只 需 提 出 2& -- 3 个 
问题 , 即 可 判明 所 有 与 会 者 的 身份 . 

(第 42 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 将 所 有 与 会 者 排 成 一 行 并 从 1 到 上 编号 .数学 家 从 1 号 开 
始 ,逐个 询问 他 对 其 右 邻 的 看 法 . 设 第 n 号 与 会 者 是 第 一 个 认为 其 右 邻 
( 即 第 n + 1 号 与 会 者 ) 是 炼丹 术士 的 人 ;而 从 第 1 号 到 第 n - 1 号 都 认 
为 目 己 的 下 一 号 是 化 学 家 .于 是 将 第 和 nn +1 号 两 人 叫 出 队列 ,并 再 
向 第 n -1 号 提问 对 其 新 右 邻 的 看 法 ;如 此 继续 下 去 .最 后 ,在 叫 出 若干 
对 人 之 后 ,到 达 队 尾 . 这 样 一 来 ,队列 中 的 每 个 人 都 认为 自己 的 右 邻 是 
化 学 家 ;而 被 叫 出 列 的 每 一 对 人 中 ; 则 都 是 前 1 人 认为 自己 的 右 邻 是 炼 
丹 术 士 .由 此 可 知 

(1) 在 出 列 的 每 对 人 中 ,都 至 少 有 一 人 是 炼丹 术士 ; 

(2) 仍然 留 在 队列 中 的 人 中 ,化 学 家 比 炼丹 术士 多 ,特别 地 ,队列 
中 可 能 只 剩 下 1 个 人 ,他 当然 是 化 学 家 ; 

(3) 如 果 留 在 队列 中 的 第 ; 人 是 化 学 家 ， 那么 他 后 面 的 每 人 都 是 化 


学 家 .进一步 地 , 若 队列 中 有 m 人 , 则 后 | 至 |+ 1 人 都 是 化 学 家 . 
迄今 ,数学 家 共 所 了 一 1 个 问题 . 设 出 列 的 共有 及 对 人 . 如果 = 

1, 则 有 对 出 列 人 中 的 每 对 中 恰 有 1 个 炼丹 术士 (否则 炼丹 术士 人 数 多 

于 化 学 家 ). 于 是 只 要 向 队列 中 的 化 学 家 提问 h 个 问题 ,询问 每 对 中 1 
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人 的 身份 就 可 以 了 . 如果 m 宇 2, 则 队列 中 至 少 后 两 人 是 化 学 家 .于 是 
只 要 向 最 后 1 人 提问 至 多 上 ~ 2 个 问题 ,依次 间 清 其 他 人 的 身份 就 行 
了 .可 见 , 只 需 提 不 超过 2k 一 3 个 问题 ,就 可 以 弄 清 所 有 与 会 者 的 身份 . 

5.115 ”和 森林 中 长 有 检 树 和 桦 树 ,并 且 在 离 每 棵 枞 树 刚 好 为 1 干 米 
的 距离 上 都 恰 长 有 10 棵 桦 树 . 森林 的 管理 人 说 , 林 中 的 枞 树 多 于 桦 树 . 
问 他 的 话 能 是 真 话 吗 ? 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 1] 可 以 是 真 话 .我 们 来 构造 满足 题 中 要 求 的 例子 .为 此 ,我 
们 依次 构造 枞 树 和 桦 树 的 配置 图 G|,G,,G3,… ,使 得 在 每 个 图 中 ,在 
离 每 棵 枞 树 1 千 米 的 距离 上 都 刚好 有 10 棵 桦 树 ， 

首先 , 任 取 1 棵 枞 树 并 在 以 它 所 在 点 为 心 ,1 千 米 为 半径 的 圆 上 取 
10 棵 桦 树 并 记 这 11 棵 树 的 图 为 G1. 设 已 经 构造 好 了 图 G| ,G ,Gu， 
于 是 我 们 按 如 下 程序 来 构造 图 Gi41. 取 一 个 以 点 O 为 心 ,1 为 半径 的 贺 
并 在 圆 上 取 10 个 点 Mo ,M1,…, Mo ,使 得 点 O ,Mi ,AM ,…, Mo 之 间 
任何 两 点 的 连 线 与 图 G, 中 任何 两 棵 树 所 在 点 的 连 线 都 不 平行 .然后 将 
图 G4 分 别 平移 一 个 向 量 

AM = 0,1…,9， 

其 中 平移 MoMo 表示 不 动 .将 所 得 的 10 个 像 的 并 集 取 作 G,,, 的 一 部 
分 .再 将 Gi 平移 一 个 向 量 MoG ,并 将 这 个 像 上 的 原来 桦 树 的 像 全 部 换 
栽 为 枞 树 但 去 掉 圆 心 处 的 枞 树 像 ,由 此 即 得 全 部 的 图 G,, .不 难 验 证 ， 
对 于 Cat 中 的 每 棵 枞 树 ,都 有 10 棵 桦 树 与 它 的 距离 均 为 1 千 米 . 另 一 
方面 ,可 以 算出 ,在 图 Gi 中 ,有 ]1 棵 检 树 和 10 棵 梯 树 ;在 图 G, 中 有 20 
棵 检 树 和 100 棵 梯 树 ;在 Gas 中 有 300 棵 枞 树 和 1000 棵 桦 树 ;…; 在 G， 
中 ,有 11 x 107 棵 枞 树 和 100 棵 桦 树 , 即 枞 树 多 于 桦 树 . 可 见 ,G) 即 为 
满足 要 求 的 配置 图 . 

[ 解 2] 可 以 是 真 话 . 我 们 依次 构造 配置 图 G1,G,,G3,…. 令 GG 
由 两 裸 枞 树 和 两 棵 容 树 组 成 ,它们 分 别 位 于 边 长 为 1 千 米 的 正方 形 的 
两 组 相对 顶点 上 .于 是 对 于 Gi 中 的 每 棵 枞 树 ,都 恰 有 两 棵 检 树 与 它 的 
距离 均 为 1 千 米 . . 

设 已 经 构造 好 了 图 G1,G;,,…,G, 我 们 按 如 下 程序 来 构造 图 
Geri: 取 1 个 长 为 1 千 米 的 向 量 , 使 它 与 Gi 中 任何 两 棵 树 所 在 点 的 连 线 
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都 不 平行 .然后 将 Gi 沿 这 个 向 量 平移 ,并 将 所 得 的 像 中 的 两 种 树 互 换 . 
Gi 与 互 换 后 的 像 之 并 即 为 Gui . 易 见 ,对 于 G,, 中 的 每 棵 枞 树 ,都 恰 有 
m + 1 棵 桦 树 与 它 的 距离 均 为 1 千 米 ( 若 发 生 多 于 m+ 1 棵 桦 树 与 它 的 
距离 均 为 1 于 米 , 则 可 通过 调整 所 取向 量 的 方向 使 之 消失 ). 由 紫 可 见 ， 
在 Gs 中 ,对 于 每 棵 枞 树 , 都 恰 有 10 棵 桦 树 与 它 的 距离 均 为 1 千 米 . G。 
中 有 拟 树 和 桦 树 各 512 棵 .最 后 ,从 Ge 出 发 ,利用 解 1 中 的 方法 构造 
Gio, 则 Gio 中 有 枞 树 11 x S$12 棵 ,有 枇 树 $S120 棵 , 即 枞 树 多 于 桦 树 , 且 
对 Gio 中 的 每 棵 枞 树 ,都 恰 有 10 裸 桦 树 与 它 的 距离 均 为 1 千 米 . 可 见 ， 
Gio 即 满足 要 求 . 

5.116 假定 在 7 个 人 中 ,消息 的 传递 都 是 通过 电话 进行 的 . 当 两 
个 人 4 和 B 在 电话 谈话 时 ,A 把 他 当时 知道 的 一 切 消息 全 部 告诉 B， 
而 B 也 把 自己 当时 所 知道 的 一 切 消息 全 部 告诉 A. 设 a, 表示 在 要 使 每 
个 人 都 知道 > 个 人 的 所 有 消息 的 条 件 下 ,这 个 人 之 间 需 要 打 电 话 的 
最 小 次 数 . 

(1) 求 a;; 

(2) 求 a4; 

(3) 对 于 r 之 3, 求 证 a, 太 a,_j+2. 

(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 】 将 rr 个 人 分 别 记 为 Al,A,,…,A,. 

(1)r=3 时 ,首先 A 与 A, 通话 ,其 次 A, 与 A; 通话 .这 时 A, 与 
43 已 知 3 人 的 全 部 消息 ,但 A1 却 尚未 知道 A; 的 消息 , 故 4, 尚 需 再 
与 43 或 4 人 ;通话 1 次 .可 见 a;=3. 

(2)r=4 时 ,通话 4 次 :14 AAA 1A1,Asl ,1A,,A;| 即 
可 满足 要 求 .由 此 可 知 as 志 4. 

若 只 通话 3 次 , 则 4 个 人 中 至 少 有 两 个 人 各 只 通话 1 次 ( 若 有 人 1 
次 话 未 通 显然 不 满足 要 求 ). 于 是 这 两 人 中 车 通话 1 次 , 则 不 知道 其 他 
人 的 消息 .这 两 人 若 均 是 与 其 他 人 通话 , 则 先 通话 的 人 不 了 解 后 一 人 的 
消息 .这 表明 无 论 怎 样 通话 3 次 都 不 能 满足 要 求 . 

所 以 a4 =4. 

(3)r 之 5 时 ,首先 让 A, 与 4 -1 通话 ,然后 由 归纳 假设 知 A,A,，， 
…,A, -1 之 间 通 话 a,- 1 次 即 可 知 前 ~ -工人 知道 全 部 消息 .最 后 由 A， 
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与 A, 通话 一 次 ,A, 也 知道 了 全 部 消息 .这 表明 4, 压 a,_1+2. 而 r=3， 
4 时 这 一 不 等 式 显然 也 成 立 . z 

5.117 军营 的 一 个 排 里 有 3 名 中 士 和 和 若干 名 士兵 ,3 名 中 士 按 顺 
序 每 天 一 人 轮流 值班 .军官 下 达 了 如 下 的 命令 : 

(1) 每 天 的 值班 中 士 至 少 要 处 罚 1 名 士兵 ; 

(2) 任 何 一 名 士兵 至 多 受到 两 次 处 罚 ,而 且 不 能 在 同一 天 受到 两 次 
处 到; 

(3) 任 何 两 天 处 罚 的 士兵 不 能 完全 相同 ; 

(4) 不 论 哪 名 中 士 , 如 果 违 犯 了 前 3 条 规定 中 的 某 一 条 ,就 要 被 关 





那么 ,是 否 至 少 有 1 名 中 士 在 值班 时 ,只 要 知道 自己 值班 前 各 天 的 

处 罚 情况 ,就 不 会 是 3 人 中 最 先 遗 禁闭 者 ?证 明 你 的 结论 . 
(第 22 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 第 3 名 值班 中 士 可 以 做 到 不 先 受 禁闭 . 

我 们 把 依次 进行 的 每 3 个 值勤 日 称 为 一 个 值勤 周期 .为 了 不 先 受 
到 禁闭 ,第 3 个 值班 中 士 在 每 个 值勤 周期 的 最 后 一 天 值班 时 ,都 恰 处 罚 
在 前 两 天 中 所 有 被 处 罚 过 一 次 的 哪些 士兵 . 按 条 件 (3) 知 这 样 的 士兵 存 
在 ,因此 第 3 名 中 士 的 办 法 完全 符合 前 3 条 规定 . 

按照 这 种 策略 ,在 每 个 值勤 周期 结束 时 ,每 名 士兵 或 已 被 处 罚 两 
次 ,或 者 一 次 也 未 被 罚 .而 且 后 一 种 士兵 的 人 数 越 来 越 少 .最 后 将 出 现 
这 种 情况 :在 某 一 新 的 值勤 周期 开始 时 ,未 受过 处 罚 的 士兵 至 多 1 人 . 
者 为 0 人 , 则 第 1 名 中 土 最 先 受 禁 闲 ;车 为 1 人 , 则 第 2 名 中 士 最 先 受 
禁闭 .这 表明 第 3 名 中 士 可 以 明哲 保 身 , 不 会 最 先 受 到 禁闭 . 

5:118 由 1600 名 议员 组 成 16000 个 委员 会 ,每 个 委员 会 都 由 80 
名 议员 组 成 ,求证 一 定 存在 两 个 委员 会 ,它们 至 少 有 4 名 公共 的 成 员 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 设 第 ;名 议员 共 参 加 及 个 委员 会 ,于 是 
&RI+ A++ … 十 Riboo=16000x80. 

由 于 第 i 名 委员 参加 了 有 大 个 委员 会 ,所 以 他 参加 了 Ct 个 “委员 会 对 ”. 
1600 名 议员 共 参 加 的 委员 会 对 的 个 数 为 Ci + C2,+…+ (3. 由 柯 
西 不 等 式 有 
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1 1 SS 、: 

之 了 xx 1600( 2 ) - 40 x 16000 
1 2 
= 全 x 00(80x 16000) -40x16000 


= 16000 x 31960. 
另 一 方面 ,共有 16000 个 委员 会 , 共 可 组 成 Cikooo = 8000 x 15999 
个 不 同 的 委员 会 对 .因为 
8000 x 15999 x 3= 24000 x 15999 
<16000 x 24000< 16000 x 31960. 
于 是 由 抽 民 原 理 知 必 有 4 个 各 由 一 名 委员 导致 的 委员 会 对 是 同一 个 委 
员 会 对 ,这 意味 着 对 中 的 两 个 委员 会 至 少 有 4 名 共同 成 员 . 
5.119 个 人 参加 一 次 肾 会 (n 宇 6). 已 知 


(1) 每 个 人 至 少 同 其 中 鼠 ] 个 人 互相 认识 ; 


(2) 对 于 其 中 任意 ( 鼠 ji 或 者 其 中 有 2 人 相识 ,或 者 余下 的 人 


中 有 2 人 相识 . 
求证 这 2 个 人 中 必 有 3 人 两 两 相识 ， 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 

[证 ] 用 nn 个 点 代表 n 个 人 并 在 每 相识 的 两 人 所 对 应 的 两 点 间 
连 一 条 线段 ,于 是 得 到 一 个 有 2” 个 顶点 的 图 .问题 化 为 证 明 图 中 必 有 
三 角形 . 

若 不 然 , 则 图 中 没有 三 角形 . 

任 取 图 中 一 条 边 4AB ,于 是 顶点 A 和 B 的 度数 (引出 的 边 的 条 数 ) 


都 至 少 是 [ 邵 ] 且 任何 另外 的 顶点 都 不 会 同时 有 边 与 A,B 相连 . 


当 7 六 偶数 时 个 人 恰好 均 分 成 两 半 ,其 中 一 组 与 A 有 边 相 连 
而 与 B 不 相连 , 另 一 组 与 B 有 边 相 连 但 与 A 不 相连 . 接 已 知 条 件 (2)， 
两 组 中 总 有 一 组 的 两 点 间 有 边 相 连 . 这 导致 三 角形 存在 ,与 反 证 假设 矛 
盾 . 


当 n 为 奇数 时 ,n=2[ 召 ]+1. 车 个 人 中 每 个 人 都 与 4,B 之 一 
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相识 , 则 同上 一 样 地 可 导出 矛盾 . 故 只 须 再 考察 恰 有 |[ 如 ] 个 人 与 A 相 


识 ,也 恰 有 | 专 ] 个 人 与 B 相识 且 有 另 一 点 C 与 A 和 BB 都 不 相连 的 情 
形 . 按 反 证 假设 知 ,与 A 相识 的 人 互 不 相识 ,与 B 相识 的 人 也 互 不 相识 
而 且 两 组 人 互 不 相同 ， 

按 已 知 条 件 (1) ,至 少 有 [ 妃 ] 个 人 与 C 相识 . 设 其 中 有 个 人 与 


A 相识 ,有 另外 的 如 个 人 与 刀 相 识 .于 是 太 + 如 之 [ 如 ], 和 之 1, 之 


1 .不 妨 设 让 宇 k;. 因 为 7 之 6， [三 j]>>3 ,所 以 ki; 这 2. 


设 B1,B; 与 A,C 相识 ,A 与 B,C 相识 .于 是 Ai 与 Bi ,B， 都 不 
相识 .又 因 A| 与 其 他 所 有 与 B 相识 的 人 都 不 相识 , 故 知 A| 至 少 与 


广 ] + 1 个 人 不 相识 .这 表明 Ai 至 多 与 | 方 ]-1 个 人 相识 ,此 与 已 
2 2 


知 条 件 (1) 了 矛盾 . 

5.120 某 次 会 议 共 有 12& 个 人 出 席 ,其 中 每 个 人 都 恰好 同 其 余 
3k+6 个 人 相互 问候 过 ,对 任何 两 个 人 , 同 这 两 个 人 都 互相 问候 过 的 人 
数 都 是 相同 的 , 问 共 有 多 少 人 出 席 会 议 ? 

(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 设 对 任何 两 个 人 , 间 这 两 个 人 都 互相 问候 过 的 人 数 都 是 n. 

任意 固定 一 人 a ,将 与 a 互相 问候 过 的 人 所 成 的 集合 记 为 B, 未 与 
a 互相 问候 过 的 人 所 成 的 集合 记 为 C. 于 是 | BI =3k+6,|C|=9k- 
7. 

任 取 5EB, 同 a 和 6 都 问候 过 的 人 当然 都 在 B 中 .因此 ,6 同 B 中 
n 个 人 相互 问候 过 .5 同 C 中 3 上 +5-7 个 人 相互 问候 过 .再 任 取 cE 
C, 同 a 和 <c 都 互相 问候 过 的 人 当然 都 在 B 中 .因而 cc 同 B 中 w 个 人 互 
相 问 候 过 .在 B 与 C 之 间 的 相互 问候 对 的 个 数 为 

(3k+6)(3k+5—n)= (9k -7)n. 
9& ~ 12kn +33k+nt+30=0. 
由 于 上 式 中 除 ” 之 外 的 各 项 都 是 3 的 倍数 , 芍 必 有 n=3m,mEN. 由 
此 可 得 
9k + 43 


dm = k++3+ Ip 0) 
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当 守 15 时 ,9k + 43< 之 12k 一 1. 从 而 @@ 式 右 端 最 后 一 项 不 能 为 整数 ,所 
以 1 委 & 委 14. 将 个 式 改 写成 


了 ]735 
4 入 二 尺 十 3 十 + A012k — 1) OO 





为 使 @ 式 右 端 是 整数 ,全 1 必须 是 整数 .又 因 175=S:x7,12k-1> 
7, 故 12k 一 1 只 能 为 25,35 或 175. 显然 ,三 者 之 中 只 有 35 是 可 以 实现 
的 .这 时 =3,nm=2,n=6,3k +6=15. 即 惟一 可 能 满足 要 求 的 情形 
是 每 人 都 与 15 人 相互 问候 过 ,与 每 两 人 都 互相 问候 过 的 人 数 都 是 6. 

下 面 我 们 举例 说 明 上 述 情 形 是 可 以 实现 的 . RIOl YIGIBIV 
设 共有 36 人 出 席 会 议 ,其 中 穿 有 红 , 橙 , 黄 , 绿 ， ROYGIEB 
蓝 , 紫 6 种 颜色 上 衣 的 各 有 6 人 ,我 们 分 别 用 R， 
O,Y,G,B,V 来 表示 穿 有 这 6 色 上 衣 的 人 .然后 
让 这 36 个 人 依次 坐 在 6 行 6 列 的 36 个 座位 上 ， 
按 上 衣 颜 色 标 志 如 右 表 . 规定 每 个 人 都 恰好 与 他 
同行 , 同 列 及 同色 上 衣 的 人 互相 问候 过 , 则 每 人 都 
恰好 与 15 人 互相 问候 过 .因此 ,只 须 再 验证 与 任 
何 两 人 都 互相 间 候 过 的 恰 有 6 人 . 

(1 当 忆 和 Q 两 人 同行 时 ,与 两 人 同行 的 男 4 人 ,与 P 同 列 而 与 Q 
同色 的 人 以 及 与 P 同色 而 与 Q 同 列 的 人 共 6 人 与 PP 和 Q 都 互相 问候 
过 ,其 他 人 都 至 多 与 P,Q 之 一 互相 问候 过 . 

(2) 当 P 避 与 Q@ 同 列 或 P 与 Q 同色 时 , 像 (1) 中 一 样 地 可 以 指出 与 
P,Q 二 人 都 互相 问候 过 的 也 都 恰 有 6 人 . 

(3) 设 卫 与 Q 既 不 同行 也 不 同 列 又 不 同色 .这 时 与 P 同行 与 Q 同 
列 的 人 ,与 P 同 列 而 与 Q 同行 的 人 ,与 P 同行 与 Q 同色 的 人 ,与 P 同 
色 而 与 Q 同行 的 人 ,与 PP 同 列 与 Q 同色 的 人 及 与 P 同色 与 Q 同 列 的 
人 怡 为 与 P,Q 都 互相 问候 过 的 6 人 . 

综 上 可 知 ,共有 36 人 出 席 会 议 

5. 121 1994 位 国会 议员 中 的 每 一 位 都 恰好 使 自己 的 一 个 同事 受 
过 一 次 侮辱 .求证 可 以 组 成 一 个 包括 665 位 议员 的 委员 会 ,使 得 它 的 成 
员 中 任何 一 人 都 没有 侮辱 过 任何 男 一 人 . 

(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 因为 1994=664x3+2, 所 以 有 664x3<1994 雪 665x3. 因 
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此 ,我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 一 个 一 般 性 的 命题 :在 共有 n 个 人 的 群 
体 中 ,如 果 每 个 人 至 多 伤害 过 1 个 同伴 ,那么 当 3(m =- 1)<2 委 37 时 ， 
可 以 从 中 选 出 wm 个 人 来 ,使 得 在 选 出 的 人 中 ,任何 一 人 都 未 伤害 过 任 
何 另 一 人 .显然 ,本 题 是 这 个 命题 于 ”= 1994,m = 665 的 特例 . 

1 三 1 时 结论 显然 ,让 我 们 来 看 m=2 的 情形 .将 这 ”个 人 的 集合 
记 为 A. 如 果 A 中 至 少 有 1 人 a 未 被 别人 伤害 过 ,由 于 a 至 多 伤害 过 1 
个 同伴 65 而 n 之 3. 故 可 从 余下 nn 一 2 人 中 任 选 一 人 4c, 于 是 a 和 c 互 未 
伤害 ,当然 和 a ,c 1 满足 要 求 .如 果 A 中 无 人 未 被 伤害 过 , 则 每 人 都 恰 被 
别人 伤害 1 次 ,每 人 也 都 恰好 伤害 过 1 人 . 

用 7 个 点 代表 这 个人. 当 4&a 伤害 6 时 ,就 在 相应 两 点 间 画 一 
箭头 指向 b. 于 是 得 到 一 个 w 阶 有 向 图 .在 上 段 最 后 的 情况 中 ,每 点 
是 2 度 , 且 恰 有 1 个 箭头 指向 它 ,也 恰 有 1 个 箭头 离开 它 . 于 是 这 个 图 “ 
可 以 分 解 为 阁 干 个 互 不 相交 的 圈 . 若 有 两 个 以 上 的 圈 , 则 从 两 个 圈 中 各 
取 1 点 代表 的 两 人 满足 要 求 . 若 只 有 工 个 圈 , 则 圈 上 的 顶点 数 不 少 于 
4. 于 是 可 从 中 选取 不 相 邻 的 两 个 顶点 ,它们 所 代表 的 两 个 人 满足 题 中 
要 求 .这 表明 m=2 时 命题 成 立 . 

设 全 上 时 命题 成 立 , 则 证 当 =k+1 时 结论 也 成 立 . 将 A 中 未 
曾 受 过 别人 伤害 的 人 构成 的 子 集 记 作 有 A| ,下面 分 两 种 情形 来 分 别 讨 
论 . 

(1) 设 4 和 天马 , 即 | A1| 之 1. 这 时 ,把 被 A 中 的 人 伤害 过 的 所 有 
人 所 成 的 子 集 记 为 A,. 由 于 Al 中 每 人 至 多 伤害 过 工 个 人 ,所 以 
1A,| 志 | Ai| .再 令 43=A- Ai-A2. 如 果 |As| 过 3, 则 因 A; 也 满 
足 命 题 中 的 条 件 ,于 是 由 归纳 假设 知 可 从 A; 中 选取 子 集 B, 使 得 B 中 
成 员 谁 也 没有 伤害 过 谁 且 有 | B| 之 村 | As:| .这 样 一 来 ,集合 AU 
中 的 成 员 互 未 伤害 过 且 有 

1A1UB|=|Ai|+18| 之 二 (A+|A2|)+ 3 | A |S>h+1. 
可 见 ,从 Ai UB 中 任 取 k+1 个 人 便 满 足 要 求 . 若 |A;| > 34k, 则 
| A3| =34+1 或 34+2. 这 时 先 从 A; 中 去 掉 1 人 或 2 人 ,并 将 余下 的 


3& 人 的 集合 记 为 4A3. 于 是 由 归纳 假设 知 , 可 从 A“; 中 选取 子 集 B, 使 
得 | B|=& 且 B 中 成 员 互 未 伤害 .从 而 集 BU A, 又 满足 题 中 要 求 . 
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3 吵 浴 


(2) 设 A1= .这 时 A 中 每 个 人 都 至 少 受过 一 个 同伴 的 伤害 ,从 
而 A 中 每 个 人 都 恰好 伤害 过 一 个 同伴 也 恰好 受到 过 一 个 同伴 的 伤害 . 
这 又 导致 每 点 度数 和 缘 为 2 的 wn 阶 有 向 图 ,又 可 分 解 为 若干 个 互 不 相交 
的 圈 . 若 图 中 有 不 少 于 两 个 圈 , 则 分 别 应 用 归纳 假设 即 可 得 证 .车 图 中 
只 有 1 个 圈 , 则 从 中 显然 可 以 选 出 互 不 相 邻 的 +1 个 顶点 ,它们 所 代 
表 的 +1 个 人 便 满足 题 中 的 要 求 . 

综 上 可 知 , 命 题 于 m= 衣 +1 时 成 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
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第 六 草 ”比赛 写 考 试 


6.1 30 个 球 队 参加 足球 冠军 赛 ,求证 在 赛程 中 的 任何 时 刻 , 总 有 
两 个 球 队 已 赛 过 的 场 数 相同 . 

(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 首先 注意 ,在 整个 比赛 过 程 中 ,一 个 球 队 最 少 赛 0 场 ,最 多 
赛 29 场 .但 在 30 个 球 队 中 ,如 果 有 一 队 赛 0 场 , 则 任何 队 都 不 能 赛 29 
场 ; 如 果 有 一 队 赛 29 场 , 则 任何 队 都 至 少 赛 一 场 .不 妨 设 为 前 者 . 这 时 
30 个 球 队 中 每 队 已 赛 的 场 数 都 是 0,1,2,…,28 这 29 个 数 之 一 .由 抽 层 
原理 便 知 其 中 必 有 两 队 已 赛 过 的 场 数 相同 . 

6.2 在 足球 锦标 赛 中 18 个 队 彼 此 之 间 进 行 了 8 轮 比赛 , 即 每 支 
球 队 与 其 他 8 个 不 同 的 队 进 行 了 比赛 .求证 存在 3 个 队 ,它们 彼此 之 间 
暂时 尚未 赛 过 . 

(第 1$ 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 设 A 是 其 中 一 支 球 队 , 前 8 轮 中 A 先后 与 8 支 球 队 进 行 了 
比赛 ,我 们 把 这 9 支 球 队 算 作 第 一 组 ,另外 9 支 球 队 为 第 二 组 .因为 每 轮 
比赛 每 支 球 队 都 要 赛 一 场 , 所 以 第 二 组 的 9 支 球 队 中 至 少 有 一 支 球 队 
要 间 第 一 组 的 队 比 赛 . 从 而 前 8 轮 结束 后 ,第 二 组 中 总 有 两 个 队 B 和 C 
没有 赛 过 .于 是 4,B,C 三 队 即 为 所 求 . 

6.3 智利 举办 国际 足球 比赛 . 当地 俱乐部 的 卡 洛 一 卡 洛 队 以 8 
分 获得 和 冠军 , 芮 斯 科 的 迪 纳 莫 队 以 1 分 之 差 屈居 亚军 ,巴西 俱乐部 的 果 
林 基 安 斯 队 得 4 分 获 第 3 名 ,前 南斯拉夫 俱乐部 的 茨 维 娜 星 队 获 第 4 
名 ,也 得 4 分 . 问 还 有 和 多少 个 队 参 加 了 比赛 及 它们 各 得 了 多 少 分 ? 

(第 32 届 葛 斯 科 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
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[ 解 ] 首先 ,因为 4 队 得 分 总 和 为 23 分 , 故 至 少 进行 了 12 场 比赛 ， 
从 而 至 少 有 6 个 队 参 加 比赛 . 

另 一 方面 ,如 果 有 nn 宇 7 个 队 参 赛 , 则 要 进行 C$ 宇 21 场 比赛 , 共 得 
20C2 分 (每 场 比赛 两 队 共 得 2 分 ). 各 队 得 分 的 平均 值 为 x 一 1 这 6. 但 前 4 
名 共 得 23 分 ,平均 分 不 是 6 分 ,矛盾 .可 见 , 这 次 比赛 的 参赛 队 共 有 6 个 . 

6 队 参 赛 , 共 进 行 15 场 比赛 , 共 得 30 分. 可见, 最 后 两 队 得 7 分 , 当 
然 只 能 是 第 5 名 得 4 分 ,第 6 名 得 3 分 . 

6.4 20 个 足球 队 参 加 全 国 冠军 赛 , 问 最 少 应 该 进行 多 少 场 比赛 ， 
才能 使 得 任何 3 个 队 中 总 有 两 个 队 彼 此 赛 过 ? 

(第 3 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 设 进行 了 xx 场 比赛 后 使 得 任何 3 队 中 已 有 两 队 彼 此 赛 过 . 
设 4A 队 是 所 有 球 队 参赛 场次 最 少 的 一 个 球 队 , 它 共 参赛 上 场 . 于 是 已 经 
与 A 队 赛 过 的 队 至 少 进行 了 上 场 比赛 . 没 与 A 赛 过 的 19 -不 个 陵 中 的 
任何 两 队 之 间 都 得 赛 一 场 ,否则 存在 3 个 队 , 其 中 任何 两 队 都 未 彼此 赛 
过 .于 是 有 

27 之 (R+1)R+2Ci = 2(k ~ 9) + 180 > 180. 

这 意味 着 至 少 进行 90 场 比赛 . 

男 一 方面 ,将 20 个 球 队 均 分 成 两 组 ,每 组 内 的 任何 两 队 之 间 比 赛 
一 场 , 不 同 组 的 任何 两 队 之 间 不 赛 , 则 共 进 行 了 90 场 比赛 .由 于 任何 3 
个 队 中 总 有 两 个 队 在 一 组 ,它们 之 间 已 经 进行 了 一 上 场 比赛 , 故 知 这 种 安 
排 满足 题 中 要 求 . 

综 上 可 知 ,最 少 要 进行 90 场 比 赛 . 

6.5 7 个 队 参 加 一 次 足球 比赛 ,每 两 个 队 都 比赛 一 场 ,每 场 比赛 
中 , 胜 队 得 2 分 , 负 队 得 0 分 ,平局 则 各 得 1 分 . 问 在 比赛 中 获得 相 邻 名 
次 的 两 个 队 的 得 分 最 大 可 以 相差 多 少 分 ? 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 当 A 队 全 胜 所 有 其 余 各 队 而 所 有 其 余 各 队 都 战 平 时 ,A 队 
得 2(n -1) 分 ,其 余 每 队 均 得 -2 分 .这 时 ,第 1 名 与 第 2 名 得 分 之 差 
为 2. 故 知 所 求 的 最 大 值 不 小 于 ”. 

万 一 方面 ,对 任意 & < ,考察 第 & 名 与 第 & + 1 名 得 分 之 差 .因为 
前 &- 工 名 中 每 人 得 分 都 不 少 于 第 上 名 的 得 分 , 故 第 上 名 的 得 分 不 多 于 
2(n 一 1) 一 (一 1) = 2n 一 上 一 1 又 因 第 有 + 1 名 的 得 分 不 少 于 后 (nn 
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一 一 1) 名 中 任何 一 人 的 得 分 , 故 他 的 得 分 不 少 于 nx 一 一 1. 从 而 第 上 
名 与 第 & + 1 名 得 分 之 差不多 于 . 

综 上 可 知 ,名 次 相 邻 的 两 队 得 分 之 差 最 大 是 n. 

6.6 ” 设 有 25 支 足球 队 参 加 一 次 循环 赛 , 赛 后 发 现 ,每 场 比赛 的 总 
进 球 数 以 及 每 一 个 队 的 总 进 球 数 均 不 多 于 4. 已 知 A 队 所 攻 进 的 总 球 
数 比 其 他 任何 一 队 都 多 ,而 被 攻 进 的 总 球 数 比 其 他 任何 一 队 都 少 . 问 A 
队 最 差 能 取得 第 几 名 ? 
(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] A 队 可 能 是 最 后 一 名 . 

设 为 外 24 个 队 是 B;,B,,…, Bw, 并 将 25 个 队 分 成 8 组 ,其 中 第 1 
组 为 |A ,Bi,B,,B3} ,另外 7 组 每 组 3 个 队 . 

设 第 1 组 的 比赛 结果 是 A 胜 Bj:4 :0,A 负 于 B,:0 :1,A 负 于 B，,: 
0:1,B; 胜 B,:1:0,Bl 胜 B3:1:0,B, 平 B;:2 :2. 其 他 7 组 中 的 每 组 
3 队 之 间 的 3 场 比 赛 都 是 每 队 各 胜 1 场 ,各 人 负 1 场 .比分 都 是 2 : 1, 而 不 
同 组 的 任何 两 队 的 比赛 结果 都 是 0 : 0. 这 样 ,A 队 1 胜 2 负 21 平 得 23 
分 (足球 计 分 规则 是 胜 1 场 得 2 分 , 平 1 场 得 1 分 , 负 1 场 得 0 分 ),B| 队 
2 胜 !1 仙 21 平 得 25 分 ,B, 和 B; 队 都 是 1 胜 1 负 22 平 各 得 24 分 .另外 
7 组 中 的 21 队 中 的 每 队 都 是 1 胜 1 负 22 平 ,各 得 24 分 .可 见 ,A 队 为 最 
后 1 名 . 

此 外 ,A 队 进 球 4, 失 球 2;B) 队 进 球 2, 失 球 4;B, 和 BB; 队 都 是 进 球 
3, 失 球 3;B4,Bs,…,Bza 队 也 都 是 进 球 3, 失 球 3. 可见 ,A 队 进 球 数 比 
其 他 任何 一 队 都 多 ,而 失 球 数 比 其 他 任何 一 队 都 少 . 可见 ,上 述 比赛 结 
果 满 足 题 中 要 求 . 

6.:7 设 al,a2,… ,a 为 nn 个 自然 数 , 其 中 任意 (Ck 二 2) 个 自然 
数 的 和 都 不 小 于 &k(k - 1) 且 ai+az+…+a = 二 n(n 一 1). 在 有 个 
足球 队 参 加 的 循环 赛 结 束 后 ,各 队 得 分 之 和 为 n(n - 1)( 足 球 比 赛 中 ， 
每 队 胜 一 场 得 2 分 ,平一 场 得 1 分 , 负 一 场 得 0 分 ). 求 证 可 以 出 现 这 样 
的 结局 ,使 得 各 队 得 分 恰 为 a1,a,,… ,a,. 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
“” [证 ] 关于 足球 队 的 个 数 n 作 归 纳 证 明 . 不 妨 设 a 过 a 过 … 声 
ca, .由 于 al+az+…+ar 二 n(n 一 1), 而 al 十 CC2 十 十 al 之 (7 
一 1(n 一 2), 放 有 nn 一 1 过 a, 过 2n -2 将 数 27 一 2 一 a;, 写成 
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21 2a = y+ y+ + Wt 
其 中 yj 加 -1 篆 为 2 而 六 等 于 2 或 1, 视 oa 的 奇偶 性 而 定 . 易 见 
去 [于 | 令 
j=1,2,…,n—k-l, 

Vy jk 

容易 验证 ,这 n 一 1 个 目 然 数 仍 然 满足 题 中 的 要 求 .于 是 由 归纳 假设 知 
存在 这 样 的 结局 , 其 中 各 队 的 得 分 恰 为 p1023，… ,上 ,_1. 现在 增加 1 个 
足球 队 , 它 战胜 了 原来 的 前 n ~ 有 一 1 个 队 , 而 在 与 原 得 分 为 6 = ai - 
yn-j 的 队 比 赛 时 ,得 分 为 2 一 yj(j = nn 一 上 kn 一 上 +1,…,n 一 1). 这 
样 一 来 ,最 后 一 队 的 得 分 恰 为 a, ,而 前 n -1 队 的 得 分 也 分 别 为 cl ,a;， 
…, aw-1: 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

6.8 在 学 校 足球 冠军 赛 中 ,要求 每 一 队 都 必须 同 其 余 的 各 队 进 
行 一 场 比赛 ,每 场 比赛 的 胜 队 得 2 分 ,平局 各 得 1 分 , 负 队 得 0 分 .已 知 
有 一 队 得 分 最 多 (其 余 每 队 得 分 都 比 这 队 少 ), 但 它 胜 的 场次 比 任何 一 
队 都 少 , 问 最 少 有 多少 队 参赛 ? 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 我 们 称 得 分 最 多 的 队 A 为 优胜 队 . 

设 A 队 胜 n 场 , 平 m 场 , 则 A 队 的 总 分 为 2n + m 分 . 

由 已 知 , 其 余 的 每 一 个 队 至 少 要 胜 n + 1 场 , 即 得 分 不 少 于 2(n + 
1) 分 .于 是 


Qj, 





2n+m > 2(n+1), 
m 之 3. 

因此 可 以 找到 这 样 一 个 球 队 , 它 和 A 队 踢 成 平局 ,这 个 队 的 得 分 

应 不 少 于 2(n + 1) + 工分 .从 而 又 有 
2n+m>2(n+1)+1, 
m 之 4， 

设 共 有 队 人 参赛 , 则 优胜 者 至 少 应 胜 一 
场 ,否则 它 的 得 分 不 会 超过 -1 分 ,而 任何 
其 他 一 队 得 分 严格 少 于 s - 工分 ,这 样 所 有 和 
参赛 队 得 分 就 少 于 s(s - 1) 分 ,然而 * 队 参 2 肠 
赛 所 得 总 分 为 2C? = s(s - 1) 分 ,出 现 巴 和 
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盾 . 

于 是 m 宇 4,n 空 1, 即 优胜 队 A 至 少 要 进行 $ 场 比赛 , 即 应 有 不 少 
于 6 个 队 比 赛 . 

我 们 可 以 得 到 一 个 比赛 积分 表 , 表 中 共有 A,B,C,D,E,F 下 六 个 
队 , 且 满足 题 设 要 求 :优胜 队 A 胜 的 场次 最 少 ,而 得 分 最 多 

综 上 可 知 ,最 少 应 有 6 个 队 参 赛 . 

6.9 ” 设 有 nn 支 球 队 参加 排球 比赛 ,比赛 按 淘汰 制 进行 . 比赛 中 每 
相遇 的 两 队 赛 一 场 , 每 场 必 有 胜 负 , 负 者 退出 比赛 . 问 到 冠军 产生 时 , 共 
进行 多 少 场 比赛 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 】 每 场 比赛 愉 有 1 队 退 出 比赛 .到 冠军 队 产生 时 ,共有 nn-1 
队 退 出 比赛 , 当然 共 进 行 了 x - 1 场 比赛 . 

6.10 ”一 次 排球 比赛 中 ,每 两 个 球 队 之 间 都 比赛 一 场 且 每 场 都 分 
出 胜 负 .如 果 A 队 胜 了 B 队 , 或 者 A 队 胜 某 个 C 队 ,而 C 队 胜 了 B 队 ， 
则 称 A 队 优 于 B 队 .在 比赛 结束 后 , 优 于 其 他 所 有 球 队 的 球 队 即 被 授予 
冠军 称号 . 问 比 赛 后 能 否 恰好 出 现 两 个 冠军 队 ? 

( 原 苏 联 教 委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[ 解 】 首先 证 明 ,冠军 队 必然 存在 . 设 A 是 所 有 球 队 中 胜 场次 数 
最 多 的 球 队 之 一 , 则 A 队 必 为 冠军 队 . 若 不 然 , 则 必 存 在 已 队 , 使 A 队 
不 优 于 B 队 , 即 B 队 胜 A 队 且 B 队 战胜 了 负 于 A 队 的 所 有 球 队 .这 样 一 
来 ,B 队 至 少 比 A 队 多 胜 1 场 ,矛盾 . 同 理 可 证 ,比赛 后 在 任何 一 组 球 队 
中 ,总 存在 优 于 所 有 其 他 球 队 的 球 队 . 

设 比 赛 结束 后 ,有 A 和 B 两 个 冠军 队 且 A 胜 B. 将 除 A 和 BB 之 外 的 
所 有 球 队 分 成 3 组 :所 有 负 于 A 的 队 组 成 第 1 组 ;所 有 胜 A 而 负 于 B 的 
队 组 成 第 2 组 ;所 有 既 胜 A 又 胜 B 的 队 组 成 第 3 组 : 

(1 看 第 3 组 非 空 , 则 由 前 段 证 明知 组 中 存在 一 个 优 于 组 中 其 他 所 
有 队 的 球 队 C. 又 因 C 有 既 胜 4 又 胜 B, 所 以 C 为 冠军 队 

(2) 奋 第 3 组 是 空 集 , 则 因 B 是 冠军 队 , 故 第 2 组 非 空 ,于 是 第 2 组 
中 存在 一 个 优 于 组 中 其 他 所 有 队 的 球 队 C. 又 因 C 胜 A,A 胜 B; 所 以 'C 
队 为 冠军 队 . 

综 上 可 知 ,这 时 总 有 第 3 个 冠军 队 存 在 .这 表明 不 可 能 恰 有 两 个 冠 
军队 ， 
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6.11 93 个 排球 队 参 加 单 循 环 赛 ,已 知 其 中 任何 19 个 队 中 ,都 有 
一 队 战胜 了 其 余 18 个 队 ,也 有 一 队 负 于 其 余 18 个 队 . 求 证 所 有 这 93 个 
队 的 得 分 互 不 相同 . 


六 路 油 


(圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] . 车 不 然 , 则 有 两 个 队 A 与 B 得 分 相间 .不 妨 设 A 胜 B. 由 于 
A 与 B 得 分 相同 , 故 必 有 男 一 个 队 C, 它 胜 A 而 负 于 B. 
考察 A,B,C3 队 及 另外 16 个 队 , 按 已 知 ,这 19 个 队 中 必 有 一 队 负 
于 另外 的 18 个 队 ,我们 称 之 为 “ 老 末 队 ”. 由 于 A 胜 B,B 胜 C,C 胜 A ,所 
以 这 个 老 末 队 蜡 于 A ,B,C. 去 掉 这 个 老 末 队 并 补 上 一 个 新 队 ,于 是 这 
19 个 队 中 又 将 产生 一 个 老 末 队 .继续 这 个 过 程 , 当 产生 16 个 老 末 队 后 ， 
将 它们 与 A,B,C3 队 放 在 一 起 共 19 个 队 , 其 中 任何 一 队 都 不 全 胜 其 余 
18 个 队 , 此 与 已 知 予 盾 . 
6.12 (1) 排球 循环 赛 结 束 之 后 ,发现 对 于 其 中 任何 两 队 , 都 存在 
第 3 队 , 它 战胜 过 这 两 个 队 . 求 证 循环 赛 中 的 代表 队 数 不 少 于 7. 
(2) 在 为 一 次 排球 循环 赛 中 ,对 于 其 中 任何 3 队 , 都 有 一 个 代表 队 
战胜 过 这 3 个 队 . 求 证 循环 赛 中 的 代表 队 数 不 少 于 15. 
(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 设 共 及 个 代表 队 参 加 比赛 ,并 将 这 些 队 编号 为 1,2,…， 
1. 各 1,22 两 队 皆 负 于 7) , 则 记 为 (ii) 一 小 
(1) 按 已 知 应 有 (1,2) 一 71,(1,710) 一 j2. (1,j2) 一 j3 且 j1,j2,j3 互 
不 相同 .这 意味 着 第 1 队 至 少 负 3 场 . 同 理 可 证 每 个 队 都 至 少 负 3 场 .所 
以 整个 比赛 至 少 有 3n 场 . 故 有 
n(n -1)= C3n. 
解 得 ”之 7. 
. (2) 由 上 段 证 明知 ,这 时 只 须 证 明 每 队 至 少 负 7 场 . 若 不 然 , 设 第 一 
队 至 多 负 6 场 . 按 已 知 有 
(1,2,3) —= /1,(1,2,71) -一刀 ， 
(1,71,72) > J3,(1,72,73) -> j4, 
(1,73,74) > js,(1,73,15) — je, 
且 易 证 7 ,js,j3,j4,js,j6 互 不 相同 .考察 (1,j3,j6). 因 j; 胜 过 j|,j,, 且 
js 胜 过 75 而 第 1 队 已 负 6 场 , 故 必 有 (1,j3,j6) 一 j4. 又 因 j 胜 12 ,73， 
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J6; 故 有 (1,74,Js) 一 1. 最 后 考察 (1,71,j4). 因 为 j 胜 j4,js 而 示 胜 j,， 
j3,j6; 故 战胜 这 3 个 队 的 队 必 为 蜡 于 j1,j,j3,j4,js,j6 的 第 7 队 , 了 矛盾 . 

6.13 设 有 20 个 球 队 参加 世界 锦标 赛 和 欧洲 锦标 赛 .在 这 些 队 中 
有 上 & 个 欧洲 队 ,他 们 在 世界 锦标 赛 中 彼此 交锋 的 结果 计 入 欧洲 锦标 赛 . 
锦标 赛 按 单 循环 赛制 进行 .如 果 比 赛 按 照 

(1) 冰球 赛制 (允许 平局 , 胜 队 得 2 分 , 负 队 得 0 分 ,平局 各 得 1 分 ) 
进行 ， 
(2) 排球 赛制 (没有 平局 , 胜 队 得 1 分 , 负 队 得 0 分 ) 进行 ， 

问 为 使 在 欧洲 锦标 赛 中 得 分 绝对 多 的 队 能 够 成 为 世界 锦标 赛 中 得 
分 绝对 少 的 队 , 的 最 大 值 是 多 少 ? 
(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 】 我 们 研究 更 一 般 的 情形 , 即 nw( 宇 7) 个 队 参 加 世界 锦标 赛 
的 情形 . 

(Dn 个 队 参 加 世锦 赛 , 得 分 总 
和 为 n(n - 1),& 个 队 参 加 欧 锦 赛 ， 
得 分 总 和 为 k(k - 1). 设 欧洲 冠军 队 
在 世锦 赛 和 欧 锦 赛 的 得 分 分 别 为 x 
和 >y, 则 z 之 y. 于 是 其 余 各 队 在 世锦 
赛 中 得 分 都 至 少 为 zx + 1 分 ,而 每 个 
欧洲 队 在 欧 锦 赛 中 的 得 分 至 多 为 y 
-工分 .因而 有 
+ 人 (一 lz+dlD) 委 na 一 1)， 
y+ (gk-1)(y-1) 守 kh(k -1). 


由 此 分 别 解 得 < 过 -2+ 方 ,y 之 和 一 十 .由 于 x 和 yy 都 是 整数 , 故 
有 ky 所 nn-2. 

右 图 中 举 出 了 循环 赛 记分 表 的 例子 ,其 中 共有 个 队 参加 世锦 赛 ， 
而 后 mn -2 个 队 参 加 欧 锦 赛 .在 网 锦 赛 中 ,第 3 队 得 分 为 n ~ 2 分 ,其 他 
队 得 分 均 不 超过 n - 3 分 , 故 第 3 队 为 欧洲 冠军 队 . 它 在 世锦 赛 中 得 分 
仍 为 n - 2, 但 其 他 各 队 的 得 分 均 不 低 于 n - 1, 即 第 3 队 得 分 绝对 少 ， 

绪 上 可 知 ,所 求 的 的 最 大 值 为 n - 2. 














于 
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eu 路 这 


(2)n 个 队 参 加 世锦 赛 , 得 分 总 和 为 广 n(n 1),k 个 队 参 加 欧 锦 
赛 ,得 分 总 和 为 二 &(& - 1). 像 (1) 中 推理 一 样 地 可 得 . 


XX+ (no-1)(xt+ 1) 志方 n(n — 1), 


y+ (kD)(y -1)> 广 hk(k -1). 


由 此 可 得 + 之 [二 |,y 之 | 二 |+ 1. 从 而 有 


[= 
将 n 分 为 奇数 与 偶数 两 种 情形 ,由 此 便 得 
n 一 5, 当 nn 之 8 为 偶数 ， 
n 一 4, 当 nn 实 7 为 奇数 . 
我 们 仍然 用 循环 赛 记 分 表 的 例子 ,来 分 别 说 明 上 式 中 的 等 号 可 以 
成 立 : 





k < 





je 


oR-~ ~ 


2 
3 
0 
0 
0 


50 0 
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上 面 左 图 中 = 8;,& = 3, 第 6,7,8 三 个 队 参 加 欧 锦 赛 , 第 6 队 为 
欧洲 冠军 .A,B 两 队 为 增补 队 , 即 当 % = 27 的 记分 表 已 构造 出 来 之 后 ， 
2 二 2(7 + 1), 可 按 图 中 所 示 的 形式 加 进去 .上 面 右 图 中 = 7,k = 3， 
第 5,6,7 三 队 参 加 欧 锦 赛 ,第 $ 队 为 欧洲 冠军 .A,B 两 队 为 增补 队 . 容 
易 看 出 ,两 图 给 出 的 记分 表 满 足 题 中 要 求 . 

综 上 可 知 , 当 比 赛 按 排球 赛制 进行 时 ,所 求 的 & 的 最 大 值 为 
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, -| -5, 当 n 之 8 为 偶数 ， 
由 nn 一 4, 当 nn 实 7 为 奇数 . 

特别 地 , 当 mn = 20 时 , 按 冰 球赛 制 进行 时 ,k 的 最 大 值 为 18; 按 排 
球赛 制 进行 时 ,k 的 最 大 值 为 15. 

6.14 n(n >3) 名 乒乓 球 选 手 单打 比赛 若 于 场 后 ,任意 两 名 选手 
已 赛 过 的 对 手 恰好 都 不 完全 相同 . 试 证 总 可 以 从 中 去 掉 一 名 选手 ,使 在 
余下 的 选手 中 ,任意 两 名 选手 已 赛 过 的 对 手 仍然 都 不 完全 相同 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[证 1] 如 果 从 ?2 名 选手 中 去 掉 选 手 A ,能 使 在 其 余 的 选手 中 , 任 
意 两 名 选手 已 赛 过 的 对 手 都 不 完全 相同 , 则 称 A 为 可 去 选手 . 显然 ,本 
题 就 是 要 证 明 可 去 选手 的 存在 性 . 

将 nn 名 参赛 选手 分 别 记 为 A1, A;,,…, A, ,与 A; 赛 过 的 所 有 选手 的 

合 记 为 M ,yz = 1,2,…,nn. 于 是 由 题 意 有 

(1)AM 天 Mi 天 

(2)A, 所 Ai 2 

(3)A; E M<>A E M.. 

车 不 存在 可 去 选手 , 设 A| 是 赛 过 场次 最 多 的 选手 之 一 . 因 A 不 是 
可 去 选手 , 故 存在 指标 i 和 j,i 关 j, 使 得 M; -1144 = M1Al|. 由 
(1) 知 Mi 关 Mj, 不 妨 设 AlE€ M,Al 全 Mj. 因 A; 也 不 是 可 去 选手 , 故 
又 存在 & 关 17, 使 Mi - 14 = Mi 由 (3) 知 AGE AM < 一 Ag GE NM 
因 Al 和 Mj, 所 以 Al 关 Ai. 因 而 有 A € Mi ,再 由 (3) 又 有 A; E AM 
因为 i 隆 j, 故 有 A;€ Mi,AiE M,. 因 为 A; & Mi, 由 (3) 有 A,&M,， 
所 以 A, = Ai 但 与 A, 赛 过 的 选手 数 比 与 A, 赛 过 的 选手 数 少 1 ,所 以 
41 = 4 不 是 赛 过 场次 最 多 的 选手 ,矛盾 . 

[证 2j 用 ?个 点 AAA 来 代表 2 名 运动 员 . 若 结论 不 成 
立 , 则 当 去 掉 选 手 A; 时 ,总 有 选手 A 与 人 ,j) 关上 ,使 得 二 人 已 赛 过 的 
对 手 除 A; 外 完全 相同 .这 时 ,我 们 就 将 A 与 A 点 间 连 一 条 线 1; ,i = 1， 
2,…,n. 于 是 我 们 得 到 一 个 及 个 顶点 且 至 少 有 nn 条 边 的 图 .显然 ,两 
点 间 至 多 有 一 条 连 线 , 即 这 个 图 为 简单 图 . 由 图 论 定 理 知 图 中 必 有 圈 ， 
不 妨 设 为 
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不 妨 设 A; 与 Al 赛 过 而 A, 未 与 Al 赛 过 .因为 4 与 A; 已 赛 过 
的 对 手 除 A, 外 完全 相同 , 故 A;, 也 未 与 Ai 赛 过 .类 似 地 可 证 A;,…， 
A; Ai; 都 未 与 A1 赛 过 ,矛盾 

6.15 12 名 网 球 选 手 参 加 比赛 .已 知 网 球 比 赛 中 没有 平局 ,每 两 
人 之 间 都 恰好 比赛 一 场 ,而 且 比 赛 结 果 是 不 存在 全 负 的 选手 .求证 必 存 
在 3 名 选手 A,B,C, 使 得 A 胜 B,B 胜 C, 而 C 胜 A. 

(第 33 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 设 12 名 选手 中 胜 场 最 少 的 人 之 一 是 C, 战 胜 C 的 人 是 BI， 
B,,…,B,. 因 C 不 是 全 负 , 故 存在 被 C 战胜 的 选手 A. 如果 A 全 负 于 
Bi1,B2,…,B,, 则 A 至 少 比 C 多 负 一 场 ,矛盾 . 故 在 B1,B,,…,B, 中 必 
存在 一 个 B;, 记 作 B, 它 负 于 A. 这样 得 到 的 3 名 选手 A ,B,C 使 满足 题 
中 要 求 . . 

6.16 网球 协会 根据 网 球 运动 员 的 技术 水 平 给 他 们 编号 :最 强 的 
运动 员 排 名 为 第 1 号 ,其 次 为 第 2 号 ,等 等 . 设 在 号 码 之 差 大 于 2 的 两 名 
运动 员 交 锋 时 ,总 是 号 码 较 小 的 运动 员 取 胜 . 现 有 1024 名 最 强 的 运动 
员 参 加 单打 比赛 . 比赛 按 淘 汰 制 进行 :参赛 者 根据 抽签 结果 分 成 若干 
对 ,每 对 中 的 两 人 比赛 一 场 , 胜 者 进入 下 一 轮 , 于 是 每 进行 一 轮 比 赛 后 ， 
运动 员 人 数 减 半 ,经 过 10 轮 比赛 后 产生 冠军 . 问 冠军 的 最 大 可 能 号 码 
是 多 少 ? 

(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 因为 号 码 为 & 的 运动 员 只 可 能 败 给 号 码 不 超过 k + 2 的 运 
动员 , 故 在 每 轮 比赛 之 后 ,获胜 运动 员 中 的 最 小 号 码 至 多 增加 2, 于 是 
10 轮 比 赛 之 后 最 强 运 动员 的 号 码 至 多 为 21. 

下 面 我 们 指出 ,第 21 号 运动 员 不 可 能 成 为 冠军 . 若 不 然 , 则 第 1 轮 
比赛 后 ,第 1,2 号 运动 员 应 被 淘汰 ,但 他 俩 只 能 分 别 负 于 第 3,4 号 运动 
员 ; 第 2 轮 比赛 后 ,第 3,4 号 运动 员 应 被 淘汰 ,但 他 俩 只 能 分 别 负 于 第 
5,6 写 运 动员 ;继续 下 去 ,第 9 轮 比赛 后 ,最 后 只 剩 第 19,20 号 这 两 名 运 
动员 并 在 第 10 轮 由 二 人 进行 决赛 . 可见, 冠军 不 可 能 是 第 21 号 运动 员 . 

最 后 我 们 举 一 个 第 20 号 运动 员 成 为 冠军 的 例子 .将 全 体 运 动员 分 
成 两 组 :第 一 组 由 第 20 号 及 514 一 1024 号 运动 员 共 512 人 组 成 ,另外 的 
512 人 为 第 二 组 .前 9 轮 的 每 场 比赛 都 在 组 内 进行 .显然 ,第 一 组 赛 过 9 
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轮 之 后 剩 下 的 惟一 运动 员 是 第 20 号 . 而 第 二 组 中 的 比赛 可 以 这 样 来 设 
计 : 第 一 轮 使 第 3,4 名 分 别 胜 第 1,2 名 ,第 2 轮 让 第 5,6 名 胜 第 3,4 
名 ,…, 第 8 轮 中 第 17,18 名 胜 第 13,16 名 ,第 9 轮 中 第 18 名 战胜 第 17 
名 .最 后 第 10 轮 决赛 中 ,第 20 名 战胜 第 18 名 . 

综 上 可 知 ,冠军 的 最 大 可 能 号 码 是 20. 

6.17 假设 有 ”名 网 球 运动 员 要 进行 这 样 的 双打 比赛 :规定 每 一 
个 和 运动员 与 其 余 运动 员 中 的 每 一 个 作为 对 手 都 恰好 只 进行 一 场 比赛 ， 
试问 对 于 什么 样 的 自然 数 ”才能 进行 这 种 比赛 ? 

(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] ?满足 2 二 1(mod 8). 

假设 按 问 题 要 求 的 比赛 已 经 进行 ,这 样 ,对 于 网 球 运动 员 A 来 说 ， 
他 的 竞赛 对 手 必 然 是 成 对 的 .因此 ,” 一定 是 奇数 .此 外 , 按 题 中 要 求 ， 
A 恰 参 加 方 (nn -1) 场 比赛 ,因此 ,n 个 人 共 参 加 地 n(n -1) 场 比赛 ( 包 
括 重复 计数 ). 因 为 每 场 比 赛 有 4 人 参加 , 故 在 上 述 计数 过 程 中 ,每 场 比 
赛 都 恰 被 计数 4 次 .这 样 ,地 n(n - 1) 应 为 4 的 倍数 , 即 ，- 1 为 8 的 们 
数 . 

下 面 我 们 来 证 明 当 有 & = 1,2,… 时 ,对 于 n= 
8k + 1 名 运动 员 参 加 的 双打 比赛 是 可 以 按 要 求 进 
行 的 . 

当 &= 1 时 ,我 们 把 9 名 运动 员 分 别 放 在 一 个 
正 九 边 形 Al1A,…Ao 的 顶点 处 . 

首先 选 定 A1A, 与 A3A; 进行 双打 比赛 ,并 用 
线段 连接 竞赛 对 手 , 然后 我 们 再 把 这 些 线段 绕 圆 
心 旋转 等 的 信 数 ,就 得 到 其 他 八 场 比赛 的 结构 . 在 结构 中 , 每 一 条 弦 
A; 只 出 现 一 次 . 

对 于 & > 1, 我 们 先 从 8& + 1 个 网 球 运动 员 中 选 出 一 个 来 ,再 把 其 
余 的 人 按 8 人 一 组 分 成 上 组 ,并 逐次 把 每 一 组 和 被 选 出 的 运动 员 按 上 
面 对 9 个 人 的 程序 进行 比赛 ,最 后 剩 下 来 的 就 只 是 不 同 组 的 竞赛 对 手 
之 间 的 比赛 ,这 只 需要 把 每 一 组 分 成 四 队 ( 每 队 两 人 ) 再 进行 不 同 组 的 
队 之 间 的 比赛 就 可 以 了 . 
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6.18 一 个 网 球 俱乐部 的 20 位 成 员 已 经 被 安排 了 14 场 单打 比 
赛 , 其 中 每 个 成 员 至 少 参加 1 场 比赛 .求证 在 这 种 安排 中 , 必 有 6 场 比赛 
是 在 12 名 不 同 选手 之 间 进 行 的 . 

(第 18 届 美国 数学 奥 林 还 克 ,1989 年 ) 
[证 1] 记 参 加 第 j 场 比赛 的 选手 为 (a ,b;), 并 令 
S = {(a,06)|; = 1,2,.…,141. 
如 果子 集 M CS 中 所 含 选 手 对 中 出 现 的 所 有 选手 互 不 相同 , 则 称 M 
为 S 的 “良子 集 ”. 显 然 ,这 样 的 良子 集 存在 且 只 有 有 限 多 个 . 设 其 中 元 
素数 最 大 的 子 集 之 一 为 Mo , 它 的 元 素数 为 >. 显然 ,只 须 证 明 > 之 6. 

由 于 Mo 是 最 大 良子 集 , 故 在 Mo 中 未 出 现 过 的 20 - 2r 名 选手 之 
疗 互 相 没 有 比赛 .又 因 每 人 至 少 参 加 1 场 比赛 , 故 这 20 -- 27 名 选手 中 
每 人 至 少 同 前 2r 名 选手 比赛 1 场 .所 以 ,除了 Mo 中 的 > 场 比赛 之 外 ， 
至 少 还 要 进行 20 - 2r 场 比赛 , 即 比赛 场次 总 数 至 少 为 20 - >. 又 因 比 
赛场 次 总 数 为 14, 所 以 20 - > 过 14, 解 得 7 宇 6. 

[证 2] 用 20 个 点 来 代表 俱乐部 的 20 位 成 员 , 并 且 当 两 人 之 间 安 
排 了 一 场 比 赛 时 ,就 在 相应 两 点 间 连 一 条 线段 . 于 是 我 们 得 到 一 个 有 
20 个 顶点 和 14 条 边 的 图 . 

对 于 图 中 的 任 一 顶点 A ,我 们 把 以 A 及 所 有 与 点 A 有 通路 相连 的 
顶点 为 项 点 的 子 图 称 为 一 个 连通 分 支 .由 已 知 ,图 中 每 点 都 恰 属 于 1 个 
连通 分 文 且 每 个 连通 分 支 中 至 少 有 1 条 边 . 

设 图 中 共有 个 连通 分 支 . 因为 在 每 个 连通 分 支 中 , 边 数 都 不 少 于 
顶点 数 减 1, 所 以 整个 图 中 的 边 数 不 少 于 顶点 数 减 上 , 即 有 14 之 20 一 有 . 
由 才 解 得 大 之 6. 

从 图 中 任 取 6 个 连通 分 支 , 并 在 每 个 连通 分 支 中 各 取 1 条 边 , 则 这 
6 条 边 所 对 应 的 6 场 比赛 的 12 名 选手 互 不 相同 . 

6:19 100 名 运动 员 参 加 长 跑 比 赛 ,已 知 其 中 任意 12 人 中 可 以 找 
到 2 人 ,他 们 是 相识 的 .求证 :无 论 怎样 给 运动 员 分 配 号 码 (不 一 定 从 1 
到 100) 都 可 以 找到 2 名 相识 的 运动 员 ,使 他 们 的 号 码 是 从 同一 个 数码 
开始 的 . 

《第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 因为 这 100 名 运动 员 的 号 码 的 首位 数码 都 是 1,2,…,9 这 9 
个 数码 之 一 , 故 由 抽 届 原理 知 其 中 必 有 12 人 的 号 码 的 首位 数码 相同 . 
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再 由 已 知 条 件 又 知 这 12 人 中 必 有 两 人 相识 ,他 们 的 号 码 的 首位 数码 当 
然 是 相同 的 ， 
6.20 ”在 一 次 有 m 人 参加 的 拳击 比赛 中 ,每 两 名 选手 之 间 至 多 比 
赛 1 场 .在 进行 了 若干 场 比赛 之 后 ,组织 者 决定 将 选手 分 组 .是否 对 任 
何 自然 数 n,1 过 过 9 ,都 能 将 所 有 选手 分 成 nn 个 组 ,使 得 对 每 名 选手 
来 说 ,在 组 内 已 与 他 赛 过 的 选手 数 都 不 超过 全 部 与 他 赛 过 的 选手 数 的 
1 


一 
n 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 总 可 以 实现 . 
对 于 将 m 名 选手 分 成 组 的 每 一 种 分 组 法 ,我们 来 计算 各 组 内 已 
赛 过 的 选手 对 的 对 数 之 和 . 因为 不 同 的 分 法 只 有 有 限 多 种 , 故 其 中 必 有 
一 种 分 法 使 选手 对 数 最 小 . 记 这 一 分 组 法 为 万 , 则 DD 便 满 足 题 中 要 求 . 
吉 不 然 , 则 有 拳击 手 上 , 同 组 中 与 LL 已 赛 过 的 选手 数 大 于 与 已 赛 


过 的 选手 总 数 的 十 .又 因 共 分 成 a 个 组 , 故 又 必 有 另 一 组 ,其 中 与 上 已 


赛 过 的 选手 数 小 于 与 上 已 赛 过 的 选手 数 的 二 .这样 一 来 , 当 把 L 调 到 
后 一 组 时 ,组 内 已 赛 过 的 选手 对 数 之 和 将 减少 ,矛盾 . 

6.21 在 20 名 花样 滑冰 运动 员 表 演 之 后 ,9 位 裁判 给 运动 员 排 出 
1 至 20 的 名 次 .已 知 不 同 裁判 给 每 个 运动 员 排 的 名 次 上 下 相差 不 超过 
3. 计 算 每 一 名 运动 员 得 到 的 名 次 之 和 ,并 把 它们 按 递 增 的 顺序 排列 ; 
CI < C2 < C3 1 C20. 求 C1 的 最 大 值 . 

- (第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 考察 9 个 第 一 名 的 分 布 情形 . 如 果 一 名 运动 员 得 了 9 个 第 
一 名 , 则 C = 9. 如 果 两 名 运动 员 分 得 9 个 第 一 名 , 则 其 中 一 人 至 少 得 
了 5 个 第 一 名 , 而 他 的 其 余 名 次 最 差 是 第 四 名 , 故 有 Ci; 过 1xS+4x4 
= 21. 如 果 3 名 运动 员 分 得 9 个 
第 一 名 , 则 因 他 们 的 最 差 名 次 是 
第 四 名 , 故 3 人 名 次 之 和 不 超过 1 
x9+3x9+4x9=72, 所 以 CI 
委 24. 如 果 4 名 运动 员 分 得 9 个 
第 一 名 , 则 4 人 名 次 的 总 和 为 90， 
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3 中 这 


故 有 Ci 过 | 中 | = 22. 易 见 ,5 名 或 多 于 5 名 运动 员 分 得 9 个 第 一 名 是 


不 可 能 的 .由 此 可 见 ,Ci 志 24. 

如 果 前 5 名 运动 员 A ,B,C,D,E 的 所 得 名 次 如 右 图 所 示 而 其 他 
1S 名 运动 员 分 别 得 到 9 个 第 六 名 ,第 七 名 ,…, 第 二 十 名 . 便 有 Ci = 24. 
所 以 ,Cl 的 最 大 值 为 24. 

6.22 年 级 举行 拔河 比赛 . 比赛 中 ,由 该 年 级 学 生 所 可 能 组 成 的 
每 一 个 队 都 应 刚好 参赛 一 次 (除了 由 全 年 级 学 生 所 组 成 的 队 之 外 ). 求 
证 每 一 个 由 部 分 学 生 所 组 成 的 队 ,都 将 和 由 该 年 级 的 其 余 所 有 学 生 组 
成 的 队 比 赛 . 

(第 50 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 1 如果 全 年 级 的 每 个 学 生 都 是 不 在 甲 队 就 在 乙 队 , 则 称 甲 
乙 两 队 是 互补 的 .显然 ,每 个 学 生 都 恰 是 互补 两 队 之 一 队 中 的 成 员 , 因 
而 每 个 学 生 都 恰好 是 所 有 代表 队 中 的 一 半 代 表 队 的 成 员 . 但 所 有 代表 
队 数 目的 一 半 怡 好 等 于 比赛 所 要 进行 的 总 场 数 . 因此 ,每 场 比赛 中 每 名 
学 生 都 要 出 场 . 从 而 每 场 比赛 都 恰 为 互补 的 两 队 进 行 比赛 . 

[证 2] “者 不 然 , 则 在 某 场 比赛 中 出 场 的 两 个 队 Au 与 Bo 不 是 互 
补 的 .我 们 将 与 Bo 互补 的 队 称 为 Ai ,将 与 4 对 阵 的 队 称 为 B1. 于 是 
有 4A0 衬 Al,Bl 至 0. 

再 考察 与 BI 互补 的 队 A;, 以 及 与 A, 对阵 的 队 B,. 同 理 有 4， 笠 
A;,B; 和 B1. 这 样 继续 下 去 ,可 以 得 到 一 个 由 代表 队 构 成 的 无 穷 序列 
Ao 垂 Ai 生 A; 壬 …， 

各 队 中 的 人 数 严格 增加 .但 学 生 人 数 是 有 限 的 , 故 这 一 情形 是 不 可 能 出 
现 的 . 

6.23 7 个 参赛 者 pi,p,,，…,p, 进行 循环 赛 (n > 1) .每 个 参赛 者 
同 其 他 w ~ 1 个 参赛 者 都 进行 一 局 比赛 ,假设 比赛 结果 没有 不 分 胜 负 的 


平局 出 现 . ww- 和 /分别 表示 参赛 者 户 胜 与 负 的 局 数 ,求证 > ww? = 


nm 

2 
> 03. 
i 


(第 26 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1965 年 ) 
[证 ] 因为 每 个 参赛 者 都 参加 了 n -1 局 比赛 ,并 且 没 有 平局 , 则 
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对 每 个 i(i = 1,2,…,n) 
TO! 十 {; 一 NR 1. 


另外 ,所 有 参赛 者 胜 与 负 的 总 局 数 都 等 于 比赛 的 局 数 ,因此 


> > 1 
:= 1 :- 1 
从 而 有 
1 2 SA 
/5 
2 这 
= > (rz — 71?) 
i= 1 
一 D> C0 + li) (vw - 4,) 
i=1 
一 (x 一 1)( >7 ae 一 > ) 
r= 1 1 
于 是 >，zo? = > 12. 


6.24 在 ”名 选手 参加 的 循环 赛 中 ,每 两 人 比赛 一 场 (无 平局 ). 
试 证 下 列 两 种 情形 恰 有 1 种 发 生 : 

(1) 可 将 所 有 选手 分 成 两 个 非 空 集合 ,使 得 一 个 集合 中 的 任何 一 
名 选手 都 战胜 另 一 个 集合 中 的 所 有 选手 ; 

(2) 可 将 n 名 选手 从 1 到 ”编号 ,使 得 第 ; 名 选手 战胜 第 i + 1 名 
选手 ,i = 1,2,…,n ,其 中 将 n + 1 理解 为 1. 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 显然 ,(1) 和 (2) 不 能 同时 出 现 ,以 下 证 明 (1) 和 (2) 至 少 有 
一 种 出 现 . 

设 选手 A 胜 场 最 多 . 若 A 战胜 其 他 所 有 选手 , 则 (1) 成 立 . 否则 必 
有 选 于 C 胜 A. 因 A 胜 场 最 多 , 故 必 有 人 负 于 A 的 选手 B 战胜 C, 于 是 得 
到 一 个 选手 圈 |A,B,C}:A 胜 B,B 胜 C,C 胜 A. 

设 这 样 的 圈 中 含 选 手数 最 多 的 之 一 为 1A1,A,,…,A,| ,其 中 Al 
胜 A;,A; 胜 A;,…,A,-! 胜 A,,A, 胜 Ai. 共 wz1 =n, 则 (2) 成 立 .以 
下 设 训 过 nn. 今 
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败 吵 科 


S| = 1 AAA 
对 任意 B 驴 Si ,或 者 B 战胜 SI 中 所 有 选手 ,或 者 B 负 于 Si 中 的 所 有 
选手 .车 不 然 , 则 存在 A;, A; € S1, 使 B 负 于 A; 而 战胜 A ,不 妨 设 ; < 
j ,从 而 有 Ai 委 & 委 -1 使 妃 负 于 4 而 战胜 Ax41. 但 这 将 导致 更 长 


”的 选手 圈 ,矛盾 .再 令 


S$, = 1B|B 胜 A,,i = 1,2，……,7|， 
Si = 1BI1B 负 于 Aj,i = 1,2,…,m|. 
对 任意 BE€ Ss 与 CE S3, 车 有 C 胜 B, 则 可 将 选手 C 和 和 B 加 入 iAi， 
A,,…,A,| 中 而 得 到 更 长 的 圈 , 巴 盾 , 故 必 有 B 胜 C. 车 S, 非 空 , 则 令 
S = S;,T= SU S3i 若 S; 非 空 , 则 令 S= SU S,,T= S;3. 易 见 ， 
S 中 的 任 一 名 选手 都 战胜 人 中 的 所 有 选手 , 即 (1) 成 立 . 
6.25 设 有 p 个 球 队 (p 宇 5) 进行 单 循 环 赛 ( 即 每 两 个 队 都 比赛 
一 次 , 且 仅 比 赛 一 次 ). 又 设 
(1) 每 场 比赛 没有 平局 . 
(2) 任意 两 个 球 队 zx 和 y, 如 工 胜 >, 则 其 余 p -2 个 队 中 , 胜 + 负 
于 yy 的 队 数 不 小 于 胜 y 负 于 x 的 队 数 . 
求证 对 任意 两 队 A 和 B, 如 和 A 胜 B, 则 
(a) 必 有 两 队 C 和 总 ,使 比赛 结果 是 :B 胜 C,C 胜 D,D 胜 A. 
(b) 胜 A 的 队 数 与 负 于 B 的 队 数 的 和 不 小 于 p - 2. 
(中 国 湖 南 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 ] 〈a ) 分 下 列 三 种 情况 讨论 : 


甲 (D) ZO) ZZ(D) 甲 (C) 


(2) (ii) 
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时 (C0) 乙 (CD) 甲 (D) 乙 (O) 


(iii) (ii ) 


(i) 如 果 存 在 甲 队 , 甲 胜 A ,又 胜 吾 ,那么 对 于 甲 队 和 B 队 来 说 ,由 
于 甲 胜 B, 而 且 有 A,A 胜 B 仙 于 甲 ,所 以 按 假设 (2), 至 少 有 一 队 乙 , 它 
胜 甲 负 于 B, 取 乙 为 C 队 , 甲 为 D 队 , 即 有 B 胜 乙 , 乙 胜 甲 , 甲 胜 A. 如 


图 (i). 第 
(ii) 如 果 存 在 甲 队 , 甲 负 于 A 又 负 于 B, 那 么 对 A 队 和 甲 队 来 说 ， | 条 ” 

仿 (i) 之 推理 ,至 少 有 一 队 乙 , 它 胜 A ,人 负 于 甲 , 取 甲 为 C 队 , 乙 为 D 队 ， 

即 有 B 胜 C,C 胜 史 ,DD 胜 A, 如 图 (ii). 斌 


(iii) 如 果 情 形 (i) 和 情形 (ii) 不 出 现 , 那 么 其 余 p -2 个 队 中 每 一 队 
或 者 胜 A 负 于 B, 或 者 胜 B 负 于 A, 由 于 p -2 这 3, 而 且 由 假设 (2), 胜 
A 负 于 B 的 队 数 不 小 于 胜 B 负 于 A 的 队 数 ,所 以 胜 A 负 于 B 的 队 数 不 
小 于 2. 

由 此 可 见 ,至少 有 两 队 甲 , 乙 都 胜 A 负 于 B, 对 甲 , 乙 来 说 ,或 者 甲 
胜 乙 ,或 者 乙 胜 甲 . 若 甲 胜 乙 , 则 了 到 甲 为 C 队 , 乙 为 万 队 , 如 图 (ii) , 苦 乙 
胜 甲 , 则 取 甲 为 D 队 , 乙 为 C 队 , 如 图 (i ), 两 者 都 合乎 要 求 . 

(b) 显然 , 胜 A 又 胜 B 的 队 数 + 胜 A 负 于 B 的 队 数 + 负 于 A 胜 B 
的 队 数 + 负 于 A 又 负 于 B 的 队 数 的 总 和 为 p -2. 

由 假设 (2) 有 

胜 A 的 队 数 + 负 于 B 的 队 数 

= 胜 A 又 胜 B 的 队 数 + 胜 A 负 于 B 的 队 数 x2+ 负 于 A 又 负 于 B 

的 队 数 

之 胜 A 又 胜 B 的 队 数 + 胜 A 负 于 B 的 队 数 + 人 负 于 A 又 负 于 B 的 

队 数 + 负 于 A 又 胜 B 的 队 数 等 于 p -2. 

6.26 ”运动 会 连续 进行 了 n 天 , 共 发 了 ni 枚 奖牌 .第 一 天 发 了 一 
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兰 字 区 


枚 及 余下 的 m - 1 枚 的 才 ,第 二 天 发 了 2 枚 及 余下 奖牌 数 的 十 ,以 后 各 
天 均 按 此 规律 颁发 奖牌 ,在 最 后 一 天 即 第 天 发 了 余下 的 枚 奖牌. 求 
1 与 m 的 值 
(第 9 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 ] ， 设 运动 会 进行 了 天 之 后 ,余下 的 奖牌 数 为 w . 按 已 知 ,第 


k 天 共 发 出 块 奖牌 及 余下 奖牌 数 的 -7 . 换 句 话说 ,第 上 天 所 发 的 奖牌 
数 等 于 & + 去 ai, 故 有 


op = 上 + 二 Qk + ah = 证 二 a OQ) 


注意 到 a,, = 0, 由 @ 式 递 推 即 得 
m=1+2Xx 二 +3x (ZT) rin (Z) 


6 6 
人 
将 @ 式 两 端 同 乘 -二 ,得 到 
7 7 7 1 7 人 7 人 
Em = 12 (8) rx (BE) tr (8) 
. 3 
(3 书 并 加 以 整理 ,最 后 得 到 
m = Ln ~ 6) pe 0) + 36. @ 


因为 n > 工 故 有 |2 -6|< 6 又 因 (7" .6 = 上 且 闵 为 正 整数 ， 
所 以 必 有 7 -6=0, 即 2 = 6,m = 36. 

6.27 一些 人 参加 一 次 循环 赛 ,其 中 每 两 人 都 比赛 一 场 ,每 场 比 
赛 都 一 定 决 出 胜 负 而 没有 平局 . 试 证 在 这 些 运 动员 中 , 必 可 找到 这 样 的 
运动 员 ,使 得 其 余 的 所 有 运动 员 都 或 者 是 他 的 手下 败 将 或 者 负 于 他 的 
某 个 手下 败 将 . 

z (匈牙利 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 

[证 1] 设 A 是 胜 场次 数 最 多 的 运动 员 之 一 ,他 共 战 胜 上 个 对 手 
Bi,B;,*…,B, 而 负 于 和 个 对 手 C,C,,…,C, .车 有 某 个 C; ,他 全 胜 B,， 
B2，…, 有 , 因 他 还 战胜 A , 故 他 的 胜 场次 数 为 上 + 1, 比 A 还 多 胜 一 场 ， 
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矛盾 . 故 知 C; 必 有 负 于 某 个 吾 , 即 他 负 于 A 的 茶 个 手下 败 将 . 可见,A 即 
为 所 求 . 

[证 2] 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 参 赛 人 数 = 2 时 ,结论 显 
然 成 立 . 设 结论 当 nw = 上 时 成 立 . 当 n = &+1 时 ,任意 去 掉 一 名 运动 员 
A 并 对 其 余 & 个 人 应 用 归纳 假设 知 存 在 运动 员 B, 他 战胜 了 Cl,C;,…， 
CC 而 CC 则 都 至 少 负 于 C1 ,C23,…,C;, 之 一 . 

现在 把 4 考虑 进来 .如 果 A 负 于 B 或 负 玫 Cl,C;,…,C, 之 一 , 则 
B 即 为 所 求 . 否则 ,A 必 全 胜 B 及 Cl,C;,…,C,, 从 而 A 为 所 求 . 

[证 3】 设想 在 循环 赛 结 束 之 后 ,将 全 体 参 赛 者 都 集中 在 礼堂 里 . 
首先 请 其 中 一 位 运动 员 A) 出 去 并 带 走 他 战胜 的 所 有 运动 员 . 当然 ,如 
果 4A; 一 场 未 胜 ,那么 仅 只 他 一 人 出 去 .但 如 果 他 带 走 了 全 部 运动 员 , 那 
么 他 即 为 所 求 . 如果 A| 带 走 一 批 人 之 后 礼堂 里 还 有 运动 员 ,我 们 就 再 
请 其 中 一 位 运动 员 A, 出 去 并 带 走 他 所 战胜 的 所 有 运动 员 . 这样 进行 下 
去 ,直到 最 后 运动 员 A。 从 礼堂 出 去 并 带 光 礼堂 中 所 有 运动 员 为 止 ( 当 
然 可 能 A,, 出 去 时 只 是 他 自己 一 人 ). 这 样 ,A,, 即 为 所 求 . 

事实 上 ,因为 Al,A,,…,A,,_! 出 去 时 都 没有 带 走 A,, ,所 以 A, 战 
胜 Aj,j = 1,2,…,m 一 1. 其 他 被 带 出 去 的 运动 员 都 负 于 带 他 们 出 去 的 
人 .所 以 ,每 个 运动 员 都 是 A,, 的 手下 败 将 或 者 是 负 于 A,, 的 某 个 手下 
败 将 . 

6.28 ”在 某 次 体育 比赛 中 ,每 两 名 选手 都 进行 一 场 比赛 ,每 场 比 
赛 一 定 决 出 胜 负 ,通过 比赛 确定 优秀 选手 . 选手 A 被 确定 为 优秀 选手 
的 条 件 是 :对 任何 其 他 选手 B, 或 者 A 胜 B ,或 者 存在 选手 C, 使 得 A 胜 
C,C 胜 B. 如 果 按 上 述 规 则 确定 的 优秀 选手 只 有 1 名 ,求证 这 名 选手 一 
定 全 胜 所 有 其 他 选手 . 

(第 2 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1987 年 ) 

[证 1] 先 证 必 存 在 优秀 选手 . 因 参 赛 选 手 有 限 , 故 必 存在 胜 场次 
数 最 多 的 选手 . 设 A 是 胜 场 次 数 最 多 的 选手 之 一 . 若 A 胜 所 有 其 他 选 
手 , 当然 是 优秀 选手 . 奇 不 然 , 设 A 胜 B) ,B，,… ,Bi ,而 负 于 B41, i, 
B,. 任 取 Bj(k + 1 过 7 坟 ), 则 他 不 能 全 胜 B,,…,B, ,否则 他 比 A 至 
少 多 胜 一 场 .因此 必 存 在 B;(1 过 i 过 有 ), 使 得 A 胜 B;,B; 胜 B;( 以 下 称 
之 为 A 间接 胜 B;). 由 B; 的 任意 性 即 知 A 为 优秀 选手 . 

绸 证 优秀 选手 若 惟 一 , 则 他 必 全 胜 所 有 其 他 选手 . 设 4 是 惟一 优 
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秀 选 手 . 若 A 不 全 胜 所 有 其 他 选手 , 设 A 胜 BI,B;,,… ,Bi 而 负 于 B41， 
…,B,,k 之 n. 由 前 段 证 明知 By,…,B, 中 有 局 部 优秀 选手 , 即 这 组 
选手 中 的 优秀 选手 , 设 为 B, .对 任何 B,(1 二 i 过 上 ), 都 有 B, 胜 A,A 
竹 B;, 即 B,, 间接 胜 B;. 从 而 B, 也 是 优秀 选手 ,矛盾 .由 此 可 知 ,A 必 全 
胜 所 有 其 他 选手 . 

[证 2] ”设想 比赛 结束 后 所 有 选手 齐 聚 体 育 馆 , 并 让 惟一 的 优秀 
选手 A 领 着 他 的 手下 败 将 一 起 退场 .我 们 证明, 这 时 场 内 不 再 有 任何 
选手 . 匣 不 然 , 则 场 内 还 剩 有 一 些 选手 . 按 已 知 ,这 些 选 手 都 胜 A. 于 是 
可 以 斯 言 ,这 些 选手 中 无 该 范围 内 的 全 胜 者 ( 仅 剩 1 名 选手 时 也 把 他 视 
为 全 胜 者 ). 人 否则 该 全 胜 者 也 是 一 名 优秀 选手 . 在 场 内 任 取 选手 B 并 让 
他 领 着 他 的 所 有 手下 败 将 一 起 退场 ,于 是 场 内 必 还 剩 有 选手 . 同 理 可 
知 , 场 内 余下 的 选手 中 仍 无 该 范围 内 的 全 胜 者 .于 是 又 可 让 一 名 选手 C 
领 着 他 的 所 有 手下 败 将 一 起 退场 ,和 且 场 内 仍然 剩 有 选手 . 不 难看 出 ,这 
样 的 程序 可 以 无 限 进行 下 去 ,此 与 参赛 选手 仅 有 有 限 多 人 矛盾 .这 就 证 
明了 优秀 选手 A 退场 时 一 定 领 走 了 所 有 选手 , 即 它 战 胜 了 所 有 其 他 选 
手 . 

6.29 在 一 个 有 ” 名 选手 参加 的 循环 赛 ( 每 一 对 选手 赛 一 场 , 胜 
者 得 1 分 , 负 者 得 0 分 ) 中 ,没有 平局 ,由 各 选手 赢得 的 分 数 分 别 是 、， 
52，,"… ,sn 求证 有 某 三 名 选手 A,B,C, 使 得 A 胜 B,B 胜 C,C 胜 A 的 情 
况 存在 的 充 要 条 件 是 

于 


(第 18 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1958 年 ) 
[证 ] 对 任意 一 次 竞赛 的 结局 代 , 令 
U(T) = sf + s3+ + 82. 
(1) 如 朵 在 整个 比赛 过 程 中 不 出 现 三 个 选手 A 胜 B,B 胜 C,C 胜 A 
这 样 的 情况 ,这 种 比赛 的 结局 我 们 称 之 为 可 以 传递 的 . 
在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 给 选手 编号 为 
Pi,P;,…,P,, 
并 且 当 且 仪 当 i > 7 时 ,PP 胜 忆 .于 是 这 n 名 选手 的 得 分 分 别 是 
0,1,2,.…,n—1. 
因而 在 这 种 传递 的 情况 下 有 
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U(T) 二 sf 十 $$ 十 "十 5 
二 人 十 12 十 … 十 (n 1) 
(n— 1l)n(2n 一 |) 
一 6 . 





因此 给 定 的 条 件 是 充分 的 . 

(2) 现在 考虑 竞赛 的 一 个 非 传 递 性 结局 , 即 存 在 三 个 选手 A, B,C 
使 得 A 胜 B,B 胜 C,C 胜 A. 

我 们 假定 A 在 A ,B,C 中 得 分 最 少 ,有 

5A 二 ee . 

由 sa4 所 5s8, 我 们 可 以 颠倒 A 与 B 之 间 的 比赛 的 胜 负 , 这 样 就 得 到 一 个 
新 的 结局 ,这 时 A 的 得 分 为 ss - 1,B 的 得 分 为 sp + 1, 其 他 选手 的 得 分 
不 变 . 从 






比 

(sa —1)— s+ (sp+ 1) -ss t 
= 2(sp— sa)+2 考 
>0 避 


可 以 看 出 , U(T) 增加 了 ,于 是 任意 非 传递 性 的 结局 能 使 得 U(T) 增 
加 ,但 这 不 能 永远 改变 下 去 ,因为 可 能 结局 的 数目 是 有 限 的 ,所 以 从 一 
个 非 传递 性 结局 开始 ,经 过 有 限 次 改变 之 后 ,结局 成 为 传递 性 的 ,此 时 、 
U(T) 增加 到 全 一 22 一 DD. 


于 是 对 于 一 个 非 传递 性 结局 有 


UCT) < (nn 一 Dat2n 一 D 


因而 给 定 的 条 件 是 必要 的 . 

6.30 ”有 一 种 体育 竞赛 共 含 M 个 项 目 , 有 运动 员 A ,B,C 参加 ， 
在 每 一 项 目 中 ,第 一 二 ,三 名 分 别 得 p1,p;,p; 分 ,其 中 pi, ps,p; 为 正 
整数 ,有 是 p! > p, > p;3. 最 后 A 得 22 分 ,B 与 C 均 得 9 分 ,B 在 百 米 赛 
中 取得 第 一 . 

求 M 的 值 , 并 问 在 跳高 中 谁 得 第 二 名 ? 

(第 18 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 】 考虑 到 每 个 人 所 得 的 总 分 数 ,可 有 
M(pl+ p+ p3) = 22+9+9 = 40. 
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六 路 次 


由 pls p2s Pp3 为 正 整 数 , 且 pi> p> ps 可 得 
pit+ pr+ ps 之 1+2+3= 0， 


从 而 有 
6M < 40, 
M < 6. 
又 由 题 设 可 知 ,至 少 有 百 米 赛 和 跳高 这 两 个 项 目 , 从 而 又 有 
M 二 2. 


此 外 ,AM 也 应 是 40 的 约 数 . 
于 是 , M 只 可 能 取 2,4,5 三 个 值 . 
(1) 当 M = 2 时 ,我 们 看 B 的 总 分 9, 则 
9> pi+t pi, 
从 而 p18. 
因此 ,如 果 A 拿 两 个 第 1, 则 A 的 总 分 将 不 大 于 16, 不 可 能 到 22 
分 ,因此 M 关 2. 
(2) 当 M = 4 时 ,我 们 仍 看 B 的 总 分 9, 则 
9 > pi + 3p;, 
鉴于 p; 宇 1, 所 以 pl 二 6. 
车 六 委 5, 那 么 四 项 比赛 都 得 第 一 也 至 多 得 20 分 ,与 A 得 22 分 巴 
盾 . 
所 以 p! = 6, 此 时 有 
4(6+ ps + ps3) = 40， 
p2+ ps = 4. 
又 因为 p, 关 p33, 所 以 py = 3,p3=1. 
由 于 8B 已 取得 百 米 赛 第 一 ,所 以 A 至 多 得 3 个 项 目的 第 一 ,此 时 AA 
最 多 得 分 
3p1+ p> = 18+3= 21 < 22, 
出 现 矛 盾 . 
因此 AM 关 4. 
(3) 当 M = 5 时 ,这 时 由 
SCp + p2+ ps3) = 40, 
可 得 . pit+ p+ p;= 8. 
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寿 轧 3 之 2, 则 由 pi > p2 > pp3 可 得 
pit pr+p3 之 4+3+2=9. 
写 pi + p+ p3 二 8 亨 盾 . 
此 外 户 不 能 小 于 或 等 于 4, 否 则 五 场 比 赛 至 多 得 20 分 ,与 A 得 22 
分 有 矛盾 . 


于 是 pl 之 3. 
如 果 pi 之 6, 那 么 p+ p; 志 2, 由 p; 关 ps 可知 ,这 是 不 可 能 的 . 
所 以 p+ p;3 宇 2+ 1 = 3, 


于 是 只 能 有 ”pi = 5, 此 时 只 有 p, = 2,p3= 1. 
由 此 可 见 ,A 一 定 得 了 四 项 第 一 ,一 项 第 二 ,此 时 
45f+p=4XxS+2= 22. 

B 有 一 项 第 一 ,为 使 B 得 9 分 , 则 有 四 项 第 三 ,此 时 pj + 4p3=5+ 
4x1l1=9. 

于 是 C 有 四 项 第 二 ,一 项 第 三 ,此 时 4p; + p3 = 9. 

由 此 可 知 A 的 百 米 第 二 ,C 的 百 米 第 三 ,在 其 余 的 项 目 中 ,C 是 第 
二 .因此 在 跳高 比赛 中 C 得 第 二 名 . 

6.31 甲乙 两 队 各 出 7 名 队员 按 事先 排 好 的 顺序 出 场 参 加 围棋 擂 
台 赛 .双方 先 由 1 号 队员 比赛 , 负 者 被 淘汰 , 胜 者 再 与 负 方 2 号 队员 比 
赛 ,…, 直 到 有 一 方 队员 全 被 淘汰 为 止 , 另 一 方 获胜 , 形成 一 种 比赛 过 
程 . 问 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 是 多 少 ? 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 按 题 意 ,一 次 擂台 赛 最 多 可 赛 13 盘 , 若 甲 队 胜 , 必 胜 7 盘 ， 
故 一 切 可 能 出 现 的 过 程 共 有 C?; 种 .车 乙 队 胜 亦 然 .所 以 ,总 共有 

2C13 = 3432 






于 


种 . 
6.32 5 个 人 玩 扑 克 牌 ,每 次 总 是 两 人 对 两 人 ,每 个 人 都 想 和 其 他 
4 人 中 的 每 个 人 合作 玩 一 轮 , 即 打 对 家 两 次 .试问 他 们 共 需 玩 多 少 轮 ? 
试 排出 一 种 方案 来 . 
“(第 18 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 每 个 人 都 与 男 外 4 人 各 合作 玩 一 轮 , 共 玩 4 轮 .5 个 人 共 玩 
20 轮 , 打 对 家 40 次 (包括 重复 计数 ) .每 次 都 有 4 人 参加 , 即 每 次 都 被 计 
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数 4 次 , 故 共 需 玩 10 次 , 即 5 轮 . 
5 人 的 玩 牌 程序 可 以 安排 如 下 : 
mim2 对 mamss nn2 对 mams, m2ma 对 mams, 
mn 对 mmas mms 对 mams, mma 对 m2ms, 
mma 对 mma, mms 对 mma3, mms 对 ni3n4, 
mms XT m3msa. 

6.33 8 个 人 参加 象棋 循环 赛 ,规定 胜 者 得 1 分 , 平 者 得 0.5 分 , 负 
者 得 0 分 .已 知 8 人 的 得 分 互 不 相同 且 第 二 名 棋 手 的 得 分 是 后 4 名 棋 手 
得 分 的 总 和 . 问 第 三 名 棋 手 和 第 七 名 棋 手 之 间 的 比赛 结果 如 何 ? 

(第 3 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 因为 后 4 名 棋 手 之 间 共 进行 6 场 比赛 ,所 以 他 们 得 分 之 和 
不 少 于 6 分 ,从 而 第 二 名 得 分 不 少 于 6 分 . 男 一 方面 ,如 果 第 一 名 得 7 
分 , 则 他 战胜 了 第 二 名 ,于 是 第 二 名 只 能 得 6 分 ;如 果 第 一 名 得 6.5 分 ， 
则 因 得 分 互 不 相同 , 故 第 二 名 也 只 能 得 6 分 ,从 而 后 4 名 模 手 得 分 之 和 
也 是 6 分 ,这 意味 着 他 们 在 与 前 4 名 的 比赛 中 场 场 皆 负 .特别 地 ,第 七 名 
负 于 第 三 名 . 

6.34 ” 某 次 象棋 比赛 有 两 名 七 年 级 学 生 和 一 些 八 年 级 学 生 参加 . 
每 两 名 参赛 者 都 比赛 一 局 , 胜 者 得 1 分 , 负 者 得 0 分 .车 为 和 局 , 则 各 得 
半分 . 现 知 两 名 七 年 级 学 生 共 得 8 分 ,而 所 有 八 年 级 学 生 所 得 的 分 数 都 
彼此 相同 . 求 参加 象棋 比赛 的 八 年 级 学 生 的 人 数 . 

(第 9 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,参赛 者 的 得 分 都 是 整数 或 半 整 数 ( 即 都 是 0.5 的 整数 
们 ). 八 年 级 学 生 自己 之 间 进 行 比赛 所 得 分 数 的 平均 值 当 然 是 整数 或 半 
整数 , 故 他 们 与 两 名 七 年 级 学 生 比 赛 所 得 分 数 的 平均 值 亦 应 如 此 . 

两 名 七 年 级 学 生 共 得 8 分 ,二 人 之 间 的 比赛 共 得 1 分 , 故 二 人 在 与 
八 年 级 学 生 的 比赛 中 共 得 7 分 . 

设 八 年 级 共有 ”名 学 生 参 赛 , 于 是 他 们 在 与 两 名 七 年 级 学 生 的 比 
赛 中 共 得 2n -- 7 分 ,平均 值 为 
2n 一 7 加 

n 





2 一 


全 一 


7 
为 使 为 整数 或 半 整 数 ,六 应 为 整数 或 半 整 数 ,而 这 又 当 且 仅 当 = 7 
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或 14 时 才 如 此 . 当 n = 7 时 八 年 级 学 生平 均 每 人 得 4 分 ; 当 n = 14 时 ， 
八 年 级 学 生平 均 每 人 得 8 分 .容易 举例 说 明 , 两 种 情形 都 可 以 存在 , 故 
知 参赛 的 八 年 级 学 生 人 数 为 7 或 14. 

6.35 ” 设 有 5 位 象棋 选手 参加 一 次 比赛 ,已 知 任何 两 人 都 比赛 一 
局 ,5 人 得 分 互 不 相同 ,并 且 

(1) 第 1 名 没有 和 局 ，; 

(2) 第 2 名 没有 人 负 局 ; 

(3) 第 4 名 没有 胜局 . 
试 写 出 有 所 有 对 局 的 结 
z (基辅 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 设 比 赛 结 束 时 五 人 A ,B,C,D,EE 的 得 分 分 别 为 4a>6>c 
> d > e( 胜 1 局 得 1 分 ,和 1 局 得 0.5 分 , 负 1 局 得 0 分 ). 显 然 ,每 位 棋 
手 共 弈 4 局 ,整个 比赛 共 10 局 ,5 人 得 分 之 和 为 10 分 . 

因为 A 没有 和 局 ,下 没有 负 局 ,所 以 了 胜 A. 因 此 aa 过 3. 由 于 已 
胜局 ,而 其 他 3 局 中 设 有 负 局 , 故 2 之 2.5. 又 因 a > 5, 元 a =3,25 = 
2.5, 且 B 与 C,D,E 都 是 和 局 . 

再 考察 C,D ,EE 的 对 局 结果 .由 (3) 知 品 没 有 胜局 息 已 负 于 A1 局 ， 
故 d 志 1.5. 帮 d= 1.5, 则 由 4 <c < 之 5 可 知 c = 2. 这 样 ,e = 1. 对弈 
的 结果 是 C 胜 E,D 与 C,E 都 是 和 局 . 若 d < 1.5, 因 qd >e 守 0.5, 故 
d 二 1. 从 而 由 e < 之 4 = 1 便 知 e = 0.5. 故 知 c = 10-a4-b-~4d-e 
= 3 >2, 于 盾 . 

综 上 可 知 ,对 局 结果 是 A 战胜 C,D,E,B 胜 A,C 胜 FE ,其余 5 局 均 
为 和 局 . 

6.36 ”象棋 比赛 中 每 两 名 选手 都 比赛 一 场 . 试 证 可 将 所 有 选手 编 
号 ,使 得 每 人 都 未 曾 败 于 他 下 面 一 号 的 选手 . 

(第 25 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] 我们 对 人 数 n 进行 归纳 . 当 n = 2 时 ,结论 显然 成 立 . 

设 当 n= 此 时 结论 成 立 . 当 nn = 有 +1 时 ,从 选手 中 先 去 掉 1 人 ,于 
契 按 归纳 假设 可 将 其 余 有 & 人 按 要 求 排 好 次 序 .然后 ,把 方才 去 掉 的 1 人 
请 回 ,并 把 他 排 在 队伍 中 战胜 他 的 最 后 一 名 选手 的 后 面 . 当然 , 如 果 他 
一 场 未 负 , 就 把 他 排 在 最 前 面 .这 种 编号 法 显然 满足 题 中 要 求 . 

6.37 及 位 选手 参加 象棋 比赛 , 计 分 方法 是 :每 局 比赛 胜 者 得 2 
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分 , 负 者 得 0 分 ,平局 各 得 1 分 . 比赛 中 途 的 积分 表 上 得 分 最 多 者 得 了 & 
分 . 


证 明 这 时 至 少 有 一 位 选手 比赛 局 数 不 多 于 上. 

(第 6 届 祖 冲 之 杯 初中 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 
[证 ] 设 这 时 所 有 选手 得 分 之 和 为 S. 由 题 意 知 S 委 kn. 
假设 这 时 比赛 局 数 最 少 的 人 赛 过 的 局 数 为 m. 这 时 赛 过 的 总 局 数 


应 不 少 于 ” . 
由 于 每 赛 一 局 总 分 增加 2 分 ,所 以 


mn 
9 之 2. 一 -一 mn. 


2 
从 而 kn 之 9 之 nn. 
即 m 上 上. 
即 至 少 有 一 位 选手 比赛 局 数 不 多 于 有. 
6.38 25 名 棋 手 参加 一 次 象棋 比赛 ,他 们 的 实力 各 不 相同 ,每 次 
对 弈 都 是 强 者 取胜 . 问 最 少 需要 比赛 多 少 场 , 才 能 从 中 确定 出 两 名 实力 
最 强 的 选手 来 ? 


3 史 向 


(第 18 届 黄 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 

[ 解 ] 既然 25 名 选手 实力 各 不 相同 且 每 场 对 弈 都 是 强 者 取胜 ,所 
以 凡 在 比赛 过 程 中 负 一 场 者 ,都 不 是 最 强 的 选手 .为 使 比赛 场 数 尽 可 能 
少 ,比赛 应 按 淘汰 制 进行 . 于 是 在 赛 了 24 场 之 后 ,就 确定 出 实力 最 强 的 
选手 A. 

25 名 选手 进行 淘汰 赛 , 共 要 进行 5 轮 .选手 A 至 多 出 场 5 次 ,战胜 
了 5 名 选手 .实力 居 第 二 位 的 选手 必 在 这 5 人 之 中 .这 5 名 选手 再 进行 
淘汰 赛 来 选 出 最 强 选 手 , 共 需 赛 4 场 .所 以 ,确定 两 名 实力 最 强 的 选手 
最 少 要 赛 28 场 . 

6.39 象棋 比赛 中 ,每 两 名 选手 之 间 都 恰好 比赛 一 局 , 胜 者 得 1 


分 , 负 者 得 0 分 ,平局 时 各 得 二 分 . 比赛 结束 后 发 现 ,每 位 选手 所 得 的 
分 数 中 恰好 有 一 半 是 在 他 同 10 名 得 分 最 低 的 选手 的 对 局 中 得 到 的 (10 
名 得 分 最 低 的 选手 所 得 分 数 的 一 半 是 在 他 们 彼此 对 局 中 得 到 的 ) , 求 参 
加 比赛 的 选手 总 数 . 

(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
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[ 解 ] 设 共 及 名 选手 参加 比赛 .我 们 把 10 名 得 分 最 低 的 选手 称 
为 “ 败 者 ”, 其余 的 n - 10 名 选手 称 为 “ 胜 者 ”. 


按 已 知 ,n 名 选手 之 间 共 赛 C2 = 方 n(n -1) 局 ,所 以 名 选手 得 
分 之 和 为 ma 人 一 1). 
再 分 别 计算 败 者 与 胜 者 的 得 分 之 和 . 10 名 败 者 彼此 对 局 共 得 Ci 


= 45 分 .因为 这 是 他 们 所 得 分 数 的 一 半 ,所 以 他 们 得 分 总 数 为 90. 
n - 10 名 胜 者 彼此 之 间 的 对 局 共 得 分 数 为 


Cw = 方 (n -10)(n -11), 
这 也 是 他 们 得 分 之 半 , 所 以 他 们 得 分 总 数 为 (n =- 10)(n - 11). 于 是 有 
n(n -1)= 90+(n- 10)(n - 11), 






n” — 4in + 400 = 0. 

解 得 zw; = 25,n, = 16. 

如 果 共 有 16 名 选手 参赛 , 则 共有 6 名胜 者 . 他 们 的 得 分 总 数 为 2C8 
= 30, 平 均 每 人 得 5 分 .而 10 位 败 者 却 平均 每 人 得 9 分 ,此 不 可 能 .所 
以 ,参加 比赛 的 选手 总 数 为 25 名 . 

6.40 ”一 批 象棋 选手 共 2 个 人 (2 三 3), 欲 将 他 们 分 成 三 组 进行 比 
赛 , 同 一 组 中 的 选手 都 不 比赛 ,不 同 组 的 每 两 名 选手 都 要 比赛 一 盘 ， 

试 证 要 想 总 的 比赛 盘 数 最 多 ,分 组 时 应 使 任何 两 组 间 的 人 数 至 多 
相差 一 人 . 


Mr dT EE 


(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 设 比 赛 盘 数 最 多 的 分 组 法 是 三 个 组 的 人 数 分 别 为 + 人 ,s 
人 和 + 人 . 
r+s+t= Nn. 
此 时 比赛 的 总 盘 数 是 
r +s + 六 盘 . 
假设 比赛 盘 数 最 多 的 分 组 法 ,任何 两 组 人 数 至 多 相差 1! 人 不 成 立 ， 
则 至 少 能 找到 某 两 个 组 ,这 两 组 的 人 数 之 差 不 小 于 2 ,不 妨 设 
广 一 上 之 2. 
我 们 将 人 数 为 r 的 组 取出 1 人 放 到 人 数 为 1 的 组 中 ,这 样 三 组 人 数 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 45 








ex 路 这 


分 别 为 


~ 一 1,s,t 十 上 
这 时 总 共 比 赛 盘 数 为 
(ro-1)st+s(t+1)+(r-1)(t+1) 
=rs+st+itrt+r—-t—!l 
之 rst+ st+itr+2-1 
>rst+sttir. 
这 与 按 r,s ,i 分 组 比赛 盘 数 最 多 的 假设 巴 盾 . 
6.41 在 某 次 象棋 比赛 中 ,每 位 选手 所 得 的 分 数 的 一 半 都 是 在 与 
最 后 3 名 选手 对 弈 时 取得 的 . 问 共 有 多 少 人 参加 了 这 次 比赛 ? 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 最 后 3 名 选手 之 间 比 赛 3 场 , 共 得 3 分 .因为 这 是 他 们 所 得 
总 分 的 一 半 , 所 以 他 们 3 人 在 与 前 几 名 比赛 时 还 要 得 3 分 . 
设 共 有 nn 名 选手 参赛 .于 是 前 n -3 名 选手 之 间 共 赛 C* :3 场 , 共 得 


C3 分 . 按 已 知 ,这 是 前 n 一 3 名 选手 得 分 的 一 半 . 男 一 半 是 从 与 后 3 名 


的 比赛 中 得 到 的 . 
前 一 3 人 与 后 3 人 之 间 共 赛 3(n - 3) 场 , 共 得 3(n - 3) 分 , 故 有 


3(n -3)-3= C2.,-= (an -3)(n -4). 


解 得 2 = 9. 

当 有 9 个 人 参加 比赛 时 ,可 使 前 6 人 中 任何 两 人 都 战 平 ,后 3 人 中 
也 是 3 场 背 平 .在 前 6 人 与 后 3 人 的 比赛 中 ,1,2 两 人 胜 7,8 平 9,3,4 两 
人 胜 8,9 平 7,5,6 两 人 胜 9,7 平 8. 于 是 前 6 人 每 人 各 得 5 分 ,后 3 人 各 
得 2 分 , 且 每 人 得 分 的 一 半 是 在 与 后 3 人 对 弈 时 取得 的 . 

综 上 可 知 ,共有 9 名 选手 参加 比赛 . 

6.42 12 名 选手 参加 一 次 象棋 比赛 , 赛 后 每 人 都 开 列 了 12 份 清 
单 .在 第 1 份 清单 上 都 只 写 出 他 本 人 的 名 字 ; 在 第 2 份 清单 上 则 都 写 出 
本 人 和 他 所 战胜 过 的 所 有 对 手 的 名 字 ; 在 第 3 份 清单 上 则 都 写 出 第 2 份 
清单 上 的 所 有 名 字 及 这 些 人 所 战胜 过 的 所 有 对 手 的 名 字 ; 如 此 继续 下 
去 ,直到 在 第 12 份 清单 上 ,都 写 出 了 第 11 份 清单 上 的 所 有 名 字 及 他 们 
所 战胜 过 的 所 有 对 手 的 名 字 . 已 知 对 于 每 一 名 参赛 选手 ,在 他 的 第 12 
份 清单 上 都 有 他 的 第 11 份 清单 上 所 没有 出 现 过 的 名 字 . 问 比赛 中 一 共 
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有 多 少 场 平局 ? 
(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 因为 每 人 的 第 12 份 清单 上 都 有 他 的 第 11 份 清单 上 所 没有 
的 新 名 字 , 故 知 每 人 的 12 份 清单 都 各 不 相同 .事实 上 , 若 某 人 的 12 份 清 
单 中 有 某 两 份 相同 , 则 从 这 两 份 中 较 前 的 一 份 开始 往 后 的 铺 单 全 都 相 
同 ,特别 地 有 第 11 份 与 第 12 份 相 同 ,矛盾 . 

既然 12 份 清单 互 不 相同 , 故 从 第 2 份 起 ,每 份 清单 上 的 名 字 都 至 少 
比 前 一 份 清单 多 1 个 .于 是 第 12 份 清单 上 至 少 有 12 人 .但 总 共 只 有 12 
人 , 故 每 人 的 每 份 清单 都 恰 比 他 自己 的 前 一 份 清单 多 1 人 .不 难看 出 ， 
每 份 清单 所 多 的 1 人 恰 是 上 一 份 清单 中 所 多 的 1 人 战胜 的 对 手 . 由 此 可 
知 ,12 名 选手 每 人 怡 胜 1 场 .因而 比赛 中 的 平局 数 为 Cf, -12 = 66 -12 
= 54 场 . 

6.43 ”在 一 次 有 nn 关 S 名 选手 参加 的 象棋 循环 赛 中 已 赛 过 


2 
[三]+2 盘 
(1) 求证 其 中 有 5 名 选手 a ,b,c,d,e, 他 们 之 间 已 赛 过 如 下 6 盘 ; 
ap ,ac, tc,ad ,ae, de. 


(2) 若 仅 赛 过 | 下 |+ 1 盘 , 上 述 结论 是 否 仍然 成 立 ? 

(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[ 解 用 个 点 来 代表 n 名 选手 , 且 当 两 人 已 赛 一 场 时 ,就 在 相应 
两 点 间 连 一 条 线 ,于 是 得 到 一 个 及 个 顶点 和 |[ 二 |+2 条 边 的 图 .问题 
化 为 图 中 存在 两 个 三 角形 栓 有 1 个 公共 顶点 

(1) 当 = 5 时 ,| 本 ]+2 = 8.8 条 边 有 16 个 端点 , 故 由 抽 居 原理 


知 必 有 1 点 A 引出 4 条 线 即 它 与 男 外 4 点 均 有 线 相连 .这 时 ,另外 4 点 
之 间 还 有 4 条 边 ,其 中 必 有 两 条 边 没 有 公共 顶点 . 设 这 两 条 边 是 BC 和 
DE , 则 会 ABC 和 会 ADE 即 为 所 求 . 

设 命 古 对 n -1 成 立 .考察 n 个 顶点 的 情形 .车 有 1 点 A 引出 的 边 


数 不 超 过 | 鼠 | , 则 去 掉 这 点 后 ,其 余 n - 1 个 顶点 间 的 边 数 不 少 于 
2 
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于 是 由 归纳 假设 知 命题 成 立 . 以 下 设 每 点 引出 的 边 数 都 不 小 于 | 如 |+ 
1. 当 nn = 2k 时 ,图 中 的 总 边 数 
S>k(k+1)>hk+2= [二 |+ 2， 
逆 厦 . 当 n = 2k+1 时 ， 
S 之 方 (2k + 1)(k+1)= k(k+1) + 方 (k + 1 二) 之 [二 | 2， 


其 中 等 号 仅 当 = 3 时 成 立 .这 时 n = 7, 每 个 顶点 恰好 都 引出 4 条 边 ， 
共 14 条 边 . 下 面 就 这 种 情形 给 出 证 明 . 

从 图 中 任 取 一 条 线段 4AB .因为 点 A 和 B 各 向 另外 5 点 引出 3 条 
边 , 故 存在 点 C, 使 边 AC, BC 都 存在 , 即 存在 人 ABC. 因 每 点 都 引出 4 
条 边 , 故 A,B,C 3 点 中 每 点 都 向 另 4 点 引出 2 条 边 . 由 此 可 知 , 另 4 点 
D,E,F,G 之 间 怡 有 5 条 边 , 它 们 当然 构成 两 个 三 角形 , 记 为 A DEF 和 
全 DEG .这 样 一 来 ,点 G 向 前 3 点 引出 两 条 边 ,不 妨 设 为 GA 和 GB. 于 
是 全 DEG 与 人 ABG 即 为 所 求 .这 就 完成 了 (1) 的 证 明 . 


(2) 当 图 中 边 数 为 | 要 | + 1 时 ,结论 不 再 成 立 . 这 时 ,将 个 点 分 
成 两 个 子 集 Mi 和 NM2, 点 数 分 别 为 | 二 | 和 | 各 | .将 异 组 的 每 两 点 
间 都 连 一 条 线 , 则 共有 | 互 | 条 边 .然后 取 A ,BE Mi 并 连结 AB, 则 图 


中 共有 |[ 村 ]+ 1 条 边 和 | 号 ] 个 三 角形 ,但 任何 两 个 三 角形 都 以 AB 为 
公共 边 . 可 见 ,(1) 中 结论 不 再 成 立 . 

6.44 A,B,C 三 国 进行 围棋 擂台 赛 ,每 队 9 人 .规则 如 下 :每 场 由 
两 队 各 出 1 人 比赛 , 胜 者 守 擂 , 负 者 被 淘汰 ,并 由 另 一 队 派 1 人 攻 擂 . 首 
先 由 A,B 两 队 各 派 1 人 开始 比赛 并 依次 进行 下 去 , 若 有 某 队 9 人 已 全 
部 被 淘汰 , 则 剩 下 的 两 队 继续 比赛 ,直到 又 有 一 队 全 部 被 淘汰 为 止 .最 
后 一 场 比赛 的 胜 者 所 在 队 为 冠军 队 . 回答 以 下 问题 并 说 明理 由 : 

(1) 冠军 队 最 少 胜 多 少 场 ? 

(2) 如 果 比 赛 结束 时 ,冠军 队 胜 了 11 场 ,那么 整个 比赛 最 少 要 进行 
多 少 场 ? 


[Be 





(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1996 年 ) 
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[ 解 ] (1) 由 于 A,B 两 队 先 进行 比赛 ,然后 是 胜 者 与 C 队 比 赛 ， 
故 只 须 考虑 C 队 为 冠军 队 的 情形 .这样 一 来 ,到 比赛 结束 时 ,A,B 两 队 
各 人 负 9 场 而 C 队 至 多 负 8 场 . 

我 们 称 A 队 与 B 队 各 1 人 的 对 局 为 AB 对 局 而 称 A 或 B 队 与 C 队 
各 ] 人 比赛 并 以 C 队 负 的 对 局 为 C 对 局 . 按 比 赛 规则 , 除 第 1 场 的 AB 
局 外 ,其 他 每 场 AB 局 的 前 一 场 必 为 C 局 .因为 C 局 至 多 8 场 , 故 AB 局 
至 多 9 场 , 即 A 负 于 B 及 B 负 于 A 的 场次 至 多 9 场 . 因 A 和 B 两 队 共 
负 18 场 ,所 以 C 队 至 少 胜 9 场 . 

如 果 比 赛 的 前 17 场 都 是 A| 胜 , 则 B 队 9 人 全 负 而 C 队 前 8 人 全 
负 . 从 第 18 场 起 Ce 连 胜 A 队 9 人, 则 C 队 为 冠军 且 共 胜 9 场 . 

综 上 可 知 , 冠 军队 最 少 胜 9 场 . 

(2) 与 前 一 样 ,只 须 考虑 C 为 冠军 队 的 情形 . 因为 A,B 两 队 共 负 
18 场 ,其 中 有 11 场 是 负 于 C 了 ,所 以 AB 局 共有 7 场 .从 而 C 局 至 少 6 
场 , 即 C 队 至 少 负 6 场 .比赛 至 少 要 进行 24 场 . 

如 果 比 赛 的 前 13 场 是 A| 连 胜 , 则 Bi,B,,…, By 和 CC ,Cs 
全 负 . 从 第 14 场 Al 与 Cy 对 局 开始 Cy 连 胜 A 队 9 人 及 Bg,Bo 共 11 人 
而 结束 , 易 见 共 赛 24 场 且 C 队 胜 11 场 而 获 冠 军 . 

综 上 可 知 ,冠军 队 共 胜 11 场 时 ,比赛 最 少 要 进行 24 场 . 

6.45 ”来自 5 个 年 级 的 30 名 学 生 参 加 抢答 40 个 问题 ,每 名 学 生 都 
至 少 答 出 1 道 题 ,每 两 个 同年 级 的 学 生 都 答 出 了 同样 数目 的 问题 ,而 每 
两 个 不 同年 级 的 学 生 所 答 出 的 问题 数 都 不 相同 . 问 有 多 少 人 只 解答 出 
1 个 问题 ? 






刻 只 媳 高 区 


(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[ 解 ] 30 名 学 生 每 人 答 出 1 道 题 , 共 30 题 .3 个 年 级 的 学 生 ,年 级 
不 同 答 出 的 问题 数 也 不 相同 ,他 们 答 出 问题 数 至 少 为 5,4,3,2,1. 但 当 
解 出 5,4,3,2 题 的 人 各 有 1 人 时 , 共 已 解 出 14 题 .所 以 ,有 26 人 只 解答 
出 1 个 问题 . 

6.46 茶 区 学 生 者 于 人 参加 数学 竞赛 , 每 个 学 生 的 得 分 都 是 整 
数 ,总 分 为 8250, 前 三 名 的 分 数 分 别 为 88,85,80, 最 低 是 30 分 ,得 同一 
分 数 的 学 生 不 超过 3 人 . 问 最 少 有 多 少 学 生得 分 不 低 于 60 分 (包括 前 三 
名 )? 

(中 国 全 国 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
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[ 解 ] 除了 前 三 名 之 外 ,得 分 均 在 30 一 79 之 间 ,总 分 为 8250- (88 
+ 85 + 80) = 7997. 为 使 及 格 人 数 最 少 , 应 使 不 及 格 的 人 数 最 多 ,以便 
在 总 分 中 占 去 最 多 的 分 数 . 因 已 知 得 同一 分 数 的 学 生 至 多 3 人 , 故 可 使 
得 30,31,…,59 分 的 人 数 各 有 3 人 .这 些 人 所 得 的 总 分 为 

3 x (30+31+.+59) = 4005, 

余下 的 总 分 为 7997 - 4005 = 3992， 这 些 分 数 应 分 本 给 从 得 60 一 80 分 的 
人 .假定 得 80 分 的 除 一 个 第 三 名 外 还 有 两 人 ,得 60 一 79 分 的 各 有 3 人 ， 
2XxX80+3x(60+61+…+79) = 4330. 
而 4330 - 3992 = 338. 为 使 人 数 最 少 , 应 使 去 掉 的 人 数 最 多 ,他 们 的 总 
分 为 338. 首先 去 掉 三 个 60 分 ,还 余 158 分 ,这 时 只 能 再 去 掉 两 人 ,不 妨 
设 去 掉 两 个 79 分 .最 后 得 到 ,最 少 有 60 人 得 分 不 低 于 60 分 (其 中 包括 
前 三 名 ). 

6.47 ”数学 奥林匹克 评判 委员 会 决定 ,让 每 一 位 参赛 者 都 按 竞赛 
结果 对 应 1 个 自然 数 ,使 得 只 要 根据 这 个 自然 数 即 可 知道 他 各 题 所 得 
的 分 数 , 且 总 分 高 的 人 所 对 应 的 自然 数 也 大 . 起 攻 助 闻 判 要 员 会 解决 这 
个 问题 ( 即 给 出 具体 的 对 应 办 法 ). 

, (和 后 贡 和 1984 

[ 解 ] 假设 有 6 道 试 题 ,每 道 题 8 级 计 分 :0,1,2,…,7. 使 每 位 参 
赛 者 对 应 于 1 个 8 位 数 (首位 可 能 为 0) :前 两 位 为 总 得 分 ,后 6 位 数 依次 
为 从 1 题 到 6 题 的 得 分 .这 样 的 自然 数 显然 满足 题 中 要 求 . 

6-48 学校 中 有 2x 门 课程 ,所 有 学 生 的 成 绩 都 是 优 或 良 .任何 两 
名 学 生 的 成 绩 都 不 全 相同 且 无 法 说 一 名 比 另 一 名 好 (所 请 一 名 学 生 的 
成 绩 比 另 一 名 好 是 指 任何 一 门 成 绩 都 不 比 另 一 人 差 而 且 至 少 有 一 门 成 
绩 比 后 者 好 ) ,求证 该 校 中 的 学 生 人 数 不 超 过 C3 

(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
” [证 ] 显然 ,一 名 学 生 的 成 绩 被 他 在 哪些 门 课程 得 优 所 惟一 确 
定 ,因为 其 余 成 绩 都 是 良 . 

设 有 一 个 27 元 的 集合 M. 对 任何 一 名 学 生 , 若 他 的 第 ; 门 课 为 优 ， 
就 把 M 中 第 i 个 元 素 取出 来 ,于 是 每 个 学 生 的 成 绩 都 对 应 于 M 的 一 个 
子 集 . 任 何 两 名 学 生 的 成 绩 都 不 全 相同 且 无 法 说 一 名 比 另 一 名 成 绩 好 
就 意味 着 二 人 所 对 应 的 子 集 不 同 旦 互 不 包含 .于 是 问题 化 为 集合 M 的 


410 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





这 样 一 组 子 集 的 个 数 不 超 过 C03,. 

设 S 是 集 M 的 互 不 包含 的 子 集 的 个 数 最 多 的 集合 . S; 是 S 中 恰 含 
i 个 元 素 的 集合 ,使 S; 非 空 的 i 的 最 小 值 为 7 ,最 大 值 为 上. 

若 上 > nn, 设 上 是 由 S, 中 的 子 集 去 掉 一 个 元 素 后 所 能 得 到 的 一 切 
子 集 的 集合 , 则 工 中 的 子 集 都 是 上 - 1 元 的 . S, 中 的 每 个 子 集 恰 含 工 中 
的 上 个 子 集 ( 即 依次 去 掉 1 元 子 集 中 一 个 元 素 所 得 到 的 1 个子 集 ), 而 上 
中 的 每 个 子 集 ,至 多 包含 于 S, 中 的 2n + 1 一 + 个 于 集中 .因此 有 

(2n+1-1)|L| 守 1|S,|. 

由 此 可 得 





1 n+i+li 
IL| 宇 守 寺 7-1Si > ; [S|>|S|. 


此 外 ,我 们 指出 L 站 (S - S,) = 赂 .事实 上 ,着 有 S;(i < 1) 中 的 
菜子 集 含 于 工 中 某 子 集中 , 则 M; 中 的 这 一 子 集 必 含 于 S, 中 的 菜子 集 
中 ,此 与 已 知 矛 盾 . 

这 样 一 来 , 若 令 





号 清江 





S =(S-S)UL, 
则 S 中 的 诸 子 集 也 互 不 包含 且 |S'1> | S| ,此 与 | S | 最 大 相 了 矛盾， 
故 必 有 ft 过 n. 

类 似 地 可 以 证 明 ,r 实 .从 而 知 S 中 的 所 有 子 集 都 是 元 子 集 .又 
因 | SI1 最 大 , 故 1 Si = G3,. 

6.49 ”五 名 学 生 A,B,C,D,E 参加 一 次 竞赛 ,甲乙 二 人 在 场 外 猜 
测 比赛 的 结果 . 甲 猜测 比赛 结果 的 名 次 顺序 是 ABCDE .但 他 既 未 猜 对 
任何 一 名 参赛 者 的 名 次 ,也 未 猜 对 任何 一 对 相 邻 的 参赛 者 的 顺序 ( 相 邻 
指名 次 紧 挨 着 ). 乙 猜测 比赛 结果 的 顺序 是 D4AECB .这 一 猜测 要 准确 得 
多 ,他 不 但 猜 对 了 两 个 参赛 者 的 名 次 ,而 且 还 猜 对 了 两 对 相 邻 的 参赛 者 
的 顺序 . 问 比赛 结果 的 名 次 顺序 如 何 ? 

(第 5 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 容易 看 出 ,应 从 乙 猜测 的 结果 入 手 . 对 此 ,我 们 证 明 一 个 更 
一 般 的 结果 : 

引 理 ”如 果 5 个 元 素 的 两 个 排列 ABCDE 和 FGHI 中 恰 有 两 个 元 
素 处 于 相同 位 置 且 恰 有 两 对 相 邻 元 素 具有 相同 的 顺序 , 则 两 个 相同 位 
置 的 元 素 必 在 一 端 , 即 或 者 4 = F,B = G, 或 者 DD= 1,E=Jj. 
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若 不 然 , 则 或 者 位 置 相同 的 两 个 元 素 相 邻 而 不 在 一 端 ,或 者 二 者 不 
相 邻 . 若 出 现 前 一 种 情形 ,不妨 设 B = G,C = 万 , 则 另 -一 对 顺序 不 变 的 
相 邻 元 素 无 论 是 4AB ,CD 还 是 DE ,都 导致 至 少 有 3 个 元 素 位 置 相同 , 矛 
盾 . 知 位 置 相同 的 两 个 元 素 不 相 邻 , 则 二 者 至 少 有 一 个 是 两 对 顺序 不 变 
的 相 邻 元 素 中 的 一 个 元 素 ,从 而 至 少 有 3 个 元 素 位 置 相 同 ,矛盾 . 

让 我 们 回 到 题目 的 求解 上 来 .由 乙 的 猜测 结果 及 上 述 引 理 知 ,比赛 
的 结果 必 为 下 列 4 种 情形 之 一 : 

DACBE ,DABEC ,EDACB , AEDCB. 
因为 DACBE 与 ABCDE 有 C,E 相同 ,AEDCB 与 ABCDE 有 A 相同 , 故 
都 不 可 能 是 比赛 的 结果 .而 DABEC 与 ABCDE 有 一 对 元 素 AB 有 相同 
顺序 , 所 以 也 不 可 能 是 比赛 结果 . 从 而 知 比赛 的 结果 的 名 次 顺序 是 
EDACB 

6.50 ”一 次 考试 中 共有 4 道 选择 题 ,每 题 都 有 3 个 选择 支 .一 群 学 
生 参 加 考试 ,结果 是 对 于 其 中 任何 3 个 人 ,都 有 1 道 题 , 使 他 们 的 答案 互 
不 相同 . 问 最 多 有 多 少 名 学 生 参 加 考试 ? 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 首先 考虑 如 下 的 问题 : 若 这 群 学 生 中 必 有 3 名 学 生 ,使 对 每 
道 试题 ,3 人 中 都 至 少 有 2 人 答案 相同 ,至 少 应 有 多 少 名 学 生 参 加 考试 ? 

显然 ,只 要 有 4 人 参加 考试 , 便 可 确保 有 两 人 对 第 1 题 的 答案 相同 . 
其 次 ,只 要 有 5 人 参加 , 便 可 保证 有 4 人 对 第 2 题 的 答案 只 有 两 种 不 同 ， 
从 而 可 选 出 3 人 ,使 他 们 对 第 工 ,2 两 题 的 答案 都 至 多 有 两 种 不 同 .再 次 ， 
由 抽 屠 原理 知 ,只 要 有 7 人 参加 , 便 可 保证 其 中 有 5 人 对 第 3 题 的 答案 
只 有 两 种 不 同 . 最 后 ,由 抽 层 原理 知 ,只 要 有 10 人 参加 考试 , 便 可 确保 
有 7 人 对 第 4 题 的 答案 只 有 两 种 不 同 .从 而 从 中 必 可 选 出 3 人 ,对 每 道 
题 的 答案 都 至 多 有 两 种 . 这 表明 参加 考试 的 人 数 至 多 9 人 . 

对 于 9 SR ， i : 








综 上 可 知 ,最 多 有 9 人 参加 考试 ， 
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6.51 一 次 考试 中 共有 49 名 学 生 解 答 3 道 题 ,每 题 的 得 分 都 是 从 
0 到 7 的 整数 .求证 必 有 两 名 学 生 A 和 已, 使 对 每 道 题目 ,4 的 得 分 都 不 
少 于 B 的 得 分 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 将 每 个 学 生 对 应 于 平面 上 的 一 个 整 点 (i ,j), 其 中 i 和 j 分 
别 为 该 生 在 前 两 题 的 得 分 ,于 是 0 和 i,; 委 7. 若 存在 两 名 学 生 对 应 于 
同一 个 整 点 , 则 问题 就 解决 了 , 故 以 下 设 49 名 学 生 所 对 应 的 整 点 互 不 
相同 . 
邻 
MI = {1(i,)10 志 i 志 7,j= 0 或 i = 7,1 志 j 志 7|， 
M; = i{(i,))10 过 i 过 6,j= 1 或 i = 6,2 志 j 牵 7|， 


M3 = 1 站 10 委 ;i 委 5 = 2 或 i = 353 过 ) 二 7 第 
Ms = |)10<<i<4,j=3 或 i=4,4 之 j 之 7 和 
Ms = {i,7)|i = 0,1;4 志 j 声 7}， 
Me = {11,7)1i = 2,3;4 志 j 志 71. 起 


49 个 整 点 分 别 属 于 上 述 6 个 集合 ,由 抽 民 原理 知 其 中 必 有 一 个 集合 中 
含有 9 个 整 点 .因为 | Ms| = | Me| = 8, 所 以 含有 9 个 整 点 的 集合 必 为 
前 4 个 之 一 , 记 为 M. 

因为 M 中 包含 有 9 名 学 生 所 对 应 的 整 点 而 每 名 学 生 在 第 3 题 的 得 
分 仅 有 8 种 不 同情 形 , 故 由 抽 居 原理 又 知 必 有 两 名 学 生 在 第 3 题 得 分 相 
同 .显然 ,这 两 名 学 生 的 得 分 情形 便 满足 题 中 的 要 求 . 

6.52 ” 某 班 学 生 一 次 考试 ,共有 3 道 选择 题 , 每 题 都 有 4 个 选择 
支 . 已 知 一 组 学 生 的 答案 具有 性 质 已 :任何 两 人 的 答案 都 至 多 有 1 题 答 
案 相同 .而 且 只 要 将 这 组 学 生 再 外 加 1 人 ,无 论 这 名 学 生 答 案 如 何 , 性 
质 P 都 不 再 成 立 . 问 这 组 学 生 最 省 有 和 多少 人 ? 

(中 国 天 津 市 代表 队 测 验 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 将 每 题 的 4 个 选择 支 编号 为 0.1,2,3. 每 人 的 答案 写成 三 元 
数组 (i ,j,k&),i,j,k = 0,1,2,3. 于 是 全 部 64 个 可 能 的 答案 组 恰 为 一 
个 3x3x3 的 正方 体 划 分 成 27 个 单位 正方 体 时 的 全 部 64 个 结 点 (包括 
顶点 ). 将 正方 体 的 4 个 有 结 点 的 平面 ( 按 第 3 分 量 的 不 同 ) 分 别 画 出 ， 
并 在 其 上 标 出 所 选 结 点 如 下 : 
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易 见 ,任何 两 个 黑 点 都 不 在 一 条 网 格 线 上 ,但 对 任何 另外 1 个 结 

有 1 个 黑 点 和 它 在 同一 入 由 入 线 上 人 就 明 当 有 有 8 名 学 生 ,他 全 和 
案 分 别 为 (0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (3,2,2), (2,3,2), (2, 
2,3),(3,3,3) 时 ,满足 题 中 的 全 部 要 求 . 

男 一 方面 ,对 于 7 名 学 生来 说 ,他 们 的 答案 数组 对 应 于 立方 体 的 7 
个 结 点 . 称 之 为 黑 点 .由 抽 屠 原理 知 ,上 图 所 示 的 4 个 平面 中 ,总 有 1 个 
平面 上 至 多 有 1 个 黑 点 .这 个 平面 上 除 黑 点 所 在 的 两 条 网 格 线 外 (如 果 
存在 的 话 ) ,至 少 还 有 9 个 结 点 .其 他 平面 上 的 黑 点 至 多 7 个 ,而 每 个 黑 
生生 上 点 中 的 1 点 .从 而 还 可 从 9 点 中 选 出 1 
点 ,使 第 8 名 学 生 以 它 代表 的 答案 加 入 前 7 人 一 起 时 , 性质 P 照样 成 

立 .这 意味 着 任何 7 人 组 都 不 满足 题 中 全 部 要 求 . 

综 上 可 知 , 满 足 题 中 要 求 的 这 组 学 生 最 少 有 8 人 . 

6.53 16 名 学 生 参 加 一 次 数学 竞赛 . 考题 全 是 选择 题 ,每 题 有 4 个 
选择 文 . 考 完 后 发 现任 何 两 名 学 生 的 答案 都 至 多 有 1 道 题 相同 , 问 最 多 
有 多 少 道 考 题 ?说 明理 由 . 

《中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 

[ 解 1] 用 16 个 点 代表 16 名 学 生 且 当 两 名 学 生 有 1 题 的 答案 相同 
时 将 相应 两 点 间 连 1 条 线 .于 是 两 点 间 至 多 有 1 条 线 且 图 中 至 多 共有 
Ci = 120 条 线 . 

男 一 方面 ,对 于 第 i 题 , 设 答案 分 别 为 1,2,3,4 的 人 数 依次 为 m1， 
V2 ,223,224 5 则 21 二 2922 十 713+ m4 二 16. 于 是 由 第 ; 题 答案 相同 而 导 
致 的 连 线 条 数 为 

Co + Co + Cm, + Ch, = 3 


去 (m i+ m3+ m3+ mi)—8 
>= 


a M+t mt mt ma)’ -8 = 24. 


因而 当 共 有 n 题 时 ， 迫 线 数 至 少 24n , 故 有 
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24n < 120. 
由 此 即 知 至 多 有 5 道 考 题 . 
当 考题 为 5 道 时 ,下 面 表 中 的 答案 即 满足 题 中 的 要 求 .这 组 答案 是 
按 字 上 典 排列 法 写 出 . 
$16 


31s ls sl se 
ERRRRRSURSSSE 
314 


2 
3 121314|21114|31314|112141312 
naaoagaganaogaagant 
综 上 可 知 ,最 多 有 5 道 考题 . 
[ 解 2] 由 解 1 中 所 给 出 的 表 可 知 , 试 题 可 以 有 5 道 . 
男 一 方面 ,由 于 对 某 题 选 相同 答案 的 学 生 在 其 他 题 中 均 应 选 相 异 
的 答案 ,而 每 道 题 可 供 选 择 的 答案 只 有 4 个 ,所 以 在 每 道 题 中 选 相同 答 
案 的 学 生 都 不 能 超过 4 人 .又 已 知 有 16 人 ,所 以 每 道 题 的 每 个 选择 支 都 
怡 有 4 人 选取 . 
因此 ,对 于 每 个 学 生 ,每 道 题 都 有 3 人 与 其 答案 相同 , 且 这 些 三 人 
组 互相 间 没 有 公共 成 员 . 这样 , 当 及 道 题 时 ,就 有 3n 个 人 各 有 一 题 与 
其 答案 相同 .由 于 3n 才 15, 所 以 n 志 5. 
综 上 可 知 ,最 多 有 5 道 考题 . 
6.54 ”一 次 数学 竞赛 分 一 试 和 二 试 两 部 分 进行 ,两 试 共有 28 道 试 
题 . 每 一 参赛 者 都 恰好 解 出 7 道 题 ,而 且 这 28 道 题 中 的 每 两 道 题 都 恰好 
有 两 人 都 解 出 . 试 证 上 必 有 一 个 参赛 者 ,他 在 第 一 试 中 1 道 题 也 没有 解 出 
或 者 至 少 解 出 4 道 题 . 
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(第 13 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 28 道 试题 可 以 组 成 C 办 = 14 x 27 个 不 同 的 两 题 组 . 按 已 
知 ,每 个 两 题 组 怡 有 两 人 解 出 ,于 是 共有 28x27 个 人 各 解 出 1 个 两 题 组 
(包括 重复 计数 ). 男 一 方面 , 设 共 有 2 个 人 参赛 .由 已 知 ,每 人 解 出 7 
题 , 恰 好 解 出 C7 = 21 个 两 题 组 .因而 共有 21n 个 人 各 解 出 1 个 两 题 组 . 
从 而 有 21n = 28 x 27, 解 得 n = 36, 即 共有 36 人 参加 此 次 竞赛 . 
若 结 论 不 成 立 , 则 每 个 参赛 者 在 第 一 试 中 都 解 出 1 题 ,2 题 或 3 题 . 
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设 第 一 试 中 共有 mm 道 题 , 解 出 其 中 1,2,3 题 的 人 数 分 别 为 x ,y,z, 于 是 
并 十 y 二 之 一 36. QO 
其 次 ,每 道 题 恰好 出 现在 27 个 不 同 的 两 题 组 中 ,每 组 恰 有 两 人 解 
出 ,共有 54 人 解 出 (包括 重复 计数 ). 又 因 解 出 此 题 的 人 共 解 出 7 题 , 除 
此 题 之 外 还 解 出 6 题 ,所 以 每 个 人 恰 为 6 个 含有 此 题 的 两 题 组 的 解 题 
人 , 即 在 上 述 计数 过 程 中 每 人 恰 被 计数 6 次 , 故 得 知 解 出 每 道 题 的 人 数 
都 恰好 是 9. 从 而 又 有 
T+2y+3z = 9m. 人 
第 一 试 的 m 道 题 中 的 每 两 题 都 恰 被 两 人 解 出 ,这 两 人 只 能 是 在 第 
一 试 中 解 出 2 题 或 3 题 之 人 , 故 又 有 关系 式 
y+3z= 20% = m(m -1). (人 ) 
将 中 一 人 联 立 ,并且 [@ - 四]x3- 图 x2, 得 到 
y =-—2m’+29m — 108=-— (m -加 ) -名 
此 不 可 能 ,这 就 完成 了 全 部 证 明 . 
6.55 21 人 参加 一 次 考试 ,试卷 共有 15 道 是 非 题 .已 知 每 两 人 答 
对 的 题 中 至 少 有 1 道 是 相同 的 . 问答 对 人 数 最 多 的 题 最 少 有 多 少 人 答 
对 ?说 明理 由 . 


< 0, 


(中 国 国家 集训 队 选 拔 考 试 ,1995 年 ) 

[ 解 】 我 们 把 答对 同一 道 题 目的 两 人 称 为 一 个 “ 共 题 组 ”. 因为 任 
何 两 人 都 至 少 共同 答对 1 个 题目 , 故 至 少 有 C23 = 210 个 共 题 组 . 

如 果 每 题 至 多 有 5$ 人 答对 , 则 每 题 至 多 导致 10 个 共 题 组 ,从 而 共 题 
组 的 总 数 不 超过 150 个 ,矛盾 .如 果 每 题 至 多 有 6 人 答对 , 则 至 多 可 产生 
225 个 共 题 组 .由 此 可 知 ,所 求 的 最 小 值 不 小 于 6. 

右 某 人 A 至 多 答对 3 题 , 则 因 其 余 20 人 都 至 少 要 答对 这 3 题 中 的 
1 题 , 故 由 抽 居 原理 知 ,答对 人 数 最 多 的 题 至 少 有 8 人 答对 . 

若 每 人 至 少 答对 4 题 , 则 21 人 至 少 答对 84 题 . 若 每 题 至 多 有 6 人 等 
对 , 则 15 题 共有 90 人 次 答对 .由 于 90 = 21 x4+6, 所 以 答对 4 题 的 人 
数 至 少 为 15 ,答对 至 少 $ 题 的 人 数 至 多 为 6. 

设 A 答对 4 题 ,为 al,a;,a3,a4. 按 已 知 ,其 余 20 人 中 每 人 至 少 答 
对 这 4 题 之 一 .又 因 每 题 至 多 有 6 人 答对 , 故 知 其 余 20 人 可 均 分 成 4 组 ， 
第 ;组 的 5 人 答对 a; 题 而 未 答对 另外 3 题 ,; = 1,2,3,4. 这 样 一 来 ,a,， 
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a2,a3,Q44 都 恰 有 6 人 答对 . 

由 于 至 多 有 6 人 各 答对 至 少 5 题 , 故 由 抽 居 原理 知 上 述 4 组 中 总 有 
1 组 , 它 的 6 人 中 至 多 有 1 人 答对 至 少 5 题 ,连同 A 在 内 的 至 少 5 人 都 
各 答对 4 题 .由 前 段 推导 知 ,这 5 人 除了 共同 答对 的 1 题 之 外 ,每 人 答对 
的 男 3 题 , 共 15 题 互 不 相同 .这 导致 至 少 共 有 16 道 不 同 题目 ,此 不 可 
能 . 故 知 所 求 的 最 小 值 至 少 为 7. 





下 表 列 出 了 21 人 答对 题目 的 方案 

(1,2,3,4) (3,5,9,13) (2,7,10,13) 

(1,5,6,7) (3,6,10,11) (3,5,9,13) 

(1,8,9,10) (3,7,8,12) (3,6,10,11) 

(1,11,12,13) (4,5,10,12) (3,7,8,12) 

(2,5,8,11) (4,6,8,13) (4,5,10,12) 此 

(2,6,9,12) (4,7,9,11) (4,6,8,13) 守 

(2,7,10,13) (2,6,9,12) (4,7,9,11) 
这 





易 见 ,每 两 人 都 至 少 共同 答对 1 道 题 且 每 题 至 多 有 7 人 答对 . 

综 上 可 知 ,答对 人 数 最 多 的 题 最 少 有 7 人 答对 . 

6.56 在 某 项 竞赛 中 ,共有 a 名 参赛 选手 与 5 位 裁判 员 ,其 中 0 之 
3 为 奇数 、 每 位 裁判 对 每 名 选手 和 的 评分 都 只 有 “合格 ”与 “不 合格 ”两 种 ， 


设 EN ,任何 两 位 裁判 至 多 可 对 & 名 选手 有 完全 相同 的 评分 ,求证 全 


> 
> 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 

[证 ] 当 两 位 裁判 对 一 名 选手 的 评分 相同 时 , 称 之 为 一 个 “相同 评 
分 对 ”. 下面 对 相同 评分 对 的 个 数 进行 换 序 求 和 . - 

一 方面 ,每 名 运动 员 都 获得 6 位 裁判 的 各 一 个 评分 . 设 第 i 名 选手 
获得 xz; 个 合格 与 5 一 x; 个 不 合格 ,于 是 由 第 i 名 选手 产生 的 相同 评分 
对 的 个 数 为 Ci + C2- ,i=1,2,…,a. 从 而 所 有 相同 评分 对 的 个 数 为 


之 (Ca 十 Cs_, )a(C?,,) + Cs,) 


=3 (mm+t1)+m(m—1))=am?, 


其 中 5=2mn+1,mEN. 
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另 一 方面 ,任何 两 位 裁判 所 产生 的 相同 评分 对 至 多 对 , 故 所 有 
相同 评分 对 的 个 数 不 超过 AC? 
结合 起 来 ,得 到 
KC NC 十 Cs- ) 之 am ， 


Sk 吵 党 


kb(b- 1 ) 之 am”,， 


b-l 
2 » 





ko 之 am = a* 
> 
6.:57 nn 文中 球 队 进 行 比赛 ,每 两 支队 都 赛 一 场 , 胜 队 得 3 分 , 负 
队 得 0 分 ,平局 各 得 1 分. 问 一 支队 最 少 要 得 多 少 分 ,才能 保证 得 分 不 
少 于 该 队 的 至 多 有 上 一 1 支队 ,其 中 2<<k 志 nn 一 1? 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1997 年 ) 
[ 解 】 考察 有 &+1I 支 足球 队 得 分 相同 且 均 得 最 高 分 的 情形 . 
(1) 设 为 偶数 , 记 上 =2m,mEN, 将 2m + 1 支 球 队 用 圆周 上 的 
2m + 1 个 等 分 点 来 表示 .每 个 队 都 战胜 按 顺 时 针 方向 由 他 所 对 应 的 点 
算 起 接 下 去 的 m 支 球 队 而 负 于 另外 的 m 支 球 队 ,并 且 这 有 + 1 支 球 队 
中 每 队 都 全 胜 另 外 的 n -一 1 支 球 队 , 于 是 这 名 + 1 支 球 队 中 每 队 的 


得 分 都 是 3(n 一 上 一 1)+3n=3n 一 3k 一 3 + = 37 一 pa 一 3. 
(2) 设 四 为 奇数 , 记 &=2z + 1, EN 仍 将 2 +2 支 球 队 用 圆 
周 上 的 2m +2 个 等 分 点 来 表示 .与 (1) 中 一 样 ,每 队 都 战胜 按 顺 时 针 方 
同 由 他 所 对 应 的 点 算 起 接 下 去 的 m 支 球 队 , 战 平 第 m+1 支队 而 负 于 
另外 的 m 支 球 队 , 并 且 这 上 +1 支 球 队 中 的 每 队 都 全 胜 另 外 的 nn 一 一 


1 支 球 队 . 于 是 这 &+ 1 支 球 队 中 每 队 的 得 分 都 是 
3(z -ID+3m+L=3n-34-3+ 二 (ED+1 
=3n -+ 一 3. 
将 (1) 与 (2) 中 的 结果 结合 起 来 ,这 +1 支 球 队 中 每 队 的 得 分 都 
是 3n [33 | -3. 由 此 可 知 ,为 保证 得 分 不 少 于 该 队 的 至 多 有 - 
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1 支 球 队 , 该 队 至 少 要 得 34 - | 验 世 | - 2 分 ， 


(3) 再 证 当 一 支 球 队 得 分 不 少 于 3n - | 闪 并 + | - 2 时 ,得 分 不 少 
于 他 的 球 队 至 多 有 上 一 1 文 . 
若 不 然 , 设 另 有 上 支 球 队 得 分 都 不 少 于 该 队 , 于 是 这 + 1 支 球 队 


的 得 分 之 和 数 不 少 于 (&+1) (3 -| 六 | -2). 
记 这 上 +1 普 球 队 为 A 组 ,另外 的 n 一 一 1 支 球 队 为 B 组 . 易 见 ,A 
组 队 与 B 组 队 比 赛 的 得 分 数 至 多 为 3(k+ 1D)(n 一 & 一 1),A 组 队 之 间 比 


赛 的 得 分 至 多 为 3C3,1= 字 k(k+1). 所 以 A 组 队 得 分 之 和 数 不 多 于 


3(k+ Dn -gk-l)+3h(k+1) 


=(k+1)(3n 一 3A 一 3+ 让) 





= (ki+ 1) (3n 一 3. -3j< (ki+ 1) (37 一 [2 ! | -2)， 
矛盾 
综 上 可 知 ,所 求 的 得 分 最 小 值 为 3 - | 3 了 1! | -2. 


6.58 ?2 (人 <) 文 足 球 队 进 行 单 循环 赛 ,结果 倒数 第 3 名 的 队 的 得 


分 比 他 前 面 的 队 都 少 , 比 后 两 队 都 多 , 胜 场 数 比 他 前 面 的 队 都 多 却 比 后 
两 队 都 少 , 求 队 数 ”的 最 小 值 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1998 年 ) 

[ 解 】 设 文 球 队 依 次 是 Ai,As,,…,A,_3,B,Ci,C2, 其 中 BB 队 
是 倒数 第 3 名 ,C) 和 C, 是 最 后 两 名 . 

首先 注意 ,A 组 每 队 得 分 都 多 于 B 队 , 而 B 队 得 分 又 多 于 C 组 每 
队 ;A 组 每 队 脏 场 数 都 少 于 B 队 , 而 B 队 胜 场 数 又 少 于 CC 组 每 队 . 所 
以 ,A 组 每 队 至 少 比 C 组 任何 一 队 多 得 2 分 且 少 胜 两 场 ,从 而 A 组 每 
队 至 少 8 平 ,C 组 每 队 至 少 6 负 ,B 队 至 少 3 负 4 平 1 胜 .这 样 ,后 3 队 
至 少 共 15 人 负 . 后 3 队 之 间 共 赛 3 场 ,至 多 有 3 负 , 所 以 A 组 队 至 少 有 
12 胜 . 若 ” 委 14, 则 A 组 队 数 nn 一 3 记 11, 于 是 由 抽 届 原理 知 有 A 组 某 
队 至 少 2 胜 8 平 , 故 知 n 宇 11. 

设 =11, 于 是 A 组 共有 8 队 ,A 组 8 队 之 间 共 赛 C2=28 场 .即使 
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都 是 平局 ,组 内 也 只 有 56 平 .然而 前 已 指出 ,A 组 每 队 至 少 8 平 ,A 组 8 
队 至 少 共 64 平 .A 组 8 队 与 后 3 队 之 间 至 少 平 8 场 .再 由 抽 居 原理 又 
知 ,或 者 B 队 6 平 或 者 C 组 菜 队 2 平 ,这 又 导致 A 组 某 队 2 胜 10 平 ,此 
与 n= 二 11 序 盾 . 

设 n=12, 于 是 A 组 共有 9 队 . 由 第 1 段 论证 知 A 组 某 队 2 胜 .于 
是 A 组 每 队 都 2 胜 .否则 A 组 1 胜 的 队 必 多 3 平 ,立即 导致 矛盾 .车 A 
组 每 队 2 胜 8 平 ,B 队 3 胜 4 平 3 负 ,C 组 每 队 4 胜 6 负 , 则 共 胜 29 场 ， 
负 15 场 .这 时 每 队 赛 11 场 ,C 组 每 队 至 多 7 负 ,B 队 至 多 4 负 , 后 3 队 
至 多 18 负 . 于 是 A 组 队 至 少 共 负 11 场 .由 抽 民 原理 知 A 组 某 队 2 人 负 . 
从 而 该 队 至 少 2 胜 8 平 2 负 共 赛 12 场 , 此 不 可 能 . 

当 w=13 时 ,A 组 共有 10 队 .车 A 组 每 队 2 胜 9 平 1 负 ,B 队 3 有 和 胜 
4 平 5 负 ,C 组 每 队 4 胜 8 负 , 则 恰好 满足 要 求 .具体 情况 见 下 表 : 
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其 中 空格 中 都 填 1. 易 见 , 表 中 所 示 的 结果 完全 满足 题 中 要 求 . 

综 上 可 知 , 所 求 队 数 n 的 最 小 值 为 13. 

6.59 某 次 考试 共有 5 道 选择 题 ,每 题 都 有 4 个 不 同 答案 供 选择 . 
每 人 每 题 恰 选 1 个 答案 .在 2000 份 答卷 中 发 现存 在 一 个 ”使 得 任何 
2 份 答卷 中 都 存在 4 份 ,其 中 每 两 份 的 答案 都 至 多 3 题 相 同 . 求 ”的 最 
小 可 能 值 . 

(第 15 届 中 国 数学 奥林匹克 ,2000 年 ) 

[ 解 1] 由 抽 居 原理 知 ,2000 份 考卷 中 总 有 500 份 第 1 题 答案 相 
同 .而 在 第 1 题 答案 相同 的 500 份 考卷 中 ,总 有 125 份 第 2 题 答案 也 相 
同 .在 第 1,2 两 题 答案 都 相同 的 125 份 答卷 中 ,总 有 32 份 答卷 的 第 3 
题 答 案 相 同 ,在 第 1,2,3 题 答 案 都 相同 的 32 份 答卷 中 ,第 4 题 的 4 种 
不 同 答案 中 ,总 有 1 种 答案 至 多 被 8 人 选用 .去 掉 这 一 种 答案 .至 少 余 
下 24 份 答卷 ,其 上 的 答案 中 前 3 题 都 相同 而 第 4 题 的 答案 只 有 3 种 不 
同 . 





3 


对 于 这 24 份 答卷 中 的 任何 4 份 ,由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 份 答 卷 
的 第 4 题 答案 相同 ,从 而 这 两 份 答卷 的 前 4 题 答案 都 相同 ,不 满足 题 中 
要 求 .这 表明 n 的 最 小 可 能 值 不 小 于 25. 

男 一 方面 ,可 能 出 现 的 所 有 不 同 答案 共有 4 = 1024 种 ,选择 其 中 
的 1000 种 各 重复 1 次 , 共 得 2000 份 答卷 .显然 ,其 中 的 任何 25 份 答卷 
中 ,总 有 13 份 互 不 相同 . 

用 0,1,2,3 来 分 别 代 表 每 题 的 4 个 不 同 答案 并 将 每 张 考卷 的 答案 
记 为 (g ,hh ,1,j,k),g,h ,1,7,kE 10,1,2,31. 将 答卷 上 的 所 有 不 同 答 
案 分 成 如 下 4 组 

Sn= gj) gt+h+t+it+j+k=m(mod 4)}, 
mi 二 0,1,2,3. 

易 见 ,属于 同 组 的 两 个 不 同 答案 都 至 多 有 3 题 答案 不 同 . 由 抽 居 原理 
知 , 上 述 13 份 不 同 答案 至 少 有 4 份 属于 这 4 组 中 的 同一 组 , 当然 满足 
题 中 要 求 .这 表明 w =25 可 以 满足 题 中 要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 ”的 最 小 可 能 值 为 25. 

[ 解 2] 像 解 1 中 一 样 ,用 (g,h,i,j;, 上 kk) 来 表示 一 份 答卷 上 的 答 
案 , 其 中 gg, 有 ,i,j,kE10,1,2,3| .将 下列 4 个 答案 分 成 一 组 
(Cg,h,i,j,0), (gh,i,j,1),(g,h,i,j,2),(g,h,i,j,3)|, 
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于 是 将 全 部 1024 个 不 同 答案 分 成 了 256 个 这 样 的 四 元 组 . 对 于 任何 
2000 份 答卷 ,它们 分 属于 这 256 个 四 元 组 .因为 2000= 256 Xx7+ 208， 
故 由 抽 层 原理 知 可 先后 取出 3 组 各 8 份 答 卷 ,使 得 每 组 的 8 份 答 卷 都 
属于 同一 个 四 元 组 .这 3 组 共 24 份 答卷 中 ,任何 4 份 中 总 有 两 份 属于 
同一 个 四 元 组 ,从 而 不 能 满足 题 中 要 求 ,这 表明 2” 的 最 小 可 能 值 不 小 
于 25. 

另 一 方面 , 令 

S=|(g,h,i,j,k)|g+ht+itjt+ke0(mod 4)|, 

易 见 ,| S| =25S6 且 S 中 任何 两 个 不 同 答案 都 至 多 3 题 相同 .从 S 中 
取出 250 种 不 同 答案 并 使 每 种 答案 恰 有 8 人 选用 , 共 得 到 2000 份 答 
卷 .其 中 的 任何 25 份 答 卷 中 ,总 有 4 份 互 不 相同 ,当然 满足 题 中 要 求 . 
这 就 证 明了 n=25 可 以 满足 题 中 要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 n 的 最 小 可 能 值 为 25. 

6.60 某 丘 乓 球 俱乐部 组 织 交流 活动 ,安排 符合 以 下 规则 的 双打 
赛程 表 , 规 则 为 

(i 每 名 参加 者 至 多 属于 两 个 对 子 ; 

(ii) 任 意 两 个 不 同 对 子 之 间 至 多 进行 一 次 双打 ; 

(ii) 凡 表 中 同属 一 对 的 两 人 就 不 在 任何 双打 中 作为 对 手相 遇 . 

统计 各 人 参加 的 双打 场次 数 ,约定 将 所 有 不 同 的 次 数组 成 的 集合 
称 为 " 赛 次 集 ”. 给 定 由 不 同 的 正 整数 组 成 的 集合 A = ja , as,… ,a,|， 
其 中 每 个 数 都 能 被 6 整除 .试问 最 少 必须 有 多 少 人 参加 活动 , 才 可 以 安 
排 符合 上 述 规则 的 赛程 表 ,使 得 相应 的 赛 次 集 恰 为 A .证 明 你 的 结论 . 

(第 15 届 中 国 数学 奥林匹克 ,2000 年 ) 

[ 解 】 不 妨 设 al< az<…< 必 . 按 赛 次 集 A 的 定义 ,至 少 有 1 名 
参赛 者 a 的 比赛 场次 为 ww， 

寿 a 仅 属于 一 个 对 子 , 则 这 个 对 子 应 与 另外 的 w 个 对 子 各 进行 一 
场 双 打 . 这 ai 个 对 子 共 有 2ax 个 人 ,而 每 个 人 至 多 属于 两 个 对 子 , 从 而 
这 ai 个 对 子 中 至 少 有 aj 个 不 同 的 人 .所 以 总 人 数 不 少 于 Qt + 2. 


若 a 属于 两 个 不 同 对 子 , 则 至 少男 有 法 对 与 这 两 对 进行 双打 . 因 
而 至 少男 有 学 个 人 ,所 以 总 人 数 不 少 于 党 +3. 


422 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





下 面 证 明 对 于 学 +3 名 参加 者 ,可 以 安排 符合 规则 的 赛程 表 , 使 得 

应 的 赛 次 集 恰 为 A- fal,a2,"…,ax1 ,并且 每 名 参加 者 都 恰 属 于 两 
个 不 同 对 子 . 对 上 使 用 数学 归纳 法 . 

(1) 当 =1 时 ,将 溯 :+ 3 个 人 分 成 二 +1 个 三 大 组 ,每 组 中 的 3 个 
人 两 两 结 成 对 子 ， 于 是 每 人 恰 属 于 两 个 不 同 对 子 ,所 有 不 同 组 的 两 个 对 
子 各 进行 一 场 双打 ,于 是 每 人 的 赛 次 都 是 


21 
XXX2=ai. 
2 1 


(2) 当 k=2 时 ,将 子 +3 个 人 分 成 两 大 组 S 和 了, 使 得 | S| = 








1 | = 一 +3. 然 后 将 S 和 个 分 别 分 成 三 人 组 ,每 个 三 人 组 中 的 3 
个 人 两 两 结 成 对 子 . 

安排 S 中 的 每 个 对 子 与 该 三 人 组 以 外 的 所 有 其 他 对 子 各 进行 一 
场 双打 , 安 排 工 中 的 每 个 对 子 只 与 S 中 的 所 有 对 子 各 进行 一 场 双 打 . 
于 是 S 中 每 人 的 赛 次 都 是 
丁 中 每 人 的 赛 次 都 是 


下 





i 
3 X2=a1. 


这 表明 有 &=1,2 时 结论 成 立 . 
(3) 设 当 上 有 志 h 时 结论 成 立 . 考察 = hh + 1 的 情形 .3 这 时 A = lal, 


a2,…,ap,Q4+11 ,其 中 ee +3 名 参加 者 
分 成 S,T 和 U3 个 大 组 ,使 得 1S| = 他,|T|= 和 “3 人 +3,1U|= 


于 .然后 将 S, 了 ,DU 分 别 分 成 三 人 组 ,每 个 三 人 组 中 的 3 个 人 两 


两 结 成 对 子 . 
安排 S 中 的 每 个 三 人 组 中 的 每 个 对 子 都 与 所 有 其 他 三 人 组 中 的 
每 个 对 子 各 进行 一 场 双打 ,安排 工 中 每 个 三 人 组 中 的 每 个 对 子 都 与 S 
中 的 所 有 对 子 各 进行 一 场 双打 ,安排 U 中 每 个 三 人 组 的 每 个 对 子 都 只 
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与 S 中 的 每 个 对 子 各 进行 一 场 双 打 . 于 是 S 中 每 个 人 的 赛 次 都 是 

7 -3+ ) +3+7 tx2= hr, 
了 和 UU 中 每 个 参加 者 的 赛 次 都 是 a1. 至 此 , 赛 次 a1 和 a 都 已 产生 . 
余下 的 诸 a; 将 由 工 中 的 三 人 组 的 对 子 之 间 的 双打 来 完成 . 


令 





B=|as—al,as— al,',a, all, 


于 是 诸 a; - ai 都 能 被 6 整除 且 4a; 一 a <a3-al<<… 近 a a, 
1T1 = 侍卫 +3. 由 归纳 假设 知 可 安排 了 中 的 双打 比赛 ,使 相应 的 


赛 次 集 恰 为 B. 
结合 起 来 即 知 ,最 终 产生 的 赛 次 集 丛 为 A = jal, az,…，en， 
arlfj ;这 就 完成 了 归纳 证 明 . 


综 上 可 知 ,最 少 应 有 学 +3 个 人 参加 活动 . 
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第 七 音 ”最 值 问 题 


7.1 已 知 平面 上 的 ?2 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 是 直角 三 角形 的 3 个 
顶点 , 求 n 的 最 大 值 . 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,矩形 的 4 个 顶点 中 的 任何 3 点 都 是 一 个 直角 三 角形 
的 3 个 顶点 . 故 知 所 求 ”的 最 大 值 不 小 于 4. 
若 有 5 点 满足 要 求 , 设 5 点 中 两 两 之 间距 离 最 大 的 两 点 是 A 和 B， 
则 其 余 3 点 都 在 以 AB 为 直径 的 圆 上 . 由 抽 层 原理 知 ,3 点 中 总 有 两 点 
在 同一 半圆 上 , 设 为 C 和 DD, 于 是 人 ACD 不 能 是 直角 三 角形 ,矛盾 . 
综 上 可 知 , 所 求 x 的 最 大 值 为 4. 
7.2 在 单位 球面 上 放置 若干 个 点 ,使 得 其 中 任意 两 点 的 距离 
(1) 至 少 为 V2. 
(2) 大 于 Y2. 
试 求 点 的 个 数 的 最 大 值 ,并 证明 你 的 结论 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1) 点 数 的 最 大 值 为 6. 
在 A 为 其 中 一 点 , 设 A 在 球 画 的 位 置 为 北极 , 则 剩 下 的 点 必须 全 


部 在 赤道 或 南半球 上 . 
车 南极 也 有 点 B, 则 其 余 的 点 全 在 赤道 上 ,此 时 至 多 有 2+4= 6 个 
忆 . : 


车 没有 点 在 南极 ,可 以 证 明 此 时 点 的 个 数 不 超 过 5. 
若 不 然 , 则 至 少 有 5 个 点 A1,A,,…,As 在 南半球 上 (包括 赤道 ). 
设 A "为 南极 , 圆 弧 AA;(; = 1,2,3,4,5) 交 赤道 于 A', 则 AAA,(1 
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委 ;和 天) 系 S$) 中 ,至 少 有 一 个 角 不 大 于 72”. 

不 妨 设 AlA'A; 过 72°, 则 在 球面 人 AAA;, 中 任意 两 点 的 距离 
小 于 V2 . 出 现 矛 盾 . 

所 以 球面 上 至 多 有 6 个 点 . 

(2) 点 的 个 数 的 最 大 值 为 4. 证 明 参 照 (1). 

7.3 已 知 一 条 于 折线 是 沿 着 方 格 纸 上 的 网 格 线 绘制 的 , 共 由 14 
段 组 成 旦 每 条 网 格 线 土 至 多 有 折线 的 1 条 边 , 问 这 条 折线 最 多 有 多 少 
个 自 交 点 ? 

(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 因为 折线 是 沿 着 网 格 线 绘制 的 ,所 以 它 的 横 边 和 竖 边 是 交 
替 排 列 的 , 故 14 条 边 中 必 有 7 条 水 平 边 和 7 条 竖 直 边 . 将 水 平 边 从 上 到 
下 自 1 到 7 编号 .容易 看 出 ,第 1 条 水 平 边 上 没有 自 交 点 ,第 2 条 水 平 边 
上 至 多 有 两 个 自 交 点 ,第 3 条 水 平 边 上 至 多 有 4 个 自 交 点 . 同 理 , 第 7， 
6,5 号 水 平 边 上 也 分 别 至 多 有 0,2,4 个 自 交 
点 ,对 于 第 4 条 水 平 边 ,两 端 各 连 有 一 条 竖 直 
边 , 故 衬 多 有 5 个 上 自 交 点 .从 而 整 条 折线 至 多 
有 17 个 自 交 点 . 

万 一 方面 , 右 图 中 的 折线 共有 14 条 边 ,每 
边 各 在 一 条 网 格 线 上 且 共 有 17 个 自 交 点 . 

综 上 可 知 ,这 条 折线 最 多 有 17 个 自 交点 . 

7.4 R" 为 n 维 欧 几 里 得 空间 ,如 果 R" 中 的 一 个 点 集 使 R" 中 的 每 
一 点 至 少 与 这 集中 一 个 点 的 距离 为 无 理 数 . 试 求 这 个 点 集中 点 数 的 最 
小 值 g(n). 





(第 14 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 阁 n = 1, 显然 g(1) = 2. 
者 2” 之 2, 我 们 来 证 明 g(n) = 3. 
首先 证 明 g(n) > 2. 
对 于 R* 空间 内 任意 两 点 A , B. 则 可 作 AB 的 垂直 平分 线 ( 面 )x, 显 


然 总 存在 有 理 数 r > 方 AB, 以 A 为 圆心 ,以 为 半径 作 圆 弧 (球面 ) 与 


x 总 有 交点 , 取 一 交点 P, 则 
PA= PB=r 
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是 有 理 数 . 
在 R" 空间 内 取 同 在 一 条 直线 上 的 三 点 A,B,C. 且 使 AB = 1,BC 
= V2 ,现在 来 证 明 , 对 R" 空间 上 的 任 一 点 P,PA ,PB ,PC 的 长 至 少 有 
一 个 无 理 数 . 
若 PB 为 无 理 数 ,命题 显然 . 
若 PB 为 有 理 数 , 记 PB = r, 设 PBC = a. 
由 余 获 定理 
P4- = PB*+ AB*-2PB.: AB cos(r -a) 
= /+ 1+2rcosa. 
PC* = PB*+ BC*-2PB. BC cosa 
= 2 + V4 ~ 2 V2reosa. 


4 
如 果 cosa = 3 训 - 老 ( 其 中 为 有 理 数 ), 则 PA 是 无 理 数 + 
从 间 

如 果 cosa 天 六 - 寺 (其 中 为 有 理 数 ), 则 PC 是 无 理 数 


综 上 可 证 得 , 当 n 守 2 时 ,g(n) = 3. 

7:5 在 直线 上 分 布 着 100 个 点 ,我 们 来 标 出 以 这 些 点 为 端点 的 一 
切 可 能 的 线段 的 中 点 . 问 最 少 可 以 得 到 多 少 个 这 样 的 中 点 ? 

(第 37 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 考察 左边 第 1 点 依次 和 左 数 第 2,3,…,100 点 所 成 的 99 条 
线段 的 99 个 中 点 ,显然 它们 互 不 相同 . 同 理 ,从 右边 考虑 也 可 得 到 99 个 
互 不 相同 的 中 点 .显然 ,这 两 组 中 点 中 恰 有 1 个 是 重复 的 , 即 左边 第 1 点 
与 右边 第 1 点 所 成 线段 的 中 点 . 故 知 至 少 有 197 个 中 点 . 

男 一 方面 , 当 这 100 个 点 中 每 相 邻 两 点 间 的 距离 都 彼此 相等 时 ， 任 
何 一 条 以 这 些 点 为 端点 的 线段 的 中 点 都 或 者 是 这 100 点 中 的 点 ,或 者 
是 某 相 邻 两 点 间 的 小 线段 的 中 点 .所 以 这 样 的 中 点 至 多 有 197 个 . 综 上 
可 知 ,这样 线段 的 中 点 最 少 有 197 个 . 

7.6 在 周 长 为 1956 的 圆周 上 最 少 应 选取 多 少 个 点 ,才能 使 得 对 
其 中 的 每 一 个 点 ,都 恰 有 1 个 距离 为 1 的 点 ,也 恰好 有 1 个 距离 为 2 的 点 
(两 点 间 的 距离 按 弧 长 计算 )? 

(第 19 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 

[ 解 】 将 圆周 用 1956 个 分 点 等 分 为 1956 段 , 则 每 两 个 相 邻 分 点 
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间 的 距离 为 1. 将 这 些 分 点 接送 时 针 顺 序 依次 编号 为 1,2,… ,1956. 然 
后 把 号 码 为 3 的 倍数 的 点 擦 去 , 则 余下 1304 个 点 ,它们 显然 满足 题 中 要 
求 . 故 知 所 求 的 最 少 点 数 不 超 过 1304. 

男 一 方面 , 设 S 是 任 一 满足 要 求 的 点 集 , 点 A € 5S, 则 存在 点 B,C 
E S, 使 AB 长 为 1, AC 长 为 2. 易 证 B,C 两 点 在 点 A 的 异 侧 , 否 则 将 导 
致 B 与 A,C 两 点 的 距离 都 为 1, 牙 盾 . 不 妨 设 点 B 在 前 ,点 C 在 后 . 对 于 


点 BE S, 已 有 点 A 与 它 距 离 为 1, 故 在 前 方 又 有 点 DE S, 使 DB 长 为 
2. 如 此 继续 下 去 ,我们 找 出 一 串 点 都 属于 S 且 相 邻 两 点 间 的 距离 交替 
地 为 1 和 2, 并 直到 取得 一 点 在 C 后 面 且 与 C 距离 为 1 为 止 .这 样 共 得 
到 S 中 的 1304 个 点 .这 意味 着 满足 要 求 的 集合 至 少 有 1304 个 点 . 

综 上 可 知 ,满足 要 求 的 点 集 最 少 有 1304 个 点 . 

7.7 ”在 nn 边 形 内 分 布 着 个 点 ,使 得 在 由 n 边 形 的 任意 3 个 顶点 
所 构成 的 三 角形 内 都 至 少 有 1 个 点 , 求 上 的 最 小 值 . 

(第 41 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 由 ”= 边 形 的 顶点 A 引出 所 有 对 角 线 ， 
它们 把 n 边 形 分 成 n -2 个 互 不 相交 的 三 角形 .每 
个 三 角形 内 至 少 1 个 点 ,总 共 至 少 有 n 一 2 个 点 . 

为 一 方面 , 取 定 n 边 形 的 一 条 边 AB ,并 考察 
以 7 边 形 的 3 个 顶点 为 顶点 ,以 AB 为 一 边 的 所 
有 三 角形 .显然 ,这 样 的 三 角形 共有 n - 2 个 .每 
个 这 样 的 三 角形 被 其 他 对 角 线 分 成 若干 部 分 ,我 
们 在 包含 第 3 个 顶点 的 部 分 中 取 1 点 , 共 得 到 ”- 2 个 点 .对 于 任 一 个 
以 边 形 的 3 个 顶点 为 顶点 的 三 角形 XYZ ,了 AXB, 人 AYB,AZB 中 
总 有 1 个 含 于 全 XYZ 的 内 角 中 .例如 图 中 的 AYB 含 于 XYZ 之 中 . 
从 而 含 于 一 AYB 中 的 点 将 含 于 人 XYZ 之 中 .可 见 , 这 nn -2 个 点 满足 
题 中 要 求 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 的 最 小 值 为 n - 2. 

7'8 在 方 格 纸 上 放 置 一 张 正 方形 纸 片 , 纸 片 的 面积 是 -- 个 方 格 
面积 的 4 倍 . 问 这 张 纸 片 最 少 能 盖 住 方 格 纸 上 的 多 少 个 结 点 (如 果 结 点 
落 在 正方 形 纸 片 的 边界 上 ,也 认为 是 盖 住 了 )? 

(第 48 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
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[ 解 ] 首先 注意 ,正方 形 纸 片 的 内 接 贺 至 少 盖 
两 个 结 点 . 设 内 接 圆 的 圆心 落 在 某 方 格 被 它 自己 的 两 
条 对 角 线 所 分 成 的 4 个 三 角形 之 一 中 (包括 边界 和 项 
点 ). 因 图 的 半径 为 1, 故 它 必 盖 住 作为 这 个 三 角形 顶 
点 的 两 个 结 点 .可 见 ,正方 形 纸 片 所 盖 住 的 结 点 数 至 
少 为 2. 

为 一 方面 ,我 们 将 正方 形 中 心 放 在 方 格 1 边 的 中 成 上 ， 并 使 正方 形 
纸 片 的 边 平行 于 方 格 的 对 角 线 . 显然 ,正方 形 纸 片 
盖 住 了 两 个 结 点 P 和 QQ. 设 MN 是 正方 形 纸 片 的 一 
条 中 位 线 ( 见 右 图 ). 易 见 , 结 点 A 与 MN 的 距离 为 


于 她 > 1, 故 知 结 点 A 未 被 盖 住 . 结 点 B 未 被 盖 住 


是 显然 的 , 故 这 时 纸 片 恰好 盖 住 两 个 结 点 . 
综 上 可 知 ,正方 形 纸 片 最 少 盖 住 两 个 结 点 . 
7.9 用 Aln) 表示 具有 如 下 性 质 的 平面 点 集 S 的 最 少 点 数 :对 
于 每 个 RE 11,2，……2 至少 存在 一 条 直线 , 它 恰 好 包含 S 的 上 个 点 . 


求证 A(n) = [二 二 ] . [2 | 


( 独 联 体 冬令 营 选 拔 试题 ,1992 年 ) 

[证 ] 右 图 所 示 为 n = 7 的 情形 . 若 把 
最 下 面 一 排 7 个 黑 点 擦 掉 , 并 加 上 通 有 “O 〇 ” 
号 的 3 点 , 则 变 为 n = 6 的 情形 ,二 者 可 分 别 
代表 为 奇数 与 偶数 的 情形 . 显然 ,图 中 所 示 
的 点 集 满足 题 中 要 求 且 当 % = 2m 一 1 时 ,点 
数 为 (27n 一 1)+…+m 一 C2 = ml, 当 n= 
2m 时 ,点 数 为 2n1 + … 二 (n+1)- C= 


m(m 十 1). 这 意味 着 A(n) 所 [2 | . [ 3 . 


一 方面 ,对 了 于 满足 要 求 的 任 一 点 集 S , 按 已 知 , 必 有 产 条 直线 ， 
其 上 分 别 有 n,n 一 1,…,n-m+l 个 点 ,而 且 它 们 中 任何 两 条 线 至 多 


有 一 个 交点 , 故 双 有 A(n) 宇 [+ ] [+ ] . 综 上 便 知 本 题 结论 
成 立 . 





全 证 六 注 
娘 盯 各 


ly, 


- a th 
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7.10 设 &EN,S = 1(a,6) | 4a,5 = 1,2,…,& 对 于 S 中 
两 个 元 素 (a,b) 和 (cd), 如 果 

a 一 cc 三 0 或 +1,b5 一 4d 尘 0 或 + 1(mod 上 &)， 
则 称 (a ,5) 与 (c,d) 在 Se 中 是 不 可 分 辩 的 (例如 ,(1,1) 与 (2,5) 在 Ss 
中 是 不 可 分 辨 的 ) .否则 就 称 为 可 分 辩 的 . 

考虑 S 的 具有 下 列 性 质 的 子 集 4 :4 中 所 有 元 素 在 Si 中 两 两 可 分 
辨 .这 种 子 集 的 元 数 的 最 大 值 记 为 x 

(1) 求 x; 并 说 明理 由 ; 

(2) 求 ”7 并 说 明理 由 ; 

(3) 对 一 般 的 上 ,rn 是 多 少 (不 必 说 明理 由 )? 

(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 我 们 用 有 & x 个 方 格 来 代表 Se 中 的 个 元 素 , 自然 以 第 ; 
行 j 列 的 方 格 代表 (i,j). 这 样 ,S 中 两 元 素 (a,p),(c,d) 不 可 分 辩 相 
当 于 它们 所 对 应 的 两 个 方 格 相 邻 ( 包 括 有 公共 边 的 相 邻 或 有 公共 顶点 
的 相 邻 ) ,这 里 的 相 邻 是 广义 的 , 即 第 一 行 ( 列 ) 与 第 有 行 ( 列 ) 相 邻 . 显 
然 ,每 一 个 方 格 恰 与 周围 8 个 方 格 相 邻 (& 宇 3). 

对 于 任何 2 x 2 方 格 ,其 中 4 个 方 格 两 两 都 相 邻 , 从 而 它们 对 应 的 
Si 中 的 4 个 元 素 是 两 两 不 可 分 辩 的 .所 以 ,任何 2x2 的 4 个 方 格 中 至 多 
包含 A 中 一 个 元 素 . 

考察 方 格 表 中 任何 相 邻 的 两 行 .我 们 在 2x& 方 格 表 旁 再 接 上 一 个 
2 x 上 方 格 表 , 这 样 得 到 一 个 2 x 2k 的 方 格 表 , 其 中 有 上 个 互 不 相 重 的 
2 x 2 正方 形 : 
既然 任何 2 x 2 个 方 格 中 至 多 有 一 个 在 A 中 ， 
所 以 2x 2&k 个 方 格 中 至 多 有 上 个 在 A 中 (注意 
广义 相 邻 ). 但 对 原来 的 2 x 个 方 格 ,每 个 方 
格 在 2 x 2& 个 方 格 中 都 恰好 被 用 了 两 次 ,从 


而 2 x & 个 方 格 中 至 多 有 |[ -2 ] 个 在 A 中 , 即 任何 相 邻 两 行 中 至 多 有 
[ 各] 个 方 格 在 4 中. 
利用 同样 的 技巧 ,我 们 可 以 证 明 在 4 行 中 至 多 有 [ 乞 | 专 ] ] 个 方 


x 列 k 列 
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格 在 A 中 ,所 以 有 


六 [地 [ 寺 ] 


下 面 我 们 来 证 明 上 式 中 等 号 成 立 . 按 题 中 要 求 ,我 们 只 就 & = 5 和 
& = 7 的 情形 来 举例 说 明 .为 此 ,我 们 只 须 给 出 一 个 互 不 相 邻 的 方 格 集 ， 
使 其 恰 有 六 个 元 素 .注意 rs = 5, rz = 10, 所 选 的 方 格 集 如 下 : 





对 于 一 般 的 &, 也 有 六 = [和 [二 | 


7.11 ”把 棋子 放 在 国际 象棋 棋盘 的 方 格 上 , 要求 在 每 一 行 ,每 一 


列 以 及 每 一 斜 线 上 都 刚好 有 偶数 枚 棋子 ,试问 最 多 可 以 放置 多 少 枚 棋 
子 ? 
(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 最 多 可 以 放置 48 枚 棋子 . | 
由 于 国际 象棋 棋盘 上 一 共有 16 条 包含 有 奇数 of lotololol ol 
个 方 格 的 对 角 线 而 它们 之 间 又 没有 公共 的 方 格 .从 [eie| jelel Tolo 
而 棋子 的 枚 数 不 能 多 于 二 二 9 
64 -16 = 48 





个 . 
事实 上 只 要 在 除去 两 条 主 对 角 线 上 的 16 个 小 
方 格 之 外 的 每 一 个 方 格 各 放 上 一 枚 棋子 (如 图 ) 就 得 到 满足 条 件 的 48 
枚 棋子 的 一 种 放 法 . 
7'12 ”游戏 盘 的 形状 是 一 个 含有 60° 角 的 菱形 .将 它 的 每 条 边 都 9 
等 分 ,并 过 每 个 分 点 都 分 别 作 平 行 于 边 和 较 短 对 角 线 的 两 条 直线 ,将 萎 


形 分 成 许多 正三 角形 的 小 格 . 如 果 在 某 个 小 格 中 放 上 一 枚 棋子 , 则 过 该 


小 格 中 心 引 3 条 分 别 平行 于 三 角形 3 边 的 直线 ,并 称 这 3 条 直线 穿 过 的 
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所 有 小 格 都 已 被 棋子 所 控制 . 问 为 了 控制 游戏 盘 上 的 所 有 小 格 ,最 少 要 
放 多 少 枚 棋子 ? 
(第 21 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[ 解 】 在 右 图 中 阴影 线 所 示 的 6 
个 小 格 中 各 放 1 枚 棋子 时 ,整个 游戏 盘 
上 的 所 有 小 格 都 被 控制 , 故 知 所 求 的 最 
小 值 不 大 于 6. KX 

另 一 方面 , 设 游戏 盘 上 所 放 的 模子 ODS 
至 多 5 枚 ,不 妨 设 恰 放 5 枚 .这 时 ,在 被 人 人 EY 
平行 于 AB 的 8 条 直线 把 游戏 盘 分 成 的 
9 个 带 状 平行 四 边 形 中 ,至少 有 4 个 中 没有 棋子 . 同 理 , 在 被 平行 于 AD 
的 8 条 直线 所 分 成 的 9 个 带 状 平行 四 边 形 中 ,也 至 少 有 4 个 中 没有 柑 
子 .考察 这 两 组 没有 棋子 的 各 4 个 平行 四 边 形 的 点 . 易 见 ,其 中 的 三 角 
形 小 格 分 别 属 于 8 个 被 平行 于 短 对 角 线 的 直线 所 分 成 的 带 状 梯形 . 注 
意 ,每 枚 棋子 只 能 控制 1 个 带 状 梯形 ,从 而 至 少 有 3 个 小 格 未 被 控制 . 

综 上 上 可知, 最少 要 放 6 枚 棋子 . 

7.13 ”在 方 格 棋盘 上 有 若干 枚 棋子 . 规定 每 一 步 可 将 某 枚 棋子 跳 
过 位 于 邻 格 ( 指 有 公共 边 的 方 格 ) 中 的 棋子 而 进入 随后 的 空格 中 ,同时 
将 被 其 他 棋子 跳 过 的 棋子 从 棋盘 上 拿 掉 . 如 果 最 初 棋子 摆 成 六 x 7 抑 
形 的 形状 , 且 在 此 矩形 的 周围 都 是 空格 ,那么 最 后 在 棋盘 上 最 少 可 剩 几 
枚 棋子 ? 


AAA 
OOOOOOOOCY 









(第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 识 宇 n. 若 nn = 1, 则 每 一 步 都 只 能 往 这 一 行 的 两 端 
空格 中 跳 , 且 跳 过 1 步 之 后 的 棋子 不 再 相 邻 .因此 棋盘 上 最 少 要 剩 下 


nn 一 [多 | 枚 棋子 .以 下 设 n 宇 2. 


车 3| mn , 则 最 少 剩 下 2 枚 棋子 ;否则 最 少 剩 下 1 梳 加 

棋子 .为 证 此 ,首先 证 明 如 下 引 理 : ofoTo 
引 理 ”车 在 右 图 所 示 的 5 个 方 格 中 , 画 “x” 的 方 格 

是 空格 而 其 他 4 个 格 中 各 放 1 枚 棋子 , 则 可 经 过 3 次 操作 

而 使 得 连 成 一 排 的 3 枚 棋子 全 部 拿 掉 , 另 1 枚 棋子 恰好 回 

到 原 处 . ta) 
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只 要 按 图 (b) 所 示 的 操作 即 可 实现 引 理 的 要 求 : 








(b) 

利用 引 理 ,可 以 把 由 mx Xx n(m 过 4,2 之 2) 枚 棋子 排 成 的 矩形 化 

为 (mm 一 3) x nn 的 矩形 .事实 上 , 当 nn 实 3 时 ,可 如 图 (c) 中 所 示 , 按 箭头 

所 示 的 次 序 去 掉 n 个 3x 1 和 矩形 中 的 棋子 . 当 n = 2 时 ,可 用 下 述 操作 

来 去 掉 6 枚 棋子 ( 见 图 (d)):al :pl1,a2:p02,cl:c2,a4:a3,c3 :03， 

a2 : a3( 其 中 的 at : 561 表示 将 方 格 al 中 的 棋子 跳 过 方 格 51 中 的 棋子 
而 落 人 方 格 cl 的 操作 ,其 余 类 同 ). 


党 杞 诡 诬 
二 上 汪 





(c) (d) (e) 

这 样 一 来 ,任何 六 x n(m 宇 2,n 宇 2) 的 矩形 都 可 化 为 下 列 6 种 
情形 之 一 :1 x2,2x2,4x4,1x3,2x3,3Xx3. 易 见 ,对 于 前 两 种 矩形 ， 
可 化 为 只 剩 工 枚 模子 的 情形 ;对 于 后 3 种 和 扼 形 ,由 引 理 知 可 化 为 只 余 2 
枚 棋子 的 情形 ;对 于 4 x 4 的 和 矩形 ,可 按 图 (e) 中 3 x 1 和 矩形 中 所 标的 号 
码 顺 序 依次 用 引 理 操作 ,最 后 只 余 1 枚 棋子 .这 就 证 
明了 当 % 宇 nn 宇 2 时 ,棋盘 上 最 后 所 剩 棋 子 的 最 少 GG 
数 不 多 于 2, 且 当 3 mn 时 ,所 余 棋 子 的 最 少 枚 数 为 陋 思 鸭 “ 
1. A 





下 面 证 明 , 当 3| mn 时 ,棋盘 上 至 少 剩 下 两 枚 模 丝 澡 
子 .将 棋盘 上 的 每 个 方 格 都 按 图 (f) 所 示 的 方式 涂 上 
红 , 黄 , 蓝 三 色 之 一 . 由 于 3| zmn, 故 开始 时 3 种 颜色 人 
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的 方 格 中 的 棋子 数 相同 ,当然 具有 相同 的 奇偶 性 . 又 因 任何 3 x 1 矩形 
中 的 3 个 方 格 的 颜色 都 各 不 相同 ,而 在 每 一 步 操 作 中 ,都 有 两 种 颜色 方 格 
组 | 的 棋子 各 减少 1 枚 而 第 3 种 颜色 格子 中 的 棋子 数 增加 1, 所 以 若 操作 前 
“| ， 3 种 棋子 数 的 奇偶 性 相同 , 则 操作 后 亦 然 . 因而 在 连续 操作 的 过 程 中 ,3 

种 棋子 数 的 奇偶 性 始终 相同 . 如果 棋盘 上 只 剩 1 枚 棋子 , 则 这 一 性 质 不 
再 成 立 ,所 以 至 少 剩 下 两 枚 棋子 . 

7. 14 有 5x5s 的 正方 形 方 格 棋盘 , 共 由 2S$ 个 1x1l 的 单位 正方 形 
方 格 组 成 ,在 每 个 单位 正方 形 方 格 的 中 心 处 染 上 一 个 红 点 ,请 在 棋盘 上 
找 出 者 干 条 不 通过 红 点 的 直线 ,分 棋盘 为 若干 块 (形状 , 大 小 未 必 一 
样 ), 使 得 每 一 小 块 中 至 多 有 一 个 红 点 , 问 你 最 少 要 画 几 条 直线 ? 试 举 出 
一 种 画 法 ,并 证 明 你 的 结论 . 

(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 如 图 所 画 的 8 条 直线 分 棋盘 为 若干 块 
后 ,每 一 小 块 中 至 少 有 一 个 红 点 . 

下 面 用 肥 证 法 证 明 不 可 能 有 更 少 的 直线 满足 
题 中 要 求 . 

假设 所 画 直 线 不 超过 7 条 , 并且 满 足 题 中 要 
求 . 

这 时 ,我 们 把 边缘 的 16 个 红 点 依次 用 单位 长 
的 线段 连结 成 一 个 边 长 为 4 的 正方 形 . 由 于 所 画 7 条 直线 至 多 与 14 条 
小 线段 相交 , 即 至 少 有 两 条 单位 长 的 小 线段 不 与 这 7 条 直线 中 的 一 条 
相交 , 它 必 定 整 个 落 人 被 这 些 直线 分 划 成 的 某 个 小 区 域内 , 它 的 两 个 端 
点 ( 红 点 ) 也 包括 在 内 ,与 题 设 要 求 矛 盾 . 

所 以 最 少 有 8 条 直线 . 

7*15 ”在 平面 上 依次 画 出 首尾 相 接 的 n 条 线段 ,其 中 第 n 号 线段 
的 终端 恰 与 第 1 号 线段 的 始 端 重合 ,其 中 每 一 条 线段 都 叫 一 个 “ 线 节 ”， 
知 一 个 线 节 的 始 端 恰 是 另 一 个 线 节 的 终端 , 称 这 两 
个 线 节 是 相 邻 的 .我 们 规定 : 相 邻 的 两 个 线 节 不 能 
画 在 同一 直线 上 ,不 相 邻 的 任 两 个 线 节 都 不 相交 . 
满足 上 述 条 件 的 图 形 我 们 称 作 ”* 简 单 折 线圈 ”, 如 
图 ,我 们 画 的 简单 折线 圈 的 十 个 线 节 恰 分 布 在 五 条 
直线 上 . 
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若 一 个 简单 折线 圈 的 全 部 ”个 线 节 恰 分 布 在 六 条 直线 上 , 试 求 n 

的 最 大 值 , 并 说 明理 由 . z 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 我 们 证 明 2” 的 最 大 值 为 12. 

首先 可 以 画 一 个 n = 12 的 满足 要 求 的 简单 折线 圈 ( 如 图 ). 

硅 ?> 12, 因 为 个 线 节 分 布 在 6 条 直线 上 , 按 
抽 层 原理 , 至 少 有 一 条 直线 ! 含有 至 少 三 个 线 节 . 这 
至 少 三 个 线 节 按 规 定 彼此 不 相 邻 ,所 以 至 少 有 6 个 端 
点 在 这 条 直线 / 上 ,这 6 个 端点 是 至 少 6 个 不 同 的 线 
节 与 直线 ! 的 交点 ,这 至 少 6 条 不 同 直线 ,连同 !/ 至少 
有 7 了 7 条 直线 ,引出 矛盾 . 

所 以 n 的 最 大 值 为 12. 

7.16 ” 设 在 空间 中 给 定 ”条 线段 ,其 中 任何 3 条 都 不 平行 于 同一 
平面 ,而 且 其 中 任何 两 条 线段 的 中 点 连 线 都 是 这 两 条 线段 的 公 垂 线 . 求 
线段 条 数 ”的 最 大 可 能 值 . 

> (第 40 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 的 最 大 可 能 值 为 2. 
大 有 3 条 线段 满足 题 中 要 求 , 设 三 者 的 中 点 分 别 为 Mi ,AD ,Mi;， 


并 设 Mi, M2，, Ms 所 决定 的 平面 为 >, .这 时 ,3 条 线段 中 的 每 条 都 垂直 


于 3 条 直线 MA ,NM2AM3 ,AM3AhI 中 的 两 条 ,从 而 都 垂直 于 平面 >) 
这 导致 3 条 线段 平行 于 同一 平面 , 刻 盾 .这 表明 线段 条 数 n 至 多 为 2. 而 
n = 2 当然 是 可 以 实现 的 , 故 知 所 求 的 ”的 最 大 值 为 2. 

7.17 ”平面 上 平行 于 zz 轴 ,y 轴 或 象限 角 的 平分 线 的 直线 称 为 规 
则 直线 .连结 平面 上 6 点 的 所 有 直线 中 ,最 多 有 多 少 条 规则 直线 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 因为 规则 直线 只 有 4 种: 水平, 竖 直 , 左 斜 , 右 斜 ,所 以 过 每 
个 点 至 多 有 4 条 规则 直线 .因而 ,过 6 个 给 定点 的 规则 直线 至 多 24 条 . 
但 在 这 个 计数 过 程 中 ,每 条 直线 至 少 被 计数 两 次 ,所 以 至 多 有 12 条 不 
同 的 规则 直线 . 如 果 恰 有 12 条 规则 直线 , 则 过 每 点 都 恰 有 4 条 ,每 条 规 
则 直线 上 都 恰 有 两 个 给 定点 . 

考察 6 个 给 定点 的 凸 包 多 边 形 M .显然 ,过 两 个 给 定点 的 每 条 规则 
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直线 都 过 AM 的 内 部 或 1M 的 一 条 边 . 这样 一 来 ,在 M 的 每 个 顶点 处 的 内 
角 都 不 小 于 135". 另 一 方面 , 凸 六 边 形 的 内 角 和 为 720° ,上 屿 五 边 形 的 内 
角 和 为 $40" , 凸 四 边 形 的 内 角 和 为 360" ,三 角形 内 
角 和 为 180", 无 论 哪 种 情形 , 其 最 小 内 角 都 小 于 
133 ,矛盾 .由 此 可 知 ,连结 六 点 则 的 直线 中 , 至 多 
有 11 条 规则 直线 . 

右 图 所 示 的 6 点 间 共 连 有 11 条 规则 直线 ,所 
以 ,6 点 间 最 多 可 以 连 出 11 条 规则 直线 . 

7.18 ”在 平面 上 给 定 7 点 , 问 最 少 要 在 它们 之 
间 连 结 多 少 条 线段 ,才能 使 得 任意 3 点 之 中 都 有 两 点 间 连 有 一 -条 线 ? 试 
给 出 一 个 符合 要 求 的 连 线 图 . 

(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 1] 右 图 7 点 间 连 有 9 条 线段 旦 满足 题 中 要 
求 , 故 知 所 求 的 最 小 值 不 大 于 9. 

下 面 证 明 在 满足 要 求 的 连 线 图 中 ,至 少 要 9 条 线 
段 . 

(1) 如 果 存 在 一 点 A 至 多 引出 1 条 线段 , 则 不 与 A 
相连 的 5 点 中 ,每 两 点 之 间 都 有 连 线 ,共有 10 条 线 . 

(2) 如 果 每 点 至 少 引 出 两 条 线段 且 点 A 恰 引 出 两 条 线段 AB , AC ， 
则 不 与 A 相连 的 4 点 之 间 应 有 6 条 连 线 .点 B 至 少 要 另外 引出 1 条 线 ， 
总 共 至 少 有 9 条 线 . 

(3) 奉 每 点 至 少 有 3 条 线 , 则 7 点 共 引 出 至 少 21 条 线 .这 时 每 条 线 
段 恰 被 计数 两 次 ,所 以 连 线 图 中 至 少 有 11 条 线 ， 

综 上 可 知 ,最 少 要 连 9 条 线段 . 

[ 解 2] 只 证 任何 满足 要 求 的 连 线 图 中 至 少 有 9 条 线 . 

设 点 A 与 B 之 间 无 线 , 则 C,D,E,F,G 5 点 中 每 点 都 至 少 与 A， 
B 之 一 有 连 线 , 至少 有 5 条 线 . 后 5 点 共 可 组 成 10 个 不 同 的 三 点 组 ,每 
组 3 点 之 间 至 少 有 1 条 线 , 至 少 共 有 10 条 线 .在 这 个 计数 过 程 中 ,每 条 
线 恰 被 计数 3 次 , 故 知 $ 点 间 至 少 有 4 条 不 同 线段 .从 而 图 中 至 少 共 有 9 
条 线段 . 

[ 解 3] 设 7 点 中 点 A 引出 线段 条 数 最 少 , 共 引 出 上 条 线段 AB,， 
j = 1,2,… ,kk. 则 其 余 6 一 个 点 与 A 均 无 连 线 , 故 其 中 每 两 点 之 间 都 
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有 连 线 . ME 车 线 总 数 


S> kk+1) + (6 hk)(5 -hk)) = (2 10k + 30) 
= p25k+15= (£-) 1 之 8 了 
即 至 少 有 9 条 连 线 . 
男 一 方面 , 解 1 中 给 出 的 连 线 图 表明 9 条 线 是 可 以 达到 的 , 改 知 所 
求 的 连 线条 数 的 最 小 值 为 9. 


7.19 设 空 间 中 给 定 3 条 直线 ,其 中 任何 两 条 都 既 不 平行 也 不 重 
合 , 问 这 个 图 形 中 最 多 能 有 多 少 条 对 称 轴 ? 
(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 最 多 有 9 条 对 称 轴 . 


考察 空间 直角 坐标 系 中 3 轴 的 3 条 直线 .这 时 ,每 条 直线 本 身 都 是 ;| 
1 条 对 称 轴 . 此 外 ,每 两 条 直线 的 交角 的 两 条 平分 线 也 都 是 对 称 轴 , 故 | 其 间 
知 共有 9 条 对 称 轴 . 


另 一 方面 , 设 3 条 给 定 直线 为 /1,43,1,, 则 图 形 的 对 称 轴 可 分 为 下 
列 两 类 ， z 

(1) 有 两 条 直线 关于 对 称 轴 互 相对 称 , 而 第 3 条 直线 关于 对 称 轴 与 
自身 对 称 . 因为 空间 中 既 不 平行 也 不 重合 的 两 条 直线 的 对 称 轴 只 有 两 
条 , 故 这 一 类 对 称 轴 至 多 有 6 条 . 

(2) 3 条 直线 都 关于 对 称 轴 与 自身 对 称 . 因为 一 条 直线 关于 对 称 轴 
与 自身 对 称 时 , 它 必 与 对 称 轴 垂 直 或 重合 , 而 任 两 条 不 平行 直线 恰 有 1] 
条 公 垂 线 , 所 以 这 类 对 称 轴 至 多 3 条 . 这 时 ,每 条 直线 都 是 另 两 条 直线 
的 公 垂 线 . 

若 3 条 直线 有 1 条 公 垂 线 , 则 这 3 条 直线 不 可 能 再 有 其 他 的 对 称 
轴 . 

综 上 可 知 ,这 个 空间 图 形 最 多 有 9 条 对 称 轴 . 

7.20 已 知 一 条 折线 的 所 有 顶点 全 都 位 于 某 个 被 长 为 2 的 正方 体 
的 表面 上 , 它 的 每 条 边 的 长 度 都 是 3, 且 两 个 端点 刚好 是 该 正方 体 的 两 
个 距离 最 远 的 顶点 . 问 这 条 折线 最 少 有 多 少 条 边 ? 

(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 P,Q,R 分别 为 由 点 B; 发 出 的 三 条 楼 的 中 点 . 显然 ， 
AiP = AiQ = A1R = 3. 于 是 在 正方 体 表面 上 与 A| 距离 为 3 的 点 的 
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集合 是 以 B; 为 顶点 的 3 个 侧面 上 分 别 过 P,Q， 
R 的 三 条 强 ( 见 右 图 ). 由 对 称 性 知 我 们 只 须 讨 论 
弧 PR 的 情形 . 

容易 看 出 , 除 端点 P,Q 之 外 , 弧 PR 上 的 其 


余 各 点 除 与 A1 距离 为 3 之 外 ,与 正方 体 表 面 上 
的 其 余 点 的 距离 均 小 于 3. 因 此 ,者 A| 为 折线 的 


起 点 , 且 第 一 条 边 的 另 一 个 端点 在 PR 上 时 ,只 能 
为 P,R 两 点 之 一 (否则 ,无 法 画 出 长 为 3 且 端 点 在 正方 体 表面 的 第 二 
条 边 ) .不 妨 设 第 一 条 边 为 A1P. 于 是 第 二 条 边 只 能 是 PA4. 这 表明 折 
线 经 过 两 条 线段 后 , 恰 由 一 条 楼 的 一 个 端点 走 到 另 一 个 端点 .由 于 从 
Al 到 B3 要 经 过 三 条 校 , 故 折线 至 少 要 有 6 条 边 . 

将 前 图 中 的 点 A1,P,As,S,B4s,T,B; 依次 连结 起 来 , 便 得 到 一 条 
有 6 条 边 且 满 足 题 中 要 求 的 折线 .所 以 ,满足 要 求 的 折线 最 少 有 6 条 线 
段 . 

7'21 在 凸 十 三 边 形 中 作出 所 有 对 角 线 ,它们 将 十 三 边 形 划分 为 
一 些 多 边 形 . 问 其 中 边 数 最 多 的 多 边 形 最 多 能 有 多 少 条 边 ? 

(第 13 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1950 年 ) 

[ 解 ] 设 多 边 形 M 是 边 数 最 多 的 一 个 .对 于 凸 十 三 边 形 的 每 一 个 
顶点 ,多边 形 M 的 所 有 边 中 至 多 有 两 条 位 于 从 该 顶点 所 引出 的 边 或 对 
角 线 上 , 故 多 边 形 M 的 边 不 多 于 26 个 (包括 重复 计数 ). 但 M 的 每 条 边 
所 在 的 多 边 形 的 边 或 对 角 线 都 恰 被 重 两 个 端点 计数 两 次 ， 所 以 多 边 形 
M 至 多 有 13 条 边 . 

当 凹 十 三 边 形 为 正 十 三 边 形 时 ,被 它 的 所 有 对 角 线 分 成 的 小 多 边 
形 中 ,包含 正 多 边 形 中 心 的 小 多 边 形 有 13 条 边 . 故 知 边 数 最 多 的 小 多 
边 形 最 多 能 有 13 条 边 . 

7"22 平面 上 有 2 + 4 个 标定 点 ,其 中 4 点 是 一 个 正方 形 的 顶点 ， 
其 余 ” 个 点 都 在 这 个 正方 形 的 内 部 . 任何 两 个 标定 点 之 间 都 可 以 连 一 
条 线段 ,但 是 已 连结 的 线段 除 端 点 外 不 含 其 他 标定 点 , 且 任 何 两 条 已 连 
结 的 线段 除 端 点 外 没有 公共 点 . 求 这 样 所 能 连结 的 线段 条 数 的 最 大 值 . 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 设 对 给 定 的 n + 4 个 点 已 经 连结 出 某 个 线段 网 络 Q , 它 满 
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足 题 中 要 求 且 不 能 再 添加 一 条 线段 而 使 题 中 的 要 求 仍 被 满足 (这 样 的 
网 络 称 为 极 大 的 .因为 所 有 可 能 的 连 线 数 不 超过 C*4 ,所 以 这 样 的 极 
大 网 络 一 定 存 在 ). 如 果 一 个 多 边 形 的 顶点 都 是 给 定点 , 边 都 是 网 络 中 
的 线段 (允许 两 条 边 的 夹 角 是 平角 ), 则 称 它 为 网 式 多 边 形 . 按 已 知 , 正 
方形 KK 的 4 个 顶点 都 是 标定 点 ,其 他 个 标定 点 都 在 K 的 内 部 .显然 ， 
正方 形 K 的 4 条 边 属于 任何 一 个 极 大 网 络 . 因此 K 是 网 式 四 边 形 . 我 
们 断言 , 极 大 网 络 Q 把 正方 形 K 分 成 若干 个 网 式 三 角形 旦 每 个 标定 点 
都 是 网 络 Q 的 结 点 .为 证 此 ,考察 正方 形 K 中 任意 一 点 0O. 设 以 边 形 M 
是 所 有 包含 点 O 的 网 式 多 边 形 中 面积 最 小 的 一 个 (允许 点 O 在 多 边 形 
边 上 ). 因为 多 边 形 M 的 内 外 和 为 (mx 一 2)180', 故 它 必 有 一 个 内 角 小 
于 180" , 设 这 个 内 角 顶 点 为 4. 在 二 A 的 两 边 上 各 取 最 接近 点 A 的 标定 
点 ,得 到 点 B 和 C( 见 图 ). 如 果 在 人 ABC 内 还 有 标定 点 , 则 在 其 内 的 标 
定点 中 选取 一 点 D, 使 ~4BD 最 小 (如 果 这 样 的 点 
多 于 1 个 , 则 取 离 点 BB 最 近 的 一 点 ). 于 是 在 人 ABD 
中 (包括 周 界 ) 除 3 个 顶点 外 不 含 标定 点 .从 而 由 网 
络 Q 的 极 大 性 知 BD,AD 都 属于 网 络 Q. 于 是 
全 ABD 是 网 式 的 . 如 果 人 ABC 内 没有 标定 点 , 则 
全 ABC 就 相当 于 上 而 的 人 ADBD. 如 果 和合 ABD 不 与 
AM 重合 , 则 它 把 多 边 形 M 分 成 人 ABD 及 另 一 个 网 
式 多 边 形 .这 两 个 网 式 多 边 形 中 至 少 有 1 个 含有 点 
O 且 它 的 面积 显然 小 于 NM 的 面积 ,矛盾 . 故 知 M 为 三 角形 ,县 其 中 除 3 
个 顶点 外 没有 其 他 标定 点 ， 

下 面 计 算 极 大 网 络 中 线段 的 条 数 &. 设 网 络 Q 将 正方 形 K 分 成 [个 
三 角形 , 则 所 有 三 角形 的 内 角 和 为 /7. 180". 另 一 方面 ,正方 形 的 每 个 顶 
点 对 内 角 和 的 贡献 是 90"; 内 部 每 个 标定 点 对 内 角 和 的 贡献 是 360". 从 
而 /个 三 角形 的 内 角 和 文 应 为 (nn + 1) .360". 于 是 有 

1 .180" = (n +1).360° 

由 此 解 得 / = 2(n + 1). 最 后 ,因为 正方 形 的 每 条 边 都 是 某 个 三 角形 的 
一 条 边 ,而 正方 形 内 的 每 条 网 络 线段 都 是 两 个 三 角形 的 公共 边 , 故 知 网 
络 中 线段 条 数 的 最 大 值 为 


4+ 广 (31 -4)= 字 1+2=3n+5. 
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7,23 ”过 正 12 边 形 内 部 一 个 非 中 心 点 ,最 多 能 作 几 条 不 同 的 对 角 
线 ? 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 在 右 图 中 ， 点 M 既是 
全 AsAnA; 的 内 心 , 又 是 人 A,AsAhs 的 内 
心 ， 所 以 4 条 对 角 线 AilA;,A,Ac,A;Asg, 
AsAn 交 于 点 M. 这 表明 所 求 的 最 大 值 不 小 
于 4. 

为 方便 计 ,我 们 用 弧 长 来 表示 弧 所 对 的 
弦 长 , 且 当 弧 长 为 圆周 长 的 各 时 , 称 弦 长 为 
&,&R 扫 6. 如 果 有 5 条 对 角 线 交 于 多 边 形 内 一 
个 非 中 心 点 , 则 每 条 弦 长 都 不 小 于 5, 且 其 中 至 多 有 1 条 长 度 为 6. 因为 
长 为 6 的 弦 就 是 直径 , 若 有 两 条 长 为 6 的 对 角 线 交 于 一 点 ,交点 即 为 圆 
心 .由 此 可 知 , 交 于 -- 点 的 5 条 对 角 线 中 至 少 有 4 条 长 为 5. 为 证 不 可 能 
有 5 条 对 角 线 交 于 形 内 非 中 心 点 ,只 须 再 证 如 下 的 引 理 . 

引 理 ”任何 3 条 长 为 5 的 对 角 线 不 能 
交 于 同一 点 ， 

引 理 的 证 明 ”显然 ,两 条 长 为 5 的 弦 相 
冯 , 只 有 如 下 4 种 不 同情 形 ; {A|Ao,A,Aoji， 
{AiAc,A2Arl, {AiAe,A3Ai0|}, {|A1As6, 
A3A8g1, 记 它们 的 交点 分 别 为 Mi, M,, Mi;， 
Ma, 则 这 4 点 既 不 相同 , 也 不 关于 线段 
AiAse 的 中 点 对 称 . 

事实 上 ,由 正弦 定理 知 ,AMi : Mi Ag = A1Mi : MiA, = sinA。 
: sinA! = sina : sin3a ,其 中 wc = 15°. 同 理 ,AAM2; : MA = sin6a : 
sinda, A M3 : M3Ase = sn2a : sin4a ,AM : MiAe = singa : sin3a 
不 难 验证 ,这 4 个 比值 中 的 任何 两 个 都 不 相等 ,也 没有 任何 一 个 与 另 一 
个 的 倒数 相等 .这 就 证 明了 引 理 . 

综 上 可 知 , 题 中 所 求 的 最 大 值 为 4. 

7"24 求 具 有 如 下 性 质 的 最 小 自然 数 : 把 正 / 边 形 5 的 任何 5 个 

顶点 涂 成 红色 时 ,总 有 S 的 一 条 对 称 轴 / ,使 每 个 红 点 关于 / 的 对 称 点 
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都 不 是 红 点 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1994 年 ) 

[ 解 1] 对 于 正 13 边 形 , 当 将 Al,A;,As， 
Ai,A7 这 5 个 顶点 涂 红 时 ,13 条 对 称 轴 中 的 任 4 一 一 
何 1 条 都 不 满足 题 中 要 求 ( 见 图 ). 对 于 正 12，  / 
11,10 边 形 , 当 取 上 述 5 个 顶点 为 红 点 时 , 题 中 4 
的 结论 也 不 成 立 . 而 当 边 数 不 大 于 9 时 ,结论 显 4 
然 不 成 立 . 可 抑 , 所 求 的 最 小 自然 数 nn 之 14. 

画 出 一 个 正 14 边 形 及 其 所 有 对 角 线 , 则 这 和 
些 线段 可 以 分 成 14 组 ,每 组 中 的 所 有 线段 互相 
平行 且 各 有 1 条 对 称 轴 . 这 14 条 对 称 轴 中 有 7 条 各 过 正 14 边 形 的 一 组 
相对 顶点 , 另 7 条 中 的 每 条 都 平分 正 14 边 形 的 一 组 对 边 . 前 7 组 平行 线 
中 每 组 有 6 条 线 , 另 有 两 个 顶点 在 对 称 轴 上 ,可 视 为 退化 平行 线段 , 称 
为 该 组 平行 线 的 奇 点 .后 7 组 平行 线 中 每 组 有 7 条 线段 ,没有 奇 点 .5 个 
红 顶 点 间 可 以 连 10 条 线 , 称 之 为 红线 段 .于 是 问题 归结 为 能 否 找 出 一 
组 平行 线 ,其 中 既 无 红线 也 无 红 奇 点 .将 红 奇 点 和 红线 统称 为 红 元 素 ， 
于 是 问题 在 于 能 否 证 明 这 15 个 红 元 素 至 多 落 于 13 组 平行 线 中 . 

在 正 14 边 形 中 ,所 有 边 和 对 角 线 只 有 7 种 不 同 长 度 .于 是 由 抽 居 原 
理 知 至 少 有 两 条 红线 长 度 相等 . i 

(1) 设 有 3 条 红线 长 度 相 等 , 则 3 条 中 总 有 两 条 没有 公共 端点 ,从 
而 以 它们 的 4 个 端点 为 项 点 的 四 边 形 是 等 腰 梯 形 或 矩形 . 若 为 矩形 , 则 
两 组 对 边 各 属于 一 组 平行 线 , 因 此 有 一 组 平行 线 中 没有 红 元 素 . 若 为 等 
腰 梯 形 , 则 上 下 两 底 的 红线 属于 同一 组 平行 线 .此 外 ,3 条 等 长 线段 有 6 
个 端点 ,而 红 点 只 有 S$ 个 , 故 必 有 两 条 等 长 红线 有 1 个 公共 端点 . 显然 ， 
这 个 公共 端点 恰 为 男 两 个 端点 连 线 所 在 的 一 组 平行 线 的 奇 点 . 这 又 导 
致 有 一 组 平行 线 中 没有 红 元 素 . 

(2) 设 10 条 红线 中 长 度 相 等 的 线段 至 多 两 条 ,于 是 至 少 有 3 对 红 
线 分 别 等 长 . 

(a) 设 有 一 对 等 长 红线 没有 公共 端点 , 则 二 者 的 4 个 端点 构成 矩 
形 或 等 腰 梯 形 . 两 种 情形 在 (1) 中 都 已 讨论 过 . 这 里 只 须 指出 , 当 为 等 
腰 樟 形 时 ,梯形 的 两 腰 和 两 条 对 和 角 线 各 为 1 组 等 长 线段 . 由 于 至 少 有 3 
对 等 长 红线 , 故 还 有 一 组 等 长 红线 ,其 4 个 端点 异 于 梯形 的 4 个 顶点 .由 
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此 还 可 得 出 两 个 红 元 素 属 于 同一 组 平行 线 . 
(5) 任何 一 对 等 长 红线 都 有 公共 端点 , 则 每 点 至 多 引出 一 对 等 长 
组 ”红线 ,否则 能 找到 一 组 没 公 共 端 点 的 等 长 红线 .每 对 有 公共 端点 的 等 长 
线段 都 导致 两 个 红 元 素 属 于 同一 组 平行 线 . 
综 上 可 知 ,无 论 哪 种 情形 ,都 有 一 组 平行 线 中 没有 红 元 素 . 故 知 所 
求 的 最 小 自然 数 = 14. 
[ 解 2] 对 于 ?2 科 13 的 正 ” 边 形 都 不 满足 题 中 要 求 的 证 明 同 解 
1. 下 面 证 明正 14 边 形 具有 题 中 所 要 求 的 性 质 . 
正 14 边 形 4A,4:…A4i 中 有 7 条 对 称 轴 是 不 通过 顶点 而 各 平分 一 
组 对 边 的 .我 们 按 A; 的 下 标 i 的 奇偶 性 而 把 4; 称 为 奇 顶点 或 偶 顶 点 . 
显然 ,在 以 上 述 7 条 对 称 轴 之 一 为 对 称 轴 时 ,每 组 对 称 顶点 的 奇偶 性 互 
异 . 
设 5 个 红 顶 点 中 有 mx 个 奇 顶 点 ,0 委 普 所 $, 于 是 有 5S- mm 个 偶 顶 
点 .于 是 染 红色 的 奇 顶点 与 染 红 色 的 偶 顶 点 间 的 连 线条 数 为 
m(5—-m) 达 6. 
从 而 这 些 连 线 的 中 垂 线 至 多 6 条 .因此 上 述 7 条 对 称 轴 中 至 少 有 1 条 不 
稚 直 平分 这 6 条 连 线 中 的 任何 1 条 ,这 条 对 称 轴 即 为 所 求 . 
综 上 可 知 ,所 求 的 边 数 ”的 最 小 值 为 14. 
7.25 ”用 互 不 相交 的 对 和 角 线 将 正 1000 边 形 训 分 成 若干 个 三 角形 ， 
问 图 形 中 最 少 有 和 多少 种 长 度 互 不 相同 的 对 角 线 ?说 明理 由 . 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 将 正 1000 边 形 的 外 接 圆 作出 来 , 相 邻 两 个 顶点 闻 的 绝 长 记 
为 1, 并 用 艾 所 对 的 弧 的 长 度 来 表示 弦 长 .于 是 正 1000 边 形 的 边 长 为 1 
而 圆 的 直径 为 500. 
将 正 1000 边 形 中 每 相 邻 两 个 奇数 号 顶点 间 连 一 条 对 角 线 ,得 到 正 
500 边 形 .再 于 正 500 边 形 的 每 相 邻 两 个 奇数 号 顶点 间 连 一 条 对 角 线 ， 
得 到 正 230 边 形 .再 用 长 为 8 的 对 角 线 连 成 正 125 边 形 .然后 每 隔 4 点 连 
一 条 长 为 40 的 对 角 线 ,得 到 正 25 边 形 . 再 于 其 中 连 5 条 长 为 200 的 对 角 
线 得 到 正 五 边 形 .最 后 从 正 五 边 形 的 一 个 顶点 引出 两 条 长 为 400 的 对 
角 线 ,将 正 五 边 形 分 成 3 个 三 角形 .对 于 由 1 条 长 为 40,5 条 长 为 8 的 对 
角 线 围 成 的 凸 六 边 形 , 像 图 中 所 示 那 样 分 成 4 个 三 角形 .对 于 由 1 条 长 
为 200,$ 条 长 为 40 的 对 角 线 围 成 的 凸 六 边 形 也 照 此 办 理 . 至 此 ,就 将 正 
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1000 边 形 剂 分 成 了 998 个 三 角形 .其 中 所 有 对 角 国光 

线 只 有 10 种 不 同 长 度 :2,4,8,16,24,40,80， 5 NS 
120,200 和 400. 由 此 可 见 ,所 求 的 最 小 值 不 超过 < 1 

10. 

下 面 我 们 来 证 明 ,在 任何 三 角 放 分 中 ,所 用 到 的 长 度 不 同 的 对 角 线 
至 少 有 10 种 . 知 不 然 , 设 有 某 种 谢 分 中 至 多 用 到 9 种 长 度 不 同 的 对 角 
线 .为 导出 矛盾 ,我们 先 来 给 出 两 个 引 理 : 

引 理 1 奎 剖 分 中 有 一 条 对 角 线 的 长 度 4 > 2*, 则 存在 条 长 度 
互 .不 相同 的 对 角 线 ,长度 为 ,4 1,…,(1, 使 得 d > > 41>…> 
/1 之 2. 

这 个 引 理 很 容易 用 数学 归纳 法 来 证 明 ,这 里 从 略 . 

引 理 2 ”大 有 一 条 对 角 线 d > $ 和 一 个 以 d 为 最 大 边 的 不 等 边 三 


后 Or- 溉 


最 

角形 , 则 又 存在 两 条 对 角 线 di 和 q,, 使 得 4 > d， > di 之 久 . 

性 

引 理 的 证 明 “” 设 不 等 边 三 角形 的 另 两 边 为 由 和 645,d, > 4b. 若 6。 题 
号, 则 取 心 = 6b; 着 b< 号 , 则 di > 经 .从 而 以 为 最 长 边 的 三 角 


形 中 第 2 长 边 的 长 度 d; 达 分, 即 为 所 求 

回 到 原 题 的 证 明 . 考察 外 接 圆 圆心 所 在 的 三 角形 . 显然 , 它 的 最 长 
边 4 满足 不 等 式 334 这 7 过 500. 若 1 声 400, 则 此 三 角形 的 最 短 边 1， 
实 200; 硅 11 > 400, 则 以 7 为 一 边 且 不 含 圆心 的 三 角形 中 ,第 2 长 边 的 
长 度 /， > 200( 知 圆心 在 0 上 ,结论 也 成 立 ) , 即 总 有 499 污 /1, 之 200. 

右 /2 之 257, 则 由 引 理 1 知 这 时 有 10 条 长 度 互 不 相同 的 对 角 线 , 予 
盾 . 故 有 200 记 1, 牵 256. 背 1, 帮 255, 则 考察 以 1, 为 最 长 边 的 三 角形 . 
右 它 为 不 等 边 三 角形 , 则 由 引 理 2 知 存在 2 > Lj 宇 67, 再 由 引 理 1 又 知 
必 有 10 条 长 度 互 不 相同 的 对 角 线 ,矛盾 . 若 为 等 腰 三 角形 , 则 有 100 的 
4 所 127. 类似 地 推理 可 得 ,50 过 4 寺 63,25 过 1 过 31,13 过 1 之 15， 
17 = 7. 骨 由 引 理 2 得 /1 > ls > lo 之 3. 从 而 又 可 得 /0 六 2, 矛 盾 . 

设 /， = 256. 由 前 段 论证 知 ,车 某 一 步 出 现 不 等 边 三 角形 ,立即 可 
导出 矛盾 . 故 在 推导 中 用 到 的 三 角形 均 为 等 腰 三 角形 . 于 是 有 /3 = 
128, ls = 64,1s = 32,16 = 16,17 = 8,/g = 4,/, = 2. 

考察 含有 中 心 的 三 角形 , 它 的 周 长 为 1000. 因 为 256 + 128 < 500， 
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所 以 这 个 三 角形 不 能 是 不 等 边 三 角形 .从 而 必 为 等 腰 三 角形 . 若 底 大 于 
腰 , 则 腰 为 /; = 256, 底 为 由 = 488; 若 底 为 !， = 256, 则 4 = 372; 若 底 
为 3,… ,lo 之 一 , 则 500 > 1 写 436. 无 论 哪 种 情形 ,以 /1 为 一 边 且 不 
含 中 心 的 三 角形 中 都 必 有 一 条 边 的 长 度 与 /1,/;,…,io 都 不 相同 ,了 矛 
盾 . 

综 上 可 知 ,图 形 中 最 少 有 10 种 长 度 互 不 相同 的 对 角 线 . 

7-26 ”在 平面 上 的 不 自 交 的 ” 边 形 的 所 有 内 角 中 ,最 多 有 多 少 个 
锐角 ? 


给 中 次 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 ” 边 形 中 共有 个 锐角 ,于 是 有 
kx 990° + (n—&)360° > (n -2) x 180°. 
化 简 得 到 不 等 式 : 
3k < 2n+4. 
因为 上 式 两 端 都 是 整数 , 故 有 
3k 三 2n +3., 


由 此 可 见 ,n 边 形 的 内 角 中 锐角 的 个 数 不 多 于 [ 等 ] + 1. 

下 面 我 们 用 构造 法 来 说 明 
[ 扭 ] + 1 是 可 以 达到 的 .首先 看 ， 
是 3 的 倍数 的 情形 :”= 3r, 于 是 
[ 刍 ] + 1 = 2r + 1. 取 一 个 项 角 为 
60 ”的 扇形 , 记 其 顶点 为 书 , 弧 的 两 个 
端点 分 别 为 A 和 B. 用 分 点 Cl C>， 
…,C2,-2 将 弧 AB 分 成 2r - 1 等 分 . 
用 S; 来 记 全 C2;_1PC2; 的 重心 ,i = 
1,2,…,r 一 1. 过 每 个 点 S; 分 别 作 半 
径 PC2;-1 和 PC,; 的 平行 线 ,分 别 交 强 C2;_，C2;_1 和弦 C3;%1C2; 的 延长 
线 于 点 Dz-! 和 D2;， 这 样 ， 我们 得 到 ” 边 形 >，= 
FAD1S1D2D3…1D3;-1SiD2;… D5,-2B( 见 图 ). 这 个 n 边 形 中 有 2r 十 
个 锐角 ,它们 的 顶点 分 别 为 己 , 4 ,Di,D2 ,DB. 
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当 n 被 3 除 余 1 时 :n = 3r +1， 
[ 持 ] +1= 2r + 1. 这 时 ,只 要 将 上 图 


中 的 多 边 形 》 的 边 PA 改 用 折线 PQA 

来 代替 就 可 以 了 (如 上 图 中 虚线 所 示 ). 
当 n =3r+2 时 ,只 要 于 上 图 中 以 

点 了 为 项 点 在 朋 形 内 作 一 个 边 长 为 半 


径 的 -二 的 正三 角形 PQ Q;. 然后 以 边 
QiQ: 为 轴 , 作 人 PQ1Q; 的 对 称 图 形 四 
入 PiQiQ: .将 多 边 形 》' 的 边 BP,AP 上 的 线段 Q,P 和 QiP 去 掉 并 代 
之 以 线段 QzPi ,QiPi, 则 得 到 一 个 3> + 2 边 形 且 它 的 内 角 中 有 2r+2 


= [ 尝 ] + 1 个 锐角 ， 


综 上 可 知 ,n 边 形 的 内 角 中 最 多 有 |[ 亿 | + 1 个 锐角 . 
7.27 在 zxX2za 个 方 格 的 矩形 方 格 纸 上 作 1 条 直线 , 求 与 这 条 直 
线 相 交 的 方 格 数 的 最 大 值 . 
(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 这 张 方 格 纸 除 了 周 界 之 外 ,内 部 有 m + n -2 条 网 格 线 .在 
方 格 纸 上 任 作 一 条 直线 ,至 多 与 每 条 内 部 网 格 线 交 于 1 点 ,至 多 被 这 些 
网 格 线 分 成 pm + n -1 上 段 .由 于 每 个 相交 方 格 中 恰 有 直线 的 一 段 , 故 一 
条 直线 至 多 与 my + n -1 个 方 格 相 交 . 
男 一 方面 ,矩形 的 对 角 线 ( 当 wp = n 时 ,可 将 对 角 线 略 动 一 点 ) 恰 
与 m + n 1 个 方 格 相 交 . 大 知 与 一 条 直线 相交 的 方 格 数 的 最 大 值 为 
m+n-l1. 
7"28 有 一 个 大 矩形 由 8 x 9 个 相等 的 小 正方 形 组 成 ,要 把 它 沿 着 
图 中 实 线 前 成 若干 个 小 矩形 ,使 得 组 成 每 个 矩形 的 小 正方 形 都 是 完整 
的 ,分 别 将 每 个 小 矩形 中 的 所 有 小 正方 形 涂 上 蓝 色 或 白色 ,使 其 中 两 种 
颜色 的 小 正方 形 数 正好 相等 . 设 这 些小 矩形 中 蓝 色 的 小 正方 形 数 分 别 
是 alsa2,° ap syHO<al<a < < as. 试 求 p 的 最 大 值 , 并 在 图 
中 函 出 p 为 最 大 值 的 一 种 前 法 . 
(中 国 湖北 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
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织 卫 启 和 i 
所 人 各 





[ 解 ] 因为 每 个 矩形 中 两 种 颜色 的 小 正方 形 的 个 数 相等 ,所 以 在 
任何 一 种 前 法 中 , 蓝 色 的 小 正方 形 数 总 共有 36 个 , 即 





组 ai+ay+*…+a, = 36. 
合 
罗 由 于 0< ai< aa < …<a， 则 ZT 
a1 之 1,42 之 2,'"…*,ap 之 Pp. A | 
7 
于 是 有 2 
30=al+at++a, 2 
之 1+2 二 … 十 力 亩 多 
国 乡 
-~ pip+1) -也 
; . 
解 得 p88. 


如 图 可 以 得 到 p = 8 的 一 种 前 法 . 

所 以 p 的 最 大 值 是 8. 

7.29 (1) 一 座 城堡 设计 成 边 长 为 100 米 的 等 边 三 角形 , 它 被 分 成 
i100 个 等 边 三 角形 的 厅 , 厅 的 每 面 墙 长 10 米 , 生 在 厅 之 间 的 每 面 墙 的 中 
部 都 装 了 门 . 试 证 如 果 一 个 人 想 尽 量 参观 整个 城堡 但 进入 每 个 厅 至 多 
一 次 ,那么 它 能 参观 到 的 厅 不 多 于 91 个 . 

(2) 把 正三 角形 的 每 边 都 & 等 分 ,经 过 分 点 分 别 作 平行 于 另 两 边 的 
直线 ,结果 三 角形 被 分 成 驴 个 小 三 角形 .把 一 串 小 三 角形 称 为 “ 链 ”, 如 
果 每 一 个 小 三 角形 与 它 前 面 的 小 三 角形 都 有 公共 边 ,而 且 每 个 小 三 角 
形 不 出 现 两 次 . 问 一 条 链 中 最 多 能 有 多 少 个 小 三 角形 ? 

(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 》 





[ 解 ] 我 们 把 每 个 小 三 
角形 都 涂 上 黑 自 两 色 之 一 ， 
如 下 图 所 示 . 结 果 是 黑 三 角 
形 比 白 三 角形 多 个 .因此 ， 
所 有 白 三 角形 和 黑 三 角形 的 
个 数 分 别 为 方 ( 刀 - &) 和 十 (如 +). 显 然 ,在 三 角形 链 中 ,黑白 三 角 
形 相间 排列 ,因此 黑 三 角形 至 多 比 白 三 角形 多 一 个 . 故 知 所 有 三 角形 的 
个 数 至 多 为 刀 -上 + 1 个 .上 面 右 图 所 示 即 为 一 个 恰 有 如 一 +1 个 三 
角形 的 链 . 综 上 可 知 ,三 角形 链 中 最 多 有 &? - & + 1 个 三 角形 .特别 当 
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= 10 时 ,k* -k+l1= 91. 

7.30 ”沿革 条 直线 将 一 块 1000 边 形 (不 一 定 是 西 的 ) 的 厚 纸 板 切 
制 一 次 ,将 它 分 成 了 若干 个 新 多 边 形 , 问 其 中 最 多 有 和 多少 个 三 角形 ? 

(第 34 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 将 右 图 所 示 的 1000 边 形 沿 虚线 切 
开 , 可 得 501 个 三 角形 . 

注意 ,在 切 得 的 每 个 三 角形 中 ,有 一 边 是 切 
口 ,为 两 边 是 从 原 多 边 形 的 相 邻 两 边 上 切 下 来 
的 .而 且 位 于 切口 同 侧 的 所 有 三 角形 ,它们 的 边 
除 切 口外 ,都 来 自 原 多 边 形 的 不 同 的 边 ;位 于 切 
口 两 侧 的 两 个 三 角形 , 仅 当 它们 同 为 最 左 或 最 右 的 三 角形 时 , 才 可 能 各 








有 ]1 条 边 原 是 多 边 形 的 同一 条 边 切 成 的 .因此 ,多边形 至 多 能 被 切 出 第 
501 个 三 角形 . 六 jl. 
综 上 可 知 ,1000 边 形 最 多 可 切 出 501 个 三 角形 . 问 
是 


7.31 在 正方 形 中 分 布 着 上 个 点 (& > 2) .试问 最 少 应 当 将 正方 形 

划分 为 多 少 个 三 角形 ,才能 使 每 个 三 角形 中 至 多 有 1 个 给 定点 ? 
(第 30 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 我 们 先 来 证 明 如 下 的 命题 ;如 果 在 一 个 三 角形 中 给 定 上 个 
点 , 则 总 可 以 把 这 个 三 角形 划分 为 个 三 角形 ,使 每 个 三 角形 中 恰 有 一 
个 给 定点 . 

当 & = 1 时 命题 显然 成 立 .对 于 甩 宇 2, 设 当 < 时 命题 成 立 . 当 

= 有 时 ,总 可 以 经 三 角形 的 某 顶点 引 一 条 线 直 到 对 边 , 将 三 角形 一 分 

为 二 ,上 且 使 分 成 的 两 个 三 角形 中 ,每 个 内 部 都 有 给 定点 .于 是 由 归纳 假 
设 即 得 所 欲 证 . 

对 于 正方 形 ,如 果 有 一 条 对 角 线 上 没有 给 定点 , 则 可 用 这 条 对 角 线 
把 它 分 成 两 个 三 角形 . 如果 两 条 对 角 线 上 都 有 给 定点 , 则 可 在 某 条 边 上 
选 一 点 ,使 它 与 不 在 它 所 在 边 上 的 两 个 顶点 的 连 线 上 没有 给 定点 且 所 
分 成 的 3 个 三 角形 中 至 少 有 两 个 中 含有 给 定点 .由 上 述 命题 即 知 ,至 多 
把 正方 形 分 成 + 1 个 三 角形 即 可 使 得 每 个 三 角形 中 至 多 有 1 个 给 定 

为 一 方面 , 当 上 个 给 定点 都 位 于 从 中 心 开 始 的 某 半 条 对 和 角 线 上 时 ， 
无 论 怎 桩 划分 ,至 少 有 一 个 三 角形 中 没有 给 定点 , 故 至 少 要 划分 成 下 二 
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1 个 三 角形 才能 满足 要 求 . 
综 上 可 知 , 最 少 应 将 正方 形 划 分 为 k + 1 个 三 角形 . 
z 7.32 ” 求 最 小 自然 数 ” ,使 得 每 个 西 100 边 形 都 可 以 表 成 个 三 
角形 的 交 . 


员 吵 牙 


(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 1977 年 ) 
[ 解 ] 从 凸 100 边 形 的 顶点 中 每 隔 1 点 选 出 1 点 , 共 选 定 50 个 顶 
点 .以 这 些 顶 点 中 的 每 点 作为 三 角形 的 1 个 顶点 ,以 由 这 个 顶点 引出 的 
屿 100 边 形 的 相 邻 两 边 所 在 的 直线 作为 三 角形 两 边 所 在 的 直线 ,并 在 
两 条 直线 上 各 取 1 点 作为 三 角形 的 另 两 个 顶点 ,使 三 角形 包含 凸 多 边 
形 在 自己 的 内 部 或 边 上 .显然 , 凸 100 边 形 恰 为 这 50 个 三 角形 的 交 ( 见 
下 左 图 ). 





男 一 方面 , 当 曲 100 边 形 中 有 1 条 边 很 长 而 其 他 边 都 很 短 时 ,例如 
取 马 形 的 内 接 100 边 形 , 使 其 他 99 边 都 相等 时 ,将 它 表 为 若干 个 三 角形 
之 交 时 ,任何 一 个 三 角形 都 至 多 截 出 多 边 形 的 两 条 短 边 . 从 而 至 少 需 要 
50 个 三 角形 才能 截 出 凸 100 边 形 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 最 小 自然 数 n = 50. 

7.33 空间 中 有 1989 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 . 把 它们 分 成 
点 数 各 不 相同 的 30 组 ,在 任何 3 个 不 同 的 组 中 各 取 一 点 为 项 点 作 三 角 
形 . 试 问 为 使 这 种 三 角形 的 总 数 最 大 ,各 组 的 点 数 应 分 别 为 多 少 ? 

(第 4 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1989 年 ) 

[ 解 ] ” 当 把 这 1989 个 给 定点 分 成 30 组 ,点 数 分 别 为 ml ,my ,…. 

na 时 ,满足 题 中 要 求 的 三 角形 总 数 为 


S = 和 2 Nang . (QD 


ij 


由 于 把 1989 个 点 分 成 30 组 的 不 同 分 法 只 有 有 限 多 种 , 故 必 有 一 种 分 法 
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使 S 达到 最 大 值 . 

设 zl < nz < … < nw 为 使 S 达到 最 大 值 的 分 法 的 各 组 点 数 ,于 
是 有 mi; + mn +… + nw = 二 1989, 且 它们 具有 如 下 特点 : 

(Dniri 一 2; 攻 2,i = 1,2,…,29. 若 不 然 , 必 有 某 个 i, 使 得 n;,1 一 
n; 之 3. 不 妨 设 i = 1. 这 时 我 们 将 人 式 改写 为 


0 
| 
S = mma 2 mm + (ny + m2) So nn + Yj nams. (© 
3j<hED CJChEY 
令 n = n+ n> 二 n2 一 1, 于 是 n+n23= n+n2n ns, 


mx 1 > > 7172 .由 G@) 式 不 难看 出 , 当 用 ”1,7 > 代替 n,n2 时 ,SS 的 值 
变 大 ,矛盾 . 

(2) 使 m41 一 n; = 2 的 i 值 不 能 多 于 1 个 . 否 有 i 和 j,1l 夺 i1<; 
全 29, 使 得 ji11 一 nn; = 2,7141 一 7 二 2, 则 当 用 ;= nj;+1,n jt = 
n+l 一 1 代替 mw 和 ;11 时,S 的 值 将 变 大 ,矛盾 . 

(3) 帮 30 组 的 点 数 从 小 到 大 每 相 邻 两 组 都 差 1, 则 可 设 它们 分 别 为 
k—-14,k -13,…,k,k+1,…,k 二 + 15. 这 时 有 

(ko—14)+ (R13)+.…+ k++1)+ + (k+15) = 30k+ 
15, 即 点 数 之 和 为 5 的 倍数 ,不 可 能 是 1989. 由 此 及 (2) 便 知 , 相 邻 两 组 
点 数 之 差 惟有 1 个 为 2, 其 余 的 都 是 1. 

(4) 由 (3) 知 可 设 


7 





=m+7—-1l, 7=1,,i 





nj = m+j, j= i+1,,30. 


于 是 有 
Boj D+ Dm) 1989， 


j=i+1 


30m — i = 1524, 3) 
其 中 1 过 i 过 29. 由 人 @ 解 得 m ='51,i; = 6. 由 此 可 知 使 S 取得 最 大 值 
的 30 组 的 点 数 分 别 为 51,52,…,57,58,59,…,81. 
7.34 ”在 平面 上 给 定 7 点 Ai,A:,，…,A47, 其 中 任何 3 点 都 不 共 线 
且 它 们 的 凸 包 是 人 AAA43. 问 以 它们 中 的 4 个 点 为 顶点 构造 凸 四 边 
形 ,最 多 能 构造 多 少 个 ? 
(中 国 代 表 队 模拟 考试 题 ,1991 年 ) 


世界 数学 奥林匹克 解 是 大 辞典 | 449 
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[ 解 ] 我 们 按 |A4,As,Ase,Az| 的 凸 包 为 三 角形 还 是 四 边 形 ,分 
两 种 情形 来 讨论 . 为 方便 计 ,我 们 把 前 3 点 称 为 外 点 ,后 4 点 称 为 内 点 ， 

(1) 设 4 个 内 点 的 西 包 是 人 AsAsAs. 这 时 ,4 个 内 点 可 以 组 成 6 个 
不 同 的 两 点 组 ,每 组 两 点 决定 一 条 直线 , 它 恰 与 人 人 AA,A; 的 两 条 边 相 
交 . 于 是 直线 上 的 两 个 内 点 及 与 直线 不 交 的 边 的 两 个 端点 全 起 来 ,4 点- 
就 构成 一 个 凸 四 边 形 .由 此 可 知 ,两 个 内 点 和 两 个 外 点 构成 的 凸 四 边 形 
共有 6 个 . 

下 面 来 统计 由 3 个 内 点 和 1 个 外 点 构成 的 凸 四 边 形 的 个 数 . 为 此 ， 
我 们 引入 “ 角 的 容量 ”的 概念 . 将 三 角形 一 个 内 角 的 两 条 边 延 长 ,如果 
在 由 两 边 的 延长 线 和 三 角形 第 3 边 所 界 的 区 域 中 有 一 个 给 定点 , 则 
这 点 和 三 角形 的 3 个 顶点 一 起 可 作为 凸 四 边 形 的 4 个 顶点 .所 以 ,我 们 
把 区 域 忆 内 给 定点 的 个 数 称 为 该 角 的 容量 . 这 样 一 来 ,每 个 角 的 容量 
恰 为 三 角形 的 3 个 顶点 和 这 个 角 内 ,三 角形 之 外 的 点 构成 的 凸 四 边 形 
的 个 数 . 

4 个 内 点 构成 4 个 三 角形 ,共有 12 个 内 角 . 
容易 验证 ,它们 的 容量 之 和 至 多 为 9, 所 以 由 3 个 
内 点 和 1 个 外 点 构成 的 凸 四 边 形 至 多 9 个 . 故 当 
4 个 内 点 凸 包 为 三 角形 时 , 至 多 有 15 个 凸 四 边 

(2) 设 四 边 形 4A4A5AeA7 为 凸 四 边 形 . 我 们 4 
先 给 出 一 个 引 理 : 

引 理 。 在 四 边 形 AsAsAeAs 中 ， 

(i) 大 有 一 对 邻 角 的 容量 同时 为 2, 则 另 两 角 的 容量 均 为 零 ; 

(ii) 对 角 的 容量 不 能 同时 为 2. 

引 理 的 证 明 很 容易 , 这 里 略 去 . 根据 这 个 引 理 可 知 , 四 边 形 
44454647 的 4 个 内 角 的 容量 之 和 不 大 于 5. 在 下 图 所 示 的 图 中 ,四 边 
形 4445A6A7 的 4 个 内 角 的 容量 之 和 恰好 为 5. 所 
以 ,由 3 个 内 点 和 1 个 外 点 构成 的 凸 四 边 形 最 多 10 
个 . 像 (1) 中 一 样 地 可 知 ,由 两 个 内 点 和 两 个 外 点 构 
成 的 西 四 边 形 总 是 6 个 ,再 加 上 四 边 形 AsAsAsAj， 
共有 17 个 凸 四 边 形 . 

综 上 可 知 ,最 多 有 17 个 凸 四 边 形 . 
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7.35 ” 试 证 对 任意 一 个 大 于 某 个 数 xz 的 了 EN, 都 可 以 用 一 些 
直线 将 平面 分 成 ”个 区 域 ,而 且 这 些 直线 中 一 定 有 相交 的 ,并 求 最 小 的 
no. 

(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 按 已 知 ,使 用 的 直线 中 至 少 有 两 条 相交 ,它们 把 平面 分 成 4 
个 区 域 .再 任 作 1 条 直线 ,至 少 还 要 增加 2 个 区 域 ,所 以 恰 有 5 个 区 域 的 
分 法 是 不 可 能 的 .因此 有 nn0 宇 5. 

另 一 方面 ,任意 > 5 个 区 域 的 分 法 都 是 可 以 实现 的 .对 于 nn = 
2k,4k + 3,4k + 5 的 情形 ,可 按 下 图 所 示 的 方法 来 划分 : 


上 ! 条 上 1 条 ba 


人 可见, 最 小 的 no = 5. 

7.36 ”在 9 x 9 的 方 格 表 的 每 个 小 方 格 中 都 有 1 
只 甲虫 . 听 到 哨 声 后 ,每 一 只 甲虫 都 沿 对 角 线 方向 迁 
移 到 一 个 相 邻 方 格 中 (如 图 所 示 ). 这 样 一 来 ,有 些 方 
格 中 就 可 能 有 好 几 只 甲虫 ,而 另 一 些 方 格 中 则 没有 甲 
虫 . 求 没有 甲虫 的 空格 的 最 小 可 能 个 数 . 

(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 将 9 列 方 格 交替 地 涂 上 黑色 与 白色 ,使 得 每 列 方 格 同色 ,每 
相 邻 两 列 方 格 异 色 . 于 是 在 迁移 过 程 中 , 白 格 中 的 甲虫 进入 黑 格 ,而 黑 
格 中 的 甲虫 进入 白 格 .但 表格 上 有 36 个 白 格 和 45 个 黑 格 , 故 知 迁 移 之 
后 至 少 有 9 个 黑 格 中 没有 甲虫 , 即 至 少 有 9 个 空 
格 . 

另 一 方面 , 若 甲虫 的 迁移 按 图 中 所 示 的 情形 
进行 .显然 ,表格 中 恰 有 5 个 空格 , 即 画 有 对 号 的 9 
个 方 格 . 

综 上 可 知 ,表格 中 最 少 有 9 个 空 

7.37 ”用 规格 为 1 x 1,2 x 2,3 x 3 的 正方 形 


FB i Pt Ps 
姓 cr 入 


迪 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 











拼 成 一 个 23 x 23 的 正方 形 ,最少 需 用 多 少 个 1 x 1 的 正方 形 ? 
(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 | 规格 为 23 x 23 的 正方 形 除去 中 央 的 一 个 方 格 后 可 对 称 地 
分 成 4 个 11x 12 的 利 形 .每 一 个 扼 形 又 可 分 成 8x 12 和 3x 12 的 两 个 
和 矩形 ,前 者 可 用 24 个 2x2 的 正方 形 拼 成 ,后 者 可 用 4 个 3x3 的 正方 形 
拼 成 ,可 见 ,只 用 1 个 1x1 的 正方 形 , 其 余 的 均 用 2 x2 和 3x 3 的 正方 
形 即 可 拼 成 23 x 23 的 正方 形 . 

将 23x23 的 正方 形 的 行人 上 到 下 编号 并 将 号 码 为 1,4,7,… ,22 的 
8 行 方 格 染 成 黑色 ,而 其 余 方 格 染 成 白色 .于 是 任何 一 个 2x2 或 3x3 
的 正方 形 中 都 有 偶数 个 白 格 ,但 白 格 总 数 为 奇数 , 故 全 用 2x2,3x3 的 
正方 形 拼 成 23 x 23 的 正方 形 是 不 可 能 的 .所 以 ,最 少 需 用 一 个 1x1 的 
正方 形 . 

7.38 欲 从 规格 为 2n x 2n 的 正方 形 中 剪 出 规格 为 1 x (n+ 1) 的 
矩形 , 问 最 多 能 前 出 多 少 个 ? 

(第 50 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 像 右 多 所 示 那 样 来 剪 出 1x(nm +1) 的 
和 窍 形 ,每 组 都 有 nn - 工 个 矩形 ,共有 4(m - 1) 个 矩 
形 .余下 的 部 分 面积 为 4, 当 ? 宇 4 时 ,已 不 够 一 个 
宕 形 的 面积 . 故 当 宇 4 时 ,最 多 能 前 出 4n - 4 个 


当 n = 1 时 ,最 多 剪 出 2 个 ; 当 n = 2 时 ,最 多 
前 出 5 个 . 


当 n = 3 时 ,将 6x6 的 正方 形 分 成 36 个 方 格 , 并 
像 右 图 所 示 那 样 填 人 数字 1,2,3,4. 则 剪 出 的 每 个 1 
x 4 的 矩形 中 ,都 恰 有 1,2,3,4 各 1 个 .但 是 , 表 中 共有 
9 个 1,10 个 2,9 个 3 和 8 个 4, 故 不 可 能 前 成 9 个 矩形 . 
从 而 知 这 时 最 多 能 前 出 8 个 矩形 . 

综 上 可 知 , 当 ”= 1 时 ,最 多 可 剪 出 2 个 和 矩形; 当 
n 二 2 时 ,最 多 可 前 出 5 个 矩形 ; 当 > 之 3 时 ,最 多 可 前 出 42 -~ 4 个 甜 

7'39 ”在 一 个 游戏 中 ,甲乙 二 人 轮流 从 一 个 5x7 的 方 格 棋盘 中 移 
“ 辽 格 "为 了 吃 格 , 游 戏 者 选 定 一 个 没 被 吃 掉 的 格子 ,然后 移 子 到 该 格 
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之 中 ,于 是 由 这 个 格 建立 的 “第 1 象限 "(由 这 个 方 格 的 左下 角 顶 点 向 上 
和 向 右 分 别 引 射线 所 构成 的 直角 形 区 域 ) 中 的 所 有 格子 都 被 吃 掉 . 例 
如 , 右 图 中 是 把 子 移 到 阴影 格 中 ,于 是 4 个 画 x 的 方 
格 和 阴影 方 格 都 被 吃 掉 ,其 中 虚线 表示 的 方 格 是 在 [全屏 -二 - 
此 之 前 吃 掉 的 .游戏 的 日 的 是 让 对 手 吃 最 后 1 格 .上 时 
图 是 游戏 过 程 中 出 现 的 一 种 情况 . 问 游 戏 过 程 中 最 | 六 
多 可 能 出 现 多 少 种 不 同 的 情况 ? 
z (第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 j 按 规定 ,如 果 在 游戏 过 程 中 棋盘 上 的 某 个 方 格 被 吃 挥 了 了 ， 
那么 位 于 它 上 方 , 右 方 以 及 右上 方 的 所 有 方 格 也 都 被 吃 掉 了 .所 以 ,对 
于 每 一 个 可 能 出 现 的 图 形 ,从 左 往 右 看 时 ,图 形 的 高 度 是 不 增 的 .反之 ， 
对 于 任何 一 个 满足 这 一 条 件 的 图 形 ,都 可 对 棋盘 经 若干 次 吃 格 而 得 到 . 
因此 ,我们 只 须 计算 所 有 这 种 图 形 的 数目 . 
对 于 每 个 这 样 的 图 形 , 它 的 形状 被 作为 它 的 尚 
存 部 分 和 吃 掉 部 分 的 边界 折线 所 惟一 确定 ( 即 图 中 
粗 实 线 所 示 的 折线 ). 这 条 折线 由 12 段 组 成 ,每 段 恰 
为 某 方 格 的 一 条 边 ,其 中 恰 有 7 个 是 水 平 段 ,5 个 是 
竖 直 段 .显然 ,这 条 折线 又 被 它 的 7 个 水 平 段 的 位 置 
所 惟一 确定 . 因为 7 个 水 平 段 的 位 置 共 有 Ci = Ci = 792 种 不 同情 
形 , 所 以 在 游戏 过 程 中 最 多 可 能 出 现 792 种 不 同情 况 . 
7.40 ”把 一 块 8x 8 个 方 格 的 国际 象棋 棋盘 划分 成 户 个 矩形 ,使 所 
分 成 的 矩形 满足 下 列 条 件 : 
(1) 每 个 矩形 的 边 都 是 棋盘 的 网 格 线 ; 
(2) 每 个 和 矩形 中 , 白 格 与 黑 格 个 数 相等 ; 
(3) 如 果 第 i 个 矩形 中 白 格 数 为 a;, 则 有 ai < az < … < ap 
试 在 所 有 可 能 的 分 法 中 , 求 出 p 的 最 大 值 ,并 且 对 这 个 最 大 值 p， 
列 出 所 有 可 能 的 数列 ai ,a2,… ,a 
(第 16 届 国际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 










[ 解 ] 由 已 知 有 
al 二 Ta 二 十 Qp = 32. 由 
由 (3) 又 有 a; 实 i,i = 1,2,…,p, 于 是 由 中 有 
1+2+.…+p 坟 32. © 
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由 @@ 解 得 关 委 7. 

因为 1+2+3+4+5+6+7= 28, 与 32 之 差 为 4, 故 只 须 将 4 分 
配 到 各 项 中 去 且 保 持 数列 的 递增 性 . 因而 得 到 所 有 可 能 的 数列 为 

(i)1,2,3,4,5,6,11; 

(i1)1,2,3,4,5,7,10; 

(iii)1,2,3,4,5,8,9; 

(iv)1,2,3,4,6,7,9; 

(v)1,2,3,5,6,7,8. 
因 划 分 成 的 7 个 矩形 中 不 会 出 现 有 22 个 格子 的 矩形 , 故 (i) 不 能 实现 . 
其 他 四 种 情形 均 可 实现 , 见 下 图 . 





故 知 7 是 p 的 最 大 值 ,(i) 一 (v) 是 满足 题 中 要 求 的 所 有 可 能 的 数 
列 . 

7.41 7 个 圆周 最 多 能 把 球面 分 割 成 多 少 部 分 ”? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 当 这 个 圆 两 两 相交 且 和 任何 3 个 圆 不 共 点 时 ,它们 把 
球面 分 成 的 部 分 数 最 多 .下 面 我 们 用 递 推 法 来 计算 这 个 最 大 值 . 

设 球面 被 & 个 圆 分 成 诸 部 分 的 最 大 块 数 为 m4 . 考察 第 & + 1 个 圆 
Crb 它 与 前 上 个 圆 中 的 每 一 个 都 交 于 两 点 ,共有 2& 个 交点 .这 些 交点 
将 圆周 Ci 分 成 2k 段 弧 ,而 这 些 绝 中 的 每 一 段 都 恰好 将 它 所 穿 过 的 
那个 部 分 区 域 一 分 为 二 .所 以 , 圆 Ce 的 加 入 使 得 球面 被 分 成 的 诸 部 
分 总 数 增加 了 2& ,因而 有 

Mp4i = my, + 2k. 
注意 mi = 2, 由 上 式 递 推 便 得 
m; = 2(n -1)+2(n -2)+%+4+24+2= nn+2, 
即 ”个 圆 最 多 能 把 球面 分 成 六 - n + 2 个 部 分 . 
7 42 (1) 在 8x 8 个 方 格 的 正方 形 方 格 板 上 ,最 少 概 放置 多 少 块 
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形 如 上 上 的 “角形 ”, 使 得 再 放 上 一 个 角形 时 ,必然 产生 重 橙 ? 

(2) 在 1987 x 1987 个 方 格 的 正方 形 纸板 上 ,随意 剪 去 一 个 方 格 , 求 
证 余下 部 分 总 可 以 完全 分 割 成 若干 个 角形 上 

(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] (1) 为 了 满足 要 求 ,每 个 2 x 2 的 正方 形 至 少 要 被 盖 住 两 个 
方 格 ,从 而 整个 方 格 板 至 少 要 被 盖 住 32 个 方 格 , 故 知 至 少 要 用 11 个 角 
形 ， : 

右 图 所 示 的 方 格 板 上 放 了 11 个 角形 且 如 再 放 角 





形 必 产生 重 葵 . 故 知 所 求 的 最 小 值 为 11. -上 
(2) 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 结论 对 (6n + 1) x 门 牧 | 二 和 站 
(6n + 1) 的 正方 形 方 格 板 成 立 ， 于 4 二 习 全 上 
首先 ,对 于 = 1, 即 7x7 的 正方 形 ,由 对 称 性 知 上 直上 HHRH | 及 
可 设 去 掉 的 一 个 方 格 位 于 左上 角 及 对 角 线 及 其 上 方 


的 10 个 方 格 中 ,于 是 只 须 分 别 考察 下 列 三 种 情形 : 

(中 设 去 拭 的 方略 在 左上 角 的 2 x 2 正方 形 中 ,这 时 可 分 割 如 图 (a) 
所 示 . 

(ii 设 去 掉 的 方 格 在 上 方 左 数 第 2 个 2 x 2 的 正方 形 中 ,这 时 可 分 
割 如 图 (b) 所 示 . 

(Gi) 设 去 掉 的 方 格 位 于 第 3,4 行 与 第 3,4 列 相交 的 2 x 2 的 正方 形 
中 ,这 时 可 分 割 如 图 (c) 所 示 . 











综 上 可 知 , 当 nn = 1 时 结论 成 立 . 

设 当 = 时 成 立 , 则 当 坟 = 有 + 时 ,(6& + 7) x (6 上 +7) 的 正 
方形 可 以 分 解 为 4 块 :(6&+ 1) x (6k + 1) 的 正方 形 . 两 块 6k x 6 的 算 
形 及 一 块 7x 7 但 少 去 角 上 一 格 的 缺 角 正 方形 .由 对 称 性 知 可 设 去 掉 的 
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一 格 在 第 一 块 之 中 ,于 是 由 归纳 假设 便 知 结论 成 立 . 

特别 地 , 当 nn = 331 时 ,6 + 1 = 1987. 故 知 原 题 中 结论 成 立 . 

7.43 ”用 水 平和 竖 直 的 直线 网 把 一 块 正方 形 黑板 分 成 边 长 为 1 的 
n“ 个 小 方 格 ,试问 对 于 怎样 的 最 大 自然 数 ”一 定 可 以 选 出 n 个 小 方 
格 ,使 得 任意 面积 不 小 于 n 的 矩形 中 都 至 少 包 含有 上 面 选 出 的 一 个 小 
方 格 ( 算 形 的 边 都 在 网 格 线 上 )? 

(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] )”= 7. 

显然 ,如果 选 出 ?个 小 方 格 满足 问题 的 条 件 ,那么 在 每 一 行 和 每 一 
列 都 恰 有 一 个 选 定 的 小 方 格 (我 们 规定 n 衬 3, 显 然 n = 2 不 会 是 最 大 
的 ). z 
我 们 取 定 A 行 ,其 中 第 一 个 方 格 是 选 定 的 .和 A 相 
邻 的 吾 行 ,另外 再 取 C 行 (C 行 的 选取 满足 它 或 者 与 4 
相 邻 但 不 与 B 重合 ,或 者 与 B 相 邻 但 不 与 A 重合 ). 

假设 上 是 召 行 中 的 选 定 方 格 的 位 置 ( 即 第 6 个 方 格 
是 选 定 的 ). 

如 果 5 过 nn 一 [三 | 或 6 > 了 |+ 1, 则 在 A,B 
两 行 中 就 可 以 找到 一 个 面积 不 小 于 ,但 其 中 已 不 包含 选 定 小 方 格 的 
和 矩形 .所 以 必定 有 





7 一 [了 |< bp < [至 |+2. 

我 们 考虑 A,B,C 三 行 与 第 2,3,…,n ~ [ 专 ] 列 ,以 及 第 | 去 ]+ 
2,…,n 列 所 构成 的 两 个 矩形 .在 这 两 个 矩形 中 都 不 含有 A ,B 两 行 中 
已 选 定 的 小 方 格 . 

这 时 ,如 果 mn > 7, 则 两 个 矩形 的 面积 都 不 小 于 ,但 是 C 行 中 只 能 
有 一 个 选 定 的 小 方 格 , 即 这 两 个 矩形 中 必定 有 一 个 是 不 包含 有 选 定 的 
小 方 格 的 ,与 题 设 要 求 矛 盾 . 

因而 nn 志 7. 

图 中 给 出 了 ”= 7 且 满 足 题 设 要 求 的 例子 . 

7.44 平面 上 一 组 有 限 多 个 多 边 形 , 如 果 对 其 中 的 任何 两 个 ,都 
有 一 条 过 原点 的 直线 与 二 者 相交 , 则 称 这 组 多 边 形 是 恰当 放置 的 . 
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求 最 小 自然 数 m1 ,使 得 对 任意 一 组 恰当 放置 的 多 边 形 , 均 可 作 关 
条 过 原点 的 直线 ,使 得 这 组 多 边 形 中 的 任何 一 个 都 至 少 与 这 nm 条 直线 
中 的 一 条 相交 . 

《中国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 在 右 图 所 示 的 有 3 个 多 边 形 的 情况 下 ， 
任何 一 条 过 原点 的 直线 都 至 多 与 其 中 的 两 个 多 边 
形 相 区 , 故 知 rr 宇 2. 

因为 多 边 形 只 有 有 限 多 个 , 故 其 中 必 有 一 个 多 了 > 
边 形 对 原点 的 张 角 最 小 , 记 这 个 多 边 形 为 M 并 记 M 
对 原点 张 角 a 的 两 边 所 在 的 两 条 直线 分 别 为 /| 和 
2, 则 组 中 任 一 多 边 形 都 至 少 与 这 两 条 直线 中 的 一 
条 相交 .事实 上 , 设 M 是 异 于 M 的 任 一 多 边 形 . 由 已 知 ,应 有 一 条 过 原 
点 的 直线 /与 M,M 都 相交 .从 而 直线 1 在 /1 与 1) 之 间 ( 即 /与 人 a 内 
部 相交 ) 或 与 站 ,2 之 一 重合 .车 为 后 者 , 则 问题 已 经 解决 . 若 / 确 在 /， 
与 /之 间 , 则 由 于 多 边 形 M 对 原点 的 张 角 8 不 小 于 , 故 必 有 一 条 过 原 
点 的 直线 ! 与 M 相交 ,但 不 与 人 a 的 内 部 相交 .车 /与 1 ,Ll, 之 一 重 
合 , 则 问题 解决 .车 在 人 a 之 外 ,这 恰好 意味 着 11,1, 中 至 少 有 一 条 在 
! 与 之 间 的 人 8B 内 ,不 妨 设 为 1. 于 是 多 边 形 M 和 M 都 与 直线 1 相 
交 . 所 以 ,所 求 的 最 小 自然 数 mp = 2. 

7"45 对 于 两 个 证 多边形 S 和 丁 ,如 果 S 的 顶点 都 是 丁 的 顶点, 则 
称 S 是 代 的 子 凸 多 边 形 . 

(1) 求证 当 ”是 奇数 时 (2 实 5), 对 于 凸 n 边 形 , 存 在 mm 个 无 公共 
边 的 子 凸 多 边 形 ,使 得 原 多 边 形 的 每 条 边 及 每 条 对 角 线 都 是 这 nn 个 子 
凸 多 边 形 的 边 . 

(2) 求 出 上 述 m 的 最 小 值 ,并 给 出 证 明 . 

(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1994 年 ) 

[ 解 ] (1) 设 n = 2k + 1 而 和 多边形 为 AoAl…A4. 用 顶点 的 下 标 
集合 (i,} 让) 来 记 以 (A， ; A; »" , Ax:) 为 顶点 的 凸 子 多 边 形 . 考察 下 
列 一 组 子 多 边 形 : 


y 


全 
二 cr 造 


(0,i,k + i),i = 1,2,.,k, 
(2+t j++R THI+tR),I = 1,2,,k -1,i= 1,2,..,k 一 了 
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显然 ,这 一 组 子 多 边 形 共有 + 十 &(k - 1) = 方 kC(k+1) 个 .前 个 
三 角形 的 边 或 者 是 从 点 Ao 引出 的 ,或 者 是 形 如 A,A4,;, 而 后 者 恰 为 后 
面 的 四 边 形 的 对 角 线 , 因而 与 四 边 形 的 边 不 同 . 另 一 方面 , 后 面 的 
广 k(k - 1) 个 四 边 形 中 的 任何 两 个 不 同 的 四 边 形 ,二 者 所 对 应 的 数 对 
(1;71),( 忆 ,j2) 不同. 因此 不 等 式 ?1 天 12 ,J 1 天 7 至 少 有 一 个 成 立 . 但 
不 论 娜 个 成 立 ,都 导致 两 个 四 边 形 有 一 组 相对 顶点 不 同 ,从 而 两 个 四 边 
形 没有 公共 边 .这 样 一 来 ,组 中 的 -> A(&+ 1) 个 子 多 边 形 中 的 任何 两 个 
都 没有 公共 边 .这 些 子 多 边 形 的 边 数 之 和 为 
3k+4X 方 k(k -1) = 3k+2k? -2 
一 k(2k 十 1) 一 C5 1 ， 

即 等 于 四 n 边 形 的 边 和 对 角 线 的 总 数 .从 而 知 每 条 边 和 对 角 线 都 是 这 
些 凸 子 多 边 形 的 边 ， 

(2) 由 (1) 知 所 求 的 m 的 最 小 值 不 超过 -> A(A + 1). 另 一 方面 ,用 
一 条 直线 把 凸 ， 边 形 分 成 两 半 ,使 得 直线 两 侧 的 凸 a 边 形 的 顶点 数 分 
别 为 和 kk + 1 于 是 凸 n 边 形 的 边 和 对 角 线 中 共有 k(k + 1) 条 线段 与 
此 直线 相交 .但 因 每 个 凸 子 多 边 形 至 多 有 两 条 边 与 这 条 直线 相交 , 故 任 
何 一 组 满足 (1) 中 要 求 的 凸 子 多 边 形 的 个 数 都 不 少 于 了 A(4 + 1) .所 


以 ,所 求 的 m 的 最 小 值 即 为 了 (+ 1). 


7.46 ”楼 长 为 n 的 正方 体 分 成 ”个 ( 边 长 为 1 的 ) 单位 正方 体 . 挑 
选 看 干 个 小 正方 体 并 经 过 每 一 个 选中 的 小 正方 体 的 中 心 作 平 行 于 楼 的 
3 条 直线 . 问 最 少 要 挑选 多 少 个 小 正方 体 , 才 能 用 通过 它们 中 心 所 作 的 
直线 勾 掉 所 有 的 小 正方 体 ? 

(1) 对 于 ”= 2,3,4, 回 答 上 述 问 题 . 

(2) 试 求 = 10 的 答案 . 

(3) 解 一 般 问 题 . 如果 不能 找 出 准确 的 答案 ,可 以 对 小 正方 体 的 个 
数 给 出 一 个 估计 不 等 式 , 并 加 以 证 明 . 

(第 5 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
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[ 解 ] 右 图 画 出 了 四 
种 规格 的 正方 体 的 底面 ， ey 
其 中 所 填 的 数字 指出 了 该 赴 丰 
方 格 上 方 所 选 小 正方 体 所 [2 | 
在 层 的 号 码 . 这 就 意味 着 
对 于 校长 为 2,3,4,5 的 正方 体 , 分 别 选取 2,5,8,13 个 小 正方 体 就 够 了 . 
而 且 可 以 证 明 , 上 述 个 数 不 能 再 减少 .因而 我 们 可 以 猜测 ,对 一 般 的 ，， 
挑选 小 正方 体 个 数 的 最 小 值 为 
号 ， 当 7 为 偶数 ， 
全 工 + 1 、 ~ 山 
丰 半 1 ， 当 ” 为 奇数 
为 了 证 明 这 个 结论 ,我 们 先 来 给 出 下 面 的 引 理 
引 理 在 ”xz2 方 格 表 的 每 格 都 填写 一 个 非 负 整数 ,对 于 表格 中 
的 任意 一 个 数 0 ,如 果 它 所 在 的 那 一 行 一 列 中 其 余 2n -- 2 个 数 之 和 不 
小 于 , 则 表格 中 所 有 数 之 和 不 小 于 号 ， 
引 理 的 证 明 “对 数 表 中 每 行 与 每 列 数 求 和 ， 2n 个 和 数 的 


最 小 值 为 m. 阁 m 之 一 > , 则 数 表 中 所 有 数 之 和 SS 之 二 - 以 下 设 m < 
了 

这 时 ,不妨 设 第 1 行 数 之 和 为 m , 且 其 中 前 面 g 个 元 素 异 于 o ,后面 
n 一 g 个 元 素 为 0. 易 见 g 太 1m < 二 . 按 已 知 , 表 中 后 n 一 gq 列 中 每 列 数 
之 和 都 不 小 于 n 一 ,而 前 a 下 和 下 之 和 由 \ 于 m1, 故 有 

Sqm+(n-gq)(n-mn)= -1 三 (7 - 2g)(n — 2m) 

> 好 

下 面 我 们 就 来 证 明 结论 中 . 设 满足 题 中 要 求 的 一 组 正方 体 已 经 选 
好 ,现在 将 大 正方 体 的 底面 的 n x n 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 填写 一 
非 负 整 数 , 它 的 值 表示 这 个 方 格 上 方 的 n 个 小 正方 体 中 被 选中 的 个 数 . 
这 时 ,如 果 有 某 个 方 格 中 的 数 是 0, 意味 着 此 格 上 方 的 n 个 正方 体 一 个 
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也 未 选中 .因此 它们 中 的 每 一 个 都 要 靠 同 层 中 与 它 同行 或 同 列 的 某 个 
小 正方 体 被 选中 而 勾 掉 .由 此 可 知 , 在 底面 的 n xn 数 表 中 , 瑟 有 0 的 方 
组 格 所 在 的 一 行 一 列 中 其 余 的 2n - 2 个 数 之 和 不 小 于 nn. 于 是 由 引 理 便 
填 。 知 , 数 表 中 所 有 数 之 和 不 小 于 蕊 , 亦 即 所 选 的 这 组 小 正方 体 的 个 数 不 

小 于 A,: 

对 于 一 般 的 >, 也 可 与 开头 所 举 的 例子 一 样 地 构造 选取 A, 个 小 立 
方 体 且 满足 要 求 的 例子 . z z 

综 上 可 知 , 对 于 每 个 n 达 2, 最 少 要 挑选 A, 个 小 正方 体 才能 满足 
题 中 要 求 , 这 里 的 A, 由 @ 式 给 出 . 

特别 地 有 4A; = 2,43 = $,4A4, = 8,Ai0 = 50. 

7.47 nn 个 平面 最 多 可 以 将 空间 分 成 多 少 个 部 分 区 域 ? 

(第 4 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1938 年 ) 

[ 解 】 为 求 这 个 最 大 值 ,我 们 先 证 如 下 的 

引 理 “平面 上 的 n 条 直线 ,最 多 可 以 把 平面 分 成 C2 + 1 个 部 
分 . 

显然 , 当 这 条 直线 两 两 相交 且 任 何 三 条 都 不 共 点 时 ,把 平面 分 成 
的 部 分 最 多 . 

设 平面 被 & 条 直线 分 成 的 部 分 数 的 最 大 值 为 my .然后 加 入 第 +1 
条 直线 , 它 与 前 & 条 直线 中 的 每 一 条 都 相交 , 共 得 到 个 交点 ,这 不 个 
点 将 第 & + 1 条 直线 分 成 上 + 工段 ,其 中 每 一 段 都 把 它 所 穿 过 的 区 域 一 
分 为 二 . 故 知 由 于 第 & + 1 条 直线 的 加 入 而 新 增加 的 小 区 域 数 与 第 & + 
1 条 和 直线 被 交点 分 成 的 小 段 数 相同 , 即 为 k + 1. 这样 ,我 们 得 到 递 推 公 


式 
Mat! 二 m+k+i+l1. 
由 此 弟 推 即 得 
n= mtn=n+n-li+tm,.2= = 
=nx+a-l+ "+2+m=n+n-l+i+-…+2+1+1 
= Clr1+1. 


这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 下 面 利用 引 理 来 解 原 题 . 
设 空间 中 的 & 个 平面 最 多 能 把 空间 分 成 个 区 域 ,然后 考察 当 第 
+1 个 平面 加 入 时 ,新 增加 的 小 区 域 的 个 数 .这 时 ,第 + 1 个 平面 与 
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前 个 平面 中 的 每 个 平面 都 交 于 1 条 直线 ,在 第 &+ 1 号 平面 上 共 得 到 
& 条 直线 .由 引 理 知 ,这 上 条 直线 最 多 能 把 平面 分 成 Cii1 + 1 个 部 分 .其 
中 每 部 分 都 把 它 所 穿 过 的 区 域 一 分 为 二 . 故 得 递 推 关系 式 


RH = Ut pip. 
由 此 递 推 即 得 
t 一 Wa tm + + mt vi 
= Cr+tCr++C+(2 一 ti)+2 
= Chitt+nt+!, 


即 空间 中 的 nn 个 平面 最 多 可 以 把 空间 分 成 C7 ,1 + n+ 1 个 部 分 ,这 个 最 
大 值 当 任何 3 个 平面 都 共 点 ,任何 四 个 平面 都 不 共 点 时 取得 . 

7*48 nn 个 通过 一 定点 的 平面 ,最 多 能 将 空间 分 成 多 少 个 区 域 ? 

/ 《加拿大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 Mo,A AM， I 为 过 定点 A 的 平面 . 

作 平 面 N V Mo ,由 于 平面 Mi ,M2 ,… ,AM， | 均 与 Mo 相交 ,因而 
也 与 N 相交 ,在 N 上 截 得 n -1 条 直线 ,这 nn 一 1 条 直线 将 平面 N 至 多 
分 为 ， 

+t2+t tn -1) =1+ 4. 


个 区 域 ,以 A 为 顶点 ,以 这 些 区 域 为 底 的 锥 体 如 果 将 各 母线 无 限 延 长 
便 将 空间 分 成 

2x [1+ HD |=24n(n -1) 
个 区 域 .其 中 一 半 在 Mo 的 上 方 ,一 半 在 My 的 下 方 . 


7.49 ”将 一 个 正方 体 剖 分 成 互 不 重 关 的 四 面体 , 问 最 少 要 分 成 多 
少 个 四 面体 ? 


各 也 记 
证 ct- 3 


(第 27 届 莫 斯 科 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 四 面体 的 每 个 面 都 是 三 角形 ,而 正方 体 的 6 个 面 都 是 正方 
形 ,每 个 正方 形 至 少 分 成 两 个 三 角形 ,至少 共 分 成 12 个 三 角形 .所 分 成 
的 四 面体 的 4 个 面 中 至 多 有 3 面 是 在 正方 体 表面 , 亦 即 每 个 4 面体 至 多 
用 到 正方 体 的 至 少 12 个 三 角形 中 的 3 个 , 故 至 少 要 有 4 个 这 样 的 四 面 
体 . 
若 记 正方 体 棱 长 为 a, 则 正方 体 表面 每 个 三 角形 的 面积 都 不 超过 
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组 个 四 面体 不 能 充满 正方 体 . 可 见 , 正 方 体 至 少 要 
全 ”成 5 个 四 面体 . 
如 图 所 示 就 是 将 正方 体 分 成 5 个 四 面体 的 例 
子 .从 而 知 正方 体 最 少 分 成 5 个 四 面体 . 
7"50 已 知 个 平面 将 一 个 正方 体 划分 为 300 
部 分 , 求 n 的 最 小 值 . 





(英国 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 首先 注意 ,容易 用 数学 归纳 法 证 明 ,n 条 直线 至 多 把 平面 分 
成 
pa = Dnlntl)+l OD 
个 部 分 , 当 且 仅 当 n 条 直线 处 于 正常 位 置 , 即 其 中 任意 两 条 不 平行 , 任 


意 3 条 不 共 点 时 ,n 条 直线 恰好 将 平面 分 成 p, 个 部 分 . 
其 次 ,用 数学 归纳 法 来 证 明 ,n 个 平面 至 多 能 把 空间 分 为 


g, = (nt5n+6) ©) 
个 部 分 , 当 且 仅 当 个 平面 处 于 正常 位 置 , 即 其 中 任何 两 个 平面 与 第 3 
个 平面 的 两 条 交 线 不 平行 ,任何 4 个 平面 不 共 点 时 ,恰好 将 空间 分 成 o， 


个 部 分 . 

当 w = 0 时 ， (0) 二 1, 即 命题 于 4 0 时 成 立 . 设 命题 于 n= 上 
时 成 立 . 当 n = &+1 时 ,由 归纳 假设 知 前 个 平面 至 多 把 空间 分 成 gl 
部 分 且 仅 当 个 平面 处 于 正常 位 置 时 , 怡 将 空间 分 成 w 个 部 分 . 现在 
深 加 1 个 平面 , 它 与 前 上 个 平面 有 上 条 交 线 .这 上 条 交 线 把 第 & + 1 个 平 
面 至 多 分 成 py 个 部 分 , 当 且 仅 当 上 条 直线 处 于 正常 位 置 时 ,人 恰好 分 成 
Pr 个 部 分 .这 至 多 pi 个 平面 区 域 中 的 每 一 个 都 把 它 所 在 的 立体 区 域 -一 
分 为 二 ,即使 所 分 成 的 立体 个 数 至 多 增加 py 个 ,于 是 有 


qmtp= tk+6) + TAR+ +1 


= [+1)?+5(k+1)+6]. 


当 且 仅 当 &+ 1 个 平面 处 于 正常 位 置 时 上 式 中 等 号 成 立 ,这 就 完成 了 归 
纳 证 明 . 
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由 四 有 
qu = 299 < 300 < 378 = gy3, 
故 知 要 把 正方 体 分 成 300 部 分 ,用 12 个 平面 是 不 人 够 的 ,至 少 要 用 13 个 
平面 . 
用 12 个 处 于 正常 位 置 的 平面 将 空间 分 成 299 个 部 分 ,然后 取 一 个 
足够 大 的 正方 体 ,使 它 将 Ci; 个 3 个 平面 的 交点 全 都 包含 于 正方 体 之 
内 , 且 使 正方 体 的 顶点 A 不 在 这 12 个 平面 的 任何 1 个 之 上 .于 是 这 12 
个 平面 将 正方 体 分 成 299 个 部 分 . 设 在 顶点 A 所 在 的 多 面体 部 分 中 ,由 
点 和 A 沿 正方 体 的 校 截取 得 到 的 3 条 校 中 最 短 的 1 条 长 度 为 .在 正方 体 
的 从 点 4 发 出 的 3 条 校 上 分 别 取 点 P,Q,R, 使 AP = AQ = 4R = 


六 , 则 平面 PQR 把 点 A 所 在 的 多 面体 部 分 一 分 为 二 而 与 其 他 部 分 均 


不 相交 .从 而 这 13 个 平面 恰好 将 正方 体 分 成 300 部 分 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 平面 数 n 的 最 小 值 为 13， 

7.51 有 1988 个 相同 的 单位 正方 体 ,用 它们 (全 部 或 一 部 分 ) 拼 成 
边 长 分 别 为 a,b,cla 志 5 碌 c) 的 3 个 “正方 形 ”A ,B,C( 即 尺寸 为 a x 
axl,pxpxlcxcxl 的 3 个 一 层 高 的 长 方 体 ) , 现 将 正方 形 C 择 
在 平面 上 ,然后 将 B 摆 在 C 的 上 面 ,使 B 的 每 个 小 块 都 恰好 位 于 C 的 某 
个 小 块 土 ,但 召 的 周 界 的 每 个 面 都 不 与 C 的 侧面 对 齐 . 最 后 将 A 按 同样 
原则 摆 在 B 上 ,于 是 得 到 一 个 “三 层 楼 ”. 问 当 a ,b,c 取 何 值 时 ,能 使 摆 
出 这 样 的 不 同 “ 三 层 楼 ”的 个 数 最 多 ? 

(奥地利 -波兰 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 因为 当 a 志 5 -2 时 ,A 放 在 B 上 且 周 界 不 对 齐 的 不 同 放 法 
共有 (65 - a ~ 1 种 , 故 本 题 等 价 于 在 条 件 

1 二 ab-2c-4,abcE Na*+b*+c 1988 
之 下 求 (6 -a 一 1)*.(c -65 -1)? 的 最 大 值 .显然 ,这 个 最 大 值 在 a = 
1 时 达到 , 故 又 只 要 在 条 件 

3 过 0 二 cc-2,p0cENO2+c 云 1987 
之 下 求 (5 -2)(c -5 一 1) 的 最 大 值 . 

对 每 个 固定 的 c, 两 个 因子 之 和 一 定 , 故 65 的 值 使 两 个 因子 bp 一 2 和 
c 一 上 b 一 1 的 差 越 小 时 乘积 越 大 .由 于 c 过 1987 -3 = 1978, 故 知 c 声 
44. 
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(1)c = 44,6° 1987 -442 = $1，3 委 0 委 7，， (43- 0) (B 
-2) 在 2 =7 时 取 最 大 值 180; 

(2)c = 43,6 志 1987 -43 = 138，3 委 0 委 11， (42 一 5) (6 
-2) 在 5 = 11 时 取 最 大 值 279; 

(3)c = 42,6 芝 14,(41 一 5)(b -2) 在 2 = 14 时 取 最 大 值 324; 

(4)c = 41,56 委 17,(40- 56)( 一 2) 在 5 = 17 时 取 最 大 值 345; 

(5)c = 40,5 近 19,(39-6)(0 -2) 在 0 = 19 时 达到 最 大 值 340; 

(Oc < 39,(6 -2) (eb-lD) < ( I) <18: = 324. 由 此 可 
见 , 当 a = 1,6 = 17,c = 41 时 拼 成 的 “三 层 楼 ” 的 个 数 最 多 (共有 343 
种 ). 

7-:52 ”将 可 以 把 给 定 的 多 边 形 M 完全 盖 住 的 半径 为 1 的 圆 的 最 
少 个 数 记 作 n ,将 圆心 在 多 边 形 M 内 部 的 互 不 相交 的 半径 为 1 的 圆 的 
最 多 个 数 记 为 m. 问 nn 和 xm 哪 一 个 大 ? 

(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[ 解 ] 因为 两 类 圆 半 径 相 同 , 故 每 个 第 一 类 圆 
的 内 部 ,至 多 有 一 个 第 二 类 圆 的 圆心 . 另 一 方面 ,每 个 
第 二 类 圆 的 圆心 都 在 多 边 形 M 的 内 部 ,从 而 也 都 在 
某 个 第 一 类 圆 的 内 部 .由 此 可 知 ,n 之 m. 

考察 外 接 圆 半径 为 1.1 的 正三 角形 . 显然 ,用 1 
个 半径 为 1 的 圆 无 法 盖 住 它 . 而 如 图 所 示 的 两 个 半径 
为 1 的 圆 D 和 EE 则 可 将 它 盖 住 , 故 知 n = 2. 此 外 ， 
全 ABC 中 两 点 间 的 距离 不 超过 三 角形 的 边 长 ,而 边 
长 AB=1.1xV3 之 1.1x1.8 = 1.98 < 2. 故 知 以 人 ABC 中 任何 两 
所 为 心 所 作 的 两 个 半径 为 1 的 圆 必 相 交 , 故 得 mx = 1 < 7 另 一 方面 ， 
当 AM 为 边 长 为 1 的 正方 形 时 ,m = 2 = 1. 

综 上 可 知 ,n 宇 m 且 等 号 和 大 于 号 都 能 成 立 . 

7-53 ”将 圆心 在 多 边 形 M 内 部 的 互 不 相交 的 直径 为 1 的 圆 的 最 
多 个 数 记 为 n ,将 能 够 盖 住 整个 多 边 形 M 的 半径 为 1 的 圆 的 最 少 个 数 
记 为 m, 问 xn 和 mm 哪 一 个 大 ? 

(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958. 年 ) 

[ 解 ] 设 有 个 直径 均 为 1 的 互 不 相交 的 圆 ,其 圆心 Oj,O,,…， 
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O, 均 在 多 边 形 M 的 内 部 .分 别 以 0 ,0 …,O, 为 心 , 作 半径 为 1 的 
圆 , 则 这 ”个 圆 必 能 盖 住 整个 多 边 形 AM . 

若 不 然 , 则 必 有 M 的 一 个 内 点 A ,没有 被 这 个 半径 为 1 的 俩 盖 
住 .于 是 以 A 为 心 ,以 1 为 直径 的 回 与 原来 的 个 直径 为 1 的 圆 互 不 相 
交 , 此 与 2 的 最 大 性 矛盾 .这 就 证 明了 mz 志 n. 

在 右 图 所 示 的 多 边 形 中 ,可 取 OO)， 
0O;,O; 3 点 并 分 别 作 以 它们 为 心 ,以 1 A 
为 直径 的 3 个 图 互 不 相交 , 故 知 n 守 3. SC 
但 人 ABC 和 全 ACD 的 外 接 贺 半径 都 小 
于 1, 从 而 m 过 2 < .再 看 对 角 线 小 于 1 的 正方 形 ,显然 ,这 时 区 二 1 
=1. : 

综 上 可 知 ,ni 过 n 且 等 号 和 小 于 号 都 能 实现 . 


7.54 设 小 圆 半径 为 了 ,大 圆 半径 为 7 , 问 最 少 要 用 多 少 个 小 圆 片 
才能 将 大 圆 面 完 全 盖 住 ? 


签 瑟 记 淹 
证 cr 入 


(匈牙利 数学 身 林 匹克 ,1947 年 ) 
[ 解 】 (1) 半 径 为 r 的 圆 面 可 用 半径 为 了 的 7 个 小 圆 片 盖 住 . 作 大 
圆 O 的 内 接 正 六 边 形 ,并 分 别 以 正六 边 形 每 边 中 点 及 点 O 为 心 ,六 为 
半径 作 7 个 小 圆 , 则 它们 就 盖 住 了 大 圆 面 ( 见 下 图 ). 


实际 上 , 连结 OA ,0OB,OC .并 记 
OB ,OC 的 中 点 为 M,L, 则 OB = OC = 





r,OM = MB= OL= LC= 本 .连结 


HM,MG, 则 和 全 BHM, 生 BMG 都 是 正三 
角形 ,所 以 HM = MG = 万 ; 即 点 AM 恰 
是 圆 互 ,G 和 小 圆 O 的 交点 . 同 理 ,点 二 
为 圆 巨 ,和 小 圆 O 的 交点 .由 此 可 见 , 扇 
形 OBC 被 圆 片 志 和 O 盖 住 .从 而 大 圆 面 
被 7 个 小 圆 片 所 完全 盖 住 . 


(2) 下 面 证 明 , 任 何 6 个 半径 为 亏 的 小 圆 片 都 无 法 完全 盖 住 半径 
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为 > 的 大 圆 面 . 

将 大 圆 的 圆周 分 成 48 等 分 ;得 到 48 个 分 点 .考虑 这 48 个 分 点 及 圆 
心口 共 49 个 点 .显然 , 当 两 个 分 点 间 夹 有 8 段 弧 时 ,两 点 间距 离 为 x. 央 
此 ,用 一 个 半径 为 方 的 小 圆 片 至 多 能 盖 住 48 个 分 点 中 的 9 个 分 点 .此 
外 ,圆心 O 与 分 点 距离 为 r, 故 盖 住 点 O 的 小 圆 片 至 多 能 盖 住 1 个 分 
点 .由 此 可 见 , 无 论 将 半径 为 他 的 6 个 小 圆 片 如 何 摆 放 ,都 无 法 将 49 个 
点 全 部 盖 住 . z 

综 上 上 可知, 最少 要 用 7 个 小 圆 片 方 能 将 大 圆 面 完全 凌 住 . 

7.55 “平面 上 任意 7 点 ,过 其 中 共 圆 的 4 点 作 圆 , 问 最 多 能 作出 几 
个 不 同 的 圆 ? 

(中 国 国 家 集训 队 选 氢 试题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 AD,BE,CF 为 锐角 AABC 的 三 条 高 , 瑟 为 重心 , 则 过 A， 
B,C,D,E,F, 日 7 点 中 的 4 点 作 圆 , 共 可 作出 6 个 不 同 的 圆 :(A ,下 ， 
H,E),(B,D,H,F),(C,E,H,D),(A,B,D,E),(B,C,FE,F),(C, 
A,F,D). 

下 面 用 反 证 法 证 明 所 求 的 最 大 值 就 是 6. 如 果 能 作出 7 个 不 同 的 
圆 , 则 7 点 中 的 每 点 都 恰 在 4 个 圆 上 .理由 如 下 : 

(1) 过 两 个 固定 点 的 圆 至 多 两 个 . 若 有 3 个 , 则 两 两 之 间 没 有 其 他 
公共 点 . 但 除了 两 个 公共 点 外 每 个 加 上 还 有 两 个 已 知 点 ， 这 样 一 来 ,就 
有 8 个 不 同 的 已 知 点 了 . 

(2) 过 一 个 固定 点 的 圆 至 多 4 个 . 兰 有 5 个 , 则 因 每 两 圆 至 多 还 有 
一 个 交点 , 且 由 (1) 知 5 圆 中 的 任何 3 圆 不 能 再 交 于 另 一 点 . 这样, 至少 
有 9 个 不 同 的 已 知 点 . 

(3) 每 个 圆 上 有 4 个 已 知 点 ,7 个 圆 上 共有 28 个 已 知 点 (包括 重复 
计数 ). 但 由 (2) 知 每 点 至 多 在 4 个 圆 上 ,从 而 7 点 中 每 点 都 恰 在 4 个 圆 
上 . 

设 7 点 为 A,B,C,D,E,F,G, 并 以 G 
为 中 心 进行 反 演变 换 , 则 过 G 点 的 4 个 圆 变 
为 4 条 彼此 相交 的 直线 ,另外 3 个 圆 仍然 变 
为 圆 . 设 象 点 依次 为 A’,B’,C’,D'’,E’,F. 
显然 ,这 6 点 中 的 某 4 点 要 共 圆 , 则 其 中 任何 
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3 点 不 能 共 线 . 因而 其 中 的 3 个 四 点 圆 只 能 是 (A’,B',D’,F'),(B”， 
C,E',F),(A',C,D’,E'). 但 因 DD' 在 全 A'CE 之 内 ,这 4 点 当然 不 
能 共 圆 ,矛盾 .从 而 证 明了 所 求 的 最 大 值 为 6. 

7.56 ” 桌 上 互 不 重 肝 地 放 有 1989 个 大 小 相等 的 圆 形 纸 片 . 问 最 少 
要 用 几 种 不 同 颜色 ,才能 保证 无 论 这 些 纸 片 位 置 如 何 , 总 能 给 每 张 纸 片 
涂 上 一 种 颜色 ,使 得 任何 两 个 相 切 的 圆 形 纸 片 都 涂 有 不 同 的 颜色 ? 

(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 考察 下 图 中 的 11 个 圆 形 纸 片 的 
情形 . 设 其 中 左边 6 个 圆 片 已 涂 好 颜色 ., 显 
然 ,A,B,E 3 个 圆 片 只 能 涂 1 或 3 这 两 种 
颜色 ,而 且 A 为 一 种 ,B 和 FF 为 男 一 种 颜色 . 
若 只 有 3 种 颜色 , 则 C 和 DD 无 论 涂 上 何 种 颜 
色 都 无 法 满足 要 求 .所 以 ,为 了 给 这 11 个 圆 
片 涂 色 并 使 之 满足 题 中 要 求 ,至 少 要 有 4 种 
不 同 颜色 ， 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 , 只 要 有 4 种 不 同 颜色 ,就 可 以 按 题 中 要 求 
进行 涂 色 . 

设 当 n = 上 时 结论 成 立 . 当 n = 上 月 + 1 时 ,考虑 这 有 + 1 个 圆 片 的 
圆心 的 凸 包 . 设 A 是 此 凸 多 边 形 的 一 个 顶点 .显然 ,以 A 为 心 的 圆 至 多 
与 另外 3 个 圆 相 切 . 按 归纳 假设 , 除 以 A 为 心 的 圆 片 之 外 的 其 余 & 个 加 
片 可 用 4 种 颜色 按 要 求 涂 色 . 涂 好 之 后 ,与 圆 片 A 相 切 的 圆 片 至 多 3 
个 ,当然 至 多 涂 有 3 种 不 同 颜 色 . 于 是 只 要 给 圆 片 A 涂 上 第 4 种 颜色 就 
行 了 . 

757” 设 M 为 平面 上 的 有 限 点 集 ,对 于 M 中 的 任意 两 点 A 和 上 B， 
都 存在 第 3 点 C, 使 AAABC 为 正三 角形 , 求 M 中 元 素数 的 最 大 值 . 

(德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 考虑 M 中 每 两 点 的 距离 , 记 AB 为 距 
离 最 大 的 两 点 间 的 连 线 . 

由 题 设 , 存 在 点 C ,使 人 ABC 为 正三 角形 . 

分 别 以 A,B,C 为 圆心 ,AB 为 半径 作 弧 , 则 得 
图 中 的 曲 边 三 角形 ,M 中 的 点 都 在 这 个 曲 边 三 角 8 一 > 
形 中 . 
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如 果 M 还 有 不 同 于 A ,B,C 的 点 P. 

考虑 P 的 位 置 . 

(1) 如 果 P 忆 在 全 ABC 的 内 部 或 边界 上 , 则 对 4 ,已 还 有 第 三 点 尸 ， 
使 人 APP -为 正三 角形 .此 时 已 不 可 能 在 个 ABC 的 内 部 ,已 只 能 在 某 

一 个 弓形 弧 的 内 部 或 边界 上 . 
连结 CP“ , 则 还 存在 第 三 点 P” ,使 人 CP'P” 是 正三 角形 . 
若 P” 与 A 均 在 直线 CP” 的 同 侧 , 则 由 
LP”AC= AP'BC > 60"， 

此 时 P” 在 曲 边 三 角形 的 外 部 . 

若 P” 与 B 均 在 直线 CP 的 同 侧 ， 则 同 理 可 证 已 在 曲 边 三 角形 之 
外 . 

从 而 引出 矛盾 . 

(2) 车 忆 在 弓形 缴 的 内 部 或 边界 上 ,由 (1) 知 ,已 即 在 曲 边 三 角形 
之 外 ,也 可 引出 矛盾 . 

由 (1),(2),M 中 元 素 个 数 的 最 大 值 是 3. 

7.58 对 集合 S = 上 (ailyazyaayadyas)la = 0 或 1,; = 1,2,3， 


x 路 这 


它们 之 间 的 距离 为 2 一 Bi 元- Bl: 五- 到 十 i- zB + 
|as - 65| , 取 S 的 一 个 子 集 ,使 此 子 集中 任意 两 个 元 素 之 间 的 距离 大 
于 2, 这 个 子 集中 最 多 含有 多 少 个 元 素 ? 证 明 你 的 结论 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 这 个 子 集 最 多 含有 4 个 元 素 . z 
为 方便 计 , 在 集合 S 中 ,我 们 称 a;(i = 1,2,3,4,5) 为 元 素 A(a， 
a2,43,44,4s) 的 第 i 个 分 量 .显然 ,集合 S 中 任意 两 个 距离 大 于 2 的 元 
素 , 至 多 有 2 个 同 序号 的 分 量 相 同 . 
首先 ,我 们 可 以 构造 一 个 S 的 4 个 元 素 的 子 集 S = 1A1,A,,A;， 
44| .其 中 4 = (1,1,0,0,0),A; = (0,0,0,1,1),As = (1,0,1,0,1)，, 
= {0,1,1,1,0). 
虽然 S 中 任意 两 个 元 素 间 的 距离 大 于 2. 
下 面 我 们 证 明 : 在 S 的 子 集中 ， 欲 使 任意 两 个 元 素 间 的 距离 都 大 于 
2, 所 含 元 素 不 得 超过 4 个 . 
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假设 有 S 的 5 元 子 集 {B1,B,,B3,Ba,Bst ,使 得 任意 两 个 元 素 间 的 
距离 大 于 2. 

由 于 有 5 个 元 素 ,而 每 个 分 量 只 能 是 0 或 1, 由 抽 居 原理 ,至 少 有 三 
个 元 素 的 第 一 分 量 相同 ,不 妨 设 B1,B,,B; 的 第 一 分 量 都 是 1. 

又 因为 B1,B;,B3 中 至 省 有 两 个 元 素 的 第 二 分 量 相 同 , 不 妨 设 Bi， 
Bz 的 第 二 个 分 量 都 是 1. 

此 时 对 Bi,B, 阁 还 有 一 个 分 量 相同 , 则 与 至 多 有 2 个 同 序 号 分 量 
”相同 的 结论 矛盾 .于 是 必然 有 


位 1] 位 2 U3 U4 Us 


BI 1 1 1 l 
B, 1 1 0 1 0 
B3 1 


此 时 考虑 B;,B; 的 第 3,4,5 分量 必然 与 吾 | 或 B, 有 两 对 同 序号 分 
量 相同 ,这 就 导致 至 少 有 三 个 同 序号 分 量 相同 ,从 而 导致 矛盾 . 

因此 ,在 S 的 子 集中 , 欲 使 任意 两 个 元 素 间 的 距离 大 于 2 ,所 含 元 
素 不 得 超过 4 个 . 

7.59 设 

S= 1A= (al,a,..,ag) | Qa; 二 0 或 1,i7 = 1,2,…,8|. 
对 于 S 中 任何 两 个 元 素 A 和 B, 定 义 


ad(A,B) 一 2 |e 6|, 


. 并 称 之 为 A 与 B 之 间 的 距离 . 问 S 中 最 多 能 取出 多 少 个 元 素 ,使 它们 之 
中 任何 两 个 的 距离 都 不 小 于 5? z 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 考 试 ,1995 年 ) 

[ 解 1] 下 列 4 个 8 项 数列 

(0,0,0,0,0,0,0,0),(0,0,0,1,1,1,1,1), 

(1,1,1,1,1,0,0,0),(1,1,1,0,0,1,1,1) 
满足 题 中 要 求 , 故 知 所 求 的 元 素数 的 最 大 值 不 小 于 4. 

胃 一 方面 ,各 有 5 个 数列 A,B,C,D,E 两 两 之 间 的 距离 均 不 小 于 
5, 则 不 妨 设 A 的 8 项 均 为 0, 从 而 B,C,D,E 中 每 个 数列 都 至 少 有 5 项 
为 1. 
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车 B,C,D,E 中 有 两 个 数列 与 4 的 距离 都 不 小 于 6, 即 8 项 中 至 少 
有 6 项 为 1, 则 二 者 之 间 的 距离 不 大 于 4, 矛盾 . 
组 若 B,C,D,E 中 有 两 个 数列 与 4 的 距离 都 是 5, 则 二 者 之 间 的 距离 
必 为 6. 不妨 设 为 
B= (1,1,1,1,1,0,0,0)， 
C= (1,1,0,0,0,1,1,1). 
因为 B 与 C 的 后 6 项 均 不 同 , 故 任何 8 项 数列 的 后 6 项 总 与 B,C 中 至 
少 1 个 数列 的 后 6 项 至 多 3 项 不 同 .所 以 前 两 项 必须 为 0, 即 D 和 的 
前 两 项 都 是 0. 为 使 与 A 的 距离 不 小 于 5,D 和 的 后 6 项 至 少 有 5 个 
1. 从 而 4(D,E) 过 2, 巴 盾 . 
综 上 可 知 ,最 多 可 取出 4 个 数列 使 它们 两 两 之 间 的 距离 都 不 小 于 
5. 
[ 解 2] 由 解 1 开头 的 例子 知 所 求 的 元 素数 的 最 大 值 不 小 于 4. 
”着 有 5 个 数列 ,使 它们 两 两 之 间 的 距离 都 不 小 于 5$, 则 由 抽 层 原理 
知 , 其 中 总 有 3 个 数列 的 第 8 项 相同 .不 妨 设 4,B,C 的 第 8 项 都 是 0. 
由 对 称 性 知 可 设 A = (0,0,0,0,0,0,0,0). 于 是 B 和 C 的 前 7 项 中 都 至 
少 有 5 项 为 1. 从 而 有 ad(B,C) 过 4, 矛盾 . 
综 上 可 知 ,最 多 可 取出 4 个 数列 使 它们 两 两 之 间 的 距离 都 不 小 于 5. 
[ 解 3] 由 解 1 开头 的 例子 知 所 求 的 元 素数 的 最 大 值 不 小 于 4. 
若 有 5 个 数列 ,两 两 之 间 的 距离 都 不 小 于 5, 则 将 它们 写成 5x 8 的 
数 阵 
QlycC2 03，24 0 06 27 dd8 
bi1,b2,63,04, bs,b6,b7, bs8 
Cly C2, C3 C4 C5 C6, C7, C8 
di,d2,d3,d4,ds,de,d7,dg 
el1, €2, E31 E49 €5, E66 67, 88 
表 中 每 列 的 5 个 数 a;,b;,c;,d;,e; 共 可 组 成 10 个 数 对 .因为 每 个 数 都 是 
0 或 1, 故 10 个 数 对 中 至 多 有 6 个 互 异 数 对 , 即 为 (0,1) 或 (1,0). 所 以 ， 
8 列 数 中 至 多 共有 48 个 互 异 数 对 . 
为 一 方面 ,由 于 任何 两 个 数列 的 距离 都 不 小 于 5, 所 以 任何 两 个 数 
列 的 对 应 项 所 成 的 数 对 中 至 少 有 5 个 互 异 对 .于 是 5 个 数列 共 可 构成 至 
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少 50 个 互 异 数 对 ,了 矛盾. 

综 上 可 知 ,最 多 可 取出 4 个 数列 ,使 它们 两 两 之 间 的 距离 都 不 小 于 
5. 

7.60 给 定 自然 数 n 实 2. 设 M 是 集合 1(i,k) | i,kEN,i< 
& < n1 的 一 个 子 集 . 已 知 若 数 对 (i,k),i < 上 ,属于 集合 M , 则 任何 数 
对 (,m),k& < _m ,都 不 属于 M. 求 集合 M 中 元 素数 的 最 大 值 . 

(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 令 
A=|i | (i,k)EMI,B= Ik | (i,k)E MI. 


按 已 知 ,B 中 的 任何 元 素 都 不 在 A 中 , 即 A 们 B= 络 . 记 1A|= a， 
1B|= 6b, 于 是 有 a+65 志 nn, 并且 集合 M 的 数 对 中 较 小 数 共 有 a 种 不 
同 到 法 , 较 大 数 共 有 5 种 不 同 取 法 .因此 ,MM 中 元 素 的 个 数 至 多 为 


2 2 
ab a(n-a) 区 (4) = 本 


be 
姓 cc 各 


因为 ab5 € N, 故 有 ab 去 [一 ] 
另 一 方面 , 当 ”为 偶数 时 , 令 


7 <jSnl, 


则 | Mo| = 妇 且 Mo 满足 题 中 要 求 ; 当 n 为 奇数 时 , 令 


Mo = 1(i,;) | i< 了 <j 委 咱 ， 


则 | Mo | = 【至 ] 和 Mo 满足 题 中 要 求 


综 上 可 知 ,M 中 元 素数 的 最 大 值 为 [ 三 ] 

7:61 设 al,a2,…,as 是 以 不 超过 n 的 正 整数 为 项 的 有 限 数列 ， 
其 中 任 一 项 的 两 个 相 邻 项 都 不 同 且 不 存在 任何 四 个 指标 p<g<r< 
s ,使 得 

ap = Qa, 天 ao 三 as 

求 项 数 & 的 最 大 值 . 

(捷克 和 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 容易 看 出 ,下 面 的 数列 

nnn 一 1 了 nn 一 1 上 ,2,2,1,1,2,2,…,A 一 1,n 一 1,7,n 满足 题 
目 要 求 . 

这 个 数列 有 项 数 & = 4n 一 2, 所 以 所 求 项 数 k 的 最 大 值 不 小 于 4n -2. 

显然 ,在 满足 要 求 的 任 一 数列 中 ,任何 连续 三 项 不 能 为 同一 个 数 ， 

而 且 奉 某 一 项 的 两 个 邻 项 (或 首 项 , 末 项 的 一 个 邻 项 ) 都 与 该 项 的 数 不 
同 , 则 当 在 该 项 之 旁 添 加 一 个 数值 相同 的 项 时 ,新 数列 仍然 满足 要 求 ， 
但 项 数 增加 1. 

因此 ,我 们 求 项 数 最 大 值 时 ,只 须 考 虑 这 种 连续 两 项 为 同一 数值 的 


数列 的 项 数 . 
为 此 ,我 们 又 只 须 考 虑 任何 连续 两 项 都 不 同 的 数列 的 项 数 .因为 后 
者 项 数 的 2 倍 即 为 前 者 的 项 数 . 


下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 数 列 al ,a,,…,as 中 任何 连续 

两 项 的 值 都 不 同 , 且 
ai € 11,2,…,n1,) = 1,2,.…,k. 

同时 不 存在 这 样 的 出 个 指标 p < gq < r < ,使 得 ap = a 天 ao = a,， 
则 和 2n 一 1. 

n = 2 时 ,命题 显然 成 立 . 

设 当 过 m 时 ,命题 成 立 . 

当 nn = m+1 时 ,a € 11,2,… ,m+1}. 

a= li,l 寺 /m+l. 

车 a1,…,a4-1 中 任何 一 项 的 值 都 不 是 1, 可 在 ai 之 前 添加 一 项 1， 
于 是 新 数列 仍然 满足 要 求 且 项 数 增加 1, 故 只 须 考 虑 a1,…,a_| 中 还 
有 值 为 7 的 项 的 情形 , 令 

v= max|j| a; = l,j <k|. 

于 是 v < 一 1. 所 以 连续 两 项 之 值 不 同 ,车 v = 1, 则 a,,… ,a ) 
中 没有 值 为 l 的 项 , 当 将 ul 和 wk 去 掉 时 ,数列 人 2 Ap-1l 中 每 一 项 都 
取 值 于 {1,2,…,m +1| 一 和 1, 且 满足 命题 的 要 求 , 故 由 归纳 假设 知 & 一 
2 三 2m—1,Bhk<2(m+1)-1. 

夺 v > 1, 则 两 组 项 

A = lal,a2,, dy), 


B= [ar 
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中 没有 数 相同 的 项 ,因此 若 记 A 中 的 项 的 所 有 不 同 值 的 数目 为 ;,B 中 
的 项 所 有 不 同 值 的 数目 为 :, 则 有 
s+1 夺 m+l1. 
这 样 ,由 A ,B 两 组 分 别 排 成 两 个 数列 都 满足 题目 要 求 ,日 
. ‘sh,tm. 
于 是 由 归纳 假设 知 ， 这 两 个 数列 的 项 数 
v2s5 一 1， 
k—-v-l<2t:-1. 
从 而 有 
k2t+vuR2t+2s—1 
=2(t+s)-1<2(m+1)-1. 
从 而 完成 了 归纳 证 明 . 
综 上 可 知 , 所 求 的 项 数 上 的 最 大 值 为 4n - 2. 
7:62 从 并 ,2,…,n1 中 选 出 三 元 数组 (a,6,c),a < 之 5< 之 cc 并且 
选 出 的 每 两 个 三 元 数组 (ae ,5,c) 与 (a ,b,c ) 中 ,等 式 a = a’,b = 
b',c =c 至 多 有 1 个 成 立 .最 多 能 选 出 多 少 个 满足 条 件 的 三 元 数组 ? 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 万 为 满足 条 件 的 三 元 数组 的 集合 . 对 于 每 个 1 < & < 7， 
令 于 为 互 的 子 集 , 其 中 的 每 个 三 元 数组 的 中 间 数 为 上 , 即 上 = 上. 显然， 
[Hminik -1,n- kl. 


你 芋 岂 ls 
诺 cr 种 


求 和 便 得 
| 五 | = LAE Dminfk — 1,7 — ki 
| 


( Ls 为 奇数 . 
当 取 11,2,…,n| 中 的 所 有 成 等 差 数 列 的 三 元 数组 时 ,个 数 恰 为 上 
式 右 端 的 数 所 以 它 就 是 所 求 的 个 数 的 最 大 值 
7.63 设 集 合 4A = 10,1,2,…,9} ,1B,B,,…,B,j 是 A 的 一 族 非 
空子 集 , 当 i 关 j 时 ,B; 门 B; 至 多 有 两 个 元 素 , 求 有 的 最 大 值 . 
(第 26 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 】 首先 , 易 见 A 的 至 多 含 3 个 元 素 的 所 有 子 集 所 构成 的 子 集 
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族 满足 题 中 要 求 ,其 中 子 集 的 个 数 为 
Clo + Cio + Cio = 175. 
由 此 可 知 ,k 的 最 大 值 不 小 于 175. 
另 一 方面 , 设 有 一 个 子 集 族 C 满足 题 中 要 求 且 有 A 的 子 集 BE C， 
B 中 至 少 有 4 个 元 素 . 设 a € B 并 令 B = 下- |al. 因 为 BN 门 B' 至少 
有 3 个 元 素 , 故 B'& C. 于 是 当 用 B' 代替 C 中 韵 B 时 ,C 中 的 子 集 数 不 
减 且 仍然 满足 题 中 要 求 .重复 这 个 过 程 ,总 可 使 C 中 每 个 子 集 的 元 数 
都 不 多 于 3 个 而 且 C 中 子 集 数 没有 减少 .由 此 可 见 ,C 中 的 子 集 数 不 多 
于 175. : 
综 上 可 知 ,& 的 最 大 值 为 175. 
7.64 ”从 1955 个 给 定点 中 最 多 可 以 选 出 多 少 个 三 点 组 ,使 得 每 两 
个 三 点 组 都 有 1 个 公共 点 ? 
(第 18 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 点 A 是 给 定点 并 考察 所 有 含 点 A 的 三 点 组 的 集合 M. 因 
为 儿 中 任何 两 个 三 点 组 都 有 公共 点 A , 故 集 M 满足 题 中 要 求生 | M1 = 
Ctes4. 由 此 可 知 , 所 求 的 最 大 值 不 小 于 C3?os4，. 


月 一 方面 , 设 有 三 点 组 的 集合 S 满足 题 中 要 求 且 | S| > C2w. 设 
三 点 组 1A,B,Cil € S, 于 是 S 中 任 一 个 三 点 组 都 至 少 含 有 A,B,C 3 


所 构成 的 子 集 为 S,, 则 
| SA | 全 了 Cos = 977 x 651 > 325 x 1953. 


在 Sa 中 ,含有 A,B 两 点 的 三 点 组 的 个 数 不 超 过 1953. 含 有 A,C 两 点 
的 三 点 组 的 个 数 也 不 超过 1953. 从 而 Sa 中 还 有 不 含 B,C 的 三 点 组 ,不 
妨 设 1A,D,E| 是 其 中 之 一 .用 类 似 的 计数 法 可 以 证 明 , Ss 中 还 存在 着 
不 含 B,C,D,E 的 三 点 组 [A,F,G| 和 |A,H,[} IF,G! N18 ,并 
= 好 .这样 一 来 ,我 们 得 到 了 4 个 三 点 组 ; 
1A,B,C|,{A,D,E},|A,F,G},|A,H,1|, 

且 B,C,D,E,F,G,H,1 互 不 相同 .车 有 三 点 组 (X,Y,ZiE€S- Sh， 
则 三 点 组 { 关 ,Y,2i 与 4 对 点 {B,C|,1D,El, 1F,G1|,|H,1i 中 的 每 
一 对 都 有 公共 点 ,此 不 可 能 .这 意味 着 S = Si, 即 S 中 所 有 三 点 组 中 都 
有 点 A. 从 而 S CCM,|S|< Cis4; 此 与 反 证 假设 矛盾 . 
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综 上 可 知 ,最 多 可 以 选 出 Cios4 个 三 点 组 满足 题 中 要 求 . 

7.65 “集合 .S 由 ?个 元 素 组 成 . 问 S$ 最 多 有 多 少 个 这 样 的 三 元 子 
集 ,使 得 其 中 任何 两 个 三 元 子 集 都 恰 有 1 个 公共 元 素 ? 

(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 

f 解 ] ”将 所 求 的 三 元 子 集 数 的 最 大 值 记 为 &,. 设 有 S 的 ,个 三 元 
子 集 , 其 中 每 两 个 三 元 子 集 都 恰 有 1 个 公共 元 素 . 考察 属于 这 些 子 集中 
的 子 集 数 最 多 的 元 素 a € 5S. 

(1)a 属于 两 个 三 元 子 集 而 ja ,5,cl 是 其 中 之 一 .于 是 a,b,c 至 多 
还 各 属于 另 一 个 三 元 子 集 , 从 而 及 , 委 4. 

(2)a 属于 3 个 三 元 子 集 且 1ay6 ,cl: 是 其 中 之 一 .于 是 4b 和 c 至 多 各 
属于 3 个 三 元 子 集 , 从 而 有 &, 委 7. z 

(3)a 属于 4 个 三 元 子 集 : {a,b,cl,la,d,el,ila,f,gl,ia,h,il, 
则 除 a 之 外 的 另 8 个 元 素 互 不 相同 . 当 &, 实 5 时 , 田 外 的 任何 一 个 三 元 
子 集 要 和 前 4 个 三 元 子 集 各 恰 有 1 个 公共 元 素 ,必须 包含 a. 因此 有 2&k， 
+ 1 nk [ |. 

当 = 1,2,3,4,5 时 ,显然 有 kk| = &, = 0,k; = ky = 1,ks = 2. 
当 n = 6 时 ,集合 S 中 的 每 个 元 素 至 多 属于 两 个 三 元 子 集 ,否则 S 中 至 
少 有 7 个 元 素 .于 是 由 (1) 知 ko 过 4. 另 一 方面 ,4 个 三 元 子 集 la ,b,c|i， 
lja,d,el,165,d,fi ,lc,e, fi 满足 题 中 要 求 , 故 知 ke = 4. 

当 7 之 志 16 时 ,可 出 现 上 述 的 情形 (2) 和 (3) ,但 两 种 情形 均 导 
致 上 夸 7. 男 一 方面 , 当 n = 7 时 ,7 个 三 元 子 集 ja,b,c| ,la,d,el,ia, 
f,gl;1b,d,fi,1b,e,gj},1c,d,gl, ic,e,fl 满足 题 中 要 求 . 因此 有 
k, =7. 


当主 17 时 ,由 (1) 一 (3) 知 名 三 [ 二 了 ]. 设 S 的 n 个 元 素 为 


a1,a2,…,ay, 则 如 下 的 [ 三 ] 个 三 元 子 集 


fan, a;, an-;| ;1 二 1,2,…, | “3 ] 


满足 题 中 要 求 . 故 知 = | 3]. 
7*66 已 知 一 族 集 合 |A1,A,,…,A,| 满足 下 列 条 件 : 


(1) 每 个 集合 A; 都 恰 含 30 个 元 素 ; 
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你 本 癌 池 
媳 上 入 














Sw 中 入 


(2) 对 任意 1 过 i < 7 过,A; 门 A 都 怡 含 1 个 元 素 ; 
(3)A1N A2 Nf A, =.0. 
求 这 族 集合 个 数 n 的 最 大 值 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 记 A = 1al,az,…,a301 .我们 指出 ,每 个 a; 至 多 属于 这 族 
集合 中 的 30 个 .车 不 然 ,不 妨 设 al € Aj;j = 1,2,…,31. 由 (2) 知 ,31 
个 集合 : 
Ai 一 ia = 1,2,.…,31 中 
中 所 含 的 29 x 31 个 元 素 互 不 相同 .由 (3) 又 知 存在 集合 B， 使 a 8B. 
于 是 由 (2) 知 B 与 (1) 中 的 31 个 集合 各 有 1 个 公共 元 素 , 从 而 | B| = 
31 ,了 矛盾 .这 样 ,每 个 a; 都 至 多 属于 30 个 集合 ,除了 Ai 还 有 29 个 集合 . 
所 以 这 族 集 合 的 个 数 不 超 过 30 x 29 + 1 = 871. 
另 一 方面 ,我们 来 构造 871 个 集合 满足 题 中 要 求 . 令 
A = co,al……,azo| ， 
一 |ao yailyai2 0i29| ,和 1 入 29， 
= ja U jagreo vo vik= 1,2,…,29},， 1<&i,j 所 29, 
关中 的 不同 记 号 代表 直 风 家 但 wy 与 a4,s+29 为 同一 元 素 . 这 871 个 
集合 即 满足 题 中 要 求 . 
事实 上 ,我 们 有 
ANMB;= BB= lao,l<i<j<<29, 
ANMGC;= tal,l<<i,j29, 
B. NN CG; = layro -vonl,l es,i,i 29, 
C; Nf) Ca = tal ,li,j,k 29,j 关上， 
Ci (| Cy = {fayl,l < i,j,k S29,i 闫 上, 
Gi f) Cw = dayrc-n(D)1 天 开关 站， 
其 中 下 标 * 为 同 余 方 程 (s -1)(k - 门 兰 ) - h(mod 29) 的 惟一 解 . 
7.67 ”给 定 11 个 集合 Mi,M,,…, M1, 其 中 每 个 集合 都 怡 有 5 个 
元 素 且 对 所 有 1 ,1 委 ;<7J 委 11, 均 有 Mi 站 MI 和 个, 求 这 些 集合 中 
交集 非 空 的 最 大 集合 数 的 最 小 可 能 值 . 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1996 年 ) 
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[ 解 ] 考察 如 下 11 个 集合 


11,2,3,4,S| ， {1,6,7,8,9|, 
{2,6,10,11,12}, 13,7,10,13,14}, 
14,8,11,13,15}, {5,9,12,14,15}, 
{1,10,15,16,17}, {12,8,14,16,18|, 
13,9,11,17,18|},， 14,7,12,16,18|, 
[5,6,13,17,18}, 


可 知 它们 满足 题 中 的 要 求 日 除 18 出 现 4 次 之 外 ， 每 个 数 都 恰好 出 现 3 
次 , 故 知 所 求 的 最 小 可 能 值 不 大 于 4. 

另 一 方面 ,11 个 集合 共有 55 个 元 素 . 若 其 中 不 同 元 素 的 个 数 不 大 
于 18, 则 由 抽 履 原理 知 必 有 一 个 元 素 至 少 属于 4 个 集合 ,从 而 所 求 的 最 
小 可 能 值 至 少 为 4. 若 11 个 集合 中 所 含 不 同 元 素 的 个 数 至 少 为 19, 则 由 
抽 屠 原理 又 知 必 有 一 个 元 素 至 多 属于 两 个 集合 .不 妨 设 为 11,2,3,4,5|! 
和 |11, Xx, xX,X,X| 而 其 他 集合 均 不 含 1. 于 是 男 9 个 集合 都 必须 至 少 含 
12,3,4,51 之 一 .从 而 由 抽 居 原理 又 知 至 少 有 3 个 集合 含有 12,3,4,51 
的 同一 个 元 素 ,而 这 又 导致 所 求 的 最 小 可 能 值 至 少 为 4. 

综 上 可 知 ,所 求 的 交集 非 空 的 最 大 集合 数 的 最 小 可 能 值 为 4. 

7.68 设 S = 11,2,…,101,4 AAA 都 是 S 的 子 集 且 满足 

(1) 14 = 5,i = 1,2,.…,k; 

(2)|14;n Ai 和 2,1 雪 ii< 去 
求 & 的 最 大 值 . 





(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1994 年 ) 

[ 解 1] 下 列 6 个 子 集 

[1,2,3,4,5| ,11,2,6,7,8}, {1,3,6,9,101, 

{12,4,7,9,101,13,5,7,8,9| ,14,5,6,8,10} 
满足 条 件 (1) 和 (2) , 故 知 所 求 的 & 的 最 大 值 不 小 于 6. 

奇 有 7 个 子 集 A1,A;,,…,Ar 满 足 条 件 (1) 和 (2), 则 7 个 子 集中 共 
有 35 个 元 素 . 由 抽 民 原理 知 有 S 中 的 一 个 元 素 至 少 属于 上 述 7 个 子 集 
中 的 4 个 ,不 妨 设 1€ A;,i = 1,2,3,4. 这 时 令 

A? = A;— {11,i = 1,2,3,4, 

于 是 | A; | = 4 且 |A? 站 A7 | 之 1,1 志 i<j 声 4. 这 表明 A ,A?， 
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A3 ,A#? 中 的 共 16 个 元 素 中 至 多 有 6 对 重复 ,从 而 其 中 至 少 有 10 个 不 
同 元 素 . 再 加 上 1 ,至 少 有 11 个 不 同 元 素 , 此 不 可 能 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 子 集 数 下 的 最 大 值 为 6. 

[ 解 2] 设 有 k 个 子 集 满足 题 中 条 件 (1) 和 (2) ,并 设 ;属于 这 中 个 
子 集中 的 xz; 个 集合 ,i = 1;2,…,10. 若 iiE AiEA 关上 上 , 则 称 i 
为 一 个 重复 数 对 .于 是 由 数 i 导致 的 重复 数 对 有 C 个 .由 S 中 的 10 个 
元 素 所 导致 的 重复 数 对 的 总 数 为 Cs + Cz 十 十 Cr ,XI + 2 十 
+ zi10 = Sk. 

另 一 方面 ,每 两 个 子 集 间 至 多 有 两 个 重复 数 对 ,所 以 上 个 子 集 之 间 
至 多 有 2C8 个 重复 数 对 .因而 有 

Ch + C3 + + C9 <200. 0 
由 柯 西 不 等 式 有 


2 2 2 
十 十 … 十 
Cz, Cz, Cz 


! {zi(x1t -1)+ ra(x2 — 1) + + rio(xio — 1)| 


让 


2 
2 2? 2 
二 2 (XI + z+ + rt) (Tit r+ + ri0) 

1 
= 7 (zt+ zit+ + zx 和 0) 一 这 

1 2_ 3,_ 3 
之 0(5k)*- 方 k= 计 k(k -2). © 

由 人 bb 和 人 @ 得 到 
Tk-2) CL @ 


由 (3 解 得 上 委 6. 这 表明 至 多 有 6 个 子 集 . 

解 1 开头 的 例子 说 明 可 以 有 6 个 子 集 满足 题 中 要 求 .所 以 ,所 求 的 
k 的 最 大 值 为 6. 

7"69 设 集 合 M 是 由 整个 平面 去 掉 3 个 不 同 的 点 A, B,C 后 的 所 
有 点 构成 , 求 凸 集 的 最 小 个 数 , 使 得 它们 的 并 集 等 于 M. 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 先 设 点 A,B,C 共 线 1, 则 它们 把 直线 /分 成 4 个 区 间 , 并 且 
不 同 区 间 中 的 点 不 能 属于 同一 个 凸 集 , 故 至 少 要 有 4 个 凸 集 . 另 一 方 
面 , 当 取 :为 zx 轴 上 日 4,B,C 的 坐标 分 别 为 (zl;,0),(zz,0),(zas;,0)(xi 
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< xz < xxz) 时, 令 

M' = | Cr,y) |y >0| U | (x,0) | x < | ， 

Mi = | ly<ouUleo | x > 7), 

M; = | (Xx,0) | ri<r<rl ,Ad = | (x ,0) | <r<rl ， 
容易 验证 ,它们 都 是 凸 集 且 并 集 为 M. 所 以 这 时 所 求 凸 集 个 数 的 最 小 
值 为 4. 

再 设 A,B,C 3 点 不 共 线 , 则 点 B 和 CC 把 
直线 BC 分 成 3 个 区 间 , 并 且 不 同 区 间 中 的 点 应 
该 属于 不 同 的 凸 集 .因此 至 少 要 有 3 个 凸 集 . 男 
一 方面 ,将 M 分 成 右 图 所 示 的 3 个 凸 集 Mi， 
MM ,M3 时 便 满足 要 求 ,其 中 Mi 包含 不 带 端 点 M, 

的 线段 AC , BC , M2 包含 它 的 除了 线段 AC 的 所 
有 边界 点 ,M3 是 包含 从 点 B 向 左 发 出 的 射线 (不 含 点 B) 的 下 半 平 面 . 
可 见 , 这 时 所 求 的 凸 集 个 数 的 最 小 值 为 3. 

7.70 ” 阿 丽 丝 和 鲍 勃 来 到 一 家 五 金 店 , 店 里 出 售 带 色 穗 带 , 可 以 
把 它们 系 在 钥匙 上 ,将 不 同 的 钥匙 区 别 开 . 下面 是 他 们 二 大 的 一 段 对 
话 : 

阿坝 丝 : 你 打算 买 一 些 彩色 穗 带 系 在 你 的 钥匙 上 吗 ? 

饮 过 :我 很 想 这 样 做 ,但 穗 带 只 有 7 种 不 同 的 颜色 ,而 我 却 有 8 把 钥匙. 

阿 丽 丝 : 这 没有 关系 ,因为 即使 有 两 把 钥匙 都 系 上 红色 穗 带 ,但 你 
只 要 注意 它们 是 与 系 绿色 穗 囊 的 钥匙 相 邻 ,还 是 与 系 蓝 色 穗 带 相 邻 ,就 
可 以 把 它们 区 分 开 . 

饱 过 : 你 当然 知道 我 的 全 部 钥匙 都 套 在 一 个 钥匙 圈 上 ,而 钥匙 圈 是 
可 以 翻 来 翻 去 , 转 来 转 去 的 ,所 以 在 说 到 “ 相 邻 ” 或者“ 前面 有 三 把 钥 
是 ”这 一 类 话 时 一 定 要 注意 . 

阿 丽 丝 :即使 是 这 样 ,你 也 不 需要 8 种 颜色 的 穗 带 . 

试问 :为 了 区 分 n 把 套 在 同一 个 钥匙 圈 上 的 钥匙 ,最 少 需 要 多 少 种 
颜色 的 穗 带 ? 





保卫 也 和 
十 cr 入 


(第 16 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] (1) nn = 1 时 ,需要 1 种 颜色 的 穗 带 . 
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(2) = 2 时 ,需要 2 种 颜色 的 穗 带 . 


(3) n 闫 3 时 ,只 需要 3 种 颜色 的 穗 带 即 可 .如 ,rr 

纠 图 ,使 系 上 蓝 色 和 系 上 绿色 穗 带 的 钥 是 相 邻 ,其 余 均 4 ， 
| 。 系 上 红色 穗 带 ,我 们 只 要 记 住 按 顺 时 针 方向 距 绿色 穗 、\、 / 
带 第 几 把 或 按 逆 时 针 距 蓝 色 穗 带 第 几 把 钥匙 即 可 下- 一 


7.71 某 卡 车 只 能 带 上 升 汽油 ,用 这 些 油 可 以 
行驶 a 千 米 ,现在 要 行驶 d = -3 a 千 米 到 某 地 ,途中 没有 加 油 的 地 方 ， 
但 可 以 运送 汽油 到 路 旁 任何 地 点 存储 起 来 ,准备 后 来 之 用 .假定 只 有 这 
一 辆 卡车 , 问 应 如 何 行驶 ,才能 到 达 目 的 地 ,并 且 最 省 汽油 ?如 果 到 达 目 
的 地 的 距离 是 4 = 全 < 千 米 ,又 应 如 何 ? 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 


[ 解 ] 我们 运用 下 面 的 带 一 般 性 的 原则 ; 若 P 是 途中 任何 一 点 ， 
那么 ,汽车 一 次 或 多 次 运送 过 点 PP 的 汽油 总 量 决 不 能 少 于 点 P 以 后 汽 


车 行驶 的 总 耗 油 量 . 
如 图 , 设 O 为 出 发 点 ,X 为 目的 地 ,而 OX 的 
长 为 $a = x+ 本 a 于 米 . 全 一 一 一 


考虑 途中 距 X 为 a 千 米 的 点 M. 汽 车 在 MX 
之 间 至 少 行驶 一 次 ,因此 至 少 耗 油 L 升 .根据 上 述 原 则 ,至 少 要 运送 人 
升 汽 油 到 M 点. 

要 运送 上升 汽油 到 点 M, 只 从 点 .O 取 油 一 次 是 不 够 的 ,因为 在 路 
上 要 消耗 一 部 分 .因此 至 少 要 取 油 两 次 , 即 汽车 至 少 存 OM 之 间 往 返 
三 次 . 


由 于 OM = 广 4, 因 此 在 OM 之 间 往返 三 次 恰好 为 a 千 米 , 耗 油 L 
升 ,于 是 汽车 从 O 出 发 带 上 升 汽油 到 点 M ,在 M 处 存 下 方 升 汽油 ,再 
返回 点 0, 再 带 虐 升 汽油 ,从 O 到 M 消耗 雪上 升 ,还 剩 邹 上 升 ,再 加 上 


点 M 存 下 的 村 上 升 汽油 恰 为 上 升 , 可 到 达 点 X， 
因此 共 需 2L 升 汽油 ,显然 这 是 最 少 耗 油 量 . 
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车 OX = 会 千 米 ,由 于 
23 


1 
-ca=a+t+ ~ a+ ea. 


1> 3 > 
”可 在 OX 上 取 一 点 Mi ,使 MIX = 分 千 米 ,根据 上 面 的 讨论 ,从 
Mi 到 X 至 少 要 耗 油 2L 升 . 因此, 至少 要 运送 2L 升 汽油 到 Mi .显然 ， 


从 O 取 油 两 次 是 不 够 的 ,必须 在 OM1 之 间 往 返 5 次 ,因为 OM = -4 


千 米 ,往返 $ 次 共 耗 油 工 升 ,因此 ,从 O 到 X 至 少 耗 油 3L 升 . 

为 此 ,可 在 MI 设 第 一 存 油 站 ,在 距离 X 为 < 千 米 的 M 设 第 二 存 油 
站 .三 次 从 O 出 发 , 共 取 油 3L 升 ,在 OM 之 间 往 返 5 次 共 耗 油 L 升 ， 
因此 在 Mi 处 可 存 油 2L 升 ,恰好 够 从 Mi 到 X 使用. . 

7.72 一 辆 汽车 只 能 带 上 升 汽油 ,用 这 些 汽油 可 以 行驶 a 于 米 . 
现在 要 行驶 d( > a) 千 米 的 路 程 到 某 地 ,途中 没有 加 油 的 地 方 ,但 可 以 
先 运 些 汽 油 到 途中 任何 地 点 储存 起 来 ,以 备 后 来 之 用 .假定 共有 & 辆 汽 
车 ,都 是 同一 型 号 , 问 应 如 何 行驶 ,才能 全 部 到 达 目 的 地 ,并 且 最 省 汽油 ? 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1994 年 ) 


从 一 二 1 1 。 _ 
[ 解 ] 令 do=asd,=a(1+Fl5+titat .+i ). 


首先 用 数学 归纳 法 证 明 , 当 d = 4d, 时 ,至 少 要 耗 油 (& + n)L 升 . 

如 下 图 ,其 中 点 O 为 出 发 点 ,五 为 目的 地 .在 下 面 的 证 明 过 程 中 ， 
要 用 到 如 下 的 事实 :车 PP 是 途中 任意 一 点 , 则 为 到 达 目 的 地 ,汽车 一 次 
或 多 次 运 过 点 PP 的 汽油 总 量 不 能 少 于 汽车 驶 过 PE 的 总 耗 油 量 . 











O M P E 


当 nn = 0 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 n = m - 1 时 成 立 . 当 )” = 
m 时 , 取 点 M ,使 得 ME = d,,_1. 于 是 由 归纳 假设 知 ,从 点 M 驶 到 点 E， 
& 辆 汽车 至 少 要 耗 油 (& + mx 一 1)L 升 .所 以 至 少 要 运送 这 些 数量 的 汽 
油 到 点 M .因此 ,至 少 要 从 点 O 发 车 上 + m 次 ,这 里 规定 一 辆 汽车 从 某 
点 出 发 行驶 一 趟 称 为 一 次 .其 中 的 和 2 次 要 返回 点 O, 故 知 上 辆 汽车 在 点 
O 与 M 之 间 往 返 至 少 共 行 驶 k+2m 次 .因此 ,在 OM 区 间 内 ,上 辆 汽车 
共 行 驶 

(k+2m)OM = (k +2m)(d, — d,,_1) = a( 干 米 )， 
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pt 5 Pt Hs 


福 cf 入 





央 吵 演 


共 耗 油 上 升 .从 而 从 点 O 〇 到 EE 至少 要 耗 油 (k + mm)L 升 .这 就 完成 了 命 
题 的 归纳 证 明 . 
当 g <aw<d 时, 仍 取 点 M, 使 ME = 4,_1. 于 是 OM < 


尼 十 pp 由 于 ME = 4d;-1; 所 以 仍 需 运送 (k + n 一 1)L 升 汽油 到 点 M. 
故 仍 需 在 点 O 与 M 之 间 往 返 行驶 至 少 & + 27 次 .不 过 因为 路 近 耗 油 较 


少 , 即 至 少 耗 油 (k +24) 一 <! 升 .在 OE 上 的 总 耗 油 量 至 少 为 
d — A 











(ki+n- DL+(Ck+2n) L 
= (k+lL (kt+2n) aE ( 升 ) 
下 面 给 出 当 4d,.! < 4d 志 d; 时 ， 窑 注 量 达 到 最 小 值 (k + n)L 一 (& 
+ 22) 全 一 47 升 的 行驶 方案 


在 EO 上 依次 取 点 Mo ,Mi AM 1 使 得 ME = dj,j = 0,1,… 
n 一 1. 见 下 图 


首先 让 一 辆 汽车 每 越 带 L 升 汽油 在 点 O 与 M1 之 间 往 返 行驶 共 
2 次 ,其 中 次 是 由 点 O 驶 抵 点 M, 1, 每 次 存放 汽油 ( 1 -万 六 7;; ) 工 
升 ,共存 放 汽油 (1 - 二 5- ) 儿 升 .然后 辆 汽车 中 的 每 辆 汽车 都 带 


(此 


da 


4 ) 工 升 汽油 ,一 起 从 点 O 行驶 到 点 Mi. 这 一 段 共 耗 油 





一 一 kL, 于 是 在 点 M,-1 处, 辆 汽车 所 剩 的 总 油 量 加 上 存放 在 
M1 , 的 汽油 重 之 和 为 

(1- 守 =)kL- SL + (1- 2 )L 
= {ki+n-— DL 

然后 在 点 M, -2,…, Mi, Mo 先后 存放 汽油 ,并 归纳 地 安排 行驶 方 


案 . 设 当 辆 汽车 均 驶 至 M, 处 时 ,k 辆 汽车 中 所 余 的 汽油 总 量 与 点 M 
处 存放 的 汽油 量 之 和 为 (& + j)L 升 .这 时 先 安排 一 辆 汽车 每 次 带 上 升 
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汽油 往返 7 次 ,在 点 Mj-1 处 共存 放 汽油 (1 - 二 二) ) 儿 升 .然后 每 辆 
汽车 都 带 上 工 升 汽油 ,k 辆 汽车 恰好 把 点 M; 处 的 汽油 全 部 带 走 . 辆 车 
一 起 从 M, 驶 到 点 M, 1 .这 一 过 程 中 ,& + 27 次 共 行 驶 a 千 米 , 耗 油 上 
升 .于 是 ,& 辆 汽车 到 达 点 M 时 ,所 余 汽油 总 量 怡 为 (+j 一 1)L 升 
由 归纳 法 知 ,k 辆 汽车 都 到 达 点 Mo 时 ,所 余 汽 油 总 量 为 好 升 .恰好 可 
以 使 < 辆 车 驶 抵 点 EE 

综 上 可 知 , 按 上 面 安排 的 行驶 方案 行驶 时 ,可 使 辆 汽车 都 从 点 O 
驶 抵 点 巨 , 且 耗 油 量 最 小 

7.73 ”如 图 是 一 个 工厂 区 的 地 图 ,一 条 公路 ( 粗 线 ) 通过 这 个 地 区 
七 个 工厂 A1, A,,…,Ay, 分 布 在 公路 两 侧 , 由 一 
些小 路 ( 细 线 ) 与 公路 相连 , 现在 要 在 公路 上 设 


第 

一 个 长 途 汽车 站 ,车 站 到 各 工厂 ( 沿 公路 小 路 连 ) 姑 世 

的 距离 总 和 越 小 越 好 . cE 
(1) 这 个 车 站 设 在 什么 地 方 最 好 ? 是 


(2) 证 明 你 所 作 的 结论 . 

(3) 如 果 在 P 的 地 方 又 建立 了 一 个 工厂 ,并 
且 沿 着 图 上 的 虚线 修了 一 条 小 路 ,那么 这 时 车 站 
设 在 什么 地 方 好 ? 





(北京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 

[ 解 1] 设 B,C,D,E,F 是 各 小 路 连通 公路 的 道 日 ， 

(1) 车 站 设 在 D 点 最 好 . 

(2) 如 果 车 站 设 在 公路 上 的 也 以 北 的 某 个 S 点 .用 ,wu;,… ,ujl 表 
示 S 到 各 工厂 的 路 程 ， 

w= utu,+* t+,. . 

当 S 向 C 移动 一 段 路 程 时 ,ui ,ws 各 减少 qd ,所 以 w 就 增加 54 - 
2d = 3d. 

当 S 自 C 再 向 B 移 动 一 段 路 程 d4 ,ui 就 减少 dd ,u,,… ,uz 各 增加 
d , 则 w 就 增加 6d -dd = 5d. 

如 果 S 自 B 向 北 再 移动 4 时 ,w 就 再 增加 74 ,这 说 明 S 在 D 点 以 
北 的 任何 地 方 都 不 如 万 点 好 ,同样 可 以 证 明 S 在 点 以 南 的 任何 地 方 
都 不 如 在 D 点 好 . 


址 界 数 学 奥林匹克 解 题 大 辞典 | 483 





(3) 设 在 D,E 或 DD 与 之 间 的 任何 地 方 都 可 以 . 

[ 解 2] 首先 ,车 站 不 该 在 B 点 以 北 ,否则 ,每 个 工厂 的 人 都 必须 
组 ”多 走 B 点 以 北 这 段 路 . 同 理 车 站 不 该 设 在 下 点 之 南 , 所 以 车 站 应 设 在 B 
“| 与 下 之 间 . 

第 二 ,车 站 不 论 设 在 B, 下 之 间 的 哪 一 点 ,Al 与 A; 两 厂 的 人 在 公 
路 上 所 走 的 距离 之 和 是 常数 ,等 于 从 B 到 下 的 路 程 ,既然 A 和 Ay 两 厂 
合 在 一 起 一 定 要 走 这 样 一 段 路 ,就 可 以 不 考虑 A! 和 A;, 于 是 车 站 应 设 
在 C, 下 之 间 ， 

第 三 ,和 前 边 一 样 ,不 论 车 站 设 在 C, 下 之 间 的 这 段 路 的 什么 地 方 ， 
A;,As 两 厂 合 起 来 一 定 要 走 C 与 下 之 间 的 这 段 路 , 所 以 又 可 以 去 掉 
42,46. 而 只 考虑 A;,As,As; 的 人 在 DE 之 间 所 走 的 路 . 

第 四 ,只 要 车 站 在 品 点 之 南 , 比 如 说 距 中 为 4( 比 DE 短 ),A;,A,， 
As 就 必须 是 DE + d 那样 长 的 路 ,所 以 d = 0 时, 即 车 站 设 在 D 点 最 
好 . 

对 于 增加 了 工厂 PP ,结论 同 解 1. 

7:74 ”有 锁 铬 干 把 , 现 有 六 个 人 各 掌握 一 部 分 钥匙 ,已 知 任意 两 
个 人 同时 去 开锁 ,有 且 恰 有 一 把 锁 打 不 开 , 而 任何 三 个 人 都 可 以 把 全 部 
锁 打 开 , 问 最 少 有 多 少 把 锁 ? 

(中 国安 徽 省 数学 竞赛 ,1980 年 ) 

[ 解 1] 因为 每 一 个 两 人 组 都 有 一 把 锁 打 不 开 , 把 所 有 这 些 锁 的 

总 数 记 为 上 , 则 
k<CeE= 15. 

但 上 < CE 不 可 能 ,因为 车 上 < GG, 则 必 有 两 个 不 同 的 两 人 组 打 不 
开 同 一 把 锁 , 而 两 个 不 同 的 两 人 组 至 少 有 三 人 ,这 与 任意 三 人 都 能 打开 
全 部 的 锁 ,矛盾 . 

所 以 & = C2 = 15. 

即 最 少 有 15 把 锁 . 

[ 解 2] ”把 任意 两 人 组 记 作 (; ,7)( 将 6 人 编号 为 1,2,3,4,5,6) ,其 
中 i 关 j. 

-显然 (1,7) = (,7). z 

这 样 的 两 人 组 共有 C8 = 15 个 . 
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把 (i,j) 打 不 开 的 锁 记 作 a;. 

下 面 我 们 证 明 , 当 (1,j) 天 (人 7) 时 ,a; 与 aw 不 同 . 

车 不 然 , 则 两 人 组 (i,;) 和 (4k,!) 有 同一 把 锁 打 不 开 , 而 (i,j) 和 
(& ,1) 至 少 有 三 个 人 ,这 与 任意 三 人 都 能 把 全 部 锁 打 开 矛 盾 ， 

所 以 两 人 组 打 不 开 的 锁 的 个 数 与 两 人 组 的 组 数 相同 , 因此 C2 = 
15 是 锁 的 最 少数 目 . 

7.75 某 州 颁布 由 6 个 数字 组 成 的 车 牌号 (由 0 一 9 的 数字 组 成 )， 
且 规 定 任 何 两 个 车 牌号 至 少 有 两 个 数字 不 同 ( 因 此 牌号 [027592] 和 
[020592] 不 能 同时 使 用 ) , 试 求 车 牌号 最 多 有 多 少 个 ? 

(第 19 届 美国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 我 们 取 所 有 不 同 的 5 位 数 ( 包 括 首位 为 0 的 在 内 ), 共 有 105 


个 .然后 每 个 牌号 的 第 6 位 数字 是 前 5 位 数字 之 和 的 个 位 数字 . 容易 验 4 
证 ,这 105 个 号 码 满足 题 中 要 求 . 
另 一 方面 ,任何 105 + 1 个 车 牌号 中 , 必 有 两 个 牌号 的 前 5 位 数字 相 


同 ,当然 不 符合 题 中 要 求 .所 以 ,车 牌号 最 多 有 105 个. 

7.76 ”一 条 公路 ,沿途 有 10 个 汽车 站 Au,A,A;，…，,A4A%. 相 邻 两 
站 间 的 距离 都 是 a 千 米 ,有 一 汽车 从 Ao 站 出 发 , 跑 遍 各 站 ,运送 货物 . 
汽车 在 各 站 只 停留 一 次 ,最 后 返回 始 发 站 Ao. 由 于 货运 需要 ,汽车 不 一 
定 顺 次 在 Ai ,4:,43,… 各 站 停留 (比如 ,可 以 由 A3 一 Aj->A7 一 …)， 
问 该 汽车 可 能 行驶 的 最 大 里 程 是 多 少 千 米 ?最 小 里 程 又 是 多 少 千 米 ?说 
明理 由 . 

(中 国 陕 西 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 由 已 知 ,Ao,Al,A,,…,Ao 各 站 与 Ao 的 距离 分 别 为 0,a， 
2a ,…,9a. 

设 汽 车 运行 中 ,第 n 次 停车 时 与 Ao 站 的 距离 为 x, (x 之 0), 则 汽 
车 行驶 的 总 里 程 是 : 

S 二 [xzo— xi|+ ELzi x2|+ | za 一 | 十 二 | ze ~ xo|. 

如 有 果 把 上 式 中 的 绝对 值 符号 去 掉 ,就 得 到 S 是 由 10 个 带 正 号 的 数 
与 10 个 带 负 号 的 数 的 代数 和 ,显然 这 个 和 不 大 于 

2(9a +8a+7a+6a+Sa)-2(4a+3a+2a+a+0) 
= 50a( 千 米 ) 

故 汽车 行驶 的 里 程 不 超过 504 千 米 . 
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尖 字 兴 


当 汽 车 行驶 的 路 线 如 下 时 : 
Ao AoIAHAIHA HA EIA HAIOAA HA HA0 
S=1|10-9al+ |9a-al+|la-8cl+|8a-2a| 
+ 2a—-7Ta|l+|7a-3al+|3a-6al+ |6a—4al 
+ |l4a~-5Sal+ |5a—-0| 
=+ 9a+8at+Tat+bat+Sat+4a+3at+2at+at+Sa 
= 5S0a( 千 米 ). 
因此 ,行驶 的 最 大 里 程 是 50a 千 米 . z 
又 汽车 在 Ao 与 A。 之 间 往 返 ,行驶 里 程 至 少 是 Au 与 A 之 间距 离 
的 二 倍 , 即 
S 之 2x9a = 18a( 千 米 ). 
当 汽 车 行驶 路 线 如 下 时 
A 天 AEOAHAIAIAEAIATIA HA Ao 
S=|10-al+|a-2al+|2a-3a|l+ {3a-4al| 
+ |4a-5al+ |5a—-6al+ |64a-7alt+ 17a -8a| 
+ |8a-9a|l+|94a-0| 
= 18a( 于 米 ). 
因此 ,汽车 行驶 的 最 小 路 程 是 18a 千 米 . 
7.77 ”三 位 数 共 900 个 (100,101,…,999) ,在 卡片 上 打印 这 些 三 
位 数 , 每 张 卡片 上 打印 一 个 三 位 数 .但 是 ,有 些 卡 片上 打印 的 , 倒 过 来 看 
仍 为 三 位 数 ,如 198 倒 过 来 看 是 861; 有 的 卡片 则 不 然 , 如 $31 倒 过 来 看 
没有 意义 .因此 ,有 些 卡 片 可 以 一 卡 二 用 , 便 可 少 打 一 些 卡 片 . 问 最 少 可 
以 少 打 多 少 种 卡片 ? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 将 一 个 数字 倒 过 来 看 仍 有 意义 的 数字 共有 5 个 :0,1,6,8，,. 
9. 一 个 三 位 数 倒 过 来 看 仍 为 三 位 数 ,这 样 数 的 十 位 数字 便 有 5 种 选择 . 
但 因 百 位 和 个 位 都 不 能 为 0, 故 只 有 4 种 选择 .从 而 这 样 数 的 总 数 为 5x 
4XxX4= 80. 
在 上 述 倒 过 来 看 仍 为 三 位 数 的 所 有 数 中 ,有 的 数 倒 过 来 看 是 另外 
一 个 三 位 数 ,还 有 的 数 倒 过 来 看 仍然 是 它 自己 .显然 ,只 有 前 者 才能 使 
一 卡 二 用 ,后 一 种 是 不 行 的 . 
倒 过 来 看 仍 是 自己 的 数字 只 有 3 个 :0,1,8, 故 后 一 种 数 的 十 位 数 
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字 只 有 这 3 种 选择 . 百 位 数字 可 以 选取 1,6,8,9. 个 位 数字 则 相应 地 取 
为 1,9,8,6. 易 见 ,这 种 数 共 有 12 个. 

综 上 可 知 , 倒 过 来 看 仍 有 意义 但 又 不 等 于 它 自己 的 三 位 数 共 有 68 
个 ,打印 卡片 时 可 以 一 卡 二 用 ,省 去 一 半 , 即 最 多 可 少 打印 34 张 卡片 . 

7.78 在 长 度 为 100 米 的 走廊 内 铺设 总 长 为 1000 米 的 20 块 条 形 
地 毯 ,假设 地 毯 的 宽度 与 走廊 的 宽度 相同 , 问 最 多 可 能 有 多 少 块 地 方 未 
被 盖 住 ? 

(第 31 属 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 如 果 走 廊 的 每 点 都 被 盖 住 10 层 ,那么 1000 米 长 的 地 毯 将 
恰好 将 走廊 盖 满 10 层 .因此 ,要 想 有 的 地 方 未 被 盖 住 ,至少 有 一 点 要 被 
盖 住 11 层 .显然 ,这 11 块 地 毯 盖 住 了 走廊 的 某 个 完整 地 段 .即使 另外 9 


块 地毯 互 不 相 重 , 也 至 多 盖 住 10 块 地 段 ,从 而 未 被 盖 住 的 地 块 至 多 有 1 
11 抉 . 
月 一 方面 , 设 20 块 地 毯 中 有 11 块 各 长 90.5 米 , 其 余 9 块 各 长 0.5 


米 , 则 共 长 1000 米 . 将 前 11 块 完全 重合 在 一 起 ,后 9 块 各 自 单独 铺设 ， 
则 共 盖 住 了 走廊 地 面 95 米 .因而 只 要 将 10 部 分 所 分 的 11 块 未 被 盖 住 
的 地 块 长 度 一 致 , 均 为 证 米 就 可 以 了 . 

综 上 可 知 , 未 被 盖 住 的 地 块 最 多 有 11 块 . 

7.79 ”两 个 油漆 工人 为 围绕 别墅 的 100 段 往 和 从 刷 污 ,二 人 隔日 交 
替 工 作 , 每 人 在 每 一 个 工作 日 中 各 油漆 一 段 篇 管 ,可 随意 涂 上 红色 或 绿 
色 . 第 一 人 是 色盲 ,分 不 清 颜 色 , 但 他 能 记 住 自己 已 漆 过 的 地 方 和 颜色 ， 
也 能 看 出 第 二 人 已 漆 计 的 地 方 但 不 知 什么 颜色 .第 一 位 工人 希望 往 箔 
上 的 红 绿 交 替 之 处 越 多 越 好 , 问 他 最 多 能 得 到 多 少 个 红 绿 交 替 之 处 (不 
论 第 二 人 怎样 工作 )? 

(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 第 一 人 首先 从 头 开 始 ,把 第 1 段 篇 管 涂 成 红色 .然后 第 3 天 
来 时 ,如 果 第 二 人 已 涂 了 第 2 段 , 则 第 一 人 就 把 第 3 段 涂 成 绿色 ;如 果 第 
二 人 未 涂 第 2 段 , 则 他 就 把 第 2 段 涂 成 绿色 .第 一 人 的 涂 漆 原 则 是 从 开 
头 不 间断 地 往 下 涂 , 遇 到 第 二 人 涂 过 的 部 分 , 则 越过 去 后 接着 涂 漆 , 且 
每 次 涂 漆 都 与 上 一 次 异 色 . 这 样 ,第 一 人 自己 涂 的 50 段 篇 管 改变 了 49 
次 颜色 ,而 在 他 涂 的 每 两 段 之 间 无 论 第 二 人 涂 了 几 段 和 涂 了 什么 颜色 ， 
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颜色 交替 的 次 数 绝 不 会 减少 , 故 至 少 有 49 次 交替 之 处 . 
如 果 第 二 人 每 次 都 紧 挨 着 第 一 人 涂 一 段 相同 的 颜色 , 则 颜色 交替 
组 ”的 次 数 恰 为 49 次 , 故 知 第 一 人 最 多 能 得 到 49 处 颜色 交替 之 处 (这 里 是 
理解 篇 钨 的 开头 和 结尾 不 是 接着 的 ,例如 可 能 隔 着 门 . 否则 答案 应 为 
50). | 

7.80 ”已 知 4 块 (国际 象棋 的 ) 棋盘 中 的 每 块 上 面 的 64 个 方 格 都 
从 1 到 64 编 号 ,使 得 其 中 任何 两 块 棋盘 的 周 界 以 任 一 种 方式 重合 时 ,位 
置 相同 的 任何 两 个 方 格 的 编号 都 不 相同 , 求 棋盘 块 数 h 的 最 大 值 . 

【第 29 属国 际 数学 奥林匹克 候选 题 , 1988 年 ) 

[ 解 ] 将 棋盘 上 的 64 个 方 格 分 成 16 组 如 
右 图 所 示 . 将 1 到 64 这 64 个 自然 数 依次 每 4 个 数 
为 1 组 分 成 16 组 .将 这 16 组 数 依次 填 人 第 1 块 棋 
盘 的 A,B,C,…,P 组 方 格 中 .对 于 第 2 块 棋盘 ， 
依次 将 16 组 数 填 和 人 B,C,…,P,A 组 方 格 中 .这 
样 轮换 下 去 ,最 后 将 这 16 组 数 依 次 填 人 第 16 块 
棋盘 的 P,A,B,…,O 组 方 格 中 . 易 见 ,这 16 块 
棋盘 的 编号 满足 题 中 要 求 , 故 所 求 的 h 的 最 大 值 不 小 于 16. 

如 果 有 已 编 好 号 码 的 17 块 棋盘 , 则 这 些 棋 盘 上 的 A 组 方 格 共有 68 
个 编号 .于 是 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 个 号 码 相 同 ,日 这 两 个 号 码 相 同 
的 A 组 方 格 不 在 一 块 棋盘 上 .从 而 可 选择 这 两 块 棋盘 的 位 置 而 使 这 两 
个 A 组 方 格 重合 .可 见 ,17 块 棋盘 的 任何 编号 方式 都 不 满足 要 求 . 所 
以 ,所 求 的 的 最 大 值 为 16. 

7.81 设 20 部 电话 机 之 间 用 导线 接 通 , 每 一 根 导线 连接 两 部 电话 
机 ,每 一 对 电话 机 之 间 至 多 连 有 1 根 导 线 ; 自 每 一 部 电话 机 至 多 连 出 3 
根 导线 . 现 要 给 这 些 导线 中 的 每 根 涂 上 1 种 颜色 ,使 得 从 每 部 电话 机 所 
连 出 的 几 条 导线 的 颜色 互 不 相同 ,最 少 需 要 几 种 不 同 的 颜色 ? 

(第 51 届 英 斯 科 数 学 占 林 匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 j 连 线 如 右 图 所 示 时 ,至 少 要 用 4 种 不 同 的 颜色 . 

下 面 证 明 使 用 4 种 不 同 颜色 是 足够 的 . 将 每 部 电话 机 用 一 个 点 表 
示 , 当 两 部 电话 机 之 间 有 导线 连接 时 ,就 在 相应 两 点 间 连 一 条 线段 . 于 
是 得 到 一 个 图 ,这 个 图 有 20 个 顶点 ,每 个 顶点 至 多 连 有 3 条 边 . 图 中 会 
有 一 些 圈 和 一 些 链 ， 圈 和 链 上 所 含有 的 边 数 叫做 它们 的 长 度 . 先 找 出 图 
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中 最 长 的 圈 . 如 果 它 含有 偶数 条 边 , 则 用 .1 号 和 2 号 
色相 间 地 为 这 些 边 涂 色 ;如果 含有 奇数 条 边 , 则 将 
其 中 1 条 边 涂 上 3 号 色 ,其 余 的 仍 用 1 号 和 2 号 相间 ， 
地 涂 色 . 涂 色 后 去 掉 这 个 圈 以 及 由 圈 上 顶点 引出 的 
所 有 的 边 ( 这 些 边 尚未 涂 色 ). 然 后 再 从 余下 的 图 中 
找 出 最 长 的 峰 , 并 按 同 样 办 法 涂 色 ,去 掉 这 个 圈 及 
其 上 顶点 引出 的 所 有 的 边 . 如 此 继续 下 去 ,一 直 进 行 到 图 中 没有 圈 为 
止 .这 时 ,再 找 出 余下 的 图 中 最 长 的 链 , 并 用 1 号 和 2 号 色相 间 地 为 链 上 
的 边 涂 色 .然后 去 掉 这 条 链 及 由 链 上 的 顶点 所 引出 的 所 有 的 边 . 接 着 青 
在 余下 的 图 中 找 出 最 长 的 链 , 并 继续 上 述 过 程 , 直到 图 中 没有 链 为 止 . 
这 时 ,余下 的 图 是 一 些 孤 立 点 .现在 ,再 来 考虑 上 述 过 程 中 去 掉 的 尚未 
涂 色 的 边 的 涂 色 问题 . 对 于 那些 两 端点 都 是 已 涂 色 的 圈 上 的 顶点 或 链 
上 的 内 顶点 ( 非 端 点 ) 的 边 , 可 一 律 涂 上 4 号 色 . 对 于 那些 有 一 端 为 孤立 
顶点 的 边 ,其 为 一 端 一 定 是 圈 上 的 顶点 或 链 上 的 内 顶点 (否则 ,该 孤立 
顶点 应 当 连 到 链 上 ), 因 此 每 条 这 样 的 边 的 男 一 端点 处 ,都 连 有 两 条 已 
涂 色 的 边 .如 果 一 个 孤立 顶点 连 有 3 条 边 ,而 它们 的 另 一 端点 处 所 连 的 
帮 两 条 边 都 涂 有 1 号 和 2 号 色 , 那 么 可 将 其 中 一 个 端点 处 的 一 条 边 改 涂 
为 3 号 色 ( 这 样 做 是 可 以 的 ,因为 每 个 圈 上 都 至 多 有 一 条 边 涂 有 3 号 
色 ) ,而 将 孤立 顶点 与 该 顶点 之 间 的 边 涂 上 这 条 边 原来 的 颜色 (1 号 或 2 
号 ), 青 将 由 孤立 顶点 发 出 的 男 两 边 分 别 涂 上 3 号 与 4 号 色 即 可 , 如果 一 
个 孤立 点 连 有 3 条 边 ,而 它们 的 另 一 端点 处 所 连 的 另 两 条 边 都 是 1 号 
(或 2 号 ) 和 3 号 色 ,那么 可 将 一 个 端点 处 的 3 号 边 与 其 另 一 个 邻 边 颜色 
对 调 ,并 将 该 项 点 与 扳 立 顶点 间 的 边 涂 上 3 号 色 , 由 孤立 顶点 发 出 的 另 
两 条 边 分 别 涂 上 2 号 (或 1 号 ) 和 4 号 色 即 可 .对 于 其 他 情况 ,就 更 易 处 
理 了 . 对 于 有 一 个 端点 为 链 的 端点 的 情形 ,可 作 类 似 处 理 ,充其量 将 链 
的 最 后 一 条 边 改 涂 3 号 色 即 可 . 
。 综 上 可 知 ,最 少 需要 4 种 不 同 的 颜色 ， 

7.82 已 知 155 只 乌 停 在 一 个 圆 C 上 .如 果 PP， 过 10", 则 称 鸟 已 
与 P 是 互相 可 见 的 . 求 互相 可 见 的 鸟 对 的 最 小 数目 (可 以 假定 一 个 位 
置 同时 有 多 只 鸟 ). 








(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 鸟 a 和 8 分 别 停 在 圆 C 的 点 A 和 B, 朋 鸟 a 和 8 是 互相 可 
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见 的 . 设 从 点 昌 可 见 而 从 点 A 不 可 见 的 岛 的 个 数 为 &, 从 点 A 可 岗 而 从 
点 B 不 可 见 的 鸟 的 个 数 为 .不 妨 设 天 之 h. 易 见 ,如 果 把 停 在 点 BB 的 鸟 
全 都 移 到 点 4 , 则 鸟 的 可 见 对 的 数目 不 会 增加 .但 这 样 一 来 , 停 岛 的 点 
处 减少 1 个 .重复 这 个 过 程 ,直到 凡是 可 见 的 鸟 都 停 在 同一 点 为 止 . 这 
时 , 停 有 鸟 的 位 置 至 多 35 个 . 若 不 然 , 至 少 有 36 个 位 置 停 有 乌 , 则 其 中 
必 有 两 点 间 所 夹 的 弧 长 不 超过 10", 从 而 两 点 所 停 的 鸟 是 互相 可 见 的 ， 
六 盾 . 为 一 方面 , 设 A1,A,,…,A3s 是 圆 C 的 内 接 正 35 边 形 的 顶点 , 则 
停 在 A; 与 A;(i 关 j 的 各 一 只 鸟 是 不 可 见 的 .车 上 述 的 停 岛 点 数 n 志 
34, 则 可 将 n 个 点 分 别 移动 A ,A;,… ,A, .由 于 n < 34 , 故 点 A35 没有 
鸟 .者 A; 至 少 有 两 只 岛 , 则 当 把 其 中 1 只 移 到 点 A3 时 ,可 见 对 减少 了 . 
这 样 继续 下 去 ,总 可 以 使 停 鸟 点 外 恰 为 35 个 , 目 就 是 41 , As,…, A3s. 

若 存 在 点 A; 和 A;(i 天 了 放 , 停 乌 数 分 别 为 zx; 和 zz, 且 x; 之 zx; 十 2， 
则 可 将 A; 处 的 鸟 移 到 A;1 只 ,这 使 岛 的 可 见 对 至 少 减少 1 对 .继续 下 
去 ,可 使 祥 ; ,2 3 中 任何 两 数 之 差 都 不 超过 1. 可 见 , 当 这 35 个 数 
中 有 20 个 4 和 1 个 5 时 ,可 见 鸟 对 的 数目 取得 最 小 值 20C3 + 15C? = 
270. 

7*83 ”地 面 上 有 10 只 小 马 在 吸食 ,其 中 任何 5 只 鸟 中 至 少 有 4 只 
在 一 个 加 上 , 问 有 乌 最 多 的 一 个 圆 上 最 少 有 几 只 鸟 ? 

(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 用 10 个 点 来 表示 10 只 小 鸟 .如 果 10 点 中 的 任何 4 点 都 共 
圆 , 则 10 点 全 在 同一 个 圆 上 .以 下 设 4A,B,C,D 这 4 点 不 共 圆 .这 时 ,过 
4 点 中 不 共 线 的 3 点 可 以 作 一 个 圆 ,最 多 可 作出 4 个 不 同 的 圆 Si ,S，， 
S3, 94 ,最少 可 作出 3 个 不 同 的 圆 . 对 于 这 两 种 情形 ,下面 的 论证 完全 一 
致 ,我 们 仅 就 4 个 不 同 的 圆 的 情形 来 证 明 ， 

从 其 余 6 点 Pi,P,P;,P4,Ps,Pe 中 任 取 一 点 P; 与 4,B,C,D 组 
成 五 点 组 , 按 已 知 ,其 中 必 有 4 点 共 圆 .所 以 ,点 P; 必 在 S1,S;,S;3, Ss 之 
一 上 .由 P; 的 任意 性 知 ,后 6 点 中 每 点 都 必 落 在 4 圆 之 一 上 .由 抽 屠 原 
理 知 其 中 必 有 两 点 落 在 同一 个 贺 上 , 即 10 点 中 必 有 5 点 共 圆 . 

设 Al,Az,A;,A4,A;s 在 同一 个 圆 C, 上 ,P 和 Q 两 点 不 在 C, 上 . 


(1) 考察 五 点 组 | A1,A2, A3,P,Q| ,其 中 必 有 4 点 共 圆 C，. C, 至 
少 舍 已 和 Q 中 之 一 , 故 C; 关 C1, 因而 Al,A;,A; 不 能 全 在 C, 上 ,否则 
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C3 与 Ci 重合 .不 妨 设 Ai,A;,P,Q 和 C2: ,于 是 A;, As,As CC,. 


(2) 考察 五 点 组 | A;,A4,As,P,Q| ,其 中 必 有 4 点 共 圆 C3. 显 
然 , C3 关 Cl, 因而 可 设 A;3,As,P,QEC;, 于 是 Aj,As,As 久 C03. 可见 
Cs 天 C,. 

(3) 考察 五 点 组 | A1,A3,As,P,Q| ,其 中 必 有 4 点 共 圆 C4 关 
Ci. 因 而 A,,A3,A5 不 能 全 在 C4 上 , 故 有 了 ,Q E Cs 且 A1 与 4A; 中 至 
少 有 一 点 属于 C4. 

若 AI € Cy, 则 Cs 重合 于 C;. 但 因 A;3,As 多 C, 而 二 者 之 一 属于 
GCs, 矛盾. 若 A3€ Cs, 则 Cs 重合 于 C3 .但 因 Ai ,4; 入 C;, 故 亦 不 属于 
Ca, 此 不 可 能 . 

综 上 ,我 们 证 明了 圆 C, 之 外 至 多 有 10 点 中 的 1 点 , 即 CI 上 至 少 有 
9 点 . 另 一 方面 ,10 个 已 知 点 中 的 9 点 共 图 , 另 1 点 不 在 此 圆 上 的 情形 显 
然 满足 题 中 要 求 , 故 知 有 鸟 最 多 的 一 个 圆 上 最 少 有 9 只 鸟 . 

[ 解 2 我 们 用 10 个 点 来 代表 10 只 鸟 并 先 来 证 明 10 点 中 必 有 5 
点 共 圆 . 

大 不 然 , 则 10 点 中 的 任何 5 点 都 不 共 圆 ,但 其 中 必 有 4 点 共 圆 ,下 
面 称 之 为 四 点 图. 10 个 已 知 点 共 可 构成 Ci = 25S2 个 五 点 组 ,每 组 都 可 
作出 一 个 四 点 圆 ,共有 252 个 四 点 圆 (包括 重复 计数 ). 每 个 四 点 圆 恰 属 
于 6 个 不 同 的 五 点 组 ,因而 共有 42 个 不 同 的 四 点 圆 . 

42 个 四 点 较 上 共有 168 个 已 知 点 ,而 不 同 的 已 知 点 共有 10 个 , 故 
由 抽 屠 原理 知 有 一 点 A ,使 得 过 点 A 的 四 点 圆 至 少 有 17 个 . 

过 点 4 的 17 个 四 点 圆 上 , 除 点 A 之 外 每 圆 还 有 3 个 已 知 点 ,共有 
51 个 已 知 点 .这 51 个 点 都 是 除 A 之 外 的 另 9 个 已 知 点 ,于 是 由 抽 居 原 
理 知 又 有 一 点 B 关 A, 使 得 上 述 17 个 四 点 山中 至 少 有 6 个 过 点 B. 这 就 
是 说 ,过 A,B 两 点 的 四 点 圆 至 少 有 6 个 . 

这 6 个 四 点 圆 中 的 每 个 圆 上 除 点 A 和 B 之 外 还 有 两 个 已 知 点 , 共 
12 个 点 ,它们 都 是 除 4 ,中 之 外 的 另 8 点 .由 抽 屠 原理 知 又 有 一 点 C, 使 
上 述 6 圆 中 至 少 有 两 个 圆 过 点 C. 于 是 ,这 两 个 不 同 的 四 点 圆 有 3 个 公 
共 点 A,B,C. 从 而 两 个 圆 重合 ,这 导致 5 点 共 圆 ,与 反 证 假设 矛盾 .这 
就 证 明了 10 点 中 必 有 5 点 共 圆 . 

以 下 证 明 同 解 1. 
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旺 吵 蕉 


[ 解 3] ， 设 10 个 已 知 点 中 的 A,B,C,D 4 点 共 圆 .以 点 A 为 中 
心 进行 反 演变 换 , 于 是 B,C,D 这 3 点 的 像 点 B,C ,D 在 一 条 直线 上 
且 连 同 其 余 6 点 的 像 点 的 9 点 中 ,任何 4 点 或 共 圆 ,或 其 中 有 3 点 共 线 . 
为 简单 计 ,我 们 将 B,C,D,…,1,J 的 反 演 像 点 仍 记 为 原 字母 . 若 


有 两 点 上 ,下 在 直线 BC 之 外 , 则 考察 3 个 四 点 组 | E,F,B,C) ,| E， 


F,B,D| ,1E,F,C,D| .显然 ,其 中 恰 有 一 组 四 点 共 圆 . 不 妨 设 已 ， 
F,C,D 4 点 共 圆 .于 是 8,E,F 3 点 共 线 .考察 B,C,F 及 第 7 点 的 
像 点 G, 则 点 G 在 贺 BCF 上 或 在 人 BCF 的 某 条 边 所 在 的 直线 上 . 

(1 在 G 在 直线 EC 上 , 则 GD, 下 ,FE4 点 
既 不 共 圆 ,其 中 任何 3 点 也 不 共 线 ,矛盾 . 故 知 。 
G 不 在 直线 BC 上 . 同 理 ,G 也 不 在 直线 BF 上. 

(2) 若 G 在 直线 CF 上 , 则 G 不 在 圆 DEF 
上 , 故 G 只 能 在 直线 DE 上 , 即 G 为 直线 CF 与 
DE 的 交点 .显然 ,这 样 的 交点 至 多 1 个 ( 见 上 
图 ). © 

(3) 者 点 G 在 圆 BCF 上 , 则 G 不 在 圆 CDF 上 ,也 不 在 直线 CD 或 
CF 上, 故 G 必 在 直线 DF 上 .从 而 G 为 直线 DF 与 圆 BCF 的 另 一 个 交 
点 , 邑 上 图 中 的 G 这样 的 交点 也 是 最 多 1 个 . 

上 面 关 于 点 G 的 推导 对 于 后 4 点 的 像 点 G, 昌 ,1 ,完全 一 样 ,所 以 
这 4 点 都 必须 是 上 述 两 种 交点 之 一 ,此 不 可 能 .这 就 证 明了 直线 BC 之 
外 至 多 有 1 个 像 点 .从 而 知 原来 的 贺 ABCD 上 至 少 有 9 个 已 知 点 . 

男 一 方面 ,因为 10 个 已 知 点 中 9 点 共 圆 而 第 10 点 不 在 此 圆 上 的 情 
形 显然 满足 题 中 要 求 , 所 以 ,有 鸟 最 多 的 一 个 图 上 最 少 有 9 只 鸟 。 

7*84 设 a 和 8 是 给 定 的 正 整数 . 现 有 一 个 机 器 人 沿 着 一 个 共有 
n 级 的 楼 梯 上 下 升降 .机 器 人 每 上 升 一 次 ,恰好 上 升 a 级 楼 梯 ; 每 下 降 
一 次 ,恰好 下 降 6 级 楼 梯 . 为 使 机 器 人 经 车 干 步 升降 后 ,可 以 从 地 面 到 
达 楼 梯 顶 端 ,然后 青 返 回 地 面 , 问 ”的 最 小 值 是 多 少 ? 证 明 你 的 结论 . 

《第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 我 们 称 地 面 为 楼 梯 的 0 级 并 从 下 往 上 计数 楼 梯 的 级 数 . 当 
我 们 把 上 和 下 颠倒 过 来 看 时 ,a 和 4 互 换 , 故 不 妨 设 a 宇 4. z 

若 51| 4a, 则 可 设 4 = sb,s EN. 取 nn = a, 则 机 器 人 十 升 1 次 ,再 下 
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降 ; 次 ,就 可 以 从 地 面 上 到 楼 梯 顶 端 再 下 降 而 返回 地 面 .显然 , 若 n < 
4, 机 郝 人 就 无 法 上 升 . 可 见 ,2 的 最 小 值 为 <. 

再 考虑 5 十 a 且 (a,b) = 1 的 情形 .为 使 的 值 尽 可 能 小 ,机 器 人 
圭 升 1 次 后 就 应 下 降 . 设 上 升 1 次 后 再 干 降 ,可 以 达到 的 最 低位 置 是 楼 
梯 的 第 x 级 .显然 ,ri 就 是 a 除 以 6b 时 的 余数 : 

a= b+ri,l 雹 rb-1. 中 
因为 ri < 65, 所 以 机 器 人 不 能 从 | 级 楼 梯 再 下 降 , 而 只 能 上 升 到 a + ri 
级 的 位 置 .为 使 上 升 成 为 可 能 ,必须 及 n 实 a + ri. 然 后 ,机 器 人 下 降 后 
所 能 到 达 的 最 低位 置 是 第 r, 级 ,这 里 ~ 是 a + ri 除 以 5 时 的 余数 

at+ri= e+r0 和 ”0 一 1 工 
接着 机 器 人 继续 升降 ,一般 地 ,对 已 给 的 rm; ,存在 整数 六 +193i+1 ,使 得 
4+P= Ot rs0R rn 人 Eb -1. 人 
显然 ,要 使 上 述 升降 过 程 得 以 进行 ,必须 nn 宇 a + y;,i = 1,2,…, 而 且 
每 个 r; 都 满足 0 委 rb — 1. 

由 中 知 a 三 rj(mod 5), 青 由 名 又 可 依次 证 明 x 二 irj(mod 6)， 
i = 1,2,…. 由 于 (ri,6) = (a,6) = 1, 故 当 i 依 次 取 值 1,2,…,b 时 ， 
,; 将 通过 模 6 的 完全 剩余 系 .注意 到 0 过 x 过 56 一 1, 便 知 ,72，…,7 
是 0,1,…,5b5 一 1 的 某 个 排列 .特别 地 ,由 x 圭 bri 寺 0(mod 5) 可 得 天 
= 0. 此 外 ,存在 惟一 的 整数 ) < 5 ,使 得 xr; = 5b 一 1. 于 是 得 到 nn 宇 a+ 
r=atb-il. 

耕 n= a+6b 一 1, 则 由 x; 的 意义 可 知 ,机 器 人 在 升降 过 程 中 ,可 依 
次 到 达 第 71,72,…,7 级 的 位 置 .特别 可 以 到 达 ;级 的 位 置 ,于 是 再 上 
升 1 次 即 到 达 楼 梯 的 顶端 .机 器 人 继续 下 降 和 上 升 ,又 可 以 到 达 第 ~ 级 
的 位 置 .由 于 rs = 0 知 机 器 人 这 时 返回 到 地 面 .可 见 , 当 (a,65) = 1 时 ， 
n 的 最 小 值 是 a + 6 一 1. 

对 于 6b5 二 a,(a,b) = d > 1 的 情形 ,可 设 4a = ald,b = bid ,于 是 
(ai,61) = 1. 对 al 和 wi 作 与 前 相同 的 讨论 , 即 可 得 知 这 时 的 最 小 值 
为 


你 了 启 泊 
手 洗 


dl(al + 6b-1)=at+b-(a,b). (3) 
显然 ,这 一 结果 与 前 两 种 情形 的 结果 是 一致 的 , 故 知 所 求 的 ”的 最 小 值 
为 at+b-(a,b). 
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7.85 已 知 下 列 一 个 5 x 5 的 数 表 
ll 17 25 19 16 
24 10 13 15 3 
12 5 14 2 18 
23 4 1 8 22 
6 20 7 21 9 
试 从 这 个 数 表 中 选 出 5 个 元 素 , 使 得 它们 任何 两 个 都 不 位 于 相同 的 行 
或 列 ,并 使 其 中 最 小 的 一 个 有 尽 可 能 大 的 值 . 证 明 你 所 选 答案 的 正确 
性 . . 
(第 20 届 类 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 因为 这 个 数 表 的 边线 只 有 4 条 ,所 以 依 题 意 从 边界 上 最 多 
只 能 选取 4 个 元 素 , 所 以 在 除去 四 边 之 后 ,中 心 的 3x3 数 表 中 还 应 至 少 
选取 一 个 元 素 . 易 见 这 个 元 素 的 最 大 值 是 15. 
再 从 数 表 的 4 条 边 上 选取 比 15 大 的 四 个 数 25,18,23,20 即 可 . 
事实 上 , 当 15 选 定 以 后 ,在 第 三 列 必 须 选 取 25 ,在 第 三 行 必须 选取 
18 ,在 第 四 行 , 第 五 行 必 须 选取 23 与 20 ,这 样 选取 的 5 个 元 素 是 符合 本 
题 要 求 的 惟一 解 . 
| 7.86 设 S= (ziz2，…yn) 是 自然 数 之， 的 一 个 排列 . 
AS) 为 S 中 每 两 个 相 邻 元 素 的 差 的 绝对 值 的 最 小 值 . 求 AS) 的 最 大 
值 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] /(S) 的 最 大 值 为 (如 ] .下面 分 两 种 情况 来 证 明 ， 
(1)n = 2k 时 ,& 与 其 相 邻 数 之 差 的 绝对 值 不 大 于 ,所 以 f(S) 过 
k= 【 召 ]. 另 一 方面 , 令 S = (k+1,1,k+2,2,…,2k,k), 则 有 f(S) 
= 上 k. 
(2)n = 2k +1 时 ,k + 1 与 其 相 邻 数 之 差 的 绝对 值 不 大 于 有 ,从 而 
/(S)<k= | 到 ]. 而 在 排列 S=(k+1,1,k+2,2,..,2k,k,2k+ 


D 中 ,f/(S) = ,所 以 仍 有 /(S) = = [【 召 ] 
7.87 ”对 右 图 所 示 的 写 有 正 负 号 的 方 格 表 人 允许 进行 如 下 操作 :将 


某 一 行 或 茶 一 列 中 的 符号 全 都 变 成 与 原来 相反 的 符号 , 且 在 每 次 操作 
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后 都 记 下 表格 中 两 种 符号 的 个 数 之 差 的 绝对 值 . 试 
求 出 所 有 这 样 的 绝对 值 中 的 最 小 值 . 
( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 因为 在 每 次 操作 之 下 , 该 行 或 列 中 正 号 上 有 时 
的 个 数 都 改变 偶数 个 ,所 以 在 操作 过 程 中 , 方 格 表 中 片 站 和 FE 是 
的 正 号 个 数 的 奇偶 性 不 变 . 又 因 表 中 原 有 37 个 正 号 ， 
所 以 表 中 总 是 有 奇数 个 正 号 .因此 , 表 中 两 种 符号 的 个 数 之 差 为 非 零 偶 
数 , 其 绝对 值 当 然 不 小 于 2. 

另 一 方面 , 当 第 1 次 操作 将 上 面 第 1 行 变 号 ,第 2 次 操作 将 右面 第 1 
列 变 号 后 , 表 中 有 31 个 正 号 与 33 个 负 号 ,其 个 数 之 差 的 绝对 值 为 2. 

可 见 ,所 求 的 最 小 值 为 2. 

7.88 在 6 条 楼 长 分 别 为 2,3,3,4,5,S 的 所 有 四 面体 中 ,最 大 的 
体积 是 多 少 ?说 明理 由 ， 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 以 2 为 一 边 长 的 三 角形 有 四 种 可 能 : (1)2,3,3; (2)2,3,4; 
(3)2,4,35;(4)2,3,5. 在 四 面体 的 4 个 面 中 , 恰 有 两 个 面 以 长 为 2 的 棱 为 
一 边 . 按 这 两 个 面 来 分 类 ,有 三 种 可 能 情形 :(1) 与 (3);(1) 与 (4); (2) 
与 (4) .与 第 一 ,第 三 两 种 情形 对 应 的 图 形 各 有 两 种 ,但 因 两 个 图 体 的 体 
积 相 同 , 故 只 须 各 考虑 一 种 就 可 以 了 , 见 下 图 





(a) (b) (¢) 
先 看 图 (5). 其 中 ABC = ABD = 90°, 所 以 ,AB | 平面 BCD. 
故 得 
1 


V= 计 X4xSapgnp= 训 妈 
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Vi = 本 用 * SABD < $- Sa = Vy; 
V, = 了 .SA 区 和 Sange - 所 V5.5X0.5x2.5 
_5 L855 
= V11 < 3 V2 = 


故 知 所 求 的 体积 V 的 最 大 值 为 V = -人 2. 

7-.89 在 400 张 卡片 上 分 别 写 有 自然 数 1,2,3,…,400 A 和 B 二 
人 进行 如 下 的 游戏 :第 1 步 ,A 任 取 200 张 卡片 给 自己 .B 则 从 留 下 的 
200 张 和 A 手中 的 200 张 中 各 取 100 张 给 自己 ,余下 的 200 张 留 给 A. 
下 一 步 时 ,A 再 从 两 人 手中 的 卡片 中 各 取 100 张 给 自己 ,余下 的 200 张 
给 B. 这 样 继 续 下 去 ,直到 B 进行 完 第 200 步 之 后 ,就 分 别 计 算出 两 人 
手中 的 卡片 上 的 数 之 和 Ca ,Ca ,然后 A 付 给 B 差 额 Cs - CA. 问 在 双方 
都 以 正确 策略 游戏 时 ,B 所 能 得 到 的 最 大 差 数 是 多 少 ? 

(第 35 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 设 在 最 后 一 次 B 选取 卡片 前 ,A 手中 的 200 张 卡片 上 的 数 
为 zl > rz; > ry > > ro00, 中 的 200 张 卡 片上 的 数 为 yy， > >， 
> y3 >>… > yoo, 于 是 已 执 步 时 可 以 选取 zi,zz,，……zrloo 和 yy 
yio0, 于 是 


x 吵 浴 


Cp — Ca = Bie — ri + (y; — yj001;) ] > 20000. 


男 一 方面 ， A 在 第 1 步 选 取 数 1,2,… ,200 给 自己 ,把 201,202,… 
400 给 B 并 且 每 次 执 步 时 都 把 这 些 数 选 回 原样 , 则 B 执 步 后 所 能 得 到 
的 最 大 差额 恰 为 20000. 

7.90 ”在 纸 上 把 1,2,…,20 写成 一 行 .甲乙 二 人 轮流 把 符号 “+” 
或 “-” 放 到 其 中 一 个 数 之 前 (不 得 重复 填写 ). 甲 力求 在 放 完 20 个 符号 
后 使 所 得 和 的 绝对 值 尽 可 能 小 . 求 乙 能 使 得 到 的 和 的 绝对 值 达 到 的 最 
大 值 . 

(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[ 解 ] 把 20 个 数 分 成 10 对:(1,2),(3,4),…,(19,20). 甲 每 次 填 
符号 之 后 ,如果 他 是 在 前 9 对 中 的 某 数 之 前 填 号 , 则 乙 就 在 同 对 的 另 一 
数 前 填写 相反 的 符号 ;如 果 甲 是 在 最 后 一 对 的 某 数 前 填 号 , 则 乙 就 在 同 
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对 另 一 数 前 填写 相同 的 符号 .这 时 ,最 后 所 得 和 的 绝对 值 不 小 于 
19+20-1-1-1-1-1-1-1-1-1=30. 
可 见 , 所 能 达到 的 和 的 绝对 值 的 最 大 值 不 小 于 30. 
另 一 方面 ,我 们 指出 ,只 要 甲 每 次 填 符 号 时 , 总 是 在 剩 下 诸 数 中 的 
最 大 数 之 前 放 上 与 现 有 之 和 的 符号 相反 的 符号 ( 若 和 等 于 0, 则 放 正 
号 ) ,那么 乙 就 无 法 得 到 大 于 30 的 和 . 
考察 甲乙 二 人 填 符 号 一 局 的 全 过 程 . 设 甲 填 符号 使 和 改变 符号 的 
最 后 一 次 是 甲 第 次 填 号 (包括 使 和 由 0 变 为 正 的 情形 ). 显然 , 甲 在 第 
k 次 填 符 号 后 ( 乙 已 经 填 了 一 1 次 ), 数 20,19,18,…,20 一 (一 了 拉 之 
前 已 填 了 符号 , 乙 第 有 次 填写 所 能 用 的 最 大 数 为 20 - .于 是 此 时 和 的 
绝对 值 不 超过 20 一 (一 1)+20 一 k= 41 -2k. 接 下 去 两 人 还 要 各 填 
号 10 -& 次 ,由 于 已 不 再 发 生变 导 , 故 在 两 人 各 填 号 一 次 之 后 ,至少 要 
使 和 的 绝对 值 减少 1. 于 是 和 的 绝对 值 不 大 于 
41-24-(10-A) = 31- 有 扫 30. 
综 上 可 知 , 乙 使 和 的 绝对 值 所 能 达到 的 最 大 值 为 30. 
7:91 在 一 条 纸 带 上 印 着 叶 码 从 000000 到 999999 的 公共 汽车 
票 ,然后 把 凡是 号 码 的 偶 位 数字 之 和 与 奇 位 数字 之 和 相等 的 车 票 涂 上 
蓝 色 . 求 两 张 相 邻 蓝 票 的 号 码 差 的 最 大 值 . 
(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 】 相 邻 蓝 票 的 号 码 差 的 最 大 值 为 990. 
首先 证 明 ,号 码 差 为 990 的 两 张 蓝 票 908919 与 909909 之 间 没 有 茧 
票 . 若 不 然 , 设 有 蓝 票 abcdef 在 二 者 之 间 , 即 有 
908919 < abcdef < 909909, QD 
则 显然 有 a = 9,6 = 0,8 志 cc 志 9, 有 atcte= +dr+ 太 行 c= 
9, 则 4 + 了 实 18. 因 而 有 albcdef = 909909 ,此 与 四 矛盾 ; 若 <=8, 则 va 
= 9. 于 是 上 - e = 8. 因 为 e > 1, 二 9, 故 有 和 -ee 雪 7, 矛盾 .这 表 骨 
蓝 票 908919 与 909909 之 间 没 有 蓝 票 , 故 所 求 的 最 大 值 不 小 于 990. 
男 一 方面 ,考察 号 码 形 如 abcabc 的 所 有 车 票 . 显然 ,这 样 的 票 都 是 
蓝 票 且 它 们 构成 一 个 公差 为 1001 的 等 差 数 列 . 又 因 蓝 票 的 号 码 都 是 11 
的 倍数 , 故 知 为 证 任何 两 张 相 邻 蓝 票 的 号 码 差 都 不 超过 990, 只 须 再 证 
下 面 的 引 理 : 
引 理 。 对 于 任何 一 张 蓝 票 的 号 码 abcabc < 999999 ,在 号 码 abcabe 
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3 中 这 


和 和 abcabc + 1001 之 间 都 至 少 有 1 个 号 码 是 蓝 票 的 号 码 . 
引 理 的 证 明 “分 4 种 情形 来 分 别 构造 如 下 : 
(1) 若 c 关 9,6 关 9, 则 abrabc +11 为 蓝 票 ; 
(2) 车 c = 9,6 = 9, 则 a 关 9, 从 而 abcabc + 11 为 蓝 票 ; 
(3) 车 c = 9,65 关 9, 则 abcabc + 110 为 蓝 票 ; 
(4) 若 < 天 9,5 = 9, 则 abcabc + 1001 - 11 为 蓝 票 . 
综 上 可 知 ,两 张 相 邻 蓝 票 的 号 码 差 的 最 大 值 为 990. 
7.92 ”将 一 个 单位 正方 形 剪裁 后 , 拼 成 一 个 对 角 线 长 度 为 100 的 
矩形 , 试 求 剪 口 总 长 度 的 最 小 值 ,要 求 误差 不 超过 2. 
(第 52 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 剪 口 总 长 度 的 最 小 值 为 工 ,所 拼 成 的 矩形 的 长 和 宽 分 别 
为 a 和 65 上 且 a 实 65. 于 是 有 
a + b= 100,a5 = 1. 
因此 有 
at+b= Var+b+2ab = v100 +2 > 100. 
和 矩形 的 周 界 2(a + 2) 应 由 原 正方 形 的 周 界 及 韵 口 构成 , 且 每 段 前 
口 至 多 给 出 本 身长 度 的 两 倍 ,从 而 有 
2L + 4 守 2(a + 5), 
L 宇 a+6b-2 交 98. QD 
另 一 方面 ,任意 两 个 同 底 等 高 的 平行 
四 边 形 可 按 右 图 所 示 的 方式 前 拼 . 取 
ABCD 为 单位 正方 形 ,BE = a, 按 上 述 过 
程 可 将 正方 形 剪 拼 为 一 个 边 长 为 a ,高 为 
6 的 平行 四 边 形 ABEF ,然后 沿 过 点 五 所 
作 FA 的 垂 线 再 前 一 刀 , 剪 口 长 为 5, 便 可 
拼 得 所 要 求 的 矩形 .这 时 剪 口 总 长 为 a + 5b, 故 有 
La+b < 100.01. © 
由 和 人 @ 即 得 L 之 99, 误 差 不 超 过 1.01. 
7'93 ”为 了 能 从 一 根 无 限 长 的 带子 上 前 出 任何 面积 为 1 的 三 角 
形 ,带子 的 宽度 最 少 应 该 是 多 少 ? 
(第 47 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
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[ 解 ] 首先 ,面积 为 1 的 等 边 三 角形 的 边 长 a = 认 , 高 4 -5. 


显然 , 它 不 能 从 窄 于 = V3 的 带子 中 剪 出 . 故 知 带子 的 宽 至 少 应 为 . 

另 一 方面 ,我 们 来 证 明 ,任何 面积 为 1 的 其 他 三 角形 都 可 从 宽 为 h 
的 带子 中 剪 出 .车 不 然 , 设 有 1 个 面积 为 1 的 三 角形 不 能 从 中 剪 出 , 则 它 
的 3 条 高 均 应 大 于 h ,从 而 任何 一 条 边 都 小 于 a. 于 是 该 三 角形 的 面积 
应 小 于 方 a?sina ,其 中 «为 该 三 角形 的 任 一 内 角 . 但 三 角形 的 3 个 内 角 
中 总 有 1 个 不 大 于 60" , 故 知 三 角形 的 面积 小 于 1, 矛盾 ， 

综 上 可 知 ,带子 宽度 的 最 小 值 是 3， 

7.94 。 求 一 个 具有 最 小 边 长 的 正方 形 ,使 得 其 中 能 安放 5 个 半径 
为 1 的 圆 ,并 且 任何 两 个 圆 都 没有 公共 内 点 . 


第 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) + 

[ 解 ] 设 ABCD 是 以 点 O 为 中 心 且 边 值 这 
长 为 a 的 正方 形 ,其 中 含有 5 个 互 不 相交 的 


半径 为 1 的 圆 . 则 这 些 圆 的 圆心 落 在 以 O 为 
中 心 且 边 长 为 a - 2 的 正方 形 A1B1CiDi 
中 ,其 中 A1B1 // AB( 见 右 图 ). 连结 正方 形 
A1B1C1D1 对 边 中 点 的 连 线 把 它 分 为 4 个 小 
正方 形 . 由 抽 屠 原理 知 5 个 圆心 中 总 有 两 个 
含 在 1 个 小 正方 形 中 .二 者 之 间 的 距离 不 超 
过 小 正方 形 的 对 角 线 长 ,同时 又 不 小 于 2. 因此 有 


2 雪 OA4， - = (a -2) 


2 
由 此 即 得 a 实 2 Y2 + 2. 

另 一 方面 , 当 a = 2y2 +2 时 ,可 安放 5 个 半径 为 1 的 圆 的 圆心 分 
别 位 于 O,A1,B1,Ci,D'i, 则 任何 两 圆 都 没有 公共 内 点 . 故 知 所 求 的 正 
方形 的 最 小 边 长 为 2V2 + 2. 

7.95 ”一 个 图 形 的 直径 是 指 这 个 图 中 任意 两 点 间距 离 的 最 大 值 . 
给 定 一 个 边 长 为 1 的 正三 角形 , 试 指出 如 何 用 直线 把 它 截 成 两 部 分 ,使 
得 重新 把 这 两 部 分 拼 成 一 个 图 后 具有 最 大 直径 .. 

(1) 如 果 此 图 形 必须 是 凸 的 . 
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闪 





名 中 浴 


(2) 其 他 情形 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 


[ 解 ] ， 直 径 的 最 大 值 为 -3 





C 
| A 
有 4 已 4 
D: ~ 
BB Dp PC B 广 -- -之 
若 截 线 过 正三 角形 的 一 个 项 点 ,并 且 不 过 对 边 中 点 , 则 有 如 图 三 种 


情形 . 
由 于 直径 是 由 两 个 端点 的 距离 产生 的 , 所 以 这 三 个 图 形 中 只 有 
BC 和 DD 是 新 产生 的 长 度 .由 于 


BC 反方 (BD + DC + BA+ AC ) = > < v3. 
DD’ < 3(AD + BD+ AD' + BD’) = 3 < 13. 
知 截 线 过 一 顶点 且 过 对 边 中 点 , 则 还 有 如 下 两 种 情况 : 
这 时 可 求 得 
| 册 A 
B 一 六 八 B -人 
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2 ， 
若 截 线 不 过 任 一 顶点 ,不 妨 设 它 与 AC, BC 交 于 E,D. 


若 卫 为 BC 的 中 点 , 则 有 如 图 两 种 情形 : 


E E E 
~ 一 一 一 一 一 一 -一 各- % 
AN % 
、 
Bb pe B D C ~ 
E" f 
v13 


此 时 有 AE < 7. 

若 D,F 不 是 中 点 ,AE = DC,BD = EC, 不 妨 设 AE < 本 则 
/LEDC + /AED > 180 ,PFCD + AED > 180", 则 和 EDC 不 能 接 
在 四 边 形 AEBD 的 AE 边 上 ,因为 此 时 得 到 的 不 是 捉 图 形 ,所 以 全 EDC 
只 能 接 在 BD 上 . 

这 时 有 

max| AC”, EC’i 二 二 (4B + BC + CD+ DE+ AE) 

V13 
< 3 . 


1 _3 
一 7(AB+ BC + CA) = 3 





综 上 所 述 , 拼 成 的 凸 图 形 的 直径 的 最 大 值 为 -3 


(2) 直径 的 最 大 值 是 2. 
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你 芋 辽 池 


后 各 





设 一 直线 把 AAABC 截 成 两 部 分 
M,N, 令 PP 是 拼接 起 来 之 后 的 两 部 分 
的 公共 点 ， 

对 任意 的 XEAM,YE M, 有 

XY < XP+PY<I1+1=2. 

所 以 此 时 的 直径 不 超过 2. 

如 图 , 可 以 构造 出 直径 为 2 的 拼 
图 . 

7.96 ”给 定 一 个 边 长 依次 为 1, 方 , 广 ,…, 上 ，… 的 正方 形 的 无 穷 
序列 . 试 证 存在 一 个 正方 形 , 使 得 可 以 把 序列 中 所 有 正方 形 互 不 重 敬 地 
摆 放 在 这 个 正方 形 内 ,并 问 能 将 所 有 正方 形容 纳 下 的 最 小 正方 形 的 边 
长 是 多 少 ? 





(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 首先 ,我 们 用 构造 法 来 证 明 这 些 正方 形 可 以 互 不 重 全 地 摆 
放 在 边 长 1.5 的 正方 形 内 . 


先 将 边 长 分 别 为 1, 二 和 
的 前 3 个 正方 形 摆 放 在 大 正方 形 
中 如 图 所 示 . 然后 注意 , 对 于 任 


何 n 之 2, 边 长 依次 为 访 ， 
1 n 
2"7+1’ ey 的 2" 个 正方 
形 的 边 长 之 和 小 于 1, 从 而 可 以 
互 不 重奏 地 摆 放 在 一 一 个 1x 广 
的 矩形 中 .而 当 从 2 开始 一 直 
变 到 无 穷 时 ,所 有 这 些 矩 形 可 拼 
二 一个 1x 这 隐形 换 旬 请 说, 陈 了 而 3 个 正方 外 的 所 有 其 人 下 


方形 ,可 以 互 不 重大 地 摆 放 在 1x 六 > 的 矩形 中 , 即 摆 放 在 图 中 左上 和 角 
的 矩形 中 . 
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然后 我 们 来 证 明 ,任何 一 个 其 内 能 够 互 不 重 


基地 摆 放 下 边 长 为 1 和 方 的 两 个 正方 形 的 大 正 
方形 的 边 长 都 不 小 于 1.5. 

我 们 把 边 长 为 1 的 正方 形 Ni 和 边 长 为 方 的 
正方 形 N; 放 在 一 个 大 正方 形 N 中 ,使 二 者 没有 
公共 点 .这 时 , 当然 可 以 作 一 条 直线 / 将 正方 形 
Ni 和 N; 隔 开 . 如果 直线 /平行 于 正方 形 N 的 一 
条 边 , 则 /将 正方 形 N 分 成 两 个 矩形 ,于 是 正方 形 
Ni 和 Na 的 边 长 分 别 不 大 于 它 所 在 的 矩形 的 短 边 长 , 即 正方 形 N 的 边 
长 不 小 于 1.5. 

如 果 直 线 /与 正方 形 NN 的 边 不 平行 , 则 :与 正方 形 N 的 两 条 边 相 
交 且 与 男 两 边 的 延长 线 相 交 , 构 成 两 个 直角 三 角形 Hi 和 H;, 二 者 各 含 
有 一 个 正方 形 ( 如 图 所 示 ). 

为 完成 这 种 情形 下 的 证 明 ,我 们 先 证 如 下 的 引 理 

引 理 ” 含 在 给 定 的 直角 三 角形 中 的 所 有 正方 形 中 ,以 直角 的 平分 
线 为 对 角 线 的 正方 形 最 大 . 

将 正方 形 平 移 并 在 必要 时 作 位 和 似 放 大 ,总 可 以 
使 它 的 两 个 顶点 分 别 在 两 条 直角 边 上 而 第 3 个 顶点 
在 斜 边 上 ( 见 下 页 图 ). 连结 KM 并 分 别 作 人 AKM 
和 公 BNM 的 外 接 圆 .延长 KL 和 KN ,分 别 交 两 圆 于 
尽 DD 和 FE, 则 DD,M,E 三 点 共 线 , 即 连结 DE 过 点 M. 
易 见 人 DEK c 人 ABC. 又 因 SADKM 生 SAAKM， 
SAEMN 委 SABMN ,所 以 有 SApFr 反 SAapc. 因此 ,下 | 
方形 KLMN 的 面积 小 于 以 AABC 中 直角 平分 线 为 对 角 线 的 正方 形 的 
面积 .这 就 证 明了 引 理 . 

由 引 理 知 , 正 方形 Ni 和 N; 分 别 不 大 于 以 Hl 和 日 ,的 直角 平分 线 
为 对 角 线 的 正方 形 ,而 后 两 个 正方 形 的 对 角 线 长 之 和 恰 为 正方 形 N 的 
对 角 线 ,从 而 六 的 边 长 不 小 于 Ni 与 N; 边 长 之 和 1.5. 

7*97 ”直角 形 的 平坦 走廊 的 宽度 为 1 米 , 且 在 两 边 方向 上 都 是 无 
限 的 .已 知 一 根 坚硬 的 不 能 弯曲 的 金属 丝 ( 不 一 定 直 ) , 它 能 够 被 拖 搜 着 
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通过 整个 走廊 , 问 金属 丝 两 个 端点 之 间 的 最 大 距离 是 多 少 ? 
(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 取 以 x = 2+ 2 为 半径 的 圆周 的 


二 , 则 以 这 90" 弧 构成 的 弓形 的 高 恰好 为 1. 易 


见 , 当 这 段 弧 到 达 拐 角 时 ,只 要 沿 着 右 图 中 辆 心 
O 转 过 去 , 即 可 顺利 通过 抛 角 . 这 段 弧 的 两 个 
端点 间 的 距离 为 d = 2+2Y2, 故 知 所 求 的 最 大 
值 不 小 于 2 + 2 v2. z 
设 金 属 丝 ! 的 两 个 端点 间 的 距离 大 

于 2+22. 过 连结 / 两 端点 的 线段 A'B' 的 
中 点 M' 作 MC | A'B’ 交 /于 C'. 如 果 / 能 
被 拖 搜 通过 整个 走廊 , 则 CM 过 1. 考察/ 
通过 拐角 时 C' 落 在 分 角 线 上 的 情形 .显然 当 
4 , 昌 分 别处 于 走廊 外 边 上 时 点 C’ 离 点 P 


最 近 . 这 时 , PM” = 了 AB > 1+ 届 ,从 而 


PC” > V2. 这 说 明 / 无 法 通过 弯 道 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 大 值 为 2 + 2 v2. 

7-98 ”两 人 做 数学 游戏 . 甲 选 出 一 组 1 位 整数 ri, zz，…,z, 作为 
谜底 ,这 些 整数 可 正 可 负 . 乙 则 可 以 提问 :和 数 QiXZ1 十 Caz2 十 … 十 QT 
是 多 少 ?其 中 al ,az,……，,a 可 以 是 任何 数组 . 求 乙 为 了 猜 出 谜底 而 需要 
提问 的 最 少 次 数 ; 


3 吵 说 








(第 24 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 当 取 
a; = 1001 7 = 1,2,.…,n 
时 ,只 要 提问 一 次 就 可 定 出 zl ,za，…,， 
7.99 ” 设 正 八 边 形 的 每 边 都 涂 有 蓝 黄 两 色 之 一 . 允许 进行 如 下 操作 
将 各 边 的 着 色 同 时 修改 ,车 某 边 的 二 邻 边 异 色 , 则 将 该 边 改 为 蓝 色 ; 若 同 色 
则 将 该 边 涂 成 黄色 .求证 经 过 若干 步 操 作 后 ,8 条 边 都 将 变 成 黄色 ,并 问 对 
所 有 可 能 的 初始 染色 ,达到 全 部 黄色 所 需要 的 最 少 操作 次 数 是 多 少 ? 
(奥地利 一 波兰 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
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[ 解 ] 将 蓝 边 和 黄 边 分 别 对 应 于 数 - 1 和 + 1, 于 是 题 中 允许 的 操 
作 就 是 将 每 边 上 的 数 改 为 它 的 两 条 邻 边 上 的 数 之 积 . 设 开始 时 8 条 边 
上 的 数 依 次 为 el,az，…,ag, 则 操作 1 次 后 变 为 

U8SAIIGIGOI UIA RIOS I AAUO I HSHT I COURB HIU 1. 
操作 2 次 后 变 为 

QIQ3，28C4 CC5 02046:43Q7，Q4Q8，Qs04106C2. 
操作 3 次 后 ,奇数 号 码 的 边 为 a2asacas ,偶数 号 码 的 边 为 caiasay .从 
而 第 4 次 操作 后 各 边 对 应 的 数 均 为 + 1, 即 均 为 黄色 . 


如 果 令 al 一 —1,a> 一 和 3 一 ”一 8 一 1 , 则 由 上 述 操作 过 程 可 知 ， 
第 3 次 操作 后 ,8 边 对 应 的 数 依 次 为 1 -1,1, -1,1, -1;,1, 一 1. 可 见 ， 
所 求 的 最 少 次 数 为 4. 


7…100 一 张 正 方形 纸 被 沿 直 线 切 成 两 部 分 ,其 中 之 一 再 被 沿 直 
线 切 成 两 部 分 ,再 把 3 块 之 一 切 成 两 部 分 ,如 此 等 等 .为 了 能 得 到 73 个 
30 边 形 ,最 少 要 切 多 少 次 ? 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 每 切 一 次 ,多 边 形 就 增加 1 个 .因此 , 切 次 后 ,就 得 到 ++ 
1 个 多 边 形 . 男 一 方面 ,每 切 一 次 ,多 边 形 的 内 角 和 就 增加 2x. 切 次 
后 ,所 得 的 & + 1 个 多 边 形 的 内 角 和 为 2x(k + 1). 

在 所 有 的 30 边 形 中 ,内 角 和 为 73128x. 其 余 的 多 边 形 的 个 数 为 上 
+ 1 一 73 = 一 72, 它 们 的 内 角 和 不 小 于 (& - 72)x. 由 此 得 到 

73 .28r + (k — 72)x (Fk + 1)2x, 
解 得 宇 73.'27 一 1 = 1970, 即 至 少 要 切 1970 次 . 

这 1970 次 可 以 这 样 来 切 : 先 用 72 次 把 正方 形 切 成 73 个 矩形 .然后 
对 每 个 矩形 用 切 角 法 切 26 次 得 到 30 边 形 , 恰 好 共 切 72 + 73 x 26 = 
1970 刀 而 得 到 73 个 30 边 形 . 

综 上 可 知 ,最 少 切 1970 次 . 

7.101 在 每 张 卡 片上 都 写 有 一 个 数 :1 或 - 1. 可 以 指 着 3 张 卡片 
提问 题 :“ 这 3 张 卡 片上 的 数 的 乘积 是 多 少 ?”( 但 不 告诉 卡片 上 写 的 是 
什么 数 ) 

(1) 当 共 有 30 张 卡片 时 ,最 少 要 提 多 少 个 问题 才能 知道 所 有 卡片 
上 的 数 的 乘积 ? 

(2) 对 于 31 张 卡 片 ,回答 与 (1) 一 样 的 问题 . 
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(3) 对 于 32 张 卡片 ,回答 与 (1) 一 样 的 问题 . 

(4) 在 一 个 圆周 上 写 着 50 个 数 :1 或 -1. 如果 提 一 个 问题 能 知道 接 
连 所 着 的 3 数 之 积 , 问 最 少 要 提 多 少 个 问题 才能 知道 全 部 50 个 数 的 乘 
积 ? 

(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 《1) 把 30 个 数 分 成 10 组 ,每 组 3 个 数 并 对 每 组 的 3 个 数 问 
明 它 们 的 钱 积 即 可 . 查 少 于 10 个 问题 是 不 行 的 ,因为 每 个 数 必 须 在 一 
个 三 数组 中 . 

(2) 把 aiazci,aia4as 和 ala6c7y 连 乘 即 得 前 7 个 数 的 乘积 ,然后 
再 把 其 余 24 个 数 象 (1) 中 那样 分 成 8 个 三 数组 , 便 知 提问 11 个 问题 就 
可 得 到 所 有 数 的 乘积 .容易 看 出 ,只 提 10 个 问题 是 不 够 的 . 

(3) 把 ajaza3,a1a2a4 和 aliazas 连 乘 即 得 前 5 个 数 的 乘积 .然后 
再 把 其 余 27 个 数 分 成 9 个 三 数组 , 便 知 提问 12 个 问题 便 能 得 到 所 求 的 
答案 . 

因为 任何 数 都 应 在 三 数组 中 , 故 当 提 11 个 问题 时 , 恰 有 一 个 数 包 
含 在 两 个 二 数组 中 .因而 当 把 11 个 3 数 之 积 连 乘 时 , 积 中 别 的 数 都 出 现 
一 次 ,只 有 这 一 个 数 出 现 两 次 ,所 以 得 不 到 所 要 求 的 乘积 . 

(4) 用 30 个 问题 问 明 IC2C39 IG3A4 50C1C2 的 乘积 ,再 连 乘 
即 得 所 要 求 的 乘积 . 

只 提 少 于 50 个 的 问题 是 不 够 的 .这 时 上 面 的 $0 个 乘积 至 少 有 一 个 
不 知道 ,不 妨 设 为 alaza3. 这 时 ,我 们 可 取 如 下 两 组 数 :第 一 组 中 , 令 ai 
= a3 = a6= aog=…= as = 1, 其 余数 都 等 于 一 1; 第 二 组 全 为 1. 则 
这 两 组 数 中 , 除 a1a2a3 不 同 外 ,其 余 的 49 个 乘积 完全 相同 .由 此 可 见 
提 49 个 问题 是 不 够 的 , 即 最 少 要 提 50 个 问题 . 

7*102 一 个 访 w 边 形 被 互 不 相交 的 对 角 线 剖 分 成 若 于 个 三 角 
形 . 如 果 两 个 三 角形 人 AABD 与 ABCD 有 一 条 公共 边 , 则 可 将 它们 换 成 
全 ABC 与 人 ACD ,这 种 操作 称 为 “重建 ". 用 p(n) 表示 将 任 一 种 剖 分 
变 为 男 一 种 前 分 所 需要 的 重建 的 最 小 次 数 ,求证 

(1)P(n) 守 nn -3; 

(2)P(n) 2n -7; 

(3) 若 nn 宇 13, 则 P(n) 志 2n -10. 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
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[证 ] (1) 考察 将 某 个 在 点 A 处 没有 对 角 线 的 剖 分 变 为 在 点 A 处 
引出 n - 3 条 对 角 线 的 剖 分 .这 时 ,每 次 重建 ,都 可 以 将 点 A 处 的 对 角 
线 增加 1 条 且 只 能 增加 1 条 .因此 最 少 需要 n -3 次 重建 ,所 以 p(n) 之 
7 一 3. 

(2) 设 要 将 任 一 前 分 P 变 成 另 一 训 分 Q. 选 取 多 边 形 的 一 个 顶点 


A ,使 剖 分 PP 在 点 A 至 少 有 1 条 对 角 线 .于 是 将 剖 分 已 化 成 由 点 4 引出 


n 一 3 条 对 角 线 的 剖 分 只 要 n -4 次 重建 .然后 再 把 它 变 成 前 分 Q ,至 多 
需要 ”- 3 次 重建 . 故 知 将 剖 分 PP 变 成 QQ, 至 多 要 2n - 7 次 重建 .可 见 
pln) 2n-7. 

(3) 当 守 13 时 ,由 于 旗 分 PP 和 Q 中 各 有 2 - 3 条 对 角 线 ,而 4(7 
-3) > 32 , 故 由 抽 履 原理 知 多 边 形 中 必 有 一 个 顶点 A 在 两 次 剖 分 中 引 
出 的 对 角 线条 数 之 和 不 小 于 4. 先 将 剖 分 P 变 成 在 点 A 引出 n - 3 条 对 
角 线 的 训 分 ,再 将 它 变 成 放 分 Q@, 有 2n - 10 次 重建 就 够 了 . 

7.103 现 有 1990 摊 石 头 ,各 堆 中 石头 的 块 数 依 次 为 1,2,…， 
1990. 允许 进行 如 下 操作 :每 次 可 以 选 定 任 意 多 堆 并 从 其 中 每 堆 都 拿 走 
同样 数目 的 石 块 . 问 要 把 所 有 石头 都 拿 走 ,最 少 要 操作 多 少 次 ? 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

“[ 解 ] 在 每 步 操作 之 后 ,我 们 都 把 石 块 数 相同 的 堆 结合 成 一 组 . 
无 论 何 时 , 当 把 没有 石头 的 堆 也 算 一 组 时 ,总 认为 是 有 n 组 .如果 我 们 
在 下 一 次 操作 中 将 属于 & 个 不 同 组 的 所 有 堆 都 拿 掉 同样 多 块 石头 , 则 
因原 属于 不 同 组 的 石头 堆 在 操作 时 拿 走 石 块 后 堆 中 的 石头 数 仍然 不 
同 , 故 这 些 堆 仍 然 属于 个 不 同 的 组 . 其余 未 动 的 堆 有 n -上 组 ,当然 操 
作 后 还 是 x -个 不 同 的 组 .所 以 ,操作 之 后 不 同 组 数 至 少 为 max k,n 
一 到 上 |. 

因而 ,在 每 次 操作 之 后 , 互 不 相同 的 组 数 ”减少 的 数 不 超过 一 半 . 
由 此 可 知 ,各 次 操作 之 后 的 组 数 依次 不 少 于 

995 ,498,249,125,63,32,16;8,4,2,1. 

最 后 剩 一 堆 时 ,当然 是 石 块 数 为 0 的 一 堆 , 即 这 时 所 有 石头 全 部 拿 光 . 
这 说 明 至 少 要 操作 11 次 方 可 完成 . 

事实 上 ,如 果 我 们 依次 取 上 述 数列 中 的 数 为 &, 保 持 石 块 数 为 0,1， 
2,…,k 一 1( 第 1 次 操作 例外 ,应 保持 石 块 数 为 1,2,…,995) 的 堆 不 动 ， 
而 将 其 余 各 堆 石 块 中 每 堆 拿 走 上 & 块 .显然 ,这 样 只 要 操作 11 次 即 可 完 
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成 .所 以 ,最 少 要 操作 11 次 . 

7.104 ”国际 象棋 中 的 车 应 当 怎样 在 8 x 8 的 方 格 棋盘 中 走动 , 才 
能 恰好 经 过 每 个 方 格 一 次 ,而 使 转弯 的 次 数 最 少 ? 

(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[ 解 ] 右 图 所 示 的 两 种 走 法 都 是 恰好 经 过 每 个 
方 格 一 次 , 且 转 弯 次 数 都 是 14 次 . 

另 一 方面 ,如 果 车 在 行进 过 程 中 始终 未 沿 第 ; 列 
行走 , 则 第 7 列 的 8 个 方 格 都 是 车 在 沿 行走 动 时 通过 
的 . 换 句 话说 ,这 种 情形 下 车 必 在 8 行 中 的 每 一 行 中 
走 过 . 这 意味 着 对 于 任何 一 种 满足 要 求 的 走 法 ,车 或 
者 在 8 行 中 的 每 行 都 横向 走 过 ,或 者 在 8 列 中 的 每 列 都 竖 向 走 过 ,或 者 
二 者 兼 有 之 .不 妨 设 为 前 者 . 这 时 , 当 车 从 一 行走 到 另 
一 行 时 ,至 少 要 转弯 两 次 ,从 而 在 整个 过 程 中 , 至 少 转 
查 14 次 . 

综 上 ,我 们 证 明了 最 少 要 转弯 14 次 . 车 行走 的 原 
则 是 :选择 行 (或 列 ) 为 基准 ,使 在 8 行 中 的 始 行 与 终 
行 各 转弯 一 次 ,而 中 间 6 行 各 转弯 两 次 ,于 是 共 转 弯 
14 次 . 

7.105 在 3 x 3 个 方 格 的 国际 象棋 棋盘 的 4 个 角 格 中 各 放 了 一 枚 
马 ,上 面 两 角 放 的 是 白马 ,下 面 两 角 放 的 是 黑马 . 要 求 把 
白马 走 到 下 面 两 把 黑马 走 到 上 而 两 每 一 步 都 可 以 四 
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吉本 里 求证 为 此 最 少 要 走 16 步 . 
(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 按照 马 在 棋盘 上 的 绕 行 顺序 将 棋盘 上 的 方 格 编号 如 右上 
图 所 示 , 由 于 马 永远 走 不 到 中 央 方 格 , 故 它 不 必 有 编 
号 .开始 时 ,白马 在 1,3 两 格 ,黑马 在 5,7 两 格 中 . 
我 们 将 方 格 按 编号 排列 在 一 个 圆周 上 ,圆圈 对 
应 春日 马 , 黑 点 对 应 着 黑马 . 每 步 只 能 将 一 枚 棋子 
移 疝 圆周 上 的 相 邻 空位 . 由 于 不 能 有 两 枚 棋子 走 人 
同一 方 格 , 故 圆周 上 的 棋子 不 能 互相 越过 . 所 以 要 
想 把 处 在 1,3 位 置 的 两 枚 白马 走 到 5,7 位 ,而 将 5,7 
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位 的 两 枚 黑马 走 到 1,3 位 ,只 能 同 向 绕 圈 行走 ,当然 每 枚 马 至 少 走 4 步 
方 能 到 位 .而 且 只 要 按 圆周 所 示 的 号 码 在 棋盘 上 每 枚 马 走 4 步 ,确实 能 
走 到 所 要 求 的 位 置 , 故 知 最 少 要 走 16 步 . 

7.106 设 在 国际 象棋 棋盘 的 方 格 h8( 即 右上 角 的 方 格 ) 中 有 从 
成 一 探 的 n 枚 棋子 . 允许 自 操 中 依次 取出 棋子 使 之 沿 着 棋盘 每 次 疝 下 
或 向 左 移动 一 格 ,但 在 到 达 方 格 a1( 即 左下 角 的 方 格 ) 之 前 ,任何 棋子 
都 不 能 探 在 别 的 棋子 上 . 求 最 大 自然 数 n ,使 得 可 以 由 方 格 h8 中 的 一 
操 n 枚 棋子 出 发 ,而 在 方 格 al 中 可 使 这 2 枚 棋子 按 任意 指定 的 次 序 爸 
成 一 操 . 

(圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 首先 考察 方 格 8 中 一 探 棋子 最 下 面 的 一 枚 棋子 A 走 到 al 
中 仍 在 最 下 面 的 情形 . 对 于 棋子 A 行 棋 过 程 中 的 每 个 位 置 ,我 们 把 以 
棋子 A 所 在 方 格 和 h8 为 一 对 角 格 的 矩形 称 为 A 的 左上 和 矩形 . 易 见 , 当 
棋子 A 不 动 时 ,左上 竹 形 外 的 棋子 不 能 走 人 和 矩形 内 ,而 每 当 A 走 一 步 
时 ,A 原来 所 在 的 方 格 就 成 为 空格 .因此 ,A 每 走 一 步 , 它 的 左上 和 矩 形 中 
的 空格 就 至 少 增加 1 个 . A 由 h8 走 到 a1, 共 走 14 步 ,所 以 棋盘 上 至 少 有 
14 个 空格 , 即 棋子 至 多 50 枚 . 

下 面 证 明 当 8 中 的 一 抬 棋 子 枚 数 不 超 过 50 枚 时 ,可 以 按 题 中 要 
求 行 棋 ,使 它们 在 到 达 方 格 al 时 按 预 先 任意 指定 的 顺序 垒 成 一 操 ,. 将 
棋子 按照 它们 在 al 中 的 顺序 自 下 而 上 编号 为 1,2,…,m(m < 扫 S0). 然 
后 ,对 除了 1 号 棋子 之 外 的 其 余 所 有 棋子 均 按 如 下 规则 移动 :对 于 第 大 
号 棋子 , 取 非 负 整 数 靖 ,使 2+7z 委 有 委 8+7m ,并 将 它 先 沿 着 第 列 
(最 右面 一 列 ) 往 下 走 到 第 mx + 2 行 ,再 沿 着 该 行走 到 该 行 中 最 左 的 空 
格 . 将 一 枚 棋子 按 上 述 程序 走 完 之 后 ,再 从 A8 的 探 中 走出 下 一 枚 棋子 . 
因此 ,每 当 从 操 中 要 走出 一 枚 新 棋子 时 ,第 h 列 方 格 中 除 有 8 之 外 都 是 
空 的 ,而 且 第 1 行 的 8 个 方 格 也 都 是 空 的 .对 于 1 号 棋子 ,无 论 它 何 时 走 
出 ,总 可 以 沿 着 第 有 列 走 到 h1, 然 后 再 沿 第 1 行走 到 al. 全 部 mm 枚 棋子 
都 各 就 各 位 之 后 ,第 2 至 8 号 棋子 按 某 种 顺序 排 在 第 2 行 中 ,第 9 一 15 号 
棋子 排 在 第 3 行 中 ,… ,第 44 一 50 号 棋子 排 在 第 8 行 中 .这 样 一 来 ,可 按 
号 将 棋子 逐一 走 到 第 1 行 ,再 走 到 方 格 al 中 .显然 ,最 后 得 到 的 一 控 棋 
子 恰好 是 按 指定 顺序 垒 起 来 的 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 棋子 数 的 最 大 值 为 50. 
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7.107 ”在 线段 [0,1] 的 两 个 端点 各 有 一 只 跳蚤 ,在 线段 之 内 标定 
某 些 点 .每 只 跳蚤 都 可 以 沿 着 线段 跳 过 标定 点 ,使 得 跳 妈 前 后 的 位 置 关 
于 该 标定 点 对 称 , 且 不 得 越 出 线段 [0,1] 的 范围 . 每 只 跳蚤 相互 独立 地 
跳 一 次 或 是 留 在 原 地 算 作 一 步 . 问 要 使 两 只 跳蚤 总 能 跳 到 由 标定 点 将 
[0,1] 分 成 的 同一 小 线段 之 中 ,最 少 要 跳 多 少 步 ? 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 把 线段 [0,1] 被 标定 点 所 分 成 的 小 线段 称 为 线 节 . 易 证 ,如 
取 3 个 标定 点 六 , 交 和 起 , 则 两 只 跳 重 各 跳 一 步 后 不 可 能 落 在 同一 线 
节 之 中 ( 见 下 图 ). 由 此 可 知 ,所 求 的 最 少 步 数 必 大 于 1. / 
下 面 证 明 , 不 论 取 多 少 个 标定 点 和 
怎样 将 它们 放置 在 线段 [0,1] 上 , 总 可 设 。 纹 如 站 ww | 
法 使 两 只 跳蚤 在 跳 两 步 之 后 , 都 跳 到 最 “ 妈妈 多 
长 的 一 个 线 节 之 中 (如 果 这 样 的 线 节 不 
只 一 个 , 则 可 任 选 其 中 之 一 ). 由 对 称 性 知 ,只 须 对 处 于 0 点 的 一 只 跳蚤 
来 证 明 上 述 论断 . 
设 选 定 的 最 长 线 节 的 长 度 为 ，, 其 左 端点 为 “<. 如 果 a < ;, 则 跳蚤 
越过 标定 点 a 跳 一 步 就 落 到 所 选 线 节 [a,a+ sj] 中 了 (如 果 a = 0, 则 跳 


午 已 在 所 选 线 节 , 连 一 步 也 不 必 跳 了 ) .如果 a 之;, 考 察 区 间 | 4， 


8 二 | ,其 长 为 .因此 这 个 区 间 上 至 少 含 有 一 个 标定 点 , 记 为 8. 否 则 ， 





包含 这 一 区 闻 的 线 节 的 长 度 将 大 于 ,此 不 可 能 .越过 8 跳 一 步 ,跳蚤 将 


落 在 点 28 € fa 一 Sa 十 |. 

如 果 28 冬 [aa + *], 则 越过 点 "再 
跳 一 次 ,跳蚤 必 落 入 选 定 的 线 节 [aa + 一 gas 六 一 
5] 之 中 . 四 

7 108 《海战 》 游 戏 中 , 敌 舰 潜 伙 在 有 7x 7 个 方 格 的 正方 形 海域 ， 
岸上 炮台 每 射击 一 次 击 中 一 个 方 格 .已 知 敌 舰 的 形状 是 

(1)4 连 格 的 条 形 ( 图 (a) ); 

(2) 非 正 方形 的 4 连 格 形 ( 图 (a) ,(b),(c) ,(d))， 
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(a) (b) 
” 间 为 了 保证 击 中 敌 舰 ,最 少 应 射击 多 少 次 ? 

(第 21 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] (1) 因 为 7x7 方 格 正方 形 上 可 以 互 不 重合 地 放置 12 个 4x 
1 的 条 形 , 故 为 了 击 中 敌 舰 ,至 少 应 射击 12 次 . 

图 (e) 或 (f) 表明 ,只 要 射击 
12 次 ,就 一 定 能 击 中 敌 舰 . 故 
知 这 时 射击 的 最 少 次 数 为 12 
次 . 

(2) 图 (g) 或 (h) 表明 ,只 
要 射击 20 次 , 就 一 定 能 击 中 . 
下 面 证 明 20 就 是 射击 的 最 少 

从 7x7 方 格 板 中 ,可 以 分 
划 出 4 个 互 不 重生 的 3x4 算 
形 .如 果 射 击 不 超过 19 次 ,总 
有 一 个 3x4 和 矩形 至 多 被 击 中 4 
次 .为 使 击 中 政 舰 ,每 列 3 格 应 
被 击 中 一 次 .而 任何 一 行 至 多 
被 击 中 两 次 . 考察 上 图 中 的 a (g) CD 
和 两 个 方 格 . 若 a 没有 被 击 
中 , 则 考察 以 a 为 中 心 的 3x3 正 方形 .其 中 的 9 个 方 格 被 


击 中 3 个 ,每 行 每 列 各 一 个 .不 妨 设 为 1,3,6. 但 这 时 8， | 1? 
i i!albils 
21314 


(c) (qd) 

















7,a ,b 四 格 可 藏 敌 舰 . 故 知 a,b 两 格 必 被 击 中 . 这样 一 
来 ,1,3,4,5,6,7 格 未 被 击 中 .但 这 时 4 个 角 格 总 有 一 个 
未 被 击 中 ,比如 是 2 格 , 于 是 1,2,3,4 可 藏 一 盘 敌 舰 . 这 说 明 为 了 保证 3 
x 4 矩形 中 的 敌 舰 被 击 中 ,至 少 要 射击 5 次 ,从 而 7x7 和 矩形 至 少 要 射击 
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20 次 . 故 知 射击 的 最 少 次 数 为 20 次 . 
7.109 已 知 一 个 保险 柜上 的 锁 由 3 个 旋钮 组 成 ,每 个 旋钮 都 有 8 
种 不 同 的 位 置 .由 于 年 入 失修 ,现在 3 个 旋钮 中 只 要 有 两 个 位 置 正确 即 
可 打开 柜 门 , 问 最 少 要 试验 多 少 种 组 合 ,才能 保证 必 能 打开 柜 门 ”? 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 】 每 个 旋钮 的 8 种 不 同位 置 分 别 记 为 1,2,… ,8, 每 种 组 合 记 
为 (i ,j,k&), 其 中 1 过 i,j,k 声 8. 下面 用 字典 排列 法 写 出 1 坟 i,j,k 过 
4 的 任何 两 个 三 数组 至 多 有 一 个 数 相 辣 的 三 数组 16 个 ,将 其 中 每 个 三 
数组 的 分 量 都 同时 加 上 4 得 到 另外 的 16 个 三 数组 , 共 32 个 三 数组 如 
下 : 
(1,1,1),(2,1,2),(3,1,3),(4,1,4), 
(1,2,2),(2,2,1),(3,2,4),(4,2,3), 
(1,3,3),(2,3,4),(3,3,1),(4,3,2), 
(1,4,4),(2,4,3),(3,4,2),(4,4,1), 
(5,5,5),(6,5,6),(7,5,7),(8,5,8), 
(5,6,6),(6,6,5),(7,6,8),(8,6,7), 
(5,7,7),(6,7,8),(7,7,5),(8,7,6), 
(5,8,8),(6,8,7),(7,8,6),(8,8,5). : 
对 于 3 个 旋钮 位 置 的 任 一 组 合 (i,j,k), 由 对 称 性 知 可 设 1 < i,j 过 4. 
易 见 ,(i,j) 必 在 前 16 个 三 元 组 的 某 一 组 中 的 前 两 个 分 量 中 出 现 , 所 以 
只 要 试验 这 32 次 必 能 打开 柜 门 . 
另 一 方面 ,试验 31 次 时 ,不 能 保证 必 能 打开 柜 门 . 
设 K 为 这 31 个 三 元 组 所 成 的 集合 .如 果 两 个 三 元 组 至 少 有 两 个 分 


_ 量 相同 ,我 们 就 说 其 中 一 个 履 盖 了 另 一 个 . 试验 这 31 次 保证 打开 柜 门 


等 价 于 K 中 的 31 个 三 元 组 覆盖 了 所 有 可 能 的 三 元 组 . 

我 们 把 每 个 三 元 组 看 成 三 维 空间 的 一 个 整 点 , 则 所 有 可 能 的 器 个 
三 元 组 恰 对 应 于 一 个 边 长 为 7 的 正方 体内 和 表面 上 的 所 有 整 点 (i,j， 
&),1 委 1 去 8. 显 然 ,每 个 整 点 都 覆盖 与 它 有 两 个 坐标 相同 的 共 21 
个 整 点 , 即 为 过 点 (a ,5,c) 所 作 的 分 别 平行 于 3 条 坐标 轴 的 3 条 直线 上 
的 各 7 个 整 点 . 

将 天 中 的 整 点 涂 成 红 点 , 则 31 个 红 点 分 布 在 8 个 平面 上 :>z = 1,2， 
…:;,8. 由 抽 履 原理 知 其 中 必 有 一 个 平面 ,其 上 至 多 有 3 个 红 点 .不 妨 设 
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这 个 平面 是 z = 1 而 3 个 红 点 是 (1,1,1),(2,2,1) 和 (3,3,1)( 其 他 情形 
在 平面 土 覆 盖 的 点 都 不 多 于 这 种 情形 ). 于 是 有 25 个 点 
(i j,k),4SQi,jA8,k=1 

未 被 这 3 个 红 点 覆盖 .从 而 这 25 个 点 都 只 能 用 其 他 平面 上 的 红 点 来 究 
盖 . 由 于 这 时 一 个 红 点 只 能 覆盖 25 点 中 的 一 点 , 故 需 25 个 红 点 才能 把 
它们 全 都 覆盖 .除了 这 25 个 红 点 之 外 并 中 还 有 6 个 红 点 ,因此 ,满足 条 
件 1 过 a,5 过 3 的 红 点 (a,5,c) 至 多 6 个 .从 而 下 列 8 个 集合 

Pi= jk Sij 人 SI) ,k= 1,2,.%,8 
中 总 有 一 个 集合 中 不 含 红 点 ,因而 其 中 的 9 个 整 点 要 用 9 个 红 点 来 覆 
盖 , 此 不 可 能 . 

综 上 可 知 , 最 少 要 试验 32 次 ,才能 保证 打开 柜 门 . 


7.110 城堡 里 有 3 个 分 别 编号 为 1,2,3 的 按 包 . 打 开 城 保 的 密码 | ， 
是 一 个 3 位 数 .为 了 一 定 能 够 打开 城堡 ,最 少 需 要 按 多 少 次 按钮 ?( 当 且 。 | 值 间 
仅 当 连续 地 且 正 确 地 依次 按 出 密码 的 3 位 数字 ,城堡 才能 被 打开 . ) 


(第 49 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 因为 由 :1,2,3 这 3 个 数字 所 组 成 的 不 同 的 3 位 数 共 有 27 
个 , 故 只 要 按 出 一 长 串 数字 ,使 其 中 含有 全 部 27 个 3 位 数 即 可 . 显然 , 除 
了 所 按 的 前 两 个 数字 之 外 ,从 第 3 个 数字 开始 的 每 1 个 数字 都 是 1 个 3 
位 数 的 个 位 数字 (例如 23132 中 含有 3 个 3 位 数 :231,313 和 132 ,它们 的 
个 位 数字 分 别 是 5 个 数字 中 的 后 3 个 数字 ). 可 见 ,为 了 按 出 全 部 27 个 3 
位 数 , 至 少 要 按 29 次 按钮 . z : 

另 一 方面 , 当 按 29 次 按钮 次 序 如 下 时 : 

11123222133313121223113233211， 

27 个 3 位 数 各 出 现 1 次 , 故 能 打开 城堡 . 

综 上 可 知 ,为 了 打开 城堡 ,最 少 要 按 29 次 按钮 . 

7°111 设 S= 41,2,… ,nl,n 宇 2,F = |Aj,A,,…,A,| ,其 中 
A; 忆 S,i= 1,2,…,t. 如 果 对 任何 z+,y€ S, 都 有 AiE 下 ,使 得 | A 
[x,y1| = 1, 则 称 玉 是 区 分 S 的 .如果 SC UA;, 则 称 下 是 覆盖 S 的 . 
已 知 下 既 区 分 又 覆盖 S, 求 1 的 最 小 值 f(n). 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 设 n = 2 并 令 
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H 


A = {1,2,…,2” !|， 

A = 11,2,°,2" ?2,27 1 +1,2"7 1+2,.…,2"! + 2 |， 

As = 11,2,°,27 3 ,2 ?+1,2" +2, ,2 +27 733,27 1 +1,2" 7 
+2, 2142321 + 2 2 + 1,2"1 + 2 2 42,..,2"-1 
+ 2 ?+ 2 3}, 


Ai 一 {1,2,5,6,9,10,.… ,2 3 ,2 一 2 | ， 
A = 11,3,5,7,.…,2:— 3,2 1|. 


易 见 FF = |Ai,A,,…,A,| 区 分 S 且 UA, 11.2...27 1 = 1 
2,…,n 一 1. 显然 ,将 下 只 要 再 加 1 个 集合 Ao = fn1 即 可 覆盖 S. 从 


而 有 


fl(n)rt+l= [logn]j+1. 由 
而 当 2" +1 声 nn 27 一 1 时 ,下 本 身 (必要 时 与 S 取 交 ) 就 是 既 区 分 
又 覆盖 S 的 , 故 这 时 中 式 仍然 成 立 . 
男 一 方面 ,我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 中 式 的 反 向 不 等 式 ， 
fn) 宇 rt+1, 当 2 nn 2 1 ©@ 
由 f(2) = f(3) = 2 知 r = 1 时 @ 式 成 立 . 设 当 vr = 上 时 成 立 . 当 r = 
k+1 时 , 设 下 = 140,4 ,4 既 区 分 又 覆盖 S. 记 A'o= S - Ap， 


于 是 | Ao|+|A4| = ,不 妨 设 | Ao| 之 [ 专 ]. 这 时 1A1 nM Ao0,A2 站 
Au ,Ai mn Aol 既 区 分 又 覆盖 Ao. 于 是 由 归纳 假设 知 : 之 
f( [各 | ) 汪 4+ 1 从 而 得 知 @@ 式 于 = +1 时 也 成 立 ， 


综 上 可 知 f(n) = [logppnj+1. 
[ 解 2] 设 焉 = 1A1,A,,…,A,| 既 区 分 又 覆盖 S. 考 察 S 的 子 集 
A; 与 元 素 的 关系 表 
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其 中 
1, 当 i € Ai， 
| ‘os i FA, 
由 于 下 是 覆盖 的 ,所 以 每 个 元 素 ; 至 少 属于 1 个 A;, 即 表 中 每 行 数 都 不 
全 为 0; 由 于 下 是 区 分 的 ,所 以 表 中 每 两 行 数 都 不 完全 相同 .由 于 由 :个 
分 量 组 成 ,每 个 分 量 都 是 0 或 1 的 不 同 非 0 向 量 共有 2 -1 个 , 故 得 
n 2 一 上 


i 12 2 


从 而 得 到 
fl(n) 守 [logppn]+1. (3) 
另 一 方面 ,对 于 n € N, 取 zt € N, 使 得 2!1 之 nn 才 2:-1 并 取 n 
个 不 同 的 非 零 上 问 量 : 
(zi 二 21， 
其 中 Ti 都 是 0 或 1. 定 义 子 集 A;CS 如 下 :对 每 个 1€ S, 当 生 仪 当 Ti 
= 1 时 i7€ Aj,j = 1,2,…,t. 容 易 验证 ,F = 1A1,A;,,…,Alil 既 区 分 
又 覆盖 S = 11,2,…,n|. 故 得 
Fa) 委 上 = [lognl+1. @) 
由 人 @ 和 多 即 得 f(n) = [logynj]+1. 

7.112 ”一 套 五 卷 百科 全 书 按 递增 顺序 摆 放 在 书架 上 , 即 自 左 至 
右 由 第 1 卷 依次 排 至 第 5 卷 . 现 想 把 它们 改换 为 按 递 降 顺 序 摆 放 , 即 改 
为 自 左 至 右 由 第 5 卷 依次 排 至 第 1 卷 ,但 每 次 只 许 交 换 相 邻 摆 放 的 两 卷 
的 位 置 .最 少 要 做 多 少 次 这 种 交换 才能 达到 目的 ? 

(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 依次 将 第 1 卷 与 第 2 卷 ,第 3 卷 ,第 4 卷 ,第 5 卷 交 换 位 置 ， 
可 将 第 1 卷 调 至 最 右边 的 位 置 .再 将 第 2 卷 依次 与 第 3,4,5 卷 交换 位 
置 ,可 得 到 5 卷 书 的 排 位 为 (3,4,5,2,1). 然后 再 做 下 列 交 换 : 13,4|， 
13,51 ,14,51, 即 得 排 位 为 (5,4,3,2,1), 共 进行 了 10 次 交换 . 

另 一 方面 ,将 5 卷 书 从 排 位 (1,2,3,4,5) 改 为 (5,4,3,2,1) ,任何 两 
卷 书 A 和 8B 的 左右 顺序 都 要 改变 ,而 这 只 有 在 两 卷 书 变 为 相 邻 时 进行 
交换 才能 实现 .因此 ,任何 两 卷 书 都 至 少 交 换 1 次 ,总 共 至 少 交换 10 次 . 

综 上 可 知 ,最 少 要 交换 10 次 才能 实现 题 中 的 要 求 . 

7….113 ” 托 尔 斯 泰 全 集 共 100 卷 杂 乱 无 序 地 排放 在 书架 上 ,每 次 允 
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许 将 其 中 任意 具有 不 同 奇偶 性 卷 号 的 两 卷 交 换 位 置 . 问 最 少 要 进行 多 
少 次 这 样 的 交换 ,才能 保证 使 它们 按照 卷 号 的 顺序 摆 放 ? 
(党 反 和 人 和 区 砚 1990 年 ) 

[ 解 ] 用 100 个 点 zzz，…zioo 来 代表 书架 上 的 100 个 位 置 . 当 
第 i 个 位 置 放 着 第 j 卷 书 时 (i 关 j) ,就 在 点 x; 与 x 间 连 一 条 线 并 标 上 
指向 xz; 的 箭头 .全 部 标 好 之 后 ,我们 得 到 一 个 有 向 图 ,其 中 每 点 的 度数 
都 为 2 或 0, 而 在 度数 为 2 的 顶点 , 恰 有 1 个 箭头 指向 它 和 1 个 箭头 离开 
它 . 注 意 ,顶点 度数 为 0 意味 着 第 i 个 位 置 已 经 放 着 第 ; 卷 书 . 

去 掉 这 些 度数 为 0 的 孤立 顶点 . 便 得 到 一 个 每 点 度数 和 皆 为 2 的 有 向 
图 .由 图 论 定理 知 , 它 可 分 解 为 若干 个 两 两 没有 公共 顶点 的 圈 . 当 将 两 
本 书 进行 交换 时 ,如果 交换 位 置 的 两 本 书 处 于 两 个 不 同 的 圈 中 , 则 交换 
后 两 个 圈 变 为 1 个 图 ,我 们 称 之 为 “接合 " ;如 果 被 交换 的 两 本 书 处 于 同 

一 个 圈 中 且 对 应 两 点 相 邻 , 则 一 个 圈 变 成 了 两 个 团 ( 当 然 可 能 出 现 退 化 
为 孤立 点 的 情形 ) ,我 们 称 之 为 “分 解 ” 

现在 假定 在 长 度 大 于 1 的 圈 ( 即 至 少 有 两 个 顶点 的 圈 ) 中 ,有 a 个 
图 仪 由 偶数 号 的 顶点 组 成 ,有 6。 个 圈 仅 由 奇数 号 的 顶点 组 成 .显然 有 a 
委 23,0 和 25. 不 妨 设 0< 和 au. 于 是 ,至 多 经 过 wa 次 “接合 ”, 便 可 使 得 
所 有 轿 中 都 既 有 奇数 号 顶点 又 有 偶数 号 顶点 .这 样 一 来 ,只 要 再 作 * 分 
解 ” 就 可 以 了 .实际 上 ,每 次 分 解 都 可 对 一 对 相 邻 顶点 进行 ,从 而 使 其 
中 至 少 1 点 成 为 孤立 点 , 且 当 圈 中 奇 ( 偶 ) 数 号 顶点 多 时 ,就 让 奇 ( 偶 ) 数 
导 顶 点 成 为 孤立 点 ,于 是 分 解 可 进行 到 底 , 即 全 部 化 成 孤立 点 .显然 ,这 
样 的 分 解 至 多 要 99 次 .从 而 整个 交换 过 程 至 多 有 124 次 交换 . 

为 一 方面 , 当 50 个 偶数 号 顶点 组 成 1 个 圈 而 50 个 奇数 号 顶点 每 两 
个 组 成 1 个 圈 共 25 个 圈 时 ,为 了 消灭 奇数 号 的 圈 ,至 少 要 进行 25 次 接 
合 交换 .此 外 , 设 在 整个 交换 过 程 中 共有 个 既 有 偶 顶 点 又 有 奇 顶 点 的 
圈 , 则 原来 惟一 的 有 偶 顶 忆 的 关公 少 要 先进 行 k 一 1 次 分 解 . 设 这 此 个 
希 中 顶点 个 数 分 别 为 n,n,,…,n;. 由 于 有 nj 个 顶点 的 圈 要 变 成 个 
扳 立 点 至 少 要 进行 n; - 1 次 分 解 , 故 总 共 要 进行 的 分 解 次 数 至 少 为 

(nt (nm1)r+ (nm-1)+(k-1)= 99. 
这 表明 至 少 要 做 25 + 99 = 124 次 交换 . 
综 上 可 知 , 所 求 的 交换 次 数 的 最 小 值 为 124. 
/114 在 一 个 有 限 的 实数 数列 中 ,任何 连续 7 项 之 和 都 是 负数 而 
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任何 连续 11 项 之 和 都 是 正 数 . 试问 这 样 一 个 数列 最 多 有 多 少 项 ? 
(第 19 届 国际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 如果 数列 有 17 项 , 则 可 排列 如 下 : 


人 1yC25C39 人 10 人 11， 
A234 yl C12， 
U3 049053"" 12 13 
U7 Gd8 9 AIG U17.: 


由 已 知 ,其 中 每 行 数 之 和 为 正 ,从 而 表 中 所 有 数 之 和 为 正 ; 另 一 方面 , 表 
中 每 列 数 之 和 为 负 , 从 而 表 中 所 有 数 之 和 为 负 , 矛 盾 . 这 说 明 满 足 要 求 
的 数列 至 多 有 16 项 . 

考察 如 下 的 数列 

5,5, - 13,5,5,5, ~ 13,5,5, ~ 13,5,5,5, — 13,5,5, 
其 中 任何 连续 7 项 中 都 有 5 个 5 和 两 个 - 13, 其 和 为 - 1; 任 何 连 续 ]1 
项 中 都 有 8 个 5 和 3 个 -13, 其 和 为 1. 可见, 这 个 数列 满足 题 中 要 求 且 
有 16 项 , 故 知 满足 题 中 要 求 的 数列 最 多 有 16 项 . 

7.115 设 S = |11,2,3,4|,al,a2;,…,as 是 由 S 中 的 数 所 组 成 的 
数列 , 且 它 包含 S 的 所 有 不 以 1 结尾 的 排列 , 即 对 于 S 中 4 个 数 的 任何 
排列 (51 ,52,603,604) ,Bb4 了 闫 1, 都 有 ,i ,i3,i4, 使 得 

Qa; = 6 7=1,2,3,4 有 1 <i<i<i hk. 


求 数列 项 数 & 的 最 小 值 . 
(中 国人 代表 队 模拟 考试 题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] (1) 由 1,2,3 组 成 的 数列 ,如 果 包 含 i1,2,3| 的 所 有 排列 , 则 
至 少 有 7 项 . 

设 在 1,2,3 中 3 最 后 出 现 , 则 第 1 个 3 至 少 是 第 3 项 .为 了 包含 排列 
(3,2,1) 和 (3,1,2),3 的 后 面 应 有 2,1,2 或 1,2,1. 如 果 后 面 还 有 一 个 
3, 则 共有 7 项 ;如 果 后 面 不 再 有 3, 则 惟一 的 3 的 前 面 也 要 有 3 项 ,共有 
7 项 . 

(2) 由 1,2,3,4 组 成 的 数列 ,如 果 包 含 11 ,2,3,4} 的 所 有 排列 , 则 至 
少 有 12 项 . 

由 对 称 性 知 可 设 数列 中 值 为 4 的 项 最 少 . 若 其 中 只 有 1 项 是 4, 则 
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由 前 段 证 明知 , 它 的 左 方 和 右 方 至 少 各 有 7 项 ,从 而 数列 至 少 有 15 项 . 
设 数列 中 有 两 个 4, 分 别 记 为 4 ,4 ,其 中 440 在 452 的 左 方 .于 是 数 
列 工 可 表示 如 下 : 
个 = ad4600442)c. 
其 中 a ,65,c 是 原 数 列 被 两 个 4 分 成 的 3 段 , 记 其 项 数 分 别 为 /(a)， 
(2),Lc) .由 (1) 知 
I(a)+1(65) 守 7,1(b) + l(c) 宇 7. 

若 1(a) 守 3 或 1(c) 守 3, 则 显然 有 (T) 实 12. 若 ia) 过 2, 即 4 之 
前 至 多 有 2 项 ,不 妨 设 为 1,2, 于 是 排列 (2,1,4,3),(3,1,4,2), (3,2,4， 
1) 中 的 4 都 只 能 是 4, 从 而 c 中 至 少 有 1,2,3 各 1 个 , 即 1c) 污 3. 这 
就 证 明了 1(T) 写 12. 

(3) 由 对 称 性 知 可 设 (2) 中 的 数列 的 最 后 1 项 为 1, 从 而 把 1 去掉 
时 , 便 得 到 满足 题 中 要 求 的 数列 ,反之 亦 然 . 故 知 这 样 的 数列 至 少 有 11 

数列 

1,2,3,4,1,3,2,1,4,2,3 

满足 题 中 要 求 且 恰 有 11 项 . 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 数列 最 少 有 11 项 . 

7.116 ”给 定 一 个 由 x 个 数组 成 的 数列 ai ,a;,…,a, ,然后 对 它们 
进行 如 下 的 变换 ,使 数列 变 为 

Jai-al,las—al ,| as 一 al| ,|an—a|, 

其 中 a 为 任意 取 定 的 一 个 数 .这 样 的 变换 可 进行 多 次 ,每 次 所 取 的 a 可 
互 不 相同 . 
(1) 远 证 可 经 过 知 于 次 这 样 的 变换 ,使 数列 中 的 ”个 数 全 都 变 为 
雪 ; 

(2) 求 使 上 述 目 标 对 于 任何 初 值 都 能 实现 所 需要 的 变换 次 数 的 最 
小 值 . 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 aa 和 ye 人 ) 是 在 对 数列 ai ,as,…,a, 作 了 次 变 

换 之 后 所 得 到 的 数列 ,而 w 是 在 作 第 & 次 变换 时 所 取 的 减 数 a 之 值 . 


如 果 取 ai = 村 (at + a2), 则 在 作 了 第 1 次 变换 后 所 得 到 的 数列 
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即 前 两 项 相等 .如果 再 取 a, = 方 (oa 多 + 4 的 ), 则 在 af?? ,a 名 ,… ,a 
中 又 有 


依 此 类 推 ,在 第 ; 次 变换 中 , 令 w = 二 (af0 + af8iD), 则 在 数列 ef， 
a4 ,… ,a 四 中 ,前 i+1 项 都 相等 .特别 当 i = n -工时 ,数列 中 的 ”项 
都 相等 .于 是 只 要 再 取 a,, = a 名 -0 , 则 再 作 一 次 变换 ,数列 中 的 n 项 就 
都 变 成 零 了 . 可见, 进行 了 上 述 的 ”次 变换 后 ,数列 中 的 所 有 项 全 都 变 
成 零 了 . 


下 面 来 证 明 , 对 于 数列 11 ,21,…,n1, 必 须 经 过 n 次 变换 , 方 能 使 


它 的 所 有 项 全 都 变 为 零 . 

注意 ,如 果 在 将 某 个 数列 变 为 全 零 数 列 的 过 程 中 的 某 一 步 中 所 取 
的 减 数 a 小 于 此 时 数列 中 各 项 的 最 小 值 , 则 变换 的 次 数 可 以 减少 .因为 
若 下 一 步 减 数 为 8, 则 两 次 变换 可 以 合并 为 一 次 来 进行 ,只 要 取 减 数 为 
a + B 就 可 以 了 .类 似 地 ,如 果菜 次 变换 所 取 的 减 数 a 大 于 数列 各 项 的 
最 大 值 , 则 变换 的 次 数 也 可 以 减少 . 由 此 可 知 ,如 果 一 个 数列 是 在 经 过 
了 最 少 次 数 的 变换 后 变 为 全 零 数 列 的 ,那么 在 变换 过 程 的 每 一 步 所 取 
的 减 数 都 界 于 当时 数列 中 各 项 的 最 小 值 与 最 大 值 之 间 . 

现在 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 至 少 要 经 过 n 次 变换 , 方 能 将 数列 11， 
21,…,n1 变 为 全 零 数列 

当 ”= 2 时 命题 成 立 , 因 为 1 次 变换 不 可 能 使 两 个 不 等 的 项 同时 变 
为 零 . 设 命题 于 n = 有 时 成 立 . 当 2 = 有 +T 时 ,如 果 经 不 次 变换 将 数列 
1!1,21,…,k1,(k + 1)! 变 成 了 全 零 数 列 ,当然 也 将 它 的 前 项 全 变 为 
零 . 从 而 由 归纳 假设 及 前 面 的 讨论 可 知 , 次 变换 中 所 取 的 减 数 &j ,a;， 
po 都 满足 1 过 a 过 有 1,j = 1,2,…,k. 这 样 一 来 ,在 次 变换 之 后 
必 有 

ax 多 六 《 然 刘 一 有 (+1)1 一 到 
=k!>0, 
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此 与 反 证 假设 矛盾 ,从 而 证 上 明了 要 将 数列 11,2!1,…,n! 变 为 全 等 数列 ， 
至 少 要 经 过 n 次 变换 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 变换 次 数 的 最 小 值 为 并. 

7.117 设 S= |,2,3,41;n 项 的 数列 a1,as,…a, 具有 下 列 性 
质 : 对 于 S 的 任何 一 个 非 空子 集 8( 集 B 的 元 数 记 为 1B8| ) ,在 该 数列 中 
都 有 相 邻 的 | B | 项 恰好 组 成 集合 B. 求 项 数 ” 的 最 小 值 . 

(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 对 于 每 个 i€ S, 它 都 可 以 与 S 中 的 另外 3 个 元 素 各 组 成 
一 个 二 元 子 集 , 即 共有 3 个 含 i 的 二 元 子 集 .车 i 在 数列 中 仅 出 现 1 次 ， 
则 会 i 的 相 邻 两 项 组 至 多 两 个 .所 以 i 在 数列 中 至 少 出 现 两 次 .由 于 1， 
2,3,4 都 至 少 出 现 两 次 , 故 数列 至 少 有 8 项 , 即 n 宇 8&8. 

另 一 方面 ,容易 验证 ,8 项 数列 3,1,2,3,4,1,2,4 满足 题 中 条 件 . 

综 上 可 知 , 数 列 项 数 的 最 小 值 为 8. 

7.118 设 S= 11,2,…n|,A 是 由 集 S 的 若干 个 子 集 所 组 成 的 
集合 ,使 得 A 中 的 任何 两 个 元 素 作 为 S 的 两 个 子 集 都 互 不 包含 , 求 集 A 
的 元 数 | A | 的 最 大 值 . : 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 对 于 任何 一 个 这 样 的 集 A, 设 A 中 共有 个 S 的 & 元 子 集 ， 
k = 1,2,…,n, 于 是 六 都 是 非 负 整 数 且 


1A|= 六 OD 
当 f 为 正 整数 时 , 对 于 每 个 属于 A 的 S 的 元 子 集 141,4y,…， 
as | ,人 他 1 人 2 人 为 前 上 个 元 素 的 5 的 所 有 排列 的 个 数 为 &! (n 
k)!. 由 于 A 中 的 任何 两 个 元 素 作为 S 的 子 集 互 不 包含 ,所 以 由 A 中 子 
集 所 导出 的 上 述 排 列 互 不 相同 .于 是 有 


AI In @ 


又 因 当 正 整 数 n 固定 时 ;组 合 数 {C9 ,C4 ,Ca 中 以 C 中 1 为 最 大 . 因 
而 由 和 @ 有 
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= Cpt DIS CH 
另 一 方面 , 当 A 为 S 的 所 有 | 乞 | 元 子 集 所 组 成 的 集合 时 , 恰 有 
ao = cc 


综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 集 A 的 元 数 的 最 大 值 为 CL 

7.119 设 ) 为 正 偶数 .考察 一 块 xz 的 方 格 板 .如 果 两 个 不 同 
方 格 有 1 条 公共 边 , 则 称 它们 是 相 邻 的 .在 这 块 方 格 板 上 标定 m 个 方 
格 ,使 得 板 上 的 每 个 方 格 都 至 少 与 1 个 标定 方 格 相 邻 . 求 标定 方 格 个 数 
m 的 最 小 值 . 

(第 40 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 将 方 格 板 像 国际 象棋 棋盘 那样 黑白 相间 地 染色 并 考虑 所 
有 的 黑 格 . 显 然 , 黑 格 的 邻 格 都 是 白 格 . 故 只 须 考 虑 为 使 每 个 黑 格 都 至 
少 有 1 个 标定 方 格 相 邻 , 最 少 要 标定 多 少 个 白 格 . 

设 n = 2k,k EEN. 将 方 
格 板 斜 放 着 ,并 取 图 (a) 中 夯 
有 圆圈 的 方 格 为 标定 方 格 . 
易 见 , 方 格 板 上 每 个 黑 格 都 
恰 与 1 个 标定 方 格 相 邻 . 当 
为 偶数 时 , 标定 方 格 的 个 数 
为 

2+4++.…+k+(k—1) 


t+3+1= 良 RCk+1); 


当 & 为 奇数 时 ,标定 方 格 的 
个 数 为 
2+4+.+(k—1)+k 





tt3+1= 方 h(k+1)， (a) 
这 表明 取 方 k(k + 1) 个 标定 白 格 时 ,可 以 使 每 个 黑 格 都 至 少 与 1 个 标 
定 方 格 相 邻 . 同 理 , 取 -&(A + 1) 个 标定 黑 格 时 ,也 可 以 使 每 个 白 格 都 
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至 少 与 1 个 标定 方 格 相 邻 , 故 知 
所 求 标 定 方 格 个 数 mx 的 最 小 值 
不 大 于 k(k + 1). 

另 一 方面 ,考察 图 (b) 中 男 


叉 的 方 k(k + 1) 个 黑 格 . 易 见 ， 
它们 两 两 之 间 没有 公共 的 邻 格 . 
换 句 话说 ,每 个 白 格 只 能 与 这 些 
画 又 黑 格 中 的 一 个 相 邻 . 故 为 满 


足 题 中 要 求 ,至少 应 标定 于 4(4 
+ 1) 个 白 格 . 同 理 ,也 至 少 要 标 
定 方 k(k + 1) 个 黑 格 .所 以 ,为 


满足 题 中 要 求 , 至 少 要 标定 &(& 
+ 1) 个 方 格 . 

综 上 可 知 .标定 方 格 的 个 数 m 的 最 小 值 为 kk + 1) = 二 mm 
2). 

7. 120 ”MO 太空 城 由 99 个 空间 站 组 成 .任何 两 个 空间 站 之 间 都 
有 一 条 管 形 通 道 相 连 .规定 其 中 99 条 通道 为 双向 通行 的 主干 道 , 其 余 
通道 严格 单 向 通行 . 如果 某 4 个 空间 站 可 以 经 由 它们 之 间 的 通道 从 其 
中 任 一 站 走 到 另外 任 一 站 , 则 称 这 4 个 站 的 集合 为 一 个 互通 四 站 组 . 试 
为 MO 太空 城 设 计 一 个 方案 ,使 得 互通 四 站 组 的 数目 最 大 ,具体 算出 
该 最 大 数 并 证 明 你 的 结论 . 

(第 14 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 将 不 能 互通 的 四 站 组 称 之 为 坏 四 站 组 ,于 是 坏 四 站 组 有 3 
种 可 能 情形 : 

(1) 站 A 引出 的 3 条 通道 AB,AC,AD 全 都 离开 A; 

(2) 站 A 引出 的 3 条 通道 全 都 走 进 A; 

(3) 站 有 A 与 B,C 与 DD 之 间 都 是 双 行 干道 ,但 通道 AC,AD 都 离开 
A ,通道 BC ,BD 都 离开 B. 

将 第 1 种 的 所 有 坏 四 站 组 的 集合 记 为 $S, 其 他 坏 四 站 组 的 集合 记 
为 下. 让 我 们 来 计算 | S| .注意 ,太空 城中 共有 
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Ci -99= 二 x99x98-99 -=99x48 


2 
条 单行 通道 . 设 第 i 站 走出 的 通道 数 为 S$; ,于 是 
2) S, = 99 x 48. 


这 时 从 站 A; 引出 3 条 走出 通道 的 1 类 坏 四 站 组 的 个 数 为 C3 .从 而 有 
| sl = > C8 90x C3, = 99 x 8 x 47x46. 


又 因 所 有 四 站 组 的 总 数 为 
Co = 4 x 99 x 98 x 97, 
所 以 互通 四 站 组 的 个 数 不 多 于 
Ch— |S|<<4x99x98x97-8x99x47x46 
= 8 x 99(49 x 97 - 47 x 46) : 
= 2052072. 

下 面 构造 一 个 例子 ,使 得 互通 四 站 组 的 个 数 恰 为 2052072. 为 此 ， 
必须 使 从 每 个 站 A; 走出 的 通道 的 条 数 都 是 48. 从 而 走 人 的 通道 也 是 
48 条 , 且 每 站 都 恰 有 两 条 双 行 通道 ,同时 要 保证 只 有 S 类 坏 四 站 组 , 没 
有 不 类 坏 四 站 组 . 

将 99 个 空间 站 写 在 一 个 圆 内 接 正 99 边 形 的 99 个 顶点 上 .规定 正 
99 边 形 的 最 长 的 对 角 线 为 双 行 通道 .于 是 每 点 都 恰 有 两 条 双 行 通道 . 
对 于 站 4, , 按 顺 时 针 顺 序 接 下 去 的 48 个 站 与 4A; 的 单行 通道 都 是 从 AA， 
走出 的 ; 按 道 时 针 顺 序 接 下 去 的 48 个 站 .通道 都 是 走向 A, 的 .下 面 我 
们 来 验证 ,在 此 规定 之 下 ,只 有 S 类 坏 四 站 组 而 没有 人 类 坏 四 站 组 . 

设 1A,B,C,D| 为 任 一 四 站 组 . 

(i) 车 4 站 之 间 有 两 条 双 行 道 , 则 显然 是 互通 的 ，; 

(让) 者 4 站 之 间 有 惟一 的 双 行道 AC, 则 站 B 和 也 分 别 与 4,C 形 成 
一 个 环 路 ,从 而 也 是 互通 的 . 

(iii) 由 (D 和 (io 可 知 , 坏 四 站 组 之 间 没 有 双 行 道 , 故 只 能 是 (1) 和 
(2) 两 种 情形 之 一 .车 为 (2) ,不 妨 设 站 4 的 3 条 通道 全 是 走向 4 的 ,于 
是 站 B,C,D 都 在 从 A 算 起 , 道 时 针 方向 的 48 个 站 内 的 . 设 其 中 站 也 高 
A 最 远 , 从 而 通道 AD, BD ,GD 都 走出 站 刀 . 这 表明 坏 四 站 组 都 是 S 类 
的 . 


您 
娘 c 和 深 
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综 上 可 知 ,互通 四 站 组 的 个 数 的 最 大 值 为 2052072. 
7. 121 有 A,B,C 三 个 药 瓶 , 瓶 A 中 装 有 1997 片 药片 , 瓶 召 和 
C 都 是 空 的 , 装 满 时 可 分 别 装 97 和 19 片 药 .每 片 药 含 100 单位 有 效 成 
分 ,每 开 瓶 一 次 该 瓶 内 每 片 药 都 损失 1 个 单位 有 效 成 分 . 某 人 每 天 开 瓶 
一 次 ,了 乃 一 片 药 ,他 可 以 利用 这 次 开 撼 的 机 会 将 药片 装 入 别 的 瓶 中 以 减 
少 以 后 的 损失 ,处 理 后 将 瓶 盖 都 盖 好 . 问 当 他 将 药片 全 部 吃 完 时 ,最少 
要 损失 多 少 个 单位 有 效 成 分 ? 
: (中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 为 了 摸 清 解 题 思路 , 先 证 如 下 的 引 理 . 
引 理 。” 当 只 有 B 和 C 两 个 瓶 且 B 瓶装 满 药片 而 C 瓶 空 着 时 , 吃 完 
全 部 药片 的 最 小 损失 是 903 个 单位 有 效 成 分 . 
从 简单 人 手 来 考察 损失 最 小 值 的 变化 规律 . 以 下 用 三 数组 (a,b， 
1) 表示 为 B 瓶 装 有 a + +1 枚 药片 时 ,打开 瓶 吃 1 枚 并 趁机 将 4b 枚 药 
片 装 入 C 瓶 中 ,而 三 数组 括号 外 ,前面 的 数字 是 药片 总 数 , 后 面 的 数字 
表示 总 损失 的 最 小 值 . 易 见 , 当 B 瓶 药片 总 数 依 次 为 1,2,3,4,5,6 时 ， 
情况 如 下 : 
1(0,0,1)1， 4(1,2,1)8, 
2(0,1,1)3， 5(2,2,1)11, 
3(1,1,1)5， 6(3,2,1)14. 
当 B 瓶 开始 时 共有 7 片 药 时 , 即 再 增加 1 片 药 时 ,增加 的 1 枚 应 放 
和 人 吾 瓶 还 是 C 瓶 ?在 放 人 C 瓶 , 则 变 为 (3,3,1) ,总 损失 为 18; 若 放 人 三 
瓶 , 则 变 为 (4,2,1) ,总 损失 也 是 18. 故 知 总 损失 的 最 小 值 为 18 ,增加 的 
1 枚 放 入 B 瓶 和 放 入 C 瓶 效果 是 一 样 的 .接着 ,从 (3,3,1) 出 发 ,再 增加 
] 片 药 时 , 放 入 C 瓶 损失 增加 5 而 放 人 B 瓶 损 失 增 加 4 , 当然 要 放 在 B 
瓶 中 , 当 B 瓶 分 得 的 药片 数 依次 为 4,5,6 而 C 产 药片 数 不 动 时 ,总 损失 
每 次 都 增加 4. 故 当 药 片 总 数 依 次 为 8,9,10 时 ,每 次 增加 的 1 枚 都 应 放 
在 吾 瓶 中 . 重 从 (4,2,1) 开始 , 则 也 可 依次 增加 1 片 药 , 共 3 次 ,其 中 有 1 
次 将 药片 放 在 C 瓶 中 ,而 另 两 次 放 在 B 瓶 中 ,使 得 总 损失 的 最 小 值 每 
次 都 增加 4. 这 就 是 说 ,从 (3,2,1) 出 发 ,C 瓶 药片 数 可 从 2 增加 到 3,B 
瓶 药片 数 可 从 3 增加 到 6, 每 增加 1 片 药 都 使 损失 的 最 小 值 增加 4. 于 是 
有 
7(3,3,1)18, 9(5,3,1)26, 
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8(4,3,1)22， 10(6,3,1)30. 
当 B 瓶 药片 总 数 再 增加 时 ,无 论 将 新 增加 的 一 枚 放 入 哪个 瓶 中 ， 
都 将 使 损失 的 最 小 值 至 少 增加 5 而 无 法 更 少 , 并 且 为 保证 每 次 增加 5， 
C 瓶 药片 数 可 由 3 增加 到 4, 即 只 有 1 次 增加 机 会 ;B 瓶 药片 数 可 由 6 增 
加 到 10, 即 有 4 次 增加 机 会 .共有 5 次 ,例如 可 以 写成 
11(6,4,1)35, 14(9,4,1)50, 
12(7,4,1)40, 15(10,4,1)55, 
13(8,4,1)45. 
这 样 一 来 , 当 药 片 总 数 从 0 开始 每 增加 1 片 时 ,损失 的 最 小 值 增加 
1 的 有 1 次 ,增加 2 的 有 2 次 ,增加 3 的 有 3 次 ,增加 4 的 有 4 次 .一 般 地 ， 


增加 天 的 有 大 次 .因为 六 x 14 x 13 = 91, 所 以 有 

91(78,12,1)819, 95(81,13,1)875, 

92(78,13,1)833, 96(82,13,1)889, 

93(79,13,1)847， 97(83,13,1)903. 

94(80,13,1)861, 
至 此 引 理 得 证 . 

考察 3 个 瓶 的 情形 .这 时 用 四 数组 来 表示 第 1 次 打开 A 瓶 吃 1 片 后 

3 个 瓶 中 药片 的 分 布 状 态 : 括 号 前 的 数 表示 开始 时 A 瓶 中 药片 总 数 , 括 
号 中 前 3 个 数 依 次 表示 A,B,C 瓶 中 的 药片 数 ,括号 后 的 数 仍 然 表 示 总 
损失 的 最 小 值 .于 是 有 

1(0,0,0,1)1, 13(4,5,3,1)37, 

2(0,0,1,1)3， 14(4,6,3,1)41, 

3(0,1,1,1)5, 15(5,6,3,1)45, 

4(1,1,1,1)7, 16(6,6,3,1)49, 

5(1,1,2,1)10, 17(7,6,3,1)53, 

6(1,2,2,1)13， 18(8,6,3,1)57, 

7(1,3,2,1)16, 19(9,6,3,1)61, 

8(2,3,2,1)19, 20(10,6,3,1)65, 

9(3,3,2,1)22， 21(10,6,4,1)70， 

10(4,3,2,1)25, 22(10,7,4,1)75, 

{1(4,3,3,1)29, 23(10,8,4,1)80, 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 525 


尝 卫 所 淹 
福 c 各 





eg 路 洽 


12(4,4,3,1)33， 24(10,9,4,1)85. 

可 见 , 当 A 瓶 中 的 药片 总 数 从 0 算 起 每 增加 1 片 时 ,损失 的 最 小 值 
增加 工 的 有 1 次 ,增加 2 的 有 3 次 ,增加 3 的 有 6 次 ,增加 4 的 有 10 次 ， 
而 且 B,C 两 瓶 的 变化 规律 与 引 理 中 相同 , 这 样 一 来 . 若 把 损失 增加 ?> 
的 次 数 记 为 a, , 则 当 增 加 4 的 a, 次 排 完 之 后 ,总 数 每 增加 1 片 时 总 损失 
的 最 小 值 都 增加 n+ 1. 这 时 ,C 痊 中 药片 数 可 从 n 一 1 增加 到 ,只 有 1 
次 机 会 ,B 瓶 中 药片 数 像 引 理 中 一 样 ,及 次 机 会 ;A 瓶 中 则 有 a 个 增 
加 值 , 故 有 

Cl 二 Gy 十 7 十 上 
递 推 可 得 
Qa 二 w+ 


但 是 , 当 C 瓶 增加 到 19 或 B 瓶 增加 到 97 时 ,将 无 法 再 增加 ,a, 的 
表达 式 也 将 随 之 发 生变 化 .为 了 搞 清 这 种 情形 .将 引 理 证 明 中 的 变化 规 
律 接着 开 列 于 下 ， 

98(84,13,1) 106(91,14,1) 
99(85,13,1) + 107(92,14,1) 

100(86,13,1) 108(93,14,1) 
101(87,13,1) 109(94,14,1) 
102(88,13,1) 110(95,14,1) 
103(89,13,1) 111(96,14,1) 
104(90,13,1) 112(97,14,1). 
105(91,13,1) 

让 我 们 来 计算 一 下 ,后 3 数 为 (91,13,1) 时 ,开始 时 A 瓶 药 片 总 数 
是 多 少 ? 注 意 ,第 3 数 为 13 时 ,对 应 的 是 a14, 于 是 有 


14 14 1 ] 14 1 14 
> ai = > ， n(n+t+1)= 7 Dnt+ Dn 
n=1 n=] 2 2 n=1 2 六 一 】 


1 1 
= 173 X14x15x29+ 4 x 14 x 15 = $60, 


即 A 瓶 药 片 总 数 为 560 时 ,对 应 的 四 数组 及 随后 的 9 个 四 数组 为 
560(455,91,13,1) 565(455,95,14,1) 
561(455,91,14,1) 566(455,96,14,1) 
562(455,92,14,1) 567(455,97,14,1) 


昌 
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563(455,93,14,1) 568(456,97,14,1) 
564(455,94,14,1) 569(457,97,14,1). 
从 而 有 
alss = ai4+7 = 112. 
接着 ,C 瓶 每 次 可 增加 1 片 ,B 瓶 已 经 无 法 增加 .所 以 有 
alg = alg+1 = 113, a7= ast+1 = 114, 
ai8 = llS,ar1g = 116，ax = 117. 
al a2+ + a = S60 + 687 = 1247. 
这 表明 当 A 瓶 药 片 总 数 为 1247 时 ,B 和 C 两 瓶 均 满 , 故 当 ”之 20 时 ， 
a, 二 117. 由 于 1997 - 1247 = 750 = 117 x6+48, 所 以 ai = a = 
… 二 qaw6 = 117,a2y = 48. 由 此 即 得 所 求 的 损失 总 数 的 最 小 值 为 


27 


14 6 
Dy na; = > ， 六 mr 十 工 ) 十 > (111 + k)(14+ kk) 
n=1 =I 


n=1 


6 
+ D117 x (20+7) +48x27 
1=1 


= 35853. 
7 。 122 对 于 1,2,……,10 的 每 一 排列 ft 一 (zz ,X10) ,定义 
10 
S(r) = >, | 2 ~ 3reu!, 由 
太一 上 


并 约定 Tl! 一 X1. 试 求 
(1)S(z) 的 最 大 值 与 最 小 值 ; 
(2) 使 S(r) 达到 最 大 值 的 所 有 排列 r 的 个 数 ; 
(3) 使 S(r) 达到 最 小 值 的 所 有 排列 r 的 个 数 . 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1999 年 ) 
[ 解 ] (1) 将 1,2,…,10 的 2 倍 与 3 倍 共 20 个 数 写 出 如 下 
20,18,16,14,12,10,8,6,4,2, 
30,27,24,21,18,15,12,9,6,3 ® 
其 中 的 较 大 10 个 数 之 和 与 较 小 10 个 数 之 和 的 差 为 203 - 72 = 131. 所 
以 S(t) 之 131. 对 于 排列 
ro = (1,5,6,7,2,8,3,9,4,10), 
容易 算出 S(ro) = 131, 所 以 S(z) 的 最 大 值 为 131. 
为 估计 SC(r) 的 最 小 值 , 应 从 加 中 的 20 个 数 中 选 尽 可 能 大 的 10 个 
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咕 只 访 


数 作 减 数 .显然 ,30,27,24 和 21 无 法 选 人 而 3 和 2 又 不 能 不 选 人 .能 选 
人 的 最 大 数 为 20 和 18 且 两 个 18 只 能 选 人 1 个 .随后 能 选 人 的 最 大 数 为 
16, 这 又 导致 15 不 能 选 人 . 依 此 类 推 , 可 知 尽 可 能 大 的 10 个 减 数 为 20， 
18,16,14,12,10,8,6,3,2. 由 此 可 知 S(r) 之 57. 对 于 排列 
ti = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1), 

容易 算出 S(t1) = 57. 所 以 S(t) 的 最 小 值 为 57. 

(2) 将 2x4 与 3x44i 中 较 小 的 一 个 数 称 为 小 数 , 男 一 个 称 为 大 数 .由 
于 1,2,3,4 所 产生 的 8 个 数 都 要 做 小 数 而 10,9,8,7 所 产生 的 8 个 数 都 
要 做 大 数 , 所 以 在 使 S(r) 取 最 大 值 的 排列 中 ,1,2,3,4 互 不 相 邻 ,7,8， 
9,10 也 互 不 相 邻 .5 和 6 则 既 不 能 紧 排 在 7,8,9,10 之 一 的 后 面 ,又 不 能 
紧 排 在 1,2,3,4 之 一 的 前 面 . 

设 zi = 1, 并 参照 下 面 的 符号 排列 

1AGOUDIAOUIAGODAO. 
其 中 2,3,4 任 意 填 人 3 个 口中 ,有 6 种 不 同 填 法 ;7,8,9,10 任意 填 人 4 
个 圆圈 中 ,共有 24 种 不 同 填 法 ;5 填 人 4 个 入 之 一 中 ,有 4 种 不 同 填 法 ; 
6 填 和 人 4 个 全 之 一 中 , 且 当 与 5 在 同一 个 公 中 时 , 既 可 在 $ 之 前 又 可 在 
5 之 后 ,共有 5 种 不 同 填 法 .总 结 起 来 , 当 zx! = 1 时 ,使 S(t) 取 最 大 值 
的 不 同 排列 的 个 数 为 
6 x 24 x 4 x5 = 2880. 

从 而 由 轮换 性 知 ,使 S(r) 取 最 大 值 的 所 有 不 同 排列 的 个 数 为 28800. 

(3) 在 (1) 的 讨论 中 已 知 为 使 S(t) 取 最 小 值 ,10 个 大 数 应 为 30， 
27,24,21,18,15,12,9,6,4. 为 使 4 为 大 数 ,2 应 排 在 1 前 ;为 使 6 为 大 
数 ,3 应 排 在 2 前 ;为 使 9 为 大 数 ,4 应 排 在 3 前 ;为 使 12 为 大 数 ,4 之 前 
只 能 为 5 或 6, 所 以 最 小 排列 中 , 必 有 连续 5 项 为 5,4,3,2,1 或 6,4,3,2， 
1. 以 下 称 使 SCr) 取 最 小 值 的 排列 为 最 小 排列 . 

设 zi = 10 并 考察 含有 连续 5 项 为 5,4,3,2,1 的 最 小 排列 .为 使 15 
和 18 为 大 数 ,5 和 6 不 能 紧 随 在 10 之 后 , 即 zx, 只 能 为 7,8,9 之 一 .6.7， 
8,9 这 4 个 数 中 有 1 个 为 x, 另 3 数 在 zx; 后 可 任意 排列 ,每 种 情形 下 都 
有 6 种 ,共有 18 种 排列 .这 时 5,4,3,2,1 这 连续 5 项 可 以 排 在 6 或 7 之 
后 .于 是 共 得 36 种 不 同 排列 . 

再 考察 含 有 连续 5 项 为 6,4,3,2,1 的 最 小 排列 . 这 时 余下 的 4 个 数 
为 5,7,8,9. 它 们 共有 24 种 不 同 排列 ,其 中 5 开头 的 6 种 排列 不 满足 要 
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求 ; 其 中 5 在 9 之 后 与 5 在 8 之 后 的 各 6 种 排列 中 只 能 将 6,4,3,2,1 排 
在 S 之 前 而 将 不 能 相 邻 的 9,8 与 $ 隔 开 . 共 得 12 种 排列 ,余下 6 种 排列 
都 是 $ 在 7 之 后 相 邻 .这 时 6,4,3,2,1 可 以 排 在 4 数 中 任何 一 数 之 后 , 共 
得 24 种 排列 .所 以 , 含 6,4,3,2,1 的 最 小 排列 共 36 种 . 

总 结 起 来 ,zi = 10 的 最 小 排列 共 72 种 .再 由 轮换 性 知 ,使 S(z) 取 
最 小 值 的 最 小 排列 共有 720 种 . 
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第 八 章 ”操作 与 游戏 


8:1 已 知 正方 体 的 每 个 顶点 上 放 着 一 个 非 负 实数 , 且 所 有 实数 
之 和 为 1. 甲乙 二 人 做 游戏 : 甲 先 挑选 正方 体 的 任何 一 面 , 乙 挑选 另 一 
面 , 最 后 甲 再 挑 第 3 个 面 ,并 约定 平行 于 已 选 的 面 不 能 再 选 .求证 甲 总 


可 使 所 选择 的 3 个 面 的 公共 顶点 上 所 放 的 数 不 大 于 -二 ， 
(第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


[证 ] 在 8 个 数 中 至 少 有 3 个 数 都 不 大 于 二 ,而 三 者 所 在 的 顶点 


中 总 有 两 个 在 一 个 面 上 且 为 相对 顶点 , 甲 只 要 先 选 这 一 个 面 就 行 了 . 

8.2 ”甲乙 二 人 进行 游戏 .在 黑板 上 写 着 整数 2, 甲 先进 行 ,两 人 轮 
流 将 黑板 上 所 写 的 整数 2 改写 成 n+ 4 ,其 中 da 为 n 的 任意 一 个 小 于 n 
的 正 约 数 . 谁 先 写 出 大 于 19891989 的 数 , 谁 就 告 负 . 问 在 正确 的 玩法 之 
下 , 谁 能 取胜 ? 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 甲 能 获胜 .他 每 次 都 将 黑板 上 的 数 加 1, 则 他 写 在 黑板 上 的 
数 都 是 奇数 . 因为 奇数 的 约 数 也 是 奇数 , 故 乙 每 次 所 取 的 d 必 为 奇数 ， 
从 而 他 改写 的 数 总 为 偶数 .这 样 一 来 ,第 1 个 超过 19891989 的 偶数 必然 
是 乙 所 写 ,所 以 甲 必 获 胜 . 

8.3 甲乙 二 人 进行 数学 游戏 , 甲 先 开始 且 申 乙 二 人 轮流 从 数列 
1,2,3,…,27 中 勾 掉 1 个 数 ,直到 只 剩 下 1 个 数 为 止 .如 果 所 勾 去 的 26 
个 数 的 和 能 被 5 整除 , 则 判 甲 获胜 ,和 否则 就 判 乙 胜 . 问 甲乙 二 人 谁 有 必 
胜 策略 ?说 明理 由 . 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
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[ 解 ] 乙 有 必 胜 策略 .因为 这 27 个 数 的 和 为 378, 除 以 $ 的 余数 为 
3. 所 以 , 勾 掉 的 26 个 数 的 和 能 被 5 整除 的 充分 必要 条 件 是 剩 下 的 1 个 
数 除 以 5 时 余 3. 但 这 27 个 数 中 只 有 5 个 数 除 以 5 时 余 3, 即 为 3,8,13， 
18,23. 乙 只 要 在 开 初 5 次 将 这 个 数 依次 刍 掉 , 甲 就 输 定 了 . 

8.4 ”甲乙 二 人 进行 如 下 的 游戏 , 甲 先 且 两 人 轮流 从 数列 1,2,3， 

,100, 101 中 每 次 任意 色 去 9 个 数 .经 过 这 样 的 11 次 匀 掉 后 ,还 剩 下 
两 个 数 这 时 ,所 余 两 数 之 差 即 为 甲 的 得 分 . 试 证 不 论 乙 怎样 做 , 甲 至 少 
可 得 55 分 . 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 甲 第 ] 次 勾 掉 47,48,…,55 这 9 个 数 .然后 将 余下 的 数 分 成 

46 组 . 
|i,i + 55},i = 1,2,.…,46. 

在 每 次 乙 勾 掉 9 个 数 之 后 , 甲 的 方针 是 ; 乙 勾 掉 几 个 整 组 , 甲 也 勾 掉 几 
个 整 组 ; 乙 从 几 个 组 中 勾 掉 各 1 个 , 甲 就 把 这 几 组 中 余下 的 各 1 个 数 勾 
掉 . 这 样 一 来 ,最 后 余下 的 两 个 数 一 定 是 同一 组 中 的 两 数 ,当然 得 55 分 . 

8.:5 ”甲乙 二 人 玩 在 黑板 上 写 数 的 游戏 ,规则 是 二 人 轮流 在 黑板 
上 写 一 个 不 超过 p 的 自然 数 ,但 禁止 再 写 出 黑板 上 已 有 数 的 因数 . 甲 先 
开始 写 ., 轮 到 谁 写 而 无 法 写 出 时 就 告 负 . 

(1) 当 p = 10 时 ,游戏 者 中 谁 有 获胜 策略 ? 

(2) 当 p = 1000 时 ,游戏 者 中 谁 有 获胜 策略 ? 

(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] (1) 甲 有 获胜 策略 .他 可 以 先 写 6, 于 是 按 规则 不 能 再 写 1， 
2,3. 同和 (4,5),(7,9),(8, 10), 无 论 乙 写 哪 一 个 , 甲 
就 写 同 组 的 男 一 

(2) 必 家 雪原 则 相间 但 取 数 范 围 不 是 1 到 1000 而 是 由 2 到 
1000 的 这 个 游戏 .如 果 这 个 游戏 先 写 者 有 必 胜 策略 ,那么 甲 对 原来 游 
戏 只 要 照搬 就 行 了 .因为 甲 写 下 一 个 自然 数 后 , 乙 是 不 能 写 1 的 .如果 
新 游戏 先 写 数 的 人 没有 获胜 策略 , 即 他 只 能 告 负 ,那么 甲 在 原 游戏 中 可 
以 先 写 1, 从 而 将 失败 留 给 了 乙 . 可 见 , 甲 总 有 获胜 策略 . 

8.6 ”甲乙 二 人 进行 数学 游戏 , 先 写 出 数 0,1,2,…,1024. 甲 从 中 
色 掉 512 个 数 ,然后 乙 从 余下 数 中 色 掉 256 个 ,然后 甲 再 勾 掉 128 个 ,如 
此 继续 下 去 .在 第 10 步 乙 色 掉 1 个 数 后 ,还 剩 下 两 个 数 . 此 时 乙 即 应 付 
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给 甲 分 数 ,分 数 的 值 等 于 余下 两 数 之 差 . 试问 怎样 色 数 对 甲 有 利 , 怎样 
勾 数 对 乙 有 利 ? 如 果 两 人 都 以 最 佳 方 式 执 步 , 乙 将 付 给 甲 多 少 分 ? 
(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 由 于 最 后 两 数 之 差 越 大 对 甲 越 有 利 , 因 此 , 甲 每 次 勾 掉 数 
时 ,所 余 的 数 中 两 数 之 差 的 最 小 值 越 大 越 有 利 . 乙 每 次 勾 数 时 ,所 余 的 
数 中 两 数 之 差 的 最 大 值 越 小 越 好 . 

甲 第 1 次 把 512 个 奇数 全 部 色 掉 .然后 不 管 乙 勾 掉 哪 些 数 , 甲 第 2 
次 先 把 不 是 4 的 倍数 的 偶数 都 勾 掉 , 若 不 够 ,可 再 随意 勾 掉 一 些 数 , 直 
到 够 数 为 止 . 依 此 类 推 ,直到 第 5 次 轮 到 甲 时 ,把 所 有 不 是 32 倍数 的 数 
都 勾 掉 .于 是 所 余 的 数 中 ,任何 两 数 之 差 都 不 小 于 32 ,所 以 他 最 后 至 少 
得 32 分 . 

第 1 次 轮 到 乙 时 , 甲 已 经 色 掉 $12 个 数 . 乙 只 须 认 清 ,前 $12 个 数 和 
后 512 个 数 中 , 哪 组 余下 的 数 多 . 乙 只 须 把 其 中 数 少 的 一 部 分 全 勾 掉 即 
可 , 数 不 够 时 可 接着 勾 下 去 ,只 到 够 数 为 止 .于 是 所 余 的 数 中 两 数 之 差 
的 最 大 值 不 超过 512. 以 后 每 次 轮 到 乙 时 ,都 按 这 个 方针 办 事 . 每 次 总 
可 以 把 两 数 差 的 最 大 值 至 少 缩小 到 原来 的 一 半 ,直到 第 10 步 勾 掉 1 个 
数 后 ,余下 的 两 数 之 差 不 超 过 32. 

可 见 , 二 人 都 正确 执 步 时 , 乙 应 付 给 甲 的 分 数 为 32. 

8.7 ”甲乙 二 人 进行 如 下 的 游戏 : 甲 先 提出 一 个 1000 位 数 A, 乙 
在 知道 此 数 之 后 提供 一 个 数 Bi. 然 后 甲 根据 自己 意愿 决定 对 于 A, 和 
B1 是 由 大 数 减 小 数 还 是 将 两 数 相 加 ,并 将 运算 结果 A, 告诉 乙 . 接 着 乙 
再 提供 一 个 数 B; ,而 甲 则 对 于 A,,B, 按 上 述 程 序 进 行 操作 而 得 出 A;， 
如 此 继续 下 去 . 如 果 甲 所 得 的 结果 中 出 现形 如 104(& = 0,1,2,…) 的 
数 , 则 乙 就 终止 游戏 .求证 乙 只 须 提 供 不 超 过 20 个 数 , 必 能 终止 游戏 . 

(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 按 题 中 要 求知 ,A; 中 末尾 的 若干 个 0 可 以 不 予 考虑 . 因而 ， 

乙 可 以 这 样 来 选择 Bi : 设 2A; 的 十 进 表示 是 2A, = a a.…a,, 其 中 


一 互 | 从 
4] 
二; 二 二 20…ar0…0， Y; 一 CR CN 


并 令 B = 方 (zx; - 和 %). 于 是 有 
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A;+B;= x, A;— B;= y,. 
这 意味 着 A;,| 或 为 x; 或 为 y;. 因 为 2A; 的 位 数 至 多 比 A, 位 数 多 1 , 故 
4i+l 的 位 数 大 致 是 4; 位 数 的 一 半 . 确切 点 说 , 若 A; 位 数 为 n, 则 Ai 
的 位 数 不 超 过 [ 如 | + 1. 于 是 甲 的 前 10 次 操作 所 得 的 数 的 位 数 依次 
不 超过 
501,251,126,64,33,17,9,5,3,2, 
即 Au 至 多 是 两 位 数 .于 是 2A, 至 多 是 3 位 数 ,而 当 它 是 3 位 数 时 , 首 
位 为 1. 故 关 A1s 是 两 位 数 时 ,首位 为 1, 于 是 2A1, 也 是 两 位 数 ,从 而 
Ay 是 一 位 数 . 
下 面 证 明 , 从 任何 一 个 一 位 数 出 发 ,至 多 经 过 5 次 操作 , 即 可 终 填 
首先 , 当 A = 3,4 时 , 取 B = 4,3. 甲 若 取 二 数 之 差 则 为 1, 故 可 设 
甲 取 A + B = 7. 以 下 上 顺序 为 






污 铭 寻访 第 


?1 一 一 7} —13 2 =- 加 {09 
{1 
恰好 5 次 终止 游戏 . 
奇 A = 9, 则 乙 取 B = 4, 于 是 有 


9 一 一 ~ 以 下 同上 
ea 
5 一 人 一 | 


对 于 A = 5,6,7 的 情形 ,上 面 已 经 解决 了 .对 于 A = 2,8 的 情形 ， 
可 取 B = 8,2, 操 作 一 次 后 得 10 或 6, 后 者 恰好 纳入 上 面 轨道 .这 就 完成 
了 关于 一 位 数 的 论断 的 证 明 . 

综 上 可 知 , 乙 至 多 提供 17 个 数 就 可 以 终止 游戏 了 . 

8.8 ”两 名 学生 A 和 B 做 以 下 游戏 :二 人 各 自在 一 片 纸 上 写 一 个 
正 整数 交 给 裁判 .然后 裁判 在 黑板 上 写 两 个 整数 ,其 中 之 一 是 A 和 B 所 
号 整数 之 和 .然后 裁判 问 A:“ 你 知道 BB 写 的 是 什么 数 吗 ?” 如果 A 回答 
不 知道 , 则 裁判 向 B 问 同样 的 问题 . 如 果 B 也 回答 不 知道 ,裁判 再 问 
A, 如 此 进行 下 去 . 假定 两 名 学 生 都 既 聪 明 又 诚实 ,求证 间 若 干 次 后 必 
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有 一 名 学 生 回答 知道 . 
z (第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 

组 [证 ] 设 A 和 B 写 的 数 分 别 为 a 和 6 ,裁判 在 黑板 上 写 的 两 个 数 是 
Z 和 y, 不 妨 设 0< x < 之 y. 首 先 ,我 们 证 明 如 下 的 引 理 : 

引 理 (1) 如 果 A 和 B 都 知道 14 < 5 < py 且 A 对 裁判 问题 的 回答 
是 “不 ”, 则 A 和 B 都 知道 yy<a<x-X. 

(2) 如 果 A 和 B 都 知道 4 < a < w 且 B 对 裁判 问题 的 回答 是 “不 ”， 
则 A 和 B 都 知道 yy<5b<x-4. 

引 理 的 证 明 当 < < 时 , 知 ac 委 y-A 则 ac+p<y 从 
而 a + 5 = zx. 于 是 A 的 回答 应 是 “知道 ”, 蔬 盾 . 着 a 宇 x+ 一 4, 则 a+ 
b x, 从 而 a + 65 = y. 这 时 A 的 回答 也 应 是 “知道 ”, 予 盾 . 这 就 证 明了 
(1). 同 理 可 证 (2) 也 成 立 . 

回 到 原 题 的 证 明 . 显然 ,开始 时 A 和 8B 均 知 道 0 < 5 < y. 由 引 理 
知 , 当 A 和 A 回答 “不 ”之 后 ,A 和 B 都 知道 0 < 之 a < x. 当 B 回答 “不 ”之 后 ， 
由 引 理 中 的 (2) 又 知 y 一 x < 之 5 < y--(y 一 式 ). 依 此 类 推 , 当 裁 判 分 别 
向 A 和 B 都 问 & 次 昌 二 人 都 回答 “不 ”时 ,A 和 8B 都 应 知道 

k(y- rr)<b<y-k(y- zx). 

因为 y 一 x > 0, 故 当 名 足够 大 时 ,不 等 式 左 端 要 大 于 右 端 了 .这 是 
不 可 能 的 , 故 知 经 若干 次 提问 后 A 和 B 中 必 有 一 人 的 回答 是 “知道 ”. 

8.9 (1) 甲乙 二 人 做 游戏 : 甲 写 上 下 两 行 ,每 行 10 个 数 ,使 它们 满 
足以 下 规则 :如 果 上 在 ac 下 面 ,& 在 c 下面 ,那么 a+ 4 = 5 + cc. 乙 知道 
这 个 规则 后 想 确 定 所 有 写 出 的 数 ,他 可 以 向 甲 提 问题 “在 第 一 行 第 三 
个 位 置 上 是 什么 数 ?” 或 者 “在 第 二 行 第 九 个 位 置 上 是 什么 数 ?” 等 等 . 
问 乙 至 少 要 提出 多 少 个 这 样 的 问题 才能 知道 所 有 的 数 ? 

(2) 在 m x n 的 方 格 表 中 和 写 满 了 数 ,使 得 任何 两 行 和 任何 两 列 所 
构成 的 矩形 的 两 个 相对 顶点 上 的 数 之 和 等 于 它 的 另 两 个 顶点 上 的 数 之 
和 . 设 在 擦 去 了 一 部 分 数 之 后 ,可 以 根据 留 下 来 的 数 复原 已 擦 去 的 数 . 
求证 留 下 的 数 不 少 于 m+ n - 1 个 . 

(第 $ 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 容易 看 出 ,在 知道 一 行 中 的 全 部 10 个 数 以 及 另 一 行 中 的 一 
个 数 之 后 ,就 可 以 复原 其 他 所 有 的 数 , 如 果 仅 仅 知 道 10 个 数 , 则 或 者 每 
列 中 都 仅 知道 一 个 数 ,或 者 有 一 列 中 的 两 个 数 都 不 知道 . 若 为 前 者 , 则 
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可 任 取 数 z 作为 每 列 两 数 之 差 并 依据 已 有 的 数 算出 每 列 的 另 一 数 ; 若 
为 后 者 , 则 未 知 列 的 两 数 同 加 任 一 x 时 仍然 满足 要 求 . 可 见 , 只 提 10 个 
问题 不 行 ,最 少 要 提 11 个 问题 . 

下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 (2). 不妨 设 n 宇 m, 并 对 m + n 进行 妇 
纳 . 如 果 在 某 一 列 中 不 知道 任何 数 , 则 显然 数 的 复原 不 惟一 . 以 下 设 每 
列 中 至 少 有 一 个 数 . 因 为 由 + -2 所 20 -2, 故 必 有 一 列 只 有 一 个 已 
知 数 .将 这 一 列 划 去 并 应 用 归纳 假设 便 知 复原 不 惟一 .这 就 证 明了 只 有 
m + n 一 2 个 已 知 数 是 不 够 的 . 

8-10 ”从 给 定 的 正 整 数 no 开始 ,甲乙 二 人 按照 如 下 规则 做 轮流 取 
整数 天 1 好 2 的 游戏 : 当 N12k 被 取 定 后 , 甲 可 取 满 足 no SN2g+41 人 
ns 的 任意 一 个 整数 ; 当 好 2k+1 被 取 定 后 ? 乙 可 取 n24+2 ;这 里 nogp+2 是 使 


得 恰 为 一 个 素数 的 正 整数 寡 的 任意 一 个 整数 . 约定 甲 先 取 得 


1990 为 胜 而 乙 先 取得 1 为 胜 .试问 

(1) 对 怎样 的 ao, 甲 有 必 胜 策 略 ? 

(2) 对 怎样 的 n0, 乙 有 必 胜 策略 ? 

(3) 对 怎样 的 no ,双方 均 无 必 胜 策略 ? 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] (1) 设 W 是 使 甲 有 必 胜 策略 的 所 有 正 整 数 m0 的 集合 . 因为 

45? = 2025 > 1990, 所 以 
145,46,… ,1990} C W. 

为 了 进一步 寻求 W 的 元 素 ,我 们 给 出 如 下 的 引 理 . 


引 理 ” 设 jm,m+1,…,1990| CWNS 5 过 1990 且 六 之 六， 


其 中 py” 是 ; 的 最 大 的 素数 寡 因 子 . 则 满足 条 件 s < no < m 的 所 有 正 
整数 no 都 属于 W. 
引 理 的 证 明 ”从 no 出 发 , 甲 可 取 n; = s. 于 是 无 论 乙 怎 样 选取 


nn2, 总 有 之 六 , 从 而 有 






入 入 业 访 第 


m < Sn < :< 1990. 


可 见 ns。 € W. 甲 当然 有 必 胜 策略 . 引 理 证 毕 . 
容易 验证 ,mm = 45,s = 2*x3x5x7= 420 满 足 上 述 引 理 的 条 件 
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呈 吵 洽 


且 w420 < 21 声 45, 故 由 引 理 知 {21,22,…,44| C W. 对 于 m = 21,s 
= 168 = 23x3x7 应 用 引 理 ,又 知 {13,14,…,201 C W. 接 着 对 于 
= 13,s = 105 = 3x5x7 应 用 引 理 ,可 得 |11,12| C W. 最 后 对 m = 
11,s = 60 = 2* x 3 x 5 应 用 引 理 得 知 18,9,10) C 歼 . 综 上 ,我 们 证 明 
了 18,9,…，,1990| C WwW. z 

对 于 no > 1990, 甲 可 以 选取 正 整 数 ,使 得 2 .3< nzo 委 2 ， 
32 < MG, 然后 取 m = 2'+1. 32. 于 是 无 论 乙 怎样 选取 ny, 总 有 8 之 ns < 
no. 经 有 限 次 交替 选取 后 , 乙 所 选 的 数 nx 必然 满足 8 和 xx 委 1990, 从 
而 时 有 必 胜 策 略 . 这 表明 11991,1992,…| CW. 

(2) 对 于 no 记 5, 乙 有 必 胜 策 略 ， 

因为 最 小 的 3 个 互 异 素数 之 积 为 2 x 3 x 5 = 30, 故 甲 只 能 取 

ni = pg,, r,s EN, 由 

其 中 p 为 素数 ,g 为 素数 或 1 日 p” > 人 .于 是 乙 可 选取 


m=g= < Vnl Sno. 


经 有 限 步 之 后 ,必然 有 za2x = 1, 即 乙 获 胜 . 从 而 知 当 no € 11,2,3,4,51 
时 ,已 有 必 胜 策 略 . 

(3) 对 于 no€ 16,7|, 甲 车 选取 形 如 @ 的 ,必然 导致 失败 .因此 ， 
里 只 能 选取 zi = 30 = 2x3x5 或 nn1 =42=2x3x7. 这 时 , 乙 若 选 
取 ns = 10,15,14,21, 则 导致 甲 胜 , 故 乙 只 能 取 n，, = 6. 接 下 去 甲 和 乙 
所 选 的 n3,n4a,ns,nc,"… 将 是 30,6,30,6,…. 可见 ,对 于 no € 16,7|, 
双方 均 无 必 胜 策略 . 

8:11 在 纸 上 写 有 一 行车 干 个 “~” 号 ,甲乙 二 人 轮流 将 其 中 一 个 
或 相 邻 的 两 个 “- ”号 改 成 “+” 号 . 谁 能 修改 到 最 后 一 个 “- ”号 , 谁 就 获 
胜 . 如 果 开 始 时 有 (1)9 个 “- ?号 ;(2)10 个 “- ”号 ;(3)z 个 “- ”号 , 且 规 
定 甲 先 改 , 问 谁 有 获胜 策略 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 甲 有 必 胜 策略 . 当 共 有 奇数 个 “- ”号 时 , 甲 把 中 间 的 一 个 
“一 ” 号 改 成 “+ ”号 ; 当 共 有 偶数 个 “- ”号 时 , 甲 把 中 间 的 两 个 *- ”号 改 
成 “+ ”号 .于 是 余下 的 “- ”号 被 分 成 两 段 且 关于 这 行 符号 的 中 垂 线 是 
对 称 的 .以 后 , 甲 只 要 视 乙 如 何 改 而 总 是 对 称 地 改动 就 必然 获胜 . 

8-12 在 平面 上 给 定 1992 个 向 量 ,甲乙 二 人 轮流 各 选取 1 个 向 
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量 ,直到 所 有 向 量 被 取 完 为 止 , 并 规定 所 取向 量 之 和 的 长 度 较 小 者 为 
负 . 若 甲 先 取 , 他 能 否 保 证 使 自己 不 致 于 告 负 ? 
(第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 1992 个 给 定向 量 之 和 为 4. 在 平面 上 引 作 直角 坐标 系 ， 
使 xz 轴 的 方向 与 a 相间 (车 a 为 零 向 量 , 则 zx 轴 方 向 可 任 取 ). 甲 在 每 次 
选取 时 都 应 在 当时 所 剩 的 所 有 向 量 中 选取 横 坐 标 最 大 的 向 量 . 这 样 , 选 
完 之 后 , 甲 所 选 的 所 有 向 量 的 横 坐 标 之 和 不 小 于 乙 ,而 两 人 所 选 的 向 量 
和 的 纵 坐 标的 绝对 值 相 等 . 可见, 甲 所 选 的 所 有 向 量 之 和 的 长 度 不 小 于 
乙 的 , 即 甲 不 会 告 负 . 
8.13 8 个 小 句 片 分 别 涂 有 4 种 颜色 : 红 , 蓝 , 白 , 黑 各 两 个 .甲乙 二 
人 轮流 把 圆 片 放 到 正方 体 的 顶点 上 .在 所 有 的 圆 片 都 放 完 之 后 ,如 果 正 
方 体 上 存在 一 条 校 ,其 两 个 端点 所 放 的 圆 片 同 色 , 则 甲 获 胜 , 和 否则 乙 获 
胜 . 问 在 这 个 游戏 中 谁 有 必 胜 策略 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 乙 有 必 胜 策略 . 每 一 次 ,无 论 甲 把 何 种 颜色 的 圆 片 放 在 哪 
一 个 顶点 , 乙 总 是 把 相同 颜色 的 圆 片 放 到 与 此 顶点 关于 正方 体 中 心 对 
称 的 那个 顶点 上 就 可 稳 操 胜 券 . 
8.14 ” 现 有 一 个 正方 形 和 两 种 颜色 :红色 和 绿色 .甲乙 二 人 做 如 
下 的 游戏 : 甲 先 选 取 正 方 体 的 三 条 楼 ,并 将 它们 涂 上 红色 . 乙 从 尚未 涂 
色 的 核 中 选 三 条 并 将 它们 涂 上 绿色 . 然后 甲 再 从 尚未 涂 色 的 六 条 棱 中 
选 三 条 并 涂 上 红色 .最 后 乙 将 剩 下 的 三 条 涂 成 绿色 . 谁 能 首先 把 一 面 的 
四 条 棱 涂 成 同一 种 颜色 , 谁 就 获胜 . 问 甲 有 必 胜 策略 吗 ? 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
【[ 解 j】 将 正方 体 的 12 条 棱 分 成 四 组 ， 
1AiA2,B2B3,A4B4 ,1A2A3,B3B4 AD 
143544, B4DBi ,42B ,| AsAl, BiB,,A;B;}. 
不 论 甲 首先 涂 红 的 是 哪 三 条 棱 , 上 述 四 组 中 总 有 
一 组 的 三 条 校 尚未 涂 色 . 乙 只 要 把 这 三 条 棱 涂 成 | …- 
绿色 , 则 正方 体 的 六 面 上 每 面 都 有 一 条 绿 棱 , 甲 8 
就 无 法 取胜 了 . 
8.15 ”有 一 堆 火 柴 共 1 千 万 根 . 甲乙 二 人 进行 如 下 游戏 : 甲 先 取 






洗 壬 下 广东 
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并 且 两 人 轮流 取 火 柴 ,在 每 一 步 中 ,游戏 者 可 从 扒 中 取 走 加 根 火 柴 , 其 
中 p 为 质数 ,n = 0,1,2,…( 例 如 , 甲 取 25 根 火柴 , 乙 取 8 根 , 甲 再 取 1 
根 , 乙 再 取 5 根 , 甲 取 49 根 等 等 ). 谁 取 到 了 最 后 1 根 火 柴 , 谁 就 获胜 . 问 
甲乙 二 人 谁 有 必 胜 策略 ?怎样 获胜 ? 
(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 注意 ,游戏 者 每 一 步 可 取 1,2,3,4,5 根 火 柴 , 但 不 能 取 6 
根 ,也 不 能 取 6k 根 ,& = 1,2,3,…. 所 以 , 甲 只 要 第 1 次 取 走 4 根 , 则 余 
下 的 火柴 根 数 是 6 的 倍数 . 乙 取 走 之 后 ,余下 的 火柴 根 数 一 定 不 是 6 的 
倍数 .于 是 甲 又 可 取 走 几 根 使 余下 的 火柴 根 数 又 是 6 的 倍数 . 甲 每 次 都 
按 这 一 方针 办 事 ,最 后 必然 获胜 . 

8.16 一 游戏 开始 时 有 1989 粒 石子 ,两 人 轮流 取石 子 ,每 一 次 取 
走 的 个 数 必须 等 于 当时 石子 的 个 数 的 正 因 数 . 取 最 后 一 个 石子 的 人 输 . 
问 哪 一 个 人 可 以 必 胜 , 必 胜 的 策略 是 什么 ? 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 我们 用 数学 归纳 法 证 明 :在 石子 数 n 为 奇数 时 , 先 取 者 输 ， 
在 n 为 偶数 时 , 先 取 者 胜 . 

当 nn = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 对 于 n 过 2k - 1, 结 论 仍然 成 立 . 

对 于 2k 个 石子 , 先 取 者 第 一 次 取 1 个 就 化 成 有 2& - 1 个 石子 的 情 
况 . 

对 于 2& +1 个 石子 , 先 取 者 所 取 的 石子 数 必 为 奇数 , 剩 下 偶数 个 石 
子 , 由 归纳 假设 可 知 结论 成 立 . 

8.17 甲乙 二 人 就 两 小 堆 糖 果 进 行 游 戏 . 甲 先 开始 并 且 二 人 轮流 
执 步 . 执 步 者 可 取 走 其 中 一 堆 而 把 另 一 堆 分 成 两 小 扒 ( 可 相等 也 可 以 不 
相等 ). 如 果 另 一 堆 中 总 共 只 有 一 块 糖 而 无 法 再 分 了 ,那么 执 步 者 就 可 


.以 把 这 一 块 也 取 走 而 获胜 .已 知 开始 时 两 堆 糖果 数 分 别 为 33 和 35 , 问 


甲乙 二 人 谁 有 必 胜 策略 ?为 了 取胜 ,他 应 当 怎 样 执 步 ? 
(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 甲 有 必 胜 策略 .首先 , 甲 取 走 33 块 的 一 堆 而 把 另 一 堆 分 成 
17 块 和 18 块 的 两 堆 .在 以 后 的 过 程 中 , 甲 每 次 都 留 给 对 方 数目 为 5k + 
2 或 5k +3 的 两 堆 .这 样 一 来 , 乙 最 终 将 遇 到 每 堆 块 数 都 是 2 或 3 的 两 
推 ,他 无 论 取 走 哪 一 堆 , 另 一 堆 分 出 的 两 小 堆 中 必 有 一 堆 块 数 为 1. 从 
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而 甲 必 获 胜 . 

下 面 我 们 来 证 明 甲 的 策略 是 可 以 实现 的 . 轮 到 乙 时 ,他 总 要 将 SR 
+ 2 或 5k + 3 的 一 堆 分 成 两 堆 , 当 上 关 0 时 , 乙 总 是 只 有 3 种 分 法 :15h 
+ 1,S7+1},15h,57 +2),15h +4,57 +3} 和 {Sh +1,5l +2|,15h,5/ 
+ 31,15h +4,51 ++4}. 再 轮 到 甲 时 ,在 每 种 情形 下 他 都 取 走 后 一 堆 而 将 
前 一 堆 的 SA + 1,5k ,5h + 4 分 别 分 成 15h 二 3,5h” +3} ,15h’ +2,5h” 
+ 31 ,15 有 ”++ 2,5h” + 21, 这 便 实 现 了 甲 的 策略 . 

8.18 ”甲乙 二 人 进行 如 下 的 游戏 ;在 桌子 上 放 着 一 堆 石 子 , 共计 
(1)31 颗 ,(2)100 颗 . 二 人 轮流 执 步 , 甲 先行 . 执 步 者 每 步 将 每 堆 颗 数 多 
于 1 里 的 石子 都 分 成 两 个 较 小 的 堆 . 如 果 谁 在 执 步 之 后 使 得 每 堆 石 子 
都 仪 有 1 颗 , 谁 就 获胜 . 问 甲 有 必 胜 策略 吗 ? 说 明理 由 . 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] (1) 乙 胜 ;(2) 甲 胜 . 

首先 , 当 石 子 为 31 颗 时 ,无 论 甲 怎样 分 ,其 中 总 有 1 堆 的 石子 数 不 
小 于 16. 于 是 乙 可 以 从 中 分 出 1 堆 为 15( 指 石子 数 ) ,其 他 可 随意 分 , 且 
每 维 都 小 于 15. 接 着 由 甲 来 分 ,结果 中 石子 数 最 多 的 一 堆 不 少 于 8. 轮 
到 乙 时 ,从 中 分 出 一 堆 为 7, 并 使 其 他 堆 均 小 于 7. 只 要 乙 每 次 都 使 石子 
最 多 的 一 堆 为 2* - 1(k € N), 则 他 定 能 取得 最 后 胜利 . 

当 石 子 数 为 100 颗 时 , 甲 先 执 步 时 将 抢先 实行 方才 乙 实 行 的 方针 ， 
将 石子 分 为 63 和 37 的 两 堆 . 所 以 ,这 时 甲 有 必 胜 策略 . 

8.19 ”黑板 上 写 着 整数 1000 并 在 桌子 上 放 有 1000 根 火柴 .甲乙 
二 人 进行 游戏 : 甲 先 开始 并 轮流 进行 , 轮 到 的 人 可 从 堆 中 取出 不 多 于 5 
根 火 上 从 ,也 可 往 堆 中 放 人 不 多 于 $ 根 火柴 (但 开始 时 两 人 手中 均 无 火 
柴 , 往 回放 时 只 能 放 自 己 先前 取出 的 火柴 ) ,并 在 黑板 上 写 下 此 时 堆 中 
的 火 条 数目. 如果 某 人 所 写 下 的 整数 是 黑板 上 已 有 的 ,他 就 告 负 . 试问 
在 双方 都 采用 正确 策略 的 前 提 下 , 谁 将 获胜 ? 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 乙 将 获胜 . 乙 可 将 0 到 999 这 1000 个 整数 均 分 成 125 组 ,每 
组 8 个 相继 的 整数 ,然后 按 如 下 方针 办 事 : 当 甲 第 1 次 写 出 某 一 组 内 的 
一 个 数 时 ,这 个 数 当然 不 是 该 组 内 的 最 小 数 ,于 是 乙 就 写 出 该 组 内 所 可 
能 与 出 的 最 小 数 ( 这 时 , 乙 可 能 取出 3,4 或 5 根 火 柴 ) ,并 在 心中 将 该 组 
余下 的 6 个 数 从 小 到 大 分 为 3 对 .这 样 一 来 , 轮 到 甲 时 ,他 或 者 使 整数 还 
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在 这 一 组 ,或 者 变 到 前 一 组 ( 即 较 小 的 一 组 ) ,但 不 能 变 回 后 一 组 . 若 为 
前 者 , 则 乙 可 写 出 与 之 同 对 的 另 一 个 数 ;者 为 后 者 , 乙 便 像 上 面 一 样 处 
理 .由 于 乙 在 处 理 第 1 个 数 时 至 少 取出 3 根 火 柴 , 故 即使 乙 在 此 组 中 每 
写 一 数 时 都 需 放 回 1 根 火 柴 也 够 用 了 . 可见, 对 于 每 种 情形 乙 都 可 以 应 
付 自如 . 

8.20” 桌 上 放 有 两 堆 火 柴 , 根 数 分 别 为 100 和 252. 甲 乙 二 人 轮流 
拿 取 火柴 ,每 次 只 能 从 其 中 一 堆 中 取 走 火柴 , 且 取 走 的 根 数 应 为 另 一 堆 
火柴 根 数 的 约 数 , 谁 拿 取 最 后 一 根 火 柴 谁 就 获胜 . 如 果 甲 先 取 且 两 人 都 
采取 正确 的 策略 , 谁 能 获胜 ? 


名 中 入 


(到 从 各 你 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 乙 必 胜 .对 于 每 个 自然 数 nn, 令 
v(n) = max{k|lk EN ,27 ， 

并 称 v(n) 为 n 的 指标 .注意 到 v(100) = 2 = v(252) ,我 们 先 来 证 明 
如 下 的 引 理 . 

引 理 如 果 两 堆 火 柴 数 分 别 为 ， 2 和 xm 且 有 wvw(n) = v(m), 则 先 
拿 者 按 规定 从 某 堆 (不 妨 设 为 第 1 堆 ) 中 取 走 + 根 后 , 必 有 wv(n 一 r+) 性 
v(m). 

引 理 的 证 明 ”由 于 r|m, 故 有 

v(r) v(m) = v(n). 
如 果 vw(r) < v(n), 则 
v(n-r)<vn)= v(m). 
如 果 vw(r) = v(n), 则 因 n = 24m1,r = 2 秘 1, 其 中 nl 和 | 均 为 奇数 ， 
故 NI Tl 为 偶数 ,从 而 有 
v(n—-r) 之 k+l1>k= vn)= v(m). 

回 到 原 题 的 解 .因为 v(100) = v(252) = 2, 由 引 理 知 , 甲 取 火柴 之 
后 ,两 堆 火 柴 根 数 的 指标 必然 不 等 .于 是 乙 可 以 从 指标 高 的 一 堆 取 火 
柴 , 并 使 取 走 之 后 的 两 堆 指 标 相等 .这 总 是 可 以 做 到 的 . 实际 上 ,如果 甲 
取 后 的 两 堆 火 柴 数 为 nl 和 777 1 日 v(n1) > v(m1), 则 乙 可 从 第 1 堆 的 
ni 根 火 柴 中 取 走 2"”) 根 . 易 见 , 取 走 之 后 两 堆 指标 相等 . 显然 , 乙 只 
要 坚持 这 个 方针 ,最 后 必然 获胜 . 

8.21 甲乙 二 人 轮流 从 共有 2 块 石头 的 石 堆 中 取出 石 块 . 甲 先 开 
始 ,他 第 1 次 可 从 堆 中 取 走 任意 多 块 , 但 不 能 不 取 也 不 能 全 部 取 走 . 以 
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后 每 人 每 次 所 取 的 石 块 数 都 应 为 对 方刚 才 一 次 所 取 的 石 块 数 的 约 数 . 
取得 最 后 一 块 者 为 胜 . 问 对 于 怎样 的 最 小 的 x > 1992, 乙 可 有 获胜 的 
策略 ? 

(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,我 们 断言 ,对 于 n > 1, 当 是 仅 当 nn = 2” 时, 乙 有 获 
胜 策略 .因而 题 中 所 求 的 最 小 的 n = 2048. 

设 n= 2”,m € N, 并 设 甲 第 1 次 所 取 的 石 块 数 为 2*1(2k| + 1)， 
其 中 mm, 均 为 非 负 整数 .于 是 乙 只 要 按 如 下 策略 行事 即 可 取胜 :他 
第 1 次 取 走 2™ 块 ,而 在 以 后 各 次 中 , 乙 每 次 所 取 的 块 数 都 与 甲 刚刚 所 
取 走 的 块 数 相等 .这样 一 来 , 甲 在 第 次 (h 之 2) 取石 块 时 ,所 取 的 块 数 
必 为 2 的 硕 , 设 为 2% .于 是 必 有 0 二 mi 过 ms-1, 并 且 甲 取 过 之 后 , 堆 中 
所 剩 的 石 块 数 必 为 2 的 奇数 倍 , 当然 不 为 0. 因而 最 后 获胜 者 必然 是 
乙 . 

对 于 n= 2”(2k +1),k EN, 转 只 要 在 第 1 次 取 走 2” 块 , 则 余下 
2** 块 , 乙 不 能 一 次 拿 光 . 乙 每 次 只 能 拿 走 2 的 一 个 指数 不 超过 m 的 
方 磅 块 石 头 , 余 下 的 石 块 数 为 2 的 方 竺 的 奇数 倍 . 于 是 甲 只 要 再 采取 前 
种 情形 中 乙 的 策略 就 可 稳 操 胜 券 了 . 

8.22 ”两 维 火 柴 的 根 数 分 别 为 m 和 nn ,wm > nn .甲乙 二 人 轮流 各 从 
一 堆 中 取 火 上 烷 , 每 次 从 一 堆 中 所 取 火 柴 的 根 数 ( 关 0) 是 另 一 堆 中 火柴 
根 数 的 倍数 .能 在 一 堆 中 取得 最 后 一 根 火 柴 者 获胜 . 

(1) 试 证 当 mx > 2n 时 , 先 取 火柴 的 甲 总 能 获胜 ， 

(2) 当 m > an 时 , 甲 总 能 获胜 , 求 a 的 取 值 范围 . 

(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 我 们 把 开始 时 两 堆 火 柴 的 根 数 (mm ,”) 称 为 一 个 布局 .如 果 
从 (m,n) 出 发 , 先 取 者 总 能 获胜 , 则 称 (xm,n) 为 一 个 胜局 ,否则 称 之 
为 负 局 . 

(]) 当 m>>2n 时 , 写 mw=pnt+g,0 才 gqg<n,p 之 2. 若 g = 0， 
(m,n) 当然 是 胜局 . 设 g> 0. 考察 布局 (gq ,nm). 若 (gq,n) 为 负 局 , 则 甲 
第 一 次 取出 pn 根 火 柴 即 可 获胜 ;车 (gq,n) 为 胜局 , 则 甲 先 取出 (p - 
1)n 根 火柴 ,布局 化 为 (rz + gq,n). 乙 只 能 从 第 一 堆 中 拿 去 ” 根 而 化 为 
(g,n), 申 胜 . 可见, 当 m 这 2n 时 , 甲 总 能 获胜 . 
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(2) 我 们 拒 每 一 个 布局 (mm ,nn) 对 应 于 数 轴 上 的 点 过 = 六 之 1 在 
gl (1) 我 人 到 证 明了 当 z 之 2 时 ,总 是 胜局 .现在 我 们 要 证 当 且 仅 当 


xz>p= 方 (1 + V5) 时 ， 总 是 胜局 . 
在 每 一 总 忌 工 问 左 移动 某 个 正 整 数 &. 如 果 点 z 落 在 区 间 (0， 1) 


中 , 则 应 应 代 之 以 一 > 1; 如 果 点 之 为 0, 则 是 负 局 ;如 果 点 x 变 为 1, 则 可 
多 取 n 枚 而 化 为 0, 故 也 是 负 局 . 


考虑 数 轴 上 长 度 为 1 的 区 间 7 = [二 ,8] .对 任何 布局 x > B ,四 
总 可 以 取 一 次 火柴 而 使 x 落 在 区 间 1 中 .因为 x 为 有 理 数 , 故 不 会 落 在 


区 间 了 的 端点 .车 x = 1, 则 甲 胜 .而 当 广 < z < 工时 ,应 用 二 代替， 


故 可 设 1 < x < 8. 这 时 轮 到 乙 取 火柴 ,他 必然 使 x > 1< 方 ,又 


应 代 之 以 一 > 8, 亦 即使 新 的 x 又 落 在 8 右 方 .重复 这 个 过 程 . 因 火 


: 柴 数 逐次 减少 ， 必然 有 一 次 当 甲 使 + 落 和 区间 I 时 恰好 为 x = 1 , 故 甲 必 
胜 .而 从 证 明 过 程 同 时 看 出 , 当 1 < x < 8 时 ,为 负 局 . 故 知 所 求 a 的 取 


值 范围 为 a 之 方 (J35 + 1). 

8.23 ” 桌 上 放 有 3 堆 火 此, 根 数 分 别 为 100,200,300. 甲乙 二 大 进 
行 游戏 . 甲 先 开始 并 轮流 进行 如 下 操作 :每 次 取 走 一 堆 火 此 ,再 把 余下 
两 堆 中 的 某 一 堆 分 成 两 个 非 空 的 堆 . 轮 到 谁 时 不 能 进行 操作 ,就算 谁 
输 . 问 在 两 人 都 能 正确 操作 的 前 提 下 , 谁 有 必 胜 策略 ?说 明理 由 . 

(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 甲 有 必 胜 策略 : 

注意 ,3 堆 火 柴 的 根 数 可 以 写成 

100 = 2* x 25,200 = 23 x 25,300 = 22 x 75. 
我 们 就 一 般 的 情形 , 即 3 堆 火 柴 的 根 数 分 别 为 

22,220,2"c00 委 2< ,apic 均 为 奇数 )(* ) 
的 情形 进行 证 明 . 甲 可 以 取 走 根 数 为 2"a 的 那 堆 火柴 ,并 将 2zc 的 那 堆 
火柴 分 成 两 堆 , 根 数 分 别 为 2 和 22?(2”x% -1). 于 是 ,操作 之 后 3 堆 火 
上 某 的 根 数 可 以 写成 
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2"a1 ,247,243, 
其 中 a ,as,a3 均 为 奇数 . 接 下 来 轮 到 乙 操 作 . 不 妨 设 他 取 走 了 根 数 为 
2"a1 的 那 一 堆 , 而 将 根 数 为 2"4, 的 分 成 两 堆 , 根 数 分 别 为 2"16) ,2"26b,， 
其 中 bis,b2 均 为 奇数 且 nl 之 n2. 因 为 
2742 = 2mb) + 2"6,, 

所 以 ,或 者 有 ni = ?22 < 2, 或 者 有 ?2 = n,n >7 .无 论 哪 种 情形 ,3 堆 
火柴 数 又 化 为 (* ) 式 所 示 的 情形 .于 是 甲 又 可 以 按 上 述 方式 操作 并 使 
过 程 进 行 到 某 次 乙 无 法 操作 为 止 . 

8.24 在 圆周 上 放 有 大 和 干 枚 黑 棋 子 和 白 棋子 .甲乙 二 人 做 游戏 : 
甲 拿 走 有 相 邻 白 棋 子 的 所 有 黑 棋 子 ,然后 乙 拿 走 有 相 邻 黑 棋子 的 所 有 
日 棋子 .就 这 样 二 人 轮流 拿 下 去 ,直到 只 剩 一 种 颜色 的 棋子 为 上. 

(1) 设 开 始 时 贺 周 上 有 40 枚 棋子 . 问 能 否 使 得 在 每 人 拿 两 次 后 ,部 
周 上 只 剩 一 枚 棋子 ? 

.《2) 设 开始 时 圆周 上 有 1000 枚 棋子 . 问 最 少 要 经 过 多 少 步 拿 子 之 
后 在 圆周 上 只 剩 下 一 枚 棋子 ? 
(第 11 属 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 】 右 图 画 出 了 41 枚 棋子 ,其 中 有 29 枚 黑 
子 和 12 枚 白 子 .棋子 旁 所 标的 数字 表明 该 棋子 是 。 3 
在 结束 前 几 步 被 拿 掉 的 ,未 标 数字 的 棋子 都 该 标 有 2 
4, 图 中 省 略 了 .容易 验证 ,甲乙 二 人 每 人 拿 子 两 步 时 ， 
之 后 ,只 余下 标 有 0 的 一 枚 黑子 .这 说 明 问题 (1) 的 ， 总 Le 
答案 是 肯定 的 ,因为 我 们 只 要 把 图 中 标 有 箭头 的 那 。 "910 
榴 黑子 拿 掉 就 行 了 . 

现在 将 拿 子 过 程 反 过 来 加 以 分 析 . 既然 最 后 圆周 上 只 剩 一 枚 模子 ， 
不 妨 设 为 黑子 .因而 在 前 一 步 至 多 拿 走 两 枚 白 子 , 即 这 时 棋盘 上 至 多 3 
枚 棋子 .再 往 回 推 一 步 ,至 多 拿 走 4 枚 黑子 , 即 未 拿 之 前 圆周 上 至 多 有 5 
枚 黑子 和 2 枚 白 子 , 共 7 枚 棋子 .我 们 用 上 和 zw 分 别 表示 前 推 ! 步 时 辐 
周 上 可 能 有 的 黑子 与 白 子 的 最 大 值 .容易 看 出 , 当 b, > w, 时 , 记 ，= 
biswsl = w+ 26,;Bb, < wb,;,) = b,+ 2w, ,w+ = wy. 利用 
这 个 递 推 公式 ,就 可 以 依次 推出 圆周 上 黑子 . 白 子 及 总 数 的 最 大 值 , 列 
表 如 下 : 





沪 洁 本 这 系 
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由 上 表 可 见 , 为 使 得 拿 子 7 次 后 圆周 上 只 剩 下 一 榴 棋子 ,开始 时 加 
周 上 最 多 有 577 枚 棋子 .因而 当 圆 周 上 有 1000 枚 棋子 时 ,至 少 要 经 过 8 
步 方 能 使 最 后 留 下 一 枚 棋子 . 

这 样 的 例子 是 可 以 构造 出 来 的 . 让 我 们 回 到 开头 的 例子 ,这 是 已 经 
前 推 4 步 的 情形 .再 于 每 枚 黑子 两 侧 各 放 一 枚 和 白 子 ,然后 再 于 每 枚 白 子 
两 侧 各 放 一 枚 黑子 并 再 各 重复 一 次 ,就 得 到 前 推 8 步 且 有 最 大 值 的 情 
形 , 即 圆周 上 有 408 枚 白 子 和 985 枚 黑子 共 1393 枚 棋子 .注意 ,在 推 第 8 
步 时 ,是 增 填 了 816 枚 黑子 ,将 这 些 黑子 中 去 掉 393 枚 ,就 得 到 有 1000 
枚 棋子 上 且 满 足 要 求 的 例子 . 综 上 可 知 , 当 圆 周 上 有 1000 枚 棋子 时 ,最 少 
要 经 过 8 步 才能 使 圆周 上 只 剩 一 枚 棋子 . 

8.25 ”甲乙 丙 三 人 做 游戏 :共有 三 张 牌 ,其 上 分 别 写 有 正 整 数 p， 
qr7, 且 p< < r. 洗 牌 之 后 分 发 给 三 人 ,每 人 一 张 ,并 按 每 人 所 得 牌 
上 的 数字 付 给 弹子 .然后 收 牌 再 洗 ,但 所 得 的 弹子 由 每 人 自己 保存 .这 
样 洗 牌 ,发 牌 , 付 弹子 的 游戏 至 少 进行 两 次 ,已 知 游戏 结束 时 甲 , 乙 ,两 
三 人 分 别 有 弹 子 20,10,9 个 , 且 乙 知道 他 最 后 一 次 得 到 > 个 弹子 , 问 谁 
在 第 一 次 游戏 时 得 到 9 个 弹子 ? 

(第 16 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 设 游戏 次 数 为 n , 则 

n(p+gqt+r)=20+10+9= 39. 
由 于 0<p<g<r, 故 p+g+r 守 6. 又 因 nn 宇 2, 故 知 n = 3 而 p 
+qgq+r= 13. 
已 知 乙 最 后 一 次 得 ~ 个 弹子 ,而 他 3 次 所 得 弹子 的 总 数 小 于 所 发 
弹子 总 数 的 3 ,所 以 乙 在 另外 两 次 所 得 的 弹子 数 均 为 p. 于 是 有 
pt+p+r= 10. 
由 于 丙 所 得 弹子 总 数 少 于 乙 ,所 以 他 没有 一 次 能 得 个 弹子 .既然 乙 第 
一 次 得 p 个 弹子 , 故 再 第 一 次 得 g 个 弹子 . 
8.26 ”围绕 一 个 圆桌 坐 着 1994 名 学 生 玩 传递 纸牌 的 游戏 . 开始 
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时 ,全 部 n 张 纸 牌 都 拿 在 一 名 学 生 的 手 里 .每 次 传递 时 ,都 从 手中 至 少 
有 两 张 牌 的 学 生 中 任 选 1 人 ,他 把 手中 的 纸牌 传 给 左右 相 邻 的 学 生 各 1 
张 . 当 目 仅 当 每 个 学 生 手 中 的 纸牌 都 至 多 1 张 时 ,游戏 就 结束 了 .求证 

(1) 当 nn 之 1994 时 ,游戏 可 以 永远 继续 下 去 ; 

(2) 当 n < 1994 时 ,游戏 必然 会 结束 . 

(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[证 ] (1) 当 n > 1994 时 ,由 抽 居 原理 知 至 少 有 1 名 学 生 的 手中 
至 少 持 有 两 张 牌 , 故 知 游戏 永远 不 会 结束 . 当 ”= 1994 时 ,将 1994 名 学 
生 按 顺 时 针 顺 序 编号 为 Cl ,G;,,… ,Gio94, 且 开始 时 持 有 全 部 纸牌 的 学 
生 为 G1. 定义 纸牌 的 流通 值 如 下 : 当 它 被 G, 持 有 时 ,流通 值 为 i,!1 之 i 
委 1994. 将 所 有 纸牌 的 流通 值 的 和 记 为 S. 显然 ,开始 时 S = 1994. 当 
纸牌 从 G;(i & 11,1994f) 手中 传 出 时 , S 值 不 变 ; 当 纸牌 从 G 或 Gioo4 
手中 传 出 时 ,S 的 值 将 增加 或 减少 1994. 所 以 ,在 整个 进行 过 程 中 ,总 有 
S 三 0(mod1994). 如果 1994 名 学 生 每 人 手中 恰 有 I 张 牌 , 则 

S=1+2+…+1994 = 997 x 1995 = 997(mod1994). 

所 以 在 游戏 进行 过 程 中 ,这 种 情形 不 会 产生 ,因而 游戏 永远 不 会 结束 . 

(2) 设 n < 1994. 在 整个 游戏 过 程 中 , 当 第 1 次 由 两 名 相 邻 学 生 
中 的 一 人 传 一 张 牌 给 另 一 人 时 ,就 在 这 张 牌 上 写 上 两 人 的 名 字 . 以 
后 轮 到 后 者 传 牌 时 , 必 将 这 一 张 牌 传 回 给 前 者 ,并 始终 保持 这 张 牌 
只 在 签名 的 二 人 之 间 传 递 . 这 样 一 来 ,每 个 已 传递 过 牌 的 两 人 对 都 
对 应 于 一 张 牌 . 由 于 ”< 1994 , 故 知 存在 两 名 相 邻 的 学 生 ,他们 之 间 
从 未 传递 过 且 以 后 也 不 会 传递 纸牌 . 如 果 游 戏 能 永远 进行 下 去 , 则 
由 抽 屠 原理 知 , 必 有 一 名 学 生 , 进行 了 无 穷 多 次 传递 而 他 的 邻居 之 
一 至 多 进行 了 有 限 多 次 传递 . 这 将 导致 后 者 在 进行 完全 部 传递 后 ， 
前 者 还 要 进行 无 穷 多 次 传递 ,将 导致 后 者 手中 积累 了 无 穷 多 张 纸 
牌 .这 是 不 可 能 的 . 

8-27 ” 设 有 2 +1 个 方 格 排 成 一 行 ,由 左 到 右 依 次 编号 为 0,1,…， 
n. 还 有 已 经 标 好 号 码 0,1,…,n 的 x+1 张 纸牌 ,每 张 牌 的 大 小 恰 与 方 
格 相同 .任意 洗 牌 之 后 放 在 每 个 方 格 中 各 1 张 .游戏 的 最 终 目标 是 使 第 
i 张 牌 放 在 第 ; 号 方 格 中 ,i = 0,1,…,2 .在 未 实现 这 一 目标 之 前 ,可 按 
如 下 规则 进行 移动 :确定 使 第 上 个 方 格 放 有 号 码 为 ! > & 的 纸牌 的 最 小 
自然 数 & ,然后 拿 掉 这 张 牌 ,并 将 从 第 上 + 1 号 方 格 到 第 / 号 方 格 中 的 纸 
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牌 同 时 向 左 串 1 格 , 再 将 / 号 纸牌 放 进 第 1 号 方 格 中 .求证 
(1) 游戏 至 多 进行 2”- 1 次 移动 后 必 将 停止 ; 
(2) 存在 一 种 初始 状态 ,恰好 使 游戏 在 进行 2” - 1 次 移动 后 停止. 
(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[证 ] (1) 对 于 1 坊 i7 记 nn ,定义 指标 di . 若 第 ; 张 牌 恰 在 第 : 个 方 

格 中 , 则 定义 @ = 0; 否 则 定义 过 = 1. 令 

f= di+2d; +2d3+* +2"1g,. 
于 是 0 委 f 二 2" -1 且 游 戏 结束 当 且 仅 当 f= 0. 按 定义 ,在 每 次 移动 
后 , 某 个 指标 di 由 1 变 成 0 而 di41,d143,… ,qd 均 保 持 不 变 .这 时 即使 
di,d2,… ,di-!1 全 都 由 0 变 为 1,f 的 值 也 至 少 减少 1. 所 以 ,至 多 进行 2" 
-1 次 移动 后 游戏 必然 结束 . 

(2) 让 我 们 反 向 来 进行 游戏 .从 n + 1 张 牌 全 在 正确 方 格 中 的 情形 
开始 ,在 每 次 移动 中 ,都 将 在 1 > 0 号 方 格 中 的 第 & 张 牌 跳 向 左 方 某 个 
方 格 中 ,使 了 的 值 至 少 增加 1. 为 使 了 的 值 恰好 增加 1, 必 须 是 把 使 di = 
0 的 最 小 自然 数 & 的 第 个 方 格 中 的 第 & 号 牌 跳 到 0 号 方 格 中 .考查 0， 
1,2,3,… 的 二 进 表示 式 可 知 , 跳 移 过 程 依次 是 对 纸牌 1,2,1,3,1,2,1， 
4,1,2,1,3,1,2,1,5,… 进行 的 ,而 且 这 个 次 序 还 是 惟一 确定 的 . 因此， 
至 多 存在 一 个 初始 状态 能 使 游戏 在 进行 2” - 1 次 移动 后 才 停 止 . 

考虑 如 下 的 初始 状态 :0 号 牌 放 在 第 n 号 方 格 中 ,而 第 i 号 牌 则 放 
在 第 i 一 1 号 方 格 中 ,i = 1,2,…,n .我 们 对 牌 数 n+ 1 应 用 归纳 法 来 证 
明 游 戏 要 在 2” - 1 次 移动 后 结束 ,而 在 此 之 前 0 号 牌 始 终 不 在 0 号 方 格 
中 . 

当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 对 某 个 n 实 1 成 立 . 对 于 n+ 
1 的 情形 ,0 号 牌 放 在 第 n + 1 号 方 格 中 并 且 在 第 nn +1 号 牌 进 和 人 到 第 
0 号 方 格 之 前 始终 不 动 . 因此 ,我 们 可 以 不 管 0 号 牌 和 第 n + 1 号 方 格 
而 把 第 n+ 1 号 牌 视 为 0 号 牌 按 原 规则 来 进行 游戏 .由 归纳 假设 知 , 必 
须 且 只 须 进行 2* -1 次 移动 后 第 n+ 1 号 牌 在 0 号 方 格 中 而 第 i 号 牌 
恰 在 第 i 号 方 格 中 ,i = 1,2,…,n. 下 一 步 移动 当 然 是 把 第 n+ 1 号 牌 
跳 到 第 nn +1 号 方 格 中 且 以 后 就 不 动 了 .这 时 0 号 牌 在 第 号 方 格 中 ， 
第 i 号 牌 在 第 i - 1 号 方 格 中 ,i = 1,2,…,n. 再 对 前 n+ 1 个 方 格 应 
用 归纳 假设 便 知 , 恰 还 需要 2”- 1 次 移动 可 使 第 0,1,…,n 号 牌 各 就 
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”有 卡片 放 完 之 后 , 甲 计 算 第 一 行 与 第 三 行 的 6 个 数 之 和 , 乙 计算 第 一 列 





各 位 . 总共 进行 了 2"-1+1+2* 一 1 = 2"*! -1 次 移动 ,这 就 完成 了 
归纳 证 明 . 

8.28 ”甲乙 二 人 在 画 有 99 x 99 个 方 格 的 正方 形 场地 上 做 游戏 : 甲 
先 在 场地 中 央 画 一 个 星 叶 , 乙 则 在 放 有 星 号 的 格子 周围 的 8 个 方 格 中 
任 选 1 个 方 格 画 一 个 圆圈 .然后 甲 再 在 某 个 与 已 画 有 标记 的 格子 挨 着 
的 空格 中 男 一 个 星 号 ,并 一 直 继 续 下 去 .如 果 甲 能 成 功 地 将 星 号 画 入 场 
地 四 角 的 任何 一 个 角 上 的 方 格 中 ,就算 他 获胜 .求证 不 论 乙 怎样 做 , 甲 
总 可 以 获胜 . 

(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 甲 先 把 星 号 画 在 中 央 方 格 ,然后 乙 画 圆圈 . 以 后 每 次 该 甲 
画 的 时 候 , 只 要 还 无 法 男 在 角 格 ,就 在 与 乙 刚 画 过 圆圈 的 方 格 对 称 的 方 
格 中 通 星 号 .只 要 坚持 这 个 原则 ,总 有 机 会 把 星 号 画 在 某 个 角 格 中 . 

8.29 ”有 3x3 的 方 格 棋盘 和 9 张大 小 为 一 个 方 格 的 卡片 ,每 张 卡 
片上 写 有 一 个 实数 .甲乙 二 人 轮流 把 这 些 卡 片 放 到 棋盘 格子 中 去 .在 所 





3 
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与 第 三 列 的 6 个 数 之 和 ,和 数 较 大 者 获胜 . 试 证 当 甲 采取 正确 策略 时 ， 
无 论 卡 片上 写 有 了 哪些 数 , 乙 ,都 无 法 获胜 . 
(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 设 aj 志 4; 二 … 芯 ag 是 卡片 上 所 写 的 数 .如 
果 ai + ao 汪 as + as, 那 么 甲 把 ao 放 到 格子 1 中 ( 见 右 | | :| | 
图 ) ,而 在 第 二 次 轮 到 甲 时 ,他 把 wz( 或 ol) 放 到 格子 2 或 | 2 | 3 
3 中 .如 果 al+aeso< a;+ ag, 那 么 甲 把 a 放 到 格子 2 中 ， 
而 第 二 次 把 ao( 或 ag) 放 到 格 1 或 4 中 .这 样 一 来 , 乙 就 无 
法 取胜 了 . 

8.30 ”甲乙 二 人 在 一 个 5x5 的 方 格 板 上 玩 填 数 游戏 : 甲 先 日 二 人 
轮流 在 空格 中 填 数 , 甲 每 次 选择 1 个 空格 写 上 一 , 乙 每 次 选择 一 个 空格 
写 上 0. 填 完 之 后 计算 每 个 3 x 3 正方形 中 的 9 个 数 之 和 并 将 这 些 和 数 
中 的 最 大 数 记 为 A. 甲 尽量 使 A 增 大 , 乙 尽 量 使 A 减 小 . 间 甲 可 以 使 A 
取得 的 最 大 值 是 多 少 ? 

(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,将 前 4 行 的 20 个 方 格 划 分 成 10 个 1x2 的 和 矩形 ( 见 右 
图 ). 显 然 , 方 格 板 上 的 每 个 3x3 正 方形 中 都 恰 含 有 上 述 10 个 矩形 中 的 
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3 个 .可 见 , 乙 只 要 在 每 个 1 x 2 矩形 的 两 个 方 格 之 一 
中 填 上 0, 即 可 使 A 志 6. 每 当 甲 在 某 1x2 抢 形 的 1 个 
组 方 格 中 填 上 1 时 ,如 果 另 一 个 方 格 空 着 , 则 乙 就 在 其 
中 写 上 0. 便 可 得 证 每 个 1x2 算 形 中 都 至 少 有 1 个 0. 
另 一 方面 , 甲 可 以 使 A 值 为 6. 甲 首先 在 中 心 方 
格 填 上 1 ,然后 乙 在 某 方 格 中 填 0. 这 时 ,或 者 第 3 行 
的 另 4 个 方 格 都 空 着 ,或 者 第 3 列 的 4 个 方 格 都 空 着 ,或 者 两 组 4 个 方 格 
都 空 着 .不 妨 设 第 3 行 的 另 4 个 方 格 都 空 着 .于 是 甲 第 2 次 可 在 第 3 行 
2 列 的 空格 中 写 上 1 ,然后 乙 又 在 某 空格 中 填 上 0. 这 时 ,第 3 行 的 第 1,4 
两 格 至 少 有 1 个 空格 ,不 妨 设 为 第 1 格 . 于 是 甲 第 3 次 可 以 在 此 格 中 写 
上 1 ,然后 乙 又 在 某 空格 中 写 上 0. 这 样 一 来 ,第 3 行 的 前 3 格 中 都 是 1， 
而 整个 方 格 板 上 共有 3 个 0. 考察 方 格 板 左 上 角 和 左下 角 的 两 个 3 x 3 
正方 形 , 其 中 必 有 1 个 正方 形 中 至 多 有 1 工 个 0, 即 至 少 还 有 5 个 空格 ,从 
而 甲 可 以 在 其 中 再 写 上 3 个 1 而 使 A 值 至 少 为 6. 
综 上 可 知 , 甲 可 以 使 A 的 最 大 值 为 6. 
8.:31 甲 已 二 人 轮流 在 25 x 25 的 方 格 棋盘 上 放置 棋子 , 甲 执 白 先 
下 , 乙 执 黑 , 每 颗 新 子 都 放 于 空格 之 中 ,但 车 一 个 空格 的 4 个 邻 格 ( 即 有 
公共 边 的 方 格 ) 已 被 同色 棋子 占领 , 则 禁止 于 其 中 再 放 此 种 颜色 的 棋 
子 . 奉 轮 到 某 人 着 棋 时 无 处 下 子 , 则 此 人 告 负 . 问 当 双 方 都 采用 正确 策 
略 时 , 谁 能 获胜 ? 
(第 32 届 乌 克 兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 甲 胜 . 甲 可 以 采取 如 下 策略 :第 1 步 先 将 
白 子 下 在 棋盘 角 上 的 1 个 方 格 中 ,然后 将 其 余 的 方 格 [| | |.-[ 
划分 成 1x 2 的 和 矩形 ( 见 图 ). 以 后 , 甲 每 步 都 将 棋子 下 i 
在 乙 所 下 的 方 格 所 在 的 矩形 的 男 1 个 方 格 中 . 显然 ， 上 十 一 全 二 
Wieent 


只 要 乙 有 处 可 以 下 子 , 甲 总 可 随 之 下 子 . 所 以 , 甲 可 以 
稳 操 胜 券 
8.32 甲乙 二 人 在 无 穷 大 的 方 格 纸 上 做 游戏 . 由 甲 开始 ,二 人 轮 
流 在 方 格 纸 上 标 出 1 个 结 点 , 且 保 证 使 二 人 所 标 出 的 所 有 结 点 都 落 在 
某 个 凸 多 边 形 的 顶点 上 (从 甲 第 2 次 标点 算 起 ). 如 果 轮 到 谁 无 法 再 按 
法 则 标 下 去 时 , 谁 就 告 负 . 问 在 双方 均 能 正确 选 点 时 , 谁 能 获胜 ? 
(第 42 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
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[ 解 ] 乙 能 获胜 . 乙 可 以 在 甲 标定 第 1 个 结 点 后 选 定 一 个 方 格 的 
中 心 作为 对 称 中心 ,每 次 都 选取 甲 刚刚 标定 的 点 的 对 称 点 标定 .于 是 在 
两 人 各 标定 3 点 之 后 ,得 到 一 个 中 心 对 称 的 凸 六 边 形 的 6 个 顶点 .将 六 
边 形 中 每 边 的 两 条 邻 边 延长 ,在 六 边 形 外 得 到 一 个 与 六 边 形 以 该 边 相 
邻 的 三 角形 ,这样 的 三 角形 共有 6 个 .显然 ,以 后 二 人 标定 结 点 时 ,只 能 
在 这 6 个 三 角形 内 选 点 , 而 且 每 次 甲 标定 点 后 , 乙 总 有 对 称 点 可 以 标 
定 . 可 见 , 进 行 有 限 步 后 ,必然 是 甲 首先 以 无 点 可 标 而 告 负 . 

8.33 甲乙 二 人 辊 流 用 竟 子 将 一 块 有 2 x 2 个 单位 方 格 的 木板 辫 
穿 , 当 痕 需 自 木板 的 边缘 或 自 某 个 已 被 茧 及 的 结 点 开始 ,每 人 洛 网 格 线 
羡 穿 某 单 位 方 格 的 一 条 边 .如 果 某 人 羡 过 之 后 使 木板 断 开 了 , 则 判 该 人 
告 负 . 如 果 甲 先 开 始 且 都 采用 正确 策略 , 谁 将 获胜 ? 

( 原 苏 联 教 委 推 荐 试题 ,1991 年 ) 

[ 解 】 显然 ,在 木板 边缘 上 及 其 内 部 ,共有 (n + 1) 个 结 点 .木板 
边缘 上 的 结 点 或 与 凿 痕 相 连 的 结 点 称 为 "已 占 ” 的 ,其 他 的 结 点 称 为 未 
占 的 . 当 两 个 已 占 结 点 首次 被 间 痕 沟通 时 ,木板 即 会 断 开 .因此 , 当 轮 到 
某 人 而 不 能 找到 任何 一 个 未 占 结 点 时 ,他 必然 要 负 . 由 于 游戏 开始 时 共 
有 (n 一 1 个 未 占 结 点 ,所 以 只 要 双方 的 玩法 都 正确 , 则 必然 到 第 (n -~ 
1)* + 1 步 时 有 人 告 负 .因此 ,游戏 的 胜 负 由 n 的 奇偶 性 所 惟一 确定 . 当 
n 为 奇数 时 , 乙 胜 ; 当 ”为 偶数 时 , 甲 胜 . 

8.34 ”两 个 女孩 Eve 和 Odette 在 3x3 的 棋盘 上 用 黑 棋 子 和 白 棋 
子 对 局 ,规则 如 下 : 

I .她 们 轮流 下 子 . 

I .每 轮 到 一 次 ,就 把 一 个 棋子 放 在 棋盘 的 空格 上 . 

开 . 棋 手 轮 到 时 ,可 选 一 白 子 或 黑子 , 且 不 必要 总 用 同色 、 

NV . 当 棋 盘 填 满 的 时 候 , 某 一 行 , 列 或 对 角 线 有 偶数 个 黑 棋 子 , Eue 就 
得 到 1 分 ,而 某 一 行 , 列 或 对 角 线 有 奇数 个 黑 棋子 , Odette 就 得 到 1 分 . 

V . 棋 手 至 少 得 到 8 分 中 的 5 分 才能 算 胜 . 

(1)4 一 4 和 局 是 否 可 能 ?说 明之 . 

(2) 叙述 先 下 棋子 的 女孩 的 取胜 策略 . 

(第 10 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] (1)4 一 4 和 局 是 可 能 的 . 
如 图 ,第 一 行 ,第 三 行 和 第 一 列 , 第 三 列 有 偶数 个 黑 棋 子 , Eve 得 4 
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分 ,而 第 二 行 ,第 二 列 以 及 两 对 角 线 有 奇数 个 黑 棋子 ， 
Odette 得 4 分 . 

(2) 如 果 有 0 或 2 个 黑子 的 行 , 列 和 对 角 线 的 数目 超 | 白 | 黑 | 白 
过 4, Eve 就 会 得 胜 ,如 果 有 1 或 3 个 黑子 的 行 , 列 和 对 角 | 黑 | 白 | 黑 | 
线 的 数目 超过 4,Ouette 就 会 得 胜 . 由 于 Ewve( 黑 ) 和 
Odette( 白 ) 之 间 的 对 称 性 ,只 要 考虑 Eve 先 下 棋子 的 情况 就 够 了 . 

Ewe 把 一 个 黑子 放 在 中 心 上 , 然 后 ,不 管 Oderie 怎样 
下 子 , Eve 总 是 把 不 同色 的 棋子 放 在 关于 中 心 对 称 的 方 | 黑 | ! | 和 白 | 










角 线 之 一 或 通过 中 心 的 行 或 列 中 有 2 个 黑子 ,此 外 ,至 少 
还 有 为 一 行 或 男 一 列 有 2 个 黑子 . z 

事实 上 , 试 考虑 游戏 结局 的 棋盘 ,恰好 有 两 角 方 格 放 两 个 黑子 ,这 
两 个 黑子 不 能 在 对 角 上 .因此 ,棋盘 实质 上 实 似 如 图 的 放 法 . 

方 格 1 和 方 格 2 恰好 有 








加 , 人 3|3|2|2? 1 
个 放 黑子 , 它 所 在 的 一 行 [于 名 红 人 和 上司 全 于 引 引 
有 偶数 个 黑子 . 4 ilelstsl2latslr [Ta 
显然 , 棋 的 结局 是 Eve 和 于 和 器 3 
3[312|2 
ee 全 二 
8.35 甲乙 二 人 在 一 张 已 7 4 
2 3 人 1 | | 14 
无 穷 大 的 方 格 纸 上 玩 填 符 号 fi 
的 游戏 . 甲 先 旦 二 人 轮流 每 人 
甲 每 次 都 填 x, 乙 每 次 都 填 中 本 和 
〇 .如 果 能 在 一 行 ,一 列 或 平 aa 
行 于 对 角 线 的 一 条 直线 上 的 7s al2lsls1al7 





连续 11 个 方 格 中 都 填 上 x， 
则 甲 胜 .求证 乙 总 有 办 法 阻止 甲 取胜 . z 
(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 
[证 ] 将 方 格 表 周期 地 划分 成 2x2 和 4x4 的 正方 形 并 在 每 个 4 


x 4 的 正方 形 中 填 数 如 右 图 所 示 . 我 们 把 
表 中 的 下 列 4 种 已 填 数 图 形 都 称 之 为 多 四 加 加 
米 诺 肯 牌 . 易 见 ,无 论 是 在 横行 , 竖 列 ,还 
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是 在 平行 于 对 角 线 的 直线 上 ,任何 连续 11 个 方 格 中 都 含有 一 块 多 米 详 
骨牌 .因此 ,一 旦 甲 在 某 块 多 米 诺 牌 上 的 一 个 方 格 中 划 x, 则 乙 就 在 田 
一 方 格 中 划 〇 .这 样 一 来 , 甲 就 无 法 取胜 了 . 

8.36 甲乙 二 人 在 一 张 8x8 的 方 格 纸 上 做 游戏 . 甲 每 次 可 将 两 个 
相 邻 ( 即 有 公共 边 ) 的 小 方 格 涂 黑 ,而 乙 则 可 将 纸 上 任 何 一 个 小 方 格 涂 
日 (在 游戏 过 程 中 ,同一 个 方 格 可 被 反复 涂 色 多 次 ), 两 人 轮流 涂 色 .一 
开始 时 ,所 有 方 格 都 是 白色 的 . 如 果 乙 能 在 自己 的 每 一 次 涂 色 后 都 使 
得 : (a) 每 个 5x5 的 正方 形 中 都 至 少 有 1 个 角 上 的 方 格 是 白色 的 , 则 判 
乙 获 胜 ;(b) 每 个 5x 5 的 正方 形 中 都 至 少 有 两 个 角 上 的 方 格 是 白色 的 ， 
则 判 乙 获胜 . 问 乙 有 无 获胜 的 可 能 . 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] (a) 乙 可 能 获胜 . 这 张 方 格 纸 上 共有 16 
个 不 同 的 5x5 的 正方 形 .我 们 在 每 个 5x 5 的 正方 形 
中 各 选 定 1 个 角 格 并 在 格 中 画 上 小 圆圈 (如 图 所 
未 ). 由 于 这 16 个 标 有 小 图 的 方 格 互 不 相 邻 ,所 以 甲 
每 次 涂 黑色 至 多 能 将 这 些 方 格 中 的 1 个 方 格 涂 黑 . 
轮 到 乙 的 时 候 , 他 只 要 把 被 甲 刚 刚 涂 黑 的 带 转 方 格 
《如 果 有 的 话 ) 重新 涂 白 就 行 了 . 

(b) 甲 可 以 使 乙 无 法 获胜 .因为 图 中 共有 16 个 不 同 的 5x 5 的 正方 
形 , 而 且 任 何 1 个 小 方 格 都 不 同时 是 两 个 5x5 正方 形 的 角 格 .因此 , 乙 
要 想 获 胜 ,他 就 必须 在 每 次 涂 色 后 至 少 应 保持 图 中 至 少 有 32 个 白 格 . 
而 甲 却 有 办 法 阻止 乙 实 现 这 一 目标 .例如 , 甲 可 以 在 自己 的 前 32 次 涂 
色 中 涂 记 64 个 方 格 每 格 一 次 . 而 乙 在 相应 的 32 次 涂 色 中 至 多 能 使 32 
个 方 格 恢复 为 白色 . 如果 白 格 数 少 于 32 个 , 则 乙 已 经 无 法 获胜 , 故 不 妨 
设 这 时 纸 上 恰 有 32 个 白 格 .如 果 32 个 白 格 中 有 两 个 白 格 相 邻 , 则 甲 只 
要 将 二 者 涂 黑 ,就 可 使 乙 无 法 获胜 . 如 果 任 何 两 个 白 格 都 不 相 邻 , 则 黑 
格 与 白 格 像 国 际 象棋 棋盘 那样 相间 地 分 布 . 但 这 将 导致 某 些 5x 5 的 正 
方形 的 4 个 角 格 全 是 黑色 的 , 乙 也 无 法 获胜 . 

8.37 ”甲乙 二 人 在 一 张 19 x 94 的 方 格 表 上 进行 游戏 .每 人 每 次 可 
以 涂 黑 一 个 以 网 格 线 为 边 的 xk(1 过 志 19) 的 正方 形 , 但 该 正方 形 
中 不 能 有 已 被 涂 黑 的 部 分 , 即 每 个 小 方 格 只 能 被 涂 黑 一 次 . 甲 先 开始 且 
一 人 轮流 进行 , 谁 涂 黑 了 最 后 1 个 小 方 格 , 谁 就 获胜 . 问 在 两 人 都 正确 
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六 中 党 


操作 的 情况 下 , 谁 有 必 胜 策略 ?说 明理 由 . 
(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 甲 有 必 胜 策略 . 

显然 ,矩形 方 格 表 的 第 47 列 与 第 48 列 之 间 的 公共 边 为 矩形 的 对 称 
轴 . 甲 只 要 先 把 由 第 39 一 56 列 和 上 面 18 行 的 公共 部 分 的 18 x 18 的 正 
方形 涂 黑 , 则 余下 部 分 被 对 称 轴 分 成 左右 两 部 分 且 任 何 一 个 正方 形 都 
或 者 在 左 半 或 者 在 右 半 .因此 ,以 后 每 次 轮 到 甲 时 , 只 要 将 与 乙 刚刚 涂 
黑 的 正方 形 轴 对 称 的 正方 形 涂 黑 就 可 保证 必 胜 无 疑 . 

8.38 ”甲乙 二 人 在 8x8 的 方 格 棋 盘 上 玩 “ 猫 提 老 鼠 ” 的 游戏 . 甲 用 
一 棋子 作为 老鼠 ,已 有 若 于 枚 棋子 ,每 枚 当 作 一 只 猫 .所 有 棋子 走 法 相 
同 : 可 以 向 右 ,向 左 , 向 上 或 向 下 走 一 个 格子 . 如果 老 鼠 已 经 走 到 棋盘 的 
边 格 , 则 下 一 步 它 就 可 以 跳出 棋盘 . 如 果 猫 走 进 了 老鼠 所 在 的 方 格 , 它 
就 可 以 将 老鼠 吃 掉 .甲乙 二 人 轮流 走 ,但 乙 走 时 可 以 将 所 有 的 猪 都 走 一 
步 而 且 不 同 的 猫 可 以 向 不 同方 向 走 . 老鼠 先 走 , 它 设 法 跳 离 棋盘 ,而 猎 
则 设法 吃 掉 老 鼠 . 

(1) 设 老鼠 被 放 在 不 是 边 格 的 某 一 格子 中 , 问 能 否 将 两 只 猫 放 在 
棋盘 边 格 中 ,使 它们 总 能 设法 吃 掉 老鼠 ? 

(2) 设 在 棋盘 上 有 1 只 老鼠 和 3 只 猫 , 但 老鼠 开始 的 一 次 可 连续 走 
两 步 .求证 不 论 四 枚 棋子 怎样 摆 放 ,老鼠 总 能 躲 开 猫 . 

(第 8 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] (1) 过 老鼠 所 在 格 的 中 心 作 一 条 平行 于 棋盘 对 角 线 的 直 
线 , 它 与 棋盘 边界 相交 处 有 两 个 边 格 ,就 将 两 只 猫 分 别 放 在 这 两 个 方 格 
中 ,于 是 三 枚 棋子 成 一 条 线 , 日 老鼠 在 中 间 . 每 当 老 鼠 走 一 步 时 ,两 只 猫 
也 随 之 各 走 一 步 ,总 保持 三 枚 棋子 在 一 条 直线 上 . 这 样 一 来 ,老鼠 就 无 
法 逃 出 猫 的 追捕 范围 . 

进一步 地 ,我 们 还 可 以 安排 猫 的 走 法 ,使 得 每 走 一 次 ,两 只 猫 的 距 
离 都 变 近 一 些 . 右 图 中 的 “x” 表 示 老 鼠 ,“ 〇 ”表示 
猫 .如 果 老 鼠 向 左 或 向 下 走 一 步 ,两 只 猫 就 分 别 走 和 人 
两 个 标 有 Q@ 的 格子 ; 如 果 老 鼠 向 上 或 向 右 走 一 步 ， 
两 只 猫 就 分 别 走 入 标 有 @ 的 格子 .由 于 两 只 猫 的 距 
离 越 来 越 近 ,所 以 老鼠 必然 难 逃 猫 口 ， 

(2) 过 老鼠 所 在 方 格 的 中 心 分 别 作 两 条 平行 于 








552 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





对 角 线 的 直线 ,并 去 掉 两 条 线 上 的 方 格 ,于 是 棋盘 上 剩 下 的 方 格 分 成 4 
部 分 .无 论 三 只 猫 摆 放 在 何 处 ,4 部 分 中 至 少 有 一 部 分 中 没有 猫 . 阁 鼠 
就 癌 这 一 方向 连 走 两 步 .这样 一 来 , 猫 就 再 也 追 不 上 它 了 . 

8.39 ”在 nx 个 方 格 的 棋盘 的 角 格 中 放 有 一 枚 棋子 .甲乙 二 人 
轮流 把 这 枚 棋子 走 到 相 邻 的 方 格 中 去 ( 相 邻 指 有 公共 边 ). 棋子 不 能 第 
二 次 走 人 某 一 方 格 . 无 法 走 棋 的 人 为 负 方 . 

(1) 试 证 如 果 n 为 偶数 , 则 先 走 的 人 能 胜 , 如果 2” 为 奇数 , 则 后 走 
的 乙 胜 . 

(2) 如 果 开 始 时 棋子 不 在 角 上 的 方 格 中 , 而 在 与 它 相 邻 的 一 个 方 
格 中 ,那么 谁 将 获胜 ? 
(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] (1) 如果 ”为 偶数 , 则 可 以 把 整个 棋盘 划分 成 若干 个 1x 2 
的 小 矩形 . 甲 可 以 奉行 如 下 策略 : 当 棋 子 在 某 个 1 x 2 小 和 矩形 的 一 个 方 
格 中 时 , 便 把 它 走 到 另 一 个 方 格 中 去 .这 样 , 轮 到 乙 走 时 ,只 能 把 棋子 走 
到 一 个 新 和 矩形 中 去 ,所 以 , 甲 必 胜 . 

如 果 2 为 奇数 , 则 乙 可 以 把 除 放 有 棋子 的 角 格 之 外 的 所 有 方 格 划 
分 成 者 于 个 1 x 2 的 矩形 ,并 采用 前 面 甲 用 过 的 策略 即 可 获胜 . 

(2) 当 ”为 偶数 时 , 甲 采用 (1) 中 的 策略 即 可 获胜 . 当 为 奇数 时 ， 
将 方 格 像 国际 象棋 棋盘 那样 黑白 相间 地 染色 . 设 4 个 角 格 都 是 白 格 ,于 
不整 个 棋盘 上 日 格 多 一 个 .现在 棋子 在 黑 格 中 ,因而 每 一 步 甲 都 将 棋子 
走 人 日 格 ,而 乙 则 总 是 将 棋子 走 人 黑 格 . 于 是 甲 只 要 把 角 格 去 掉 的 其 祭 
部 分 划分 成 1x 2 的 和 矩形 即 可 获胜 .总 之 ,在 这 种 情况 下 , 先 走 的 甲 总 能 
获胜 . 

8.40 ”甲乙 二 人 在 1994 x 1994 的 棋盘 上 轮流 移动 一 枚 棋子 . 甲 只 
能 将 棋子 横向 移动 到 邻 格 中 , 乙 只 能 纵向 将 棋子 移动 到 邻 格 中 ,但 双方 
都 不 能 将 棋子 移 进 它 已 经 到 过 的 方 格 中 . 轮 到 谁 时 无 法 再 移动 棋子 , 谁 
就 告 负 . 甲 先 将 棋子 随意 放 人 一 个 方 格 ,并 由 此 开始 移动 第 一 步 ,求证 
甲 有 必 胜 策略 . 





访 半 灯 沪 第 





(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 因为 走 棋 的 不 同 路 线 只 有 有 限 多 种 ,所 以 游戏 必 有 胜 负 ， 
即 甲 乙 双方 必 有 一 方 有 必 胜 策略 . 如 果 甲 没有 制胜 策略 , 则 无 论 甲 怎样 
走 棋 , 乙 都 会 采用 正确 的 走 棋 法 而 取胜 . 
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下 面 我 们 来 研究 在 两 副 棋盘 上 进行 的 两 个 游戏 .在 棋盘 工 上 进行 
的 是 原来 的 游戏 . 设 甲 将 棋子 放 人 方 格 x 并 在 第 1 步 走 到 邻 格 y. 然 后 
轮 到 乙 走 棋 . 在 第 2 副 棋 盘 上 , 甲 将 棋子 放 人 方 格 y, 并 且 每 步 都 照搬 乙 
在 棋盘 工 上 的 走 法 .这 时 ,两 个 棋盘 上 仅 有 的 不 同 是 棋盘 工 上 棋子 已 
经 到 过 方 格 z, 不 能 再 走 进去 . 而 棋盘 [ 上 棋子 未 到 过 方 格 x ,允许 在 
某 一 步 将 棋子 走 人 x 方 格 . 注意 , 按 国际 象棋 棋盘 上 黑白 相间 涂 色 而 
言 , 乙 每 次 都 只 能 将 棋子 走 人 与 y 格 同色 的 方 格 . 因 y 与 x 相 邻 , 故 y 与 
Xx 异 色 ,所 以 乙 不 能 将 棋子 走 入 方 格 x. 甲 在 棋盘 上 模仿 乙 在 棋盘 
I 上 的 走 法 ,当然 也 不 会 走 人 方 格 x. 因 而 甲 在 棋盘 [[ 上 的 走 法 确实 
可 以 进行 到 底 . 既 然 乙 定 会 在 棋盘 工 上 取胜 ,所 以 甲 定 会 在 棋盘 [[ 上 
取胜 .但 当 将 棋盘 下 旋转 90° 来 看 时 ,完全 满足 题 中 要 求 . 这 表明 甲 有 
必 胜 策 略 ,矛盾 .从 而 甲 有 必 胜 策略 . 

8.41 ”在 19 x 93 的 矩形 方 格 纸 的 左下 角 的 方 格 中 放 有 一 枚 棋子 . 
甲乙 二 人 进行 如 下 的 游戏 : 甲 先 且 二 人 轮流 移动 棋子 ,每 次 可 将 棋子 向 
上 移动 若干 个 方 格 或 向 右 移 动 若干 个 方 格 , 最 后 无 法 移动 棋子 者 为 负 
方 . 问 谁 有 必 胜 策略 ?说 明理 由 . 

(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 甲 有 必 胜 策略 . 

甲 只 须 第 1 步 将 棋子 向 右 走 到 第 75 列 的 最 下 方 的 方 格 中 , 即 方 格 
纸 的 最 右 方 的 19 x 19 的 正方 形 的 左下 角 的 方 格 . 

考察 这 个 正方 形 从 棋子 所 在 的 左下 角 到 右上 角 的 对 角 线 /. 轮 到 
乙 走 时 ,他 必然 将 棋子 走 离 对 角 线 7. 然后 甲 再 把 棋子 走 回 到 对 角 线 / 
罕 过 的 方 格 中 来 .按照 这 个 原则 , 乙 每 走 一 步 都 必 将 棋子 走 离 对 角 线 
1 ,从 而 甲 每 次 都 可 将 棋子 走 到 对 角 线 ! 上 来 .经 若干 次 后 , 甲 必然 能 将 
棋子 走 到 右上 角 的 方 格 中 ,从 而 乙 因 无 法 再 走 而 告 负 . 

8.42 ” 设 甲 有 一 条 长 为 & 的 线段 , 乙 有 一 条 长 为 1 的 线段 . 甲 先 将 
自己 的 线段 分 成 3 段 ,然后 乙 也 将 自己 的 线段 分 成 3 段 .如 果 可 用 分 得 
的 6 条 线段 组 成 两 个 三 角形 , 则 乙 胜 ; 否则 甲 胜 . 问 甲乙 二 人 谁 能 根据 


比值 六 的 大 小 保证 自己 获胜 ?他 该 如 何 进行 ? 
(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1 设 全 > 1, 即 上 > 1, 这 时 甲 有 必 胜 策略 . 甲 可 以 将 长 为 
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& 的 线段 分 成 3 段 , 长 度 分 别 为 &1,k;,k3 且 使 6+ /1 < 24 < 24. 于 是 
(Rk 一)+ 7 之 ki, 即 kp+ kk3+ 1 < 之 &1. 由 此 可 知 , 乙 无 论 怎样 将 他 持 
有 的 线段 分 成 3 段 . 除 上 | 之 外 的 5 条 线段 中 的 任何 两 条 的 长 度 之 和 都 
小 于 k&1. 所 以 无 法 与 长 为 &| 的 一 条 线段 组 成 三 角形 . 甲 胜 . 

(2) 设 & 委 /!. 甲 将 长 为 有 的 线段 分 成 3 段 ,长 度 为 刀 委 包 委 有 
然后 乙 先 从 目 己 持 有 的 线段 上 截取 长 为 /3 的 线段 ,使 上 委 13 < A2 + 
R3. 于 是 &A2,&3 和 2 可 组 成 一 个 三 角形 .这 时 乙 手 中 线段 余下 部 分 的 长 
度 大 于 Ai ,于 是 只 要 把 余下 部 分 均 分 为 二 即 可 与 Ai 一 起 组 成 三 角形 . 
从 而 乙 获胜 . 

8.43 ” 设 在 平面 上 给 定 一 个 正 1968 边 形 .甲乙 二 人 按照 如 下 法 则 
轮流 用 线段 去 连结 多 边 形 的 顶点 :两 个 顶点 中 若 至 少 已 有 一 点 与 其 他 


第 
项 点 连结 起 来 , 则 不 能 再 将 此 二 顶点 连结 ;连结 两 点 的 线段 不 得 与 已 有 | 亲信 
线段 相交 ,不 能 再 按 此 法 则 继续 进行 下 去 者 为 负 . 问 甲乙 二 人 ( 甲 先 ) | 华章 
谁 有 必 胜 策略 ?他 该 怎样 连 线 ? 党 


(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 甲 有 必 胜 策略 .他 第 一 次 应 过 中 心 引 一 条 对 角 线 将 相对 两 
个 项 点 连结 起 来 ,于 是 把 正 多 边 形 分 成 了 对 称 的 两 部 分 .然后 乙 只 能 在 
分 出 的 某 一 部 分 中 选 两 个 顶点 连 一 条 线段 .接着 , 甲 则 在 另 一 部 分 中 连 
出 关于 所 连 的 对 角 线 与 乙 所 连 的 线段 对 称 的 线段 . 并且 以 后 每 次 轮 到 
甲 时 总 按 这 一 原则 办 事 . 显然 , 甲 不 会 负 . 
8.44 ”给 定 一 个 是 n 面体 ,n 之 $, 每 个 顶点 恰好 引出 3 条 楼 .甲乙 
二 人 玩 下 面 的 游戏 :二 人 轮流 在 多 面体 的 一 个 尚未 签名 的 面 上 写 上 自 
已 的 名 字 , 谁 先 把 自己 的 名 字 签 在 具有 公共 顶点 的 某 3 个 面 上 , 谁 就 获 
胜 .求证 先 写 者 有 必 胜 的 策略 . 
《罗马尼亚 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 ,给 定 的 多 面体 至 少 有 1 个 面 是 边 数 不 少 于 4 的 
多 边 形 . 寿 不 然 , 则 它 的 ”个 面 都 是 三 角形 .因为 每 个 面 有 3 条 棱 ,每 条 


棱 属 于 两 个 面 , 所 以 多 面体 共有 : 空 条 楼 . 又 因 每 个 面 有 3 个 顶点 ,每 个 


顶点 恰 属 于 3 个 面 ,所 以 多 面体 共有 n 个 顶点 .于 是 由 欧 拉 定理 有 


m 二 一 2 
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i 中 答 


解 得 n = 4, 此 与 已 知 予 盾 . 

下 面 给 出 先 写 者 甲 的 必 胜 策略 : 按 上 段 证 明 ， 凸 2 面体 上 有 1 个 面 
是 边 数 不 少 于 4 的 多 边 形 A,, 甲 第 1 步 在 4, 上 写 上 自己 的 名 字 . 轮 到 
乙 时 ,他 至 多 能 在 与 A; 相 邻 的 1 个 面 A; 上 签 上 自己 的 名 字 . 这 时 ,与 
Al 相 令 的 面 至 少 还 有 3 个 :A;3,As,As. 设 Al 与 4A,A;,As,As 的 公共 
校 分 别 为 2 ,43 ,04 05. 设 14 与 没有 公共 端点 . 甲 第 2 步 在 面 44 上 签 
上 自己 的 名 字 . 这 样 一 来 ,无论 乙 怎 样 签名 , 甲 第 3 次 总 可 在 面 A3 和 
As 之 一 上 签 上 自己 的 名 字 并 获得 胜利 . 

8.45 ”在 一 张 纸 上 标定 1993 个 点 ,其 中 某 些 点 对 之 间 连 有 互 不 相 
交 的 线段 ,这 些 线段 中 的 任何 一 组 都 不 形成 团 折线 .甲乙 二 人 轮流 在 所 
标定 的 点 上 摆 放 棋子 ,但 要 求 除 甲 放 的 第 工 枚 棋子 之 外 ,每 枚 棋子 都 放 
在 前 一 枚 棋子 的 相 邻 的 点 上 (有 线段 相连 的 两 点 称 为 相 邻 的 ). 首先 无 
法 摆 放 棋子 者 负 ,求证 甲 有 必 胜 策 略 . 

(圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 

[证 ] 设 甲 首先 把 棋子 放 在 点 4 ,这 时 乙 有 
必 胜 策略 一 一 将 棋子 放 在 点 B. 我 们 考察 如 下 方 
案 : 甲 第 1 步 将 棋子 放 在 点 B. 若 乙 将 棋子 放 到 点 ， 
C 天 4A 时 , 乙 有 必 胜 策略 , 则 原来 乙 将 棋子 放 在 B 
时 , 甲 只 要 在 下 一 步 将 棋子 放 在 点 C 就 可 获胜 .所 
以 , 当 A 将 棋子 放 在 点 B 时 , 乙 只 能 将 棋子 放 在 点 
A. 这 就 是 说 ,点 A 和 8B 本 对 , 甲 第 1 步 将 棋子 放 在 其 中 一 点 , 乙 第 
2 步 总 是 把 棋子 放 在 另 一 点 . 当 甲 第 1 步 将 棋子 放 在 点 A; & 14 ,Bi 
时 ,又 可 像 上 面 一 样 地 找到 点 B1, 使 iA1,Bi! 配 成 一 对 .但 总 点 数 1993 
为 奇数 , 故 至 少 有 一 点 无 法 像 上 面 那样 配 成 对 ,所 以 A 总 有 必 胜 策略 . 

8.46 ”甲乙 二 人 轮流 在 国际 象棋 棋盘 的 方 格 上 放 棋 子 “ 象 ": 甲 先 
进行 且 每 次 放 一 枚 白 象 , 乙 每 次 放 一 枚 黑 象 . 每 次 都 只 能 放 在 空格 中 ， 
既 可 放 在 白 格 也 可 放 在 黑 格 中 ,但 应 保证 所 放 的 象 不 能 被 对 方 吃 掉 . 首 
先 无 法 按 要 求 放置 棋子 者 负 , 问 在 正确 的 策略 之 下 , 谁 将 获胜 ?说 明理 
由 . 





(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 乙 将 获胜 .将 正方 形 棋盘 的 一 条 中 位 线 取 为 对 称 轴 , 乙 只 
要 每 次 都 把 自己 的 黑 象 放 在 与 甲 刚刚 所 放 的 白 象 所 在 的 方 格 轴 对 称 的 
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方 格 中 即 可 稳 操 胜 券 . 

8.47 ”甲乙 二 人 轮流 在 国际 象棋 棋盘 的 方 格 上 放 棋 子 " 马 : 甲 先 
进行 且 每 次 放 一 枚 白马 , 乙 每 次 放 一 枚 黑马 . 每 次 都 只 能 放 在 空格 中 ， 
既 可 放 在 白 格 中 也 可 放 在 黑 格 中 ,但 应 保证 所 放 的 马 不 能 被 对 方 吃 掉 . 
首先 无 法 按 要 求 放 置 棋 子 者 负 , 问 在 正确 的 策略 之 下 , 谁 将 获胜 ?说 明 
理由 . 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 乙 将 获胜 . 乙 只 要 每 次 都 把 黑马 放 在 与 甲 刚刚 所 放 的 白马 
所 在 的 方 格 关于 棋盘 中 心 对 称 的 方 格 中 即 可 稳 操 胜 券 . 这 时 ,黑马 与 白 
马 在 同色 格 中 ,当然 不 致 被 吃 掉 . 

8.48 ”在 国际 象棋 棋盘 上 放 有 若干 枚 棋子 ,在 每 一 步 中 ,可 将 1 枚 
模子 走 人 相 邻 ( 沿 水 平方 向 或 竖 直 方向 ) 的 空格 中 .经 过 若干 步 之 后 ,每 
一 枚 棋子 都 到 过 棋盘 上 每 个 方 格 恰好 一 次 ,并 且 又 都 回 到 了 原来 出 发 的 
方 格 中 .求证 必 有 某 一 时 刻 , 所 有 的 棋子 都 不 在 自己 原来 的 方 格 中 . 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 考察 第 1 个 回 到 原 位 的 棋子 A. 我 们 断言 ,在 A 走出 自己 的 
最 后 一 步 之 前 的 状态 中 ,每 枚 棋子 都 不 在 自己 的 原 位 .事实 上 ,这 时 每 
枚 棋子 都 至 少 走 了 一 步 , 否 则 A 无 法 走 过 它 们 所 在 的 方 格 . 另 一 方面 ， 
这 些 棋子 又 都 未 走 回 原 位 ,否则 A 就 不 是 第 1 个 回 到 原 位 的 棋子 了 . 因 
此 这 时 所 有 棋子 都 不 在 自己 的 原 位 . 

8.49 在 国际 象棋 棋盘 的 方 格 el 中 放 一 只 白马 .甲乙 二 人 用 胶水 
涂抹 这 个 棋盘 ,一 人 一 个 方 格 轮流 涂抹 . 他 们 在 涂 胶 后 ,应 能 保证 马 能 
跳 人 ( 马 按照 通常 的 国际 象棋 规则 踏 动 ) 任何 未 涂 胶 水 的 方 格 ,而 在 跳 
动 中 不 被 烙 住 .由 甲 先 开 始 进行 ,首先 无 法 按 要 求 进行 下 去 着 为 负 . 问 
在 正确 策略 下 , 谁 将 获胜 ? 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 甲 将 获胜 .由 规则 知 , 只 要 棋盘 上 还 有 未 涂 胶 的 方 格 ,总 可 
以 从 中 选 一 个 马 需要 跳 最 多 步 数 才能 到 达 的 方 格 ,显然 ,将 这 个 方 格 涂 
胶 就 符合 要 求 .但 棋盘 上 除了 白马 所 占 的 方 格外 有 63 个 方 格 ,最 后 一 
个 方 格 必 是 甲 来 涂 胶 ,所 以 乙 必 输 无 疑 . 

8.50 ”一 个 国际 象棋 棋盘 有 3 x 1969 个 方 格 , 白 车 在 棋盘 上 追击 
黑马 (它们 按 通常 的 国际 象棋 规则 轮流 走 步 ). 为 了 吃 掉 黑 马 , 白 车 应 当 
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如 何 走 步 ? 
(第 32 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 白 车 应 首先 走 人 中 间 一 行 方 格 中 ,然后 一 步 走 到 与 黑马 成 
象 步 的 位 置 , 即 在 与 黑马 相 邻 一 列 的 中 间 方 格 中 ,并 且 每 步 都 按 这 个 原 
则 走 步 .这 样 一 来 ,黑马 只 能 步 步 后 退 ,最 后 退 无 可 退 , 只 能 送 上 门 来 被 
白 车 吃 掉 . 

8.51 一 个 国际 象棋 棋盘 有 3 x 1969 个 方 格 , 白 车 在 棋盘 上 追击 
黑 象 (它们 按 通常 的 国际 象棋 规则 轮流 走 步 ). 为 了 吃 掉 黑 象 , 白 车 应 当 
如 何 走 步 ? 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 】 日 车 应 首先 走 人 中 间 一 行 方 格 中 ,然后 一 步 走 到 与 黑 象 成 
马 步 的 位 置 , 即 与 黑 象 中 间隔 一 列 的 位 置 . 这 样 一 来 , 黑 象 只 能 朝向 远 
离 日 车 的 方向 走 , 而 白 车 每 次 都 跟 上 并 仍然 保持 与 黑 象 成 马 步 的 位 置 . 
黑 象 退 来 退去 ,最 后 无 路 可 走 , 只 好 送 上 门 来 被 白 车 吃 掉 . 

8.52 ”在 8x8 的 国际 象棋 棋盘 的 某 个 方 格 中 放 一 枚 棋子 ,甲乙 二 
人 轮流 将 它 移动 到 另 一 个 从 未 到 过 的 方 格 中 , 且 使 每 次 移动 的 距离 都 
大 于 前 一 次 移动 的 距离 . 首先 无 法 走 棋 者 负 . 在 两 名 棋 手 都 采用 正确 策 
略 时 , 谁 能 获胜 ? 

(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 甲 先 走 必 能 获胜 .注意 ,8x8 方 格 棋盘 的 对 称 中 心 是 结 点 . 
于 是 , 甲 第 1 步 可 将 兵 移 到 关于 棋盘 中 心 对 称 的 方 格 中 去 .而 且 无 论 乙 
如 何 走 , 甲 每 次 总 按 对 称 的 原则 走 棋 , 则 只 要 乙 有 棋 可 走 , 甲 便 有 棋 可 
走 . 这 样 , 甲 便 稳 操 胜 券 . 

8.53 ”从 国际 象棋 棋盘 中 挖 去 :(a) 方 格 52;(b) 方 格 52 和 g7. 如 
果 人 允许 棋子 在 每 一 步 可 由 所 在 方 格 走 到 一 个 (有 公共 边 的 ) 邻 格 中 , 问 
棋子 能 否 自 方 格 c2 出 发 , 走 遍 每 个 方 格 都 恰好 一 次 ? 

(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] (a) 可 以 ;(b) 不 能 . 当 控 去 方 格 52 时 ， 
可 按 右 图 所 示 的 路 线 走 遍 所 有 方 格 且 每 格 1 次 . 当 
棋盘 挖 去 方 格 52 和 g7 时 ,棋盘 上 白 格 比 黑 格 多 2 
个 .而 棋子 在 行进 过 程 中 ,总 是 交替 地 走 过 和 白 格 与 
过 格 , 故 这 时 无 法 按 题 中 要 求 走 遍 所 有 方 格 . 
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8.54 试 证 国际 象棋 中 的 车 可 以 走 遍 全 盘 , 名 泽 过 每 个 方 格 恰好 一 

次 ,然后 回 到 出 发 处 的 充分 必要 条 件 是 棋盘 的 方 格 数目 为 侦 数 . 
(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] 当 方 格 数目 为 偶数 时 ,不 妨 设 行 数 为 
偶数 .作为 棋盘 ,当然 不 能 只 有 1 列 方 格 . 当 列 数 为 
2 时 ,矩形 回路 即 为 所 求 . 当 列 数 不 小 于 3 时 , 即 可 
按 上 图 所 示 的 路 线 来 走 . 这 就 证 明了 充分 性 . 

为 证 必要 性 ,只 须 注 意 , 车 按 要 求 走 出 的 封闭 
折线 的 每 边 都 是 水 平 的 或 竖 直 的 ,因而 它 所 经 过 的 
方 格 数 必 为 偶数 , 亦 即 棋盘 中 的 方 格 数 必 为 偶数 . 


8.55” 设 为 大 于 2 的 个 数 .用 号 种 颜色 为 xx % 的 国际 象棋 本 


盘 上 的 方 格 涂 色 ,每 个 方 格 涂 1 种 颜色 ,每 种 颜色 恰 涂 两 个 方 格 . 试 证 
可 以 在 棋盘 上 放置 ”个 车 ,使 得 它们 所 在 的 ”个 方 格 的 颜色 互 不 相同 ， 
且 ?个 车 不 能 相互 攻击 ， 


( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 若 不 然 , 则 对 任意 一 种 使 n 个 车 互相 不 能 攻击 的 控 法 中 ， 


总 有 两 个 车 所 在 的 方 格 同色 .因为 摆 在 同色 方 格 上 的 一 对 车 至 多 有 号 
种 不 同 摆 法 ,余下 的 2 - 2 个 车 有 (2 -2)! 种 不 同 摆 法 .从 而 n 个 车 的 
符合 要 求 的 摆 法 至 多 为 蕊 ( - 2)1. 另 一 方面 ,n 个 车 不 能 互相 攻击 的 
摆 法 总 数 应 为 1, 故 得 

(an -2)1 之 nl. 
解 得 ”过 2, 此 与 已 知 了 矛盾 . 

8.56 ”国际 象棋 棋盘 的 左下 角 方 格 a1 中 有 一 枚 模子 车 .每 移动 一 
次 ,车 可 滑 水 平 或 竖 直 方向 挪动 1 格 . 问 车 能 否 走 遍 棋 盘 的 所 有 方 格 ， 
且 到 过 64 个 方 格 的 次 数 恰好 分 别 为 1,2,… ,64. 并 且 最 后 

(1) 又 回 到 了 原 出 发 的 方 格 a1? 

(2) 在 方 格 a2 中 结束 行程 ? 

(最 初 在 方 格 al 中 ,也 算 作 是 到 过 该 方 格 1 次 . ) 
(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] (1) 不 可 能 回 到 原 出 发 的 方 
格 a1. 如 果 最 后 回 到 方 格 al, 则 车 所 走 


所 的 路 线 是 封闭 的 ,从 而 沿 水 平方 各 和 竖 
类 | 。 直方 向 的 移动 次 数 都 是 偶数 ,所 以 移动 
的 总 次 数 为 偶数 . 
另 一 方面 , 按 已 知 ,到 达 棋 盘 上 各 个 
方 格 的 总 次 数 竺 于 3 





1 +2+ +64 = 2080 32131|30|27|26|23|22| 9 | 
为 偶数 . 但 在 开始 时 ， 车 已 在 方 格 cl 中 |1|213|4|5|6|7|8 


1 次 ,因此 还 要 再 移动 2079 次 ,为 奇数 ， 
矛盾 . 

(2) 可 以 在 方 格 a2 中 结束 行程 .将 棋盘 上 的 64 个 方 格 分 别 编号 为 
1,2,… ,64 如 右 图 所 示 . 当 车 从 第 上 号 方 格 开始 ,依次 走 过 方 格 有 +1 ,天 
+2,…,m 一 1, 最 后 到 达 m 号 方 格 时 ,我 们 把 这 条 路 线 记 为 k 一 >m . 返 
回来 的 路 线 则 记 为 m 一 ~. 考察 如 下 的 路 线 ， 

1 一 64 一 1 一 6 一 2 一 6 一 3- 一 61 一 4 

30 一 ~ 34- 一 31 一 > 33 一 > 32. 

不 难 验证 ,对 于 满足 关系 式 1 委 & 扫 32 的 第 & 号 方 格 ,车 到 过 2 次 ;对 
于 满足 关系 式 33 委 和 委 64 的 第 和 号 方 格 , 车 到 过 129 一 2m 次 .此 外 ， 
车 最 后 到 达 的 32 号 方 格 恰 为 a2. 这 表明 这 条 路 线 满足 题 中 全 部 要 求 . 

8.57 ” 设 9 枚 棋子 放 在 8 x 8 的 国际 象棋 棋盘 的 左下 角 , 每 格 一 枚 
组 成 一 个 3x 3 的 正方 形 .规定 每 枚 棋子 可 以 跳 过 他 邻 格 中 的 另 一 枚 横 
子 到 一 个 空 着 的 方 格 , 即 可 以 关于 它 的 有 棋子 的 邻 格 中 心 作 对 称 运动 
(可 以 模 跳 , 竖 跳 或 沿 对 角 线 斜 跳 ), 要 求 这 些 棋 子 都 跳 到 棋盘 的 另 一 
角 , 且 仍然 构成 3x 3 的 正方 形 .如 果 到 达 的 角 是 :(1) 左上 角 ,(2) 右上 
角 ,这 一 要 求 能 和 否 实现 ? 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 均 不 能 实现 .将 棋盘 上 的 行 自 下 而 上 编号 , 列 自 左 而 右 纺 
号 为 1,2,…,8. 第 i 行 7 列 的 方 格 记 为 (i ,7 ). 

考察 9 枚 棋子 的 纵 坐 标 之 和 S. 一 方面 , 某 枚 棋子 跳 一 次 ,和 S 增 
加 2( 竖 跳 或 斜 跳 ) 或 0( 模 跳 ). 因 而 ,在 棋子 跳动 过 程 中 ， 和 S 的 奇偶 性 
不 变 . 男 一 方面 ,如 果 它 们 能 跳 到 左 ( 右 ) 上 和 角 的 3x3 正 方形 中 ,和 SS 将 
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增加 4$, 即 奇偶 性 将 发 生 改 变 , 矛 盾 . 这 表明 题 中 的 两 个 要 求 都 是 无 法 
实现 的 . 

8:58 ”甲乙 二 人 在 一 张 1x 100 个 方 格 的 纸 带 上 进行 游戏 :在 最 左 
端的 方 格 中 放 有 1 枚 棋子 ,每 步 可 将 棋子 向 右 移 动 1 格 ,10 格 或 11 格 . 
甲乙 二 人 轮流 执 步 , 甲 先 走 ,一 直到 某 人 无 法 按 要 求 继 续 执 步 为 负 . 试 
问 若 两 人 均 按 正确 的 方式 执 步 , 谁 能 获胜 ? 

( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 自 左 至 右 依 次 将 方 格 编号 为 1,2,…,100. 对 于 一 个 方 格 ， 
如 果 由 它 出 发 必 可 取胜 , 则 称 之 为 “ 胜 格 ”; 如 果 由 它 出 发 必然 告 负 , 则 
称 之 为 “ 负 格 ”. 显然 ,如 果 由 某 方 格 出 发 只 能 落 人 胜 格 , 则 该 方 格 为 负 
格 ; 如 果 由 某 方 格 出 发 至 少 可 以 落 入 一 个 负 格 , 则 该 方 格 为 胜 格 . 易 见 ， 
第 100 号 方 格 是 负 格 .因此 ,第 99 号 方 格 是 胜 格 ,第 98 号 方 格 是 负 格 ， 
如 此 交替 为 胜 格 与 负 格 ,直至 第 91 号 方 格 为 胜 格 .第 81 一 90 号 方 格 都 
是 胜 格 ,因为 从 它们 中 每 一 格 出 发 都 可 移动 10 或 11 个 方 格 而 进入 最 后 
10 格 中 的 某 个 负 格 .类 似 地 可 知 ,第 71 一 80 号 的 10 个 方 格 中 ,偶数 号 
为 负 格 而 奇数 号 为 胜 格 ; 而 第 61 一 70 号 的 10 个 方 格 都 是 胜 格 . 依 此 类 
推 可 知 ,第 1 号 方 格 为 胜 格 .因此 , 甲 先 走 必 能 获胜 . 

8.59 ”将 1 x 的 和 矩形 分 成 个 方 格 并 依次 编号 为 1,2,…,n. 在 
编号 为 nn 一 2,n -1,2 的 3 个 方 格 中 各 放 1 枚 棋子 .甲乙 二 人 玩 如 下 的 
游戏 :甲乙 二 人 轮流 走 棋 且 甲 先 走 , 每 一 步 可 以 把 3 枚 棋子 中 的 1 枚 移 
到 号 码 较 小 的 空格 里 .最 先 无 法 走 棋 者 为 负 . 求 证 甲 有 必 胜 策略 . 

z (前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 从 第 2 个 方 格 起 ,将 (2k,2k+1) 的 两 个 方 格 分 为 1 组 , 共 分 


[二 ] 组 .显然 ,位 于 -2,n -1,n 号 方 格 中 的 3 枚 棋子 中 总 有 两 


枚 是 在 同一 组 方 格 中 . 甲 第 1 步 即将 不 同 组 的 第 3 枚 棋子 移 到 1 号 方 格 
中 ,于 是 这 枚 棋子 不 能 再 走 . 然 后 ,无 论 乙 把 另 两 枚 棋子 中 的 1 枚 移 到 
哪个 方 格 , 甲 总 是 把 另 1 枚 棋子 移 到 与 前 枚 棋子 所 在 方 格 同 组 的 另 一 
个 方 格 中 .这 样 , 乙 走 棋 之 后 , 甲 总 有 棋 可 走 , 故 甲 稳 操 胜 券 . 
8.60 ”最 多 能 在 3n x 3n 的 国际 象棋 棋盘 上 放置 多 少 个 “车 ”, 使 
得 每 个 车 至 多 受到 另外 一 个 车 的 攻击 ? 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
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[ 解 ] 在 棋盘 上 取 沿 主 对 角 线 排列 的 
个 3x3 的 正方形 ,并 在 每 个 正方 形 中 于 画 有 
阴影 线 的 4 个 方 格 中 各 放置 1 枚 “车 ”, 则 棋盘 
上 共有 47 个 车 (如 图 所 示 ), 且 每 个 车 恰 受 到 
另外 一 个 车 的 攻击 .可 见 ,所 求 的 最 大 值 不 小 
于 4n. 

另 一 方面 , 设 棋盘 上 每 个 车 至 多 受到 另 
外 一 个 车 的 攻击 . 如 果 某 个 车 不 受 任何 车 的 
攻击 , 则 它 自 己 独占 棋盘 的 一 行 一 列 , 即 它 所 在 的 行 和 列 中 再 无 其 他 的 
车 .如 果 车 A 受到 车 B 的 攻击 , 则 车 B 也 受到 车 A 的 攻击 , 且 二 车 不 再 
受到 其 他 车 的 攻击 .因此 ,二 车 占据 2 行 1 列 或 1 行 2 列 . 因 棋 盘 上 共有 
32 行 和 37 列 , 礁 至 多 可 放置 472 个 车 . 

综 上 可 知 ,棋盘 上 最 多 可 放 4n 个 车 . 

8.61 在 8x8 的 国际 象棋 棋盘 上 放 有 工 枚 棋 
子 , 它 每 一 步 只 能 向 上 ,向 右 或 向 左下 方 走 1 个 方 
格 ( 如 图 所 示 ). 这 枚 棋子 如 果 从 左下 角 的 方 格 出 
发 ,能 否 走 遍 棋盘 上 的 所 有 方 格 且 每 个 方 格 恰好 经 
过 1 次 ? 








(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 将 棋盘 上 的 方 格 的 行 从 下 到 上 依次 编 
号 为 0,1,2,…,7, 将 列 从 左 到 右 依 次 编号 为 0,1,2,…,7. 并 将 每 个 方 
格 对 应 于 它 所 在 的 行 数 与 列 数 之 和 x. 于 是 棋子 的 初始 位 置 是 x = 0， 
而 棋子 每 走 1 步 x 的 值 要 么 增加 1, 要 么 减少 2. 因 
此 , 模 3 看 来 ,棋子 所 在 方 格 的 z 值 依次 为 0,1,2，| 寺 | 时 车 二 
0,1,2,.…. 3 

如 果 棋 子 能 走 遍 每 个 方 格 恰好 1 次 , 则 可 按 棋 
子 走 过 的 次 序 将 除 初 始 方 格 之 外 的 其 余 63 个 方 格 
分 成 21 组 ,每 组 3 个 方 格 , 其 中 恰 有 + 个 方 格 对 应 Ilo] ll 
的 z 值 为 3 的 倍数 .从 而 应 有 21 个 这 样 的 方 格 .但 
棋盘 上 只 有 20 个 这 样 的 方 格 , 即 图 中 标 有 3 的 20 个 方 格 ,矛盾 .可 匈 ， 
题 中 所 要 求 的 走 法 是 不 能 实现 的 . 

8.62 ” 试 证 在 4x4 个 方 格 的 国际 象棋 模 盘 上 , 马 不 能 走 遍 整个 棋 
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盘 , 使 得 每 个 方 格 都 恰好 经 过 一 
(第 22 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 因为 国际 象棋 棋盘 上 的 方 格 是 黑白 相间 
的 ,而 马 每 跳 步 都 是 从 2 x 3 矩形 的 一 个 角 格 跳 到 > 
相对 的 角 格 ,所 以 , 马 每 跳 一 步 都 是 从 一 种 颜色 的 格 
子 中 跳 到 另 一 种 颜色 的 格子 中 . 不 妨 设 马 经 奇数 步 跳 yp 
到 的 格子 是 白色 的 . 缘 > 

另 一 方面 ,我 们 将 棋盘 上 的 16 个 方 格 分 成 两 组 : 
第 1,4 两 行 的 8 个 方 格 为 A 组 ,第 2,3 两 行 的 8 个 方 格 为 B 组. 显然， 
当 马 从 A 组 的 某 一 方 格 中 跳出 时 ,一 定 落 在 B 组 方 格 之 中 . 若 能 实现 
题 中 所 要 求 的 走 法 , 则 因 A,B 两 组 中 方 格 数 相等 , 故 当 从 B 组 方 格 跳 
出 时 ,也 必 落 到 A 组 方 格 中 . 因此 ,经 过 奇数 步 跳 之 后 , 马 总 是 落 在 同 
一 组 方 格 之 中 .但 无 论 A 组 还 是 B 组 ,其 中 都 不 全 是 白 格 ,矛盾 . 可见， 
所 要 求 的 走 法 是 不 能 实现 的 . 

8.63 ”在 12 x 12 的 超级 国际 象棋 棋盘 上 ,一 枚 超级 马 每 步 从 3 x 
4 方 格 矩形 的 一 角 跳 到 对 角 方 格 中 . 问 超级 马 能 否 从 某 一 格 出 发 遍历 
每 格 一 次 ,然后 又 回 到 出 发 点 ? 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] ”因为 国际 象棋 棋盘 上 的 方 格 是 黑白 相间 的 ,所 以 超级 马 每 
跳 一 次 都 从 一 种 颜色 的 方 格 跳 到 另 一 种 颜色 的 方 格 中 . 不 妨 设 超级 马 
经 奇数 步 跳 到 的 方 格 是 白色 的 . 







a 
NN 





将 12 x 12 棋盘 的 第 1,2,6,7,11,12 这 6 行 方 格 划 归 A 组 ,而 其 余 


的 6 行 方 格 为 B 组 .显然 ,由 A 组 格 中 出 发 跳 一 步 , 一 定 落 到 B 组 方 格 
之 中 .又 因 A ,B 两 组 方 格 数 相等 ,所 以 , 若 能 实现 题 中 所 要 求 的 跳 法 ， 
则 从 B 组 方 格 中 跳出 时 ,超级 马 必 落 入 A 组 的 方 格 中 .因此 ,奇数 步 跳 
之 后 , 马 总 是 落 在 4 组 (或 召 组 ) 方 格 中 .但 无 论 4 组 还 是 B 组 ,其 中 都 
不 全 是 白 格 ,矛盾 .这 意味 着 题 中 所 要 求 的 跳 法 是 不 存在 的 . 

8-64 黑 蝗 两 方 进行 如 下 的 游戏 :在 国际 象棋 棋盘 的 两 个 角 格 中 
放 有 双方 的 “ 王 ” ,其 中 白 王位 于 方 格 a1 中 , 黑 王位 于 方 格 48 中 . 游戏 
者 轮流 走 步 ( 折 方 先 走 ) ,双方 都 可 以 把 自己 一 方 的 王 随意 走 到 任何 一 
个 相 邻 的 空格 之 中 ( 相 邻 指 有 公共 顶点 ) ,但 必须 遵守 一 条 法 则 , 即 不 得 
增加 两 枚 棋子 之 间 的 距离 (两 枚 棋子 之 间 的 最 少 步 数 称 为 二 者 的 距离 ， 
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因而 在 游戏 之 初 ,二 者 之 间 的 距离 为 7). 谁 能 将 自 方 的 棋子 走 到 棋盘 
相对 的 一 边 ( 白 王 走 到 列 或 第 8 行 中 , 黑 王 走 到 纵 列 a 或 第 1 行 中 )， 
就 算 获 胜 . 问 在 正确 的 对 弈 中 , 谁 能 获胜 ?他 该 怎样 走 棋 ? 
(第 31 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 和 白 方 先 走 可 以 取 
胜 .取胜 的 正确 策略 是 首先 按 
路 线 4a1 一 51 一 > c1 一 >… 移 
动 白 王 , 直到 黑 王 离开 第 8 行 
(如 果 黑 王 不 离开 第 8 行 , 则 白 
方 将 在 第 7 步 获胜 ). 当 黑 王 从 
第 8 行走 出 后 , 白 王 应 及 时 抢 
占 通 当 位 置 ,使 得 两 王 之 间 的 行 和 列 的 数目 均 为 偶数 ,然后 每 次 都 按照 
这 种 原则 走 棋 并 尽 可 能 向 黑 王 逼 近 . 易 见 ,或 迟 或 早 在 黑 方 执 步 时 双方 
会 处 于 下 图 所 示 的 两 种 情形 之 一 . 此 后 黑 方 只 能 缘 离 自己 的 目标 向 上 
或 向 右 运 动 ,这 表明 白 王 拖 住 了 黑 王 而 必然 取胜 . 

8.65 ”假定 国际 象棋 中 的 马 每 走 一 步 , 可 在 水 平方 向 移动 n 个 方 
格 而 在 竖 直 方向 移动 1 个 方 格 ( 或 者 水 平方 向 1 格 而 竖 直 方向 nn 格 ). 现 
有 一 只 马 位 于 无 限 大 的 国际 象棋 棋盘 的 一 个 方 格 中 . 试问 对 怎样 的 自 
然 数 n, 蕊 可 以 走 到 任何 指定 的 方 格 之 中 ,而 对 怎样 的 n 则 无 法 作 到 ? 

(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[ 解 】 将 马 所 在 的 方 格 记 为 (0,0) ,将 这 个 方 格 右 数 第 7 列 ,上 数 
第 7 行 的 相交 方 格 记 为 (i,j), 自 然 , 左 数 和 下 数 用 负数 表示 . 

当 为 奇数 时 ,十 n+1 为 偶数 ,所 以 马 跳 一 步 
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时 ,起 点 与 终点 方 格 两 个 坐标 之 差 的 和 总 是 偶数 ， 站 让 直下 上 
所 以 , 当 马 从 (0,0) 起 跳 时 ,无 论 跳 多 少 步 , 它 所 在 上 二 FF 上 HH 
的 方 格 的 两 个 坐标 之 和 为 偶数 .从 而 知 马 不 能 跳 到 [EE 了 二 全 
坐标 之 和 为 奇数 的 方 格 中 ， 路 二 

当 为 偶数 时 ,可 按 右 图 所 示 去 跳 , 跳 n+1 次 ET 





之 后 , 即 回 到 原 出 发 方 格 的 邻 格 ; 
(0,0) 一 ~ (1,n)— (n+1,n-1) 
— (1l,n-2)— (n+1,n -3)—> (1,n -4) 
(n+1,1)— (1,0). 
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既然 从 一 格 出 发 可 以 跳 到 它 的 邻 格 ,当然 可 以 跳 到 任 一 指定 的 方 格 . 
综 上 可 知 , 当 且 仅 当 ”为 偶数 时 , 马 可 以 跳 到 任何 指定 的 方 格 . 
8.66 ”在 8x 8 国际 象棋 棋盘 上 的 第 1 行 的 8 个 方 格 中 各 放 上 1 枚 

日 棋子 ,在 第 8 行 的 8 个 方 格 中 各 放 上 1 枚 黑 棋 子 . 按 如 下 规则 进行 省 

戏 : 白 方 先 走 ,黑白 双方 轮流 沿 紧 列 走 自 己 一 方 的 棋子 ,每 一 步 让 工 枚 

棋子 沿 竖 列 前 进 或 后 退 1 格 或 若干 格 , 既 不 能 从 棋盘 上 取 下 棋子 ,也 不 

能 把 棋子 放 进 对 方 棋子 所 占据 的 方 格 或 越过 对 方 棋子 . 最 先 不 能 走 棋 

者 为 负 . 求 证 黑 方 有 必 胜 策略 . 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 将 棋盘 分 成 4 部 分 ,每 部 分 由 两 列 方 格 组 成 .不 论 白 方 在 哪 

一 部 分 走 棋 , 黑 方 总 是 在 同一 部 分 中 应 招 .这样 ,如 果 黑 方 能 在 每 一 部 

分 都 剥夺 白 方 行 棋 的 机 会 , 则 白 方 必 负 无 异 . 于 是 只 须 给 出 在 一 部 分 中 

黑 方 取 胜 的 策略 就 行 了 . 

如 果 白 方 让 1 校 白 子 前 进 友 格 , 则 黑 方 让 另 一 列 中 的 黑子 前 进 皮 

格 + 如 果 日 方 让 百子 后 退 头 格 , 则 黑 方 让 同一 列 中 的 黑子 前 进 闷 格 . 易 

见 , 白 方 每 走 一 步 , 黑 方 总 是 有 棋 可 走 , 即 黑 方 不 会 负 . 另 一 方面 , 黑 方 

每 步 都 是 前 进 , 故 在 有 限 步 后 , 白 棋 就 无 处 可 走 了 , 即 白 棋 必 负 . 

8.67 ”在 国际 象棋 棋盘 上 取 定 两 个 颜色 相同 的 小 方 格 . 试 证 车 能 

够 从 第 1 个 方 格 出 发 , 走 遍 棋盘 上 所 有 方 格 各 一 次 而 经 过 第 2 个 取 定 方 

格 两 次 . 
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(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] (1) 先 证 在 4 x 4 棋盘 上 结论 成 立 .用 过 棋盘 中 心 的 十 字 线 
将 4x4 的 正方 形 棋盘 划分 成 4 个 2x2 的 正方 形 Qi,Q;,Q;, Qs. 不 妨 
设 两 个 取 定 黑 格 分 别 在 Q, 和 Q4 中 .于 是 路 线 起 点 为 Bi 或 B,, 终 点 为 
El 或 E;. 在 图 (a) 中 , 若 起 点 为 Bl, 则 将 B, 与 C 连 结 ;车 起 点 为 B,, 则 
将 Bi 与 C 连 结 . 若 终 点 为 Ei, 则 将 DD 与 Ej 连结 ; 若 终 
点 为 EE,, 则 从 方 格 DD 再 走 回 EE,: 易 见 ,这 样 的 路 线 满 
足 题 中 要 求 .其 他 情形 都 可 类 似 地 解决 . 

(2) 把 8x 8 的 棋盘 用 过 中 心 的 十 字 线 划分 成 4 个 十 一 
4 x 4 的 正方 形 R11,R;,R;, Ra. 不 妨 设 给 定 的 两 个 方 
格 都 是 黑 格 . 

先 看 两 个 黑 格 分 别 位 于 对 角 的 两 个 正方 形 中 的 情 (a) 
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形 ,不 妨 设 二 者 分 别 在 Rs 和 Ra 中 .由 对 称 性 知 可 
设 第 1 个 黑 格 为 Bi ,B2z ,Bi,Bs 之 一 ( 见 图 (b)) 按 
图 (c) 所 示 的 路 线 , 车 从 方 格 B1,B2,B3, Ba 出 发 ， 





一 来 ,问题 就 化 成 了 两 个 取 定 黑 格 都 在 同一 个 4x 
4 正方 形 中 的 情形 ,惟一 的 例外 是 R4 的 左下 角 的 
黑 格 恰 为 取 定 的 第 2 个 黑 格 .但 是 ,这 时 车 可 继续 (b) 
沿 图 (c) 中 Rs 中 所 示 的 路 线 走 遍 R4 中 每 格 1 次 最 后 又 回 到 出 发 的 左 
下 角 黑 格 ,整个 路 线 恰 好 满足 题 中 要 求 . 

当 两 个 取 定 黑 格 位 于 相 邻 的 两 个 4 x4 正 方 


















形 中 时 ,不 护 设 分 别 位 于 R; 和 Rs 中 . 这 时 从 上 由 二 用 | 二 
Bi,B:,B3,B4 出 发 可 在 走 这 R; 每 格 1 次 之 后 走 i 
入 RR1. 走 入 RR, 每 入 1 次 之 后 进入 Rs, 然后 在 R。 [二 上 二 上 上 
中 沿 着 与 Ri 中 相同 的 路 线 走 人 Rs 的 右上 角 的 匡 寻 上 寺 Tf 生 此 人 
黑 格 . 于 是 又 把 问题 化 成 前 段 的 情形 (参看 图 [ 昌 纪 出 半 十 全 





(c)). 

至 于 两 个 黑 格 本 来 就 在 同一 个 4 x 4 正方 形 
的 情形 , 就 更 简单 了 ,可 参照 上 述 两 种 情形 加 以 
解决 .这 就 完成 了 全 部 证 明 . 

8.68 ”甲乙 二 人 轮流 为 一 张 25 x 25 个 方 格 的 棋盘 涂 色 , 甲 用 白 
色 , 乙 用 黑色 , 甲 先 涂 色 ,每 次 涂 1 格 ,已 涂 色 的 格子 不 能 再 涂 . 试问 甲 
能 否 不 依赖 于 乙 的 涂 法 而 使 涂 色 结束 后 ,国际 象棋 中 的 王 按 国际 象棋 
中 的 走 法 ( 王 可 由 所 在 方 格 走 到 任何 一 个 横向 .纵向 和 斜 向 的 相 邻 方 格 
中 ) 不 经 黑 格 而 走 遍 所 有 白 格 (人 允许 经 过 同一 白 格 若干 次 )? 

( 圣 后 得 堡 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 】 甲 无 法 保证 实现 , 亦 即 乙 有 办 法 使 甲 不 
能 实现 . 

不 妨 设 甲 涂 白色 的 第 1 个 方 格 既 不 在 左 两 列 也 
不 在 下 方 两 行 中 . 乙 第 1 次 将 位 于 左 起 第 2 列 与 下 
面 第 2 行 之 交 处 的 方 格 涂 黑 . 以 后 轮 到 乙 时 ,每 次 都 
党 第 2 列 向 上 或 沿 第 2 行 向 右 将 与 已 涂 黑 的 方 格 相 


(c) 
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邻 的 方 格 涂 黑 一 格 , 直到 两 端 皆 被 白 格 (图 中 标 有 小 圆圈 的 方 格 为 白 
格 ) 堵 住 为 止 , 或 直到 边界 为 止 . 

若 为 前 者 , 设 共 涂 黑 个 方 格 , 则 2 科 & 科 45. 这 时 ,在 左 起 第 1 列 
和 下 面 第 1 行 中 在 黑 格外 侧 的 方 格 共 有 R& + 2 个 (图 中 粗 实 线 所 界 的 方 
格 ). 这 +2 个 方 格 中 ,至 多 有 上 一 2 个 白 格 . 换 名 话说 ,又 轮 到 乙 涂 色 
时 ,这 +2 个 方 格 中 至 少 还 有 4 个 空格 .于 是 乙 可 以 在 连续 两 次 涂 色 
中 , 涂 黑 两 个 不 相 邻 的 空格 .这 样 一 来 , 黑 格 就 至 少 围 死 了 一 个 方 格 . 如 
果 这 个 方 格 已 被 涂 白 , 则 白 王 就 已 经 无 法 走 进 ; 如 果 这 个 方 格 是 空 的 ， 
则 只 要 乙 目 己 不 去 涂 它 , 因 方 格 总 数 为 奇数 ,所 以 最 后 必然 是 甲 把 它 涂 
成 日 色 , 导 致 白 王 无 法 出 入 .车 为 后 者 ,也 可 类 似 地 导出 同样 的 结果 . 

8.69 有 一 个 无 限 大 的 国际 象棋 棋盘 ,将 编号 为 a 的 行 与 编号 为 
6 的 列 相 交 处 的 方 格 记 作 (a ,5). 棋子 从 方 格 (a,6) 中 ,可 以 一 步 跳 到 
于 列 8 个 方 格 中 的 任何 一 个 

(a+t mo+n),(a+n,b+m), 
其 中 mz 和 nn 为 固定 的 自然 数 ,符号 (+) 和 (一 ) 则 可 任意 搭配 .已 知 一 枚 
棋子 在 跳 了 x 步 之 后 又 回 到 了 原 出 发 处 ,求证 x 是 偶数 . 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 ] 首先 设 mr 与 互 素 . 





















mm pr 
太一 个 是 奇数 . 于 是 棋子 每 走 一 [| Rl RI IR IR| [RI RI 
步 , 它 所 在 的 方 格 都 要 变色 .在 棋 | | 本 | 可 | 可 | 可 | 
子 走 了 zx 步 又 回 到 出 发 点 时 ,由 Rr RR Ra 
黑 到 白 和 由 白 到 黑 的 步 数 同样 [Rl IRI {Rl RPR 
多 当然 是 偶数 | IBl [BI (Bl Bl Bl 1B IB 

,当然 [RI [RI IR! (RI [RI IRl [Rl | 

(2) 设 m 和 都 是 奇数 ,棋子 | 1B| 1B| 1BI IB/ 1Bl TB | 
每 走 一 步 , 两 个 坐标 增 量 之 和 为 Rs ts elas es 
偶数 . Rl (RI [RI [RI (RI [RI {Ri | 

| IB {Bl IBl [Bl [Bl [Bl IB 





右 图 中 的 星 号 代表 方 格 (a， 
5). 号 有 R 和 8B 的 方 格 分 别 表示 红 格 和 蓝 格 .未 写字 母 的 空格 是 棋子 
走 不 到 的 方 格 , 与 本 题 无 关 , 不 必 涂 色 . 从 标 有 星 号 的 红 格 出 发 ,横向 平 
移 奇 数 个 方 格 , 棋 子 走 人 空格 .注意 ,空格 所 在 的 列 中 , 凡 涂 色 的 方 格 都 
是 蓝 格 .接着 从 空格 沿 竖 直方 向 平移 奇数 个 方 格 , 进 入 一 个 蓝 格 .这 就 
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是 说 棋子 从 红 格 出 发 跳 一 步 , 进 入 蓝 格 . 同 理 ,棋子 从 蓝 格 出 发 跳 一 步 ， 
也 必 跳 到 红 格 .从 而 像 (1) 中 一 样 地 可 证 xz 为 偶数 . ”| 
最 后 , 铬 m,n 不 互 素 , 设 (m,n) = 上 &, 则 我 们 可 以 把 棋盘 划 成 以 上 
x 上 个 方 格 为 单位 方 格 重 新 像 原 棋盘 那样 二 染色 ,于 是 问题 就 归结 为 
前 面 的 情形 .从 而 对 任意 自然 数 m,n ,棋子 走 的 步 数 x 必 为 偶数 ， 
8.70 ”国际 象棋 中 的 王 遍 历 8 x 8 的 棋盘 每 格 恰好 一 次 并 在 最 后 
一 步 走 回 出 发 点 ( 王 的 走 法 按 通常 国际 象棋 的 规则 ) ,并 且 当 用 线段 依 
次 把 王 所 走 过 的 方 格 中 心 连结 起 来 时 ,得 到 的 行走 路 线 是 一 条 自身 不 
交 的 封闭 折线 . | 
(1) 举例 说 明王 可 以 沿 着 水 平 线 和 竖 直 线 总 共 恰 好 走 28 步 . 
(2) 求证 王 沿 着 水 平方 向 和 竖 直 方向 总 共 所 走 的 步 数 至 少 为 28. 
(3) 如 果 格 子 的 边 长 为 1, 求 王 所 走路 线 的 最 大 可 能 长 度 与 最 小 可 
能 长 度 . | 
(第 7 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] (1) 见 下 面 的 图 (a). 
(2) 考察 棋盘 上 由 28 个 边 格 所 组 成 的 边界 .显然 , 王 在 走 遍 棋盘 时 
走 过 边 界 上 的 每 个 方 格 恰好 一 次 . 按照 王 走 过 的 先后 次 序 将 这 些 边 格 
排 号 为 1,2,… ,28, 并 将 王 走 过 的 整个 路 线 分 成 28 段 :从 格子 1 到 格子 
2, 从 格子 2 到 格子 3,…, 从 格子 28 到 格子 1. 按 已 知 , 王 所 走 的 路 线 自 
身 不 交 , 因 此 格子 : 与 i + 1 必 相 邻 ,i = 1,2,…,28( 格 子 29 即 为 格子 
1). 否 则 ,如 果 设 格子 1 与 2 不 相 邻 , 则 两 格 把 边界 分 成 了 两 部 分 . 当 王 
走 其 中 一 部 分 的 某 格 走 到 另 一 部 分 中 某 格 时 ,所 走 的 路 线 一 定 与 从 格 
子 1 到 格子 2 的 路 线 相 交 ,矛盾 .既然 格子 ; 和 ;i + 1 相 邻 ,两 格 的 颜色 当 
然 不 同 . 因 而 当 王 由 格子 ;经 若干 步 走 到 格子 ; + 1 时 ,其 中 至 少 有 一 步 


二 二 二 
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是 从 一 种 颜色 的 格子 走 到 另 一 种 颜色 的 格子 中 去 , 而 这 一 步 或 者 是 沿 
水 平 线 或 者 是 沿 坚 直线 走 的 .由 此 可 知 , 王 在 整个 行走 过 程 中 , 沿 水 平 
线 和 竖 直 线 总 共 所 走 的 步 数 至 少 为 28 步 . 

《3) 显然 , 王 行走 的 路 线 全 长 不 小 于 64 ,而 且 存 在 全 长 为 64 的 路 线 
《上 图 (b)). 为 一 方面 ,由 (1) 和 (2) 知 , 王 的 整个 路 线 中 最 少 有 28 步 是 
沿 水 平 线 或 竖 直 线 走 的 . 因而 它 的 最 大 可 能 长 度 是 28 + 36 V2. 

8.71 黑板 上 写 有 个 实数 .允许 从 中 擦 去 任何 两 个 数 ,例如 a 和 


5 ,而 写 上 另 一 个 数 才 (a + 6). 这 种 操作 共 进 行 a -1 次 ,最 后 黑板 上 只 
剩 下 了 一 个 数 .已 知 开始 时 黑板 上 写 的 个 数 都 是 1, 求 证 最 后 剩 下 的 


那个 数 不 小 于 地 





(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 】 因为 





入 慑 时 入 种 





故 知 在 操作 过 程 中 所 有 数 的 倒数 之 和 不 增 ,因为 开始 时 这 个 和 数 为 n， 


所 以 最 后 这 个 和 数 不 超 过 n, 亦 即 最 后 所 剩 的 一 个 数 不 小 于 十 . 
8.72 ”在 黑板 上 写 了 3 个 整数 ,然后 擦 去 其 中 的 一 个 ,并 代 之 以 剩 
下 的 两 数 之 和 与 的 差 .重复 这 个 步骤 若干 次 后 ,黑板 上 的 数 变 成 了 
17,1967,1983, 问 开始 时 黑板 上 所 写 的 数 能 否 是 下 列 数 组 : 
(1)2,2,2; (2)3,3,3? 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 (17,1967,1983) 往 前 倒 推 是 方便 的 .每 次 把 最 大 的 数 去 
掉 , 可 使 后 两 数 同时 降低 16. 而 1983 = 123 x16+15, 故 可 推 得 (15,17， 
31),(3,15,17) 每 次 把 大 数 去 掉 , 可 使 后 两 数 降低 2, 从 而 最 后 得 到 (3， 
3,5). 这 个 数组 可 由 (3,3,3) 推出 但 不 能 由 (2,2,2) 推出 . 
8.73 ”在 黑板 上 写 有 1967 个 “+” 或 “-” 号 ,规定 一 次 必须 擦 去 两 
个 符号 ,车 擦 去 的 两 个 符号 相同 , 则 补 写 1 个 “+” 号 ,车 擦 去 的 两 个 符 
号 不 同 , 则 补 写 1 个 “-” 号 .求证 在 经 过 若干 次 操作 后 黑板 上 留 下 的 最 
后 一 个 符号 不 依赖 于 擦 去 符号 的 顺序 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
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[证 ] 在 每 次 操作 后 ,黑板 上 的 “- ”号 个 数 或 者 减少 两 个 ,或 者 保 
持 不 变 .这 就 是 说 ,在 操作 前 后 ,黑板 上 “一 ”号 的 个 数 的 奇 侦 性 保持 不 
变 . 因 此 , 若 开 始 时 黑板 上 的 1967 个 符号 中 有 奇数 个 “-”, 则 最 后 留 下 
的 惟一 符号 是 “-”; 苛 开始 时 “~” 号 的 个 数 为 偶数 , 则 最 后 留 下 的 惟一 
符号 是 “+”. 这 个 结果 显然 与 操作 顺序 无 关 . 
8.74 ”在 黑板 上 写 有 若干 个 0,1,2. 每 步 操 作 可 以 擦 去 黑板 上 两 
个 不 同 的 数字 并 写 上 一 个 第 3 种 数字 (用 一 个 2 代替 0 和 1, 用 一 个 0 代 
替 1 和 2, 用 一 个 1 代替 0 和 2). 试 证 如 果 经 过 若干 步 操作 后 黑板 上 还 剩 
一 个 数字 , 则 这 个 数字 与 操作 顺序 无 关 . 
(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 设 p,g,r 分 别 表示 黑板 上 写 有 的 0,1,2 的 个 数 ,在 每 一 步 
操作 之 后 ,p,qg,r 这 三 个 数 都 增加 或 减少 1, 因 而 它们 的 奇偶 性 也 随 着 
改变 . 当 在 黑板 上 只 剩 下 一 个 数字 时 ,p,g 和 > 这 三 个 数 中 的 一 个 变 为 
1 ,两 个 变 为 0. 所 以 ,最 后 留 在 黑板 上 的 数字 一 定 是 当初 p,g,r 三 数 中 
奇偶 性 与 另 两 数 不 同 的 那个 数 所 对 应 的 数字 ,这 当然 与 操作 顺序 无 关 ， 
8.75 ”在 黑板 上 写 有 自然 数 1,2,…,1974. 允许 擦 去 其 中 的 任意 
两 个 数 并 补 写 上 二 数 之 和 或 差 . 重复 这 样 的 操作 直至 在 黑板 上 仅 余 1 
个 数 为 止 .求证 这 个 数 不 能 是 零 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 显然 ,如 果 擦 去 的 两 个 数 奇 偶 性 相同 , 则 补 写 的 数 是 偶数 ， 
如 有 果 擦 去 的 两 个 数 奇偶 性 不 同 , 则 补 写 的 数 是 奇数 . 这样, 在 每 次 操作 
之 后 ,黑板 上 的 奇数 的 个 数 或 者 不 变 ,或 者 减少 2. 这 就 是 说 ,黑板 上 奇 
数 个 数 的 奇偶 性 在 操作 之 下 是 不 变 的 . 
因为 在 前 1974 个 自然 数 中 共有 987 个 奇数 , 故 在 操作 过 程 中 黑板 上 总 
有 奇数 个 奇数 .最 后 黑板 上 所 余 的 惟一 的 数 也 必 为 奇数 ,当然 不 是 零 . 
8.76 ”在 黑板 上 写 有 3 个 数 :89,12,3 并 进行 如 下 操作 : 任 取 其 中 两 
个 数 ,分 别 求 其 和 与 差 并 都 除 以 V2 ,然后 用 这 两 个 数 代替 原来 的 两 个 数 . 问 
能 否 经 过 大 干 次 操作 使 黑板 上 的 3 个 数 变 为 00,10,14? 说 明理 由 . 
(中 国 浙 江 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] ,不 能 . 
设 a,b,c 为 任意 三 个 数 , 则 经 过 一 次 运算 后 得 到 的 三 个 新 数 为 
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由 于 








十 2 1:— 下“ 
(2 + (< ) +c =a +b +e’. 


因此 ,每 一 次 运算 都 保持 三 个 数 的 平方 和 是 一 个 不 变量 . 

已 知 三 个 数 的 平方 和 为 892 + 122 + 3 = 8074, 所 要 达到 的 三 个 数 
的 平方 和 为 90 + 10* + 14* = 8396. 

所 以 不 能 达到 

8.77 在 黑板 上 写 有 一 个 自然 数 .每 秒 钟 都 将 其 加 上 它 的 所 有 偶 
位 数字 之 和 ( 即 加 上 十 位 数字 , 千 位 数字 等 等 偶 位 数字 之 和 ) .求证 经 过 
某 段 时 间 之 后 ,黑板 上 的 数 不 再 发 生变 化 . 

(圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 

[证 ] 设 黑 板 上 的 数 为 n 位 数 . 因为 奇数 位 数 进位 之 后 为 偶 位 
数 , 故 可 设 ”为 偶数 .我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ,操作 下 去 所 得 的 数 均 至 
多 为 n + 1 位 数 ,从 而 不 会 永 无 休止 地 变化 下 去 . 

当 nn = 2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 于 n = 2& 时 成 立 . 当 n = 2(k 
+ 1) 时 , 设 在 某 一 时 刻 黑板 上 的 数 由 2(k + 1) 位 因 进 位 而 变 成 2k + 3 
位 ,这 时 新 数 的 前 3 位 数字 必 为 100, 其 中 1 在 奇数 位 .从 而 这 3 个 数字 
对 以 后 的 操作 没有 影响 .这 样 一 来 ,以 后 的 操作 只 在 后 2& 位 数 上 进行 . 
由 归纳 假设 知 操作 下 去 ,后 2& 位 数字 组 成 的 数 至 多 变 成 2& + 1 位 数 . 
从 而 整个 2& + 3 位 数 永 远 不 会 再 进位 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

8.78 ” 癌 板 上 写 着 由 1 到 1988 的 所 有 自然 数 .对 这 些 数 交替 进行 
操作 A 和 操作 B, 即 先 A ,然后 BB, 再 A ,再 B, 并 这 样 继续 下 去 .操作 A 
为 从 黑板 上 写 有 的 每 个 数 中 都 减 去 同一 个 自然 数 (在 不 同 次 的 操作 A 
中 , 减 去 的 数 可 以 不 同 ); 操 作 B 为 擦 去 黑板 上 的 某 两 个 数 ,然后 写 上 
该 二 数 的 和 .操作 过 程 一 直 进 行 到 某 次 BB 之 后 ,黑板 上 仅 剩 下 1 个 数 时 
为 止 .已 知 该 数 非 负 , 求 这 个 数 . 

(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 因为 操作 A 不 减少 黑板 上 数 的 个 数 而 操作 BB 每 次 都 使 数 
的 个 数 减 少 1, 故 当 操 作 A 和 B 各 进行 1987 次 后 ,黑板 上 仅 剩 下 1 个 
数 . 
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设 di 是 在 第 & 次 进行 操作 A 时 所 减 去 的 自然 数 ,k = 
1987. 由 于 在 第 & 次 操作 A 中 ,黑板 上 的 所 有 数 之 和 的 值 将 减少 (1989 
一 天 ) di ,而 操作 B 不 改变 这 种 和 值 ,所 以 在 交替 进行 了 各 1987 次 操作 
A 和 操作 B 之 后 ,黑板 上 所 写 的 数 应 为 

工 二 二 之 一 之 (1989 - &)d = 9 k)(1— qd,)+1. 
对 di 为 自然 数 ， 故 1 -di 过 0， k= 二 1,2,…,1987. 又 因 z 宇 0, 故 必 有 di 
= 1,k = 1,2,…,1987. 从 而 得 到 x = 1, 即 黑板 上 最 后 剩 下 的 1 个 数 是 1. 

8.79 ”已 知 黑板 上 写 着 两 个 数 ;1 和 2. 现 允许 按 如 下 规则 写 出 新 
的 数 : 当 黑板 上 有 a 和 5b 时 ,可 以 写 上 数 ap + a + 65. 试问 能 否 在 黑板 上 
写 出 数 13121 和 12131? 

(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 记 c = ab+a+65, 于 是 c+1 = (a+1)(65+1). 这 就 意 昧 
着 ,如 果 将 操作 开始 时 和 进行 中 所 出 现 的 数 都 加 1, 那 么 问题 就 变 成 了 
从 2 和 3 出 发 ,每 次 所 写 的 新 数 都 是 原 有 两 个 数 的 乘积 .因而 黑板 上 出 
现 的 所 有 数 都 是 2? . 3” 的 形式 ,其 中 mr 和 为 非 负 整数 ,而 且 除 了 原 
有 两 数 之 外 ,m 和 ?7 都 是 自然 数 . 反 过 来 ,对 任 一 形 如 2”. 3” 的 数 ,都 
可 在 黑板 上 出 现 .这 样 一 来 ,在 原来 的 操作 之 下 ,黑板 上 得 到 的 数 都 是 
2”"，3” 一 1 的 形式 .注意 到 13121 = 2 .38 -1,12131 = 22.3.337- 
1, 便 知 在 黑板 上 可 以 写 出 13121 ,但 不 能 写 出 12131. 

8.80 ”在 黑板 上 写 着 若干 个 数 . 如 果 这 些 数 中 的 两 个 数 或 更 多 的 
数 的 算术 平均 值 不 等 于 这 些 数 中 的 任何 数 ,就 可 以 把 这 个 平均 值 添 写 


到 黑板 上 .求证 从 数 0 和 1 开始 , 按 如 上 写法 可 以 写 出 (D) 二 ;(2)0 和 1 


之 间 的 任何 有 理 数 . 
(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 我 们 称 分 母 为 2 的 罕 的 分 数 为 二 进位 形 的 有 理 数 .首先 指 
出 ,从 0 和 1 出 发 ,可 以 得 到 0 与 1 之 间 的 所 有 二 进位 形 的 有 理 数 . 


其 次 ,为 了 得 到 分 数 - ,只 要 取 和 为 1 的 ”个 不 同 的 二 进位 形 的 有 


理 数 并 计算 其 算术 平均 值 即 可 .例如 ,为 了 得 到 ,我 们 写 1= 十 + 十 
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这 5 个 数 求 平均 值 当然 得 到 十 .对 于 分 母 为 n 时 ,也 可 以 照 此 办 理 
为 证 (2) ,注意 ,如 果 能 够 从 0,1 出 发 得 到 1 ,那么 也 可 以 得 到 1 - 
!( 处 处 用 1 - x 代替 x 即 可 ); 进 一 步 地 ,用 同样 方法 也 可 以 从 0,r 出 发 


而 得 到 nt( 用 rz 代替 z). 这 样 一 来 ,在 已 经 得 到 二 和 -全 (k = 1,2， 





… 一 2) 之 后 ,就 可 以 得 到 1- 十 = 下 一! 以 及 所 有 的 全 = 苹 一 ! 
k 

n—] 

8.81 在 黑板 上 依次 写 着 4 个 数 :9725,7461,6966,9. 在 它们 之 后 
写 上 它们 的 和 数 , 如 果 和 数 为 5 位 数 , 则 抹 去 它 的 首位 数 .然后 擦 去 第 1 
个 数 , 并 对 剩 下 的 4 个 数 重复 刚才 的 作法 并 这 样 继续 下 去 . 问 能 否 有 一 
时 刻 ,黑板 上 留 下 的 4 个 数 是 1989 ,1989 ,1989 ,1989? 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 果 从 (1989,1989,1989,1989) 开始 按 题 中 规定 写 下 
去 , 则 第 7 次 时 得 到 的 四 元 数组 即 为 (9725 ,7461 ,6966 ,9). 

(2) 按 题 中 规定 ,已 知 4 个 数 时 ,可 惟一 确定 第 5 个 数 .反之 , 如果 
已 知 第 2,3,4,5 这 4 个 数 ,也 可 惟一 确定 第 1 个 数 .因而 由 (1) 知 ,只 须 
证 明 在 从 (9725,7461,6966,9) 开始 的 操作 过 程 中 . 这 个 数组 还 会 重复 
出 现 . 

(3) 因为 由 四 位 数 构成 的 四 元 数组 只 有 有 限 多 个 ,所 以 在 操作 充 
分 多 次 之 后 ,总 有 某 个 四 元 数组 (ae,b,c,d) 要 重复 出 现 ,不 妨 设 两 次 
出 现 的 步 数 i 与 7 满足 -i > 7. 由 (2) 知 , 当 从 第 i 步 与 第 j 步 的 四 元 
数组 (a ,5,c,d) 前 推 时 ,得 到 的 四 元 数组 对 应 相同 .所 以 , 当 推 了 ; 步 
后 , 便 知 第 - i 步 的 数组 与 初始 的 四 元 数组 相同 .再 由 (1) 便 知 ,再 往 
前 推 7 步 便 得 数组 (1989,1989,1989 ,1989) . 这 就 证 明了 题 中 要 求 的 数 
组 一 定 会 出 现 . 

8.82 ” 设 黑 板 上 写 有 128 个 1 .每 一 步 可 以 擦 去 黑板 上 的 任意 两 个 
数 a 和 2 ,并 写 上 ab + 1. 这 样 做 了 127 次 之 后 ,只 剩 下 1 个 数 .将 这 样 剩 
下 数 的 最 大 可 能 值 记 作 A . 试 求 A 的 未 位 数字 . 

(圣彼得堡 代表 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 ,只 要 每 一 步 都 是 对 黑板 上 最 小 的 两 个 数 进行 操 
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作 , 即 可 使 最 后 余下 的 数 达 到 最 大 人 .我 们 将 对 黑板 上 的 数 a 和 各 6 的 操 
作 记 为 axb= co+1. 假定 在 某 一 步 上 不 是 对 最 小 的 两 个 数 x 和 y 进 
行 操作 , 则 在 z 与 交 相 遇 ” 之 前 ,二 者 均 已 分 别 同 某 些 a; ,5b“ 相 遇 ” 过 ， 
且 这 些 a;,b; 都 大 于 xz 和 y, 亦 即 有 


a = (CC((zxaDxaa ) a) 








1 1 ... ] 
四 ‘a(x - ul + QTQ2 CTQ2 0 ) 
= aa3"ar(alrt+1+ wu), QD 
b= (CC(yx 6b1) * 6b2)) * b,) 
, 1 四 . 1 
= 六 ,y+ 二 tpt+ + Bp ) 
一 0162 DCy + ,), © 


其 中 wx > 0,v > 0 分 别 表示 相应 应 括号 内 其 余 各 数 之 和 我 们 可 以 假定 
在 多 中 有 y < 站 委 包 过 …… 委 久 , 否 则 可 通过 交换 而 使 和 增 大 .交换 
al 与 y 的 位 置 ,并 考察 所 得 的 两 个 数 

4 =a“a(ry+l+u),b = bb b, (al + v). 
这 时 有 


ab ~ ab = aiiatbbl(ry+l+u(alt+v)—- (arrti+lt+ 


u)(y + v)] 
= awaitb(ar — yu+1— vr). 人 
由 于 y < au 委 六 + 证 + 和 + 直入 站 过 十 , 即 1- ww 之 0 
JJ 1 Ts 0 0 pb 人 bl 1 zr 一 


故 由 名 得 到 a'b -ab >0, 即 上 述 交 换 导 致 最 后 所 余数 的 增 大 . 这 就 证 
明了 开头 的 断言 . 

这 样 一 来 ,我 们 只 要 每 次 操作 都 是 对 黑板 上 最 小 的 两 个 数 进行 , 即 
可 得 出 最 大 可 能 值 .于 是 ,前 64 步 之 后 黑板 上 有 64 个 3; 再 操作 32 步 之 
后 , 晨 板 上 有 32 个 10; 这 样 继续 下 去 ,最 后 可 得 最 大 值 的 未 位 数字 为 2. 

8.83 ”在 黑板 上 写 有 自然 数 1,2,… ,n(n 之 3). 允许 每 次 按 去 其 
中 任何 两 个 数 p 和 9g, 而 代 之 以 p + g 和 | pg|. 已 知 经 过 若干 次 改 
号 之 后 ,黑板 上 所 有 的 数 全 都 为 . 求 & 的 所 有 可 能 值 . 

(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,操作 过 程 中 所 出 现 的 所 有 数 都 是 非 负 整数 . 如 果 两 

个 非 负 整数 的 和 与 差 都 能 被 某 奇 数 4 整除 ,那么 这 两 个 数 本 身 也 都 可 
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以 被 4 整除 .因此 ,如 果 黑 板 上 的 数 上 能 被 奇数 4 > 1 整除 ,那么 开始 时 
在 黑板 上 的 所 有 数 都 应 是 的 倍数 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 1 就 不 能 是 a 
的 倍数 .所 以 ,& 不 能 有 奇 的 素 因 数 , 故 有 = 25,s € N. 由 于 在 每 步 操 
作 之 后 ,黑板 上 的 最 大 数 的 值 不 减 ， 故 知 k 之 .下面 来 证 明月 可 为 任 
何不 小 于 nn 的 2:,s EN. i 

因为 只 要 操作 一 次 , 即 可 实现 

(2 ,2”7) 一 (0,2”1);(0,2”)— (2™ ,2”), 
故 不 难看 出 ,如果 在 黑板 上 写 有 一 组 由 2 的 不 同方 寡 所 组 成 的 数 ,它们 
的 指数 都 不 超过 s0, 而 其 中 又 有 两 个 相等 的 小 于 25 的 数 , 那 么 经 过 若 
干 步 操作 之 后 , 必 可 使 得 所 有 的 数 全 都 变 为 2%. 

我 们 对 位 3 使 用 归纳 法 来 证 明 : 由 数组 1,2,…,n 出 发 ,总 可 经 
过 震 干 步 操作 而 得 到 如 上 所 述 的 全 由 2 的 方 寡 所 组 成 的 数组 ,而且 so 
可 以 取 成 任何 满足 不 等 式 2% 污 n 的 自然 数 . 

因为 (3,1) 一 > (4,2), 故 知 n = 3,4 时 结论 成 立 . 又 因 (5,3) 一 > 
(8,2),(6,2) 一 (8,4),(7,1) -一 (8,6), 故 知 n = 5,6,7,8 时 结论 也 
成 立 . 设 结论 对 于 3 太志 m 的 所 有 nn 成 立 , 经 证 结论 对 于 n = m ++ 
1 > 8 也 成 立 . 记 m +1= 2 +r, 其 路 之 3,1 <r 安 24. 这 时 ,我 们 
依次 对 数 对 (p,qg) = (2* + ;,2* 一 7) 进行 操作 ,; = 1,2,…,r, 可 以 得 
到 由 下 列 3 部 分 数 所 构成 的 数组 ; 

(1)1,2,…,2” -了 -1 这 些 数 是 黑板 上 未 经 操作 的 数 , 当 = 2 
或 2* -1 时 ,这 部 分 数 不 存在 ); 

(2)2,4,… ,2r( 这 些 数 由 差 数 | p - 9 | 而 来 ); 

(3)2 ,2 ,… ,2411( 这 些 数 由 和 数 p + g 及 数 24 而 来 ). 

既然 六 之 3, 故 前 两 组 数 中 至 少 有 一 组 数 的 个 数 不 少 于 3 个 .当前 
两 组 数 中 某 组 数 的 个 数 不 少 于 3 时 ， 让 可 使 用 内 纳 假设 而 当 某 组 数 至 
多 2 个 时 ,它们 已 经 全 是 2 的 方 宕 . 故 知 由 1,2,…,m 车 1 出 发 ,经 若干 
次 操作 后 可 全 变 为 2 的 方 宕 . 另 一 方面 , 当 r> =24- jj =0,1,2,3 时 ， 
后 两 组 中 各 有 一 个 2*. 对 于 其 余 的 7， 明丽 组 各 有 一 个 2. 这 就 完成 了 归 
纳 证 明 :} 

8.84 将 从 1 到 1982 这 些 自然 数 按照 某 种 次 序 排 成 _ 行 .计算 机 
从 左 向 右 读 依次 相 邻 的 两 个 数 (第 1 个 与 第 2 个 ,第 2 个 与 第 3 个 ,等 
等 ), 如 果 在 读 到 的 两 个 数 中 较 大 的 数 在 左边 , 则 计算 机 改变 二 者 的 位 
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各 ,然后 再 继续 读 下 去 ,直到 读 完 为 止 .接着 计算 机 又 从 右 到 左 读 一 遍 ， 
并 按 与 上 面相 同 的 规则 互 换 两 数 的 位 置 . 读 完 之 后 发 现 :在 第 100 号 位 
置 上 的 数 两 次 都 没有 改变 自己 的 位 置 . 求 这 个 数 . 
z (第 16 居 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 分 别 考察 前 99 个 数 中 的 最 大 数 a 和 后 1882 个 数 中 的 最 小 
数 5b. 显然 ,a 宇 99,5 三 101. 因 为 第 100 号 位 置 上 的 数 xz 两 次 未 动 , 故 
有 aa<xz<b. 从 而 上 必 有 xz = 100. 

8.85 将 4 个 数 1,9,8,8 写成 一 行 并 进行 如 下 的 操作 :对 每 一 对 
相 邻 的 数 都 作 一 次 减法 , 即 用 右边 的 数 减 去 左边 的 数 , 然 后 将 所 得 的 差 
写 在 这 两 个 数 之 间 , 算 是 完成 了 一 次 操作 .然后 再 对 这 个 由 7 个 数 所 排 
成 的 一 行进 行 同 样 的 操作 .如 此 继续 下 去 , 共 操 作 100 次 . 求 最 后 所 得 
到 的 一 行 数 的 各 . 
(第 51 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 在 每 次 操作 中 ,该 行 数 中 最 左 端的 数 只 作 减 数 1 次 ,最 右 端 
的 数 只 作 被 减 数 1 次 ,中 间 的 每 个 数 都 是 作 减 数 和 被 减 数 各 1 次 ,因而 
在 操作 之 后 ,这 行 数 的 和 增加 7. 操作 100 次 之 后 ,这 行 数 的 和 为 

S=1+9+8+8+7x 100 = 726. 

8.86 ” 取 一 对 自然 数 , 作 其 中 较 大 者 除 以 较 小 者 的 带 余 除法 (如 
果 二 数 相 等 ,也 用 其 中 一 个 除 以 另 一 个 ). 再 将 所 得 的 商 和 余数 作为 一 
对 新 的 数 ,继续 进行 上 述 运算 ,直到 其 中 一 个 数 变 为 0 为止 . 试 证 如 果 
开 初 所 取 二 数 均 不 超过 1988, 则 所 述 的 运算 不 可 能 进行 到 6 次 以 上 . 

(第 51 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 由 于 余数 必 小 于 除数 ,所 以 二 数 中 的 最 小 数 是 严格 递减 
的 .因此 ,如 果 对 于 某 个 ,在 做 第 & 次 运算 时 的 较 小 数 不 超 过 7 - &(1 
全 上 三 6), 则 所 需 的 运算 不 超过 6 次 .否则 ,第 次 运算 时 的 除数 都 不 
小 于 8 - &,& = 1,2,…,6, 于 是 在 6 次 运算 之 后 ,所 得 的 商 


1988 
gq 二 了 1 < 1 ， 


当然 只 能 为 0. 
综 上 可 知 ,所 述 的 运算 不 能 进行 到 多 于 6 次 . 
8:87 ”已 知 三 元 数组 列 1(x, ,y, ,zx)} 按 如 下 法 则 构造 : 


Z1 一 23yI = 4,z! = 号 
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2 2 zn = 1 2 .…. 
ntl 2 1 ">t! 一 y? 1 "<n+t! 一 2 I 1 1 


(1) 求证 上 述 构造 过 程 可 以 无 限 持续 下 去 ; 
(2 ) 能 否 在 某 一 步 上 得 到 三 元 数组 (zs , Yi， Zk) ,使 得 Tk 十 Vp 十 之 天 
= 0? 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 】 (1) 只 须 证 明 , 在 任何 一 步 所 得 到 的 三 元 数组 中 ,都 不 可 能 
出 现 1 或 - 1. 和 者 不 然 , 设 由 三 元 数组 (a ,b,c) 得 到 三 元 数组 (a, 8,Y) 
且 有 a = 1, 则 由 定义 便 有 - 子 《- = 1, 亦 即 有 a? ~ 24 - 1 = 0. 由 此 解 


得 a = 1+vV2 为 无 理 数 .但 由 定义 知 所 有 zx, ,yz 都 是 有 理 数 ,矛盾 . 









(2) 注意 到 第 
操 
zi+yi+zl=2+4+ 生 = 全 = ziyiz1， 和 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 二 
Ta + Yt 2 = Tye. OD 
设 只 式 于 n = 大 时 成 立 . 当 = 衣 + 1 时 ,由 递 推 定义 有 
85, 
Th+1 VE#1 LE+1 = (DR TCD 人 = YA2ZA ， 


而 ze+l 十 +1 二 zt+l 通 分 后 分 母 与 上 式 相同 ,分 子 为 
Dr Cy — (zk 1)+2y(xi — 12 -1)+2a(xt 一 1 一 了 


= XpYpZE (Yeh + ThLh + They ) 一 2( zyt + TZ 十 Yer 十 2 十 KR 


+ ZAyh) 十 2(z + Ye + zh). © 
由 归纳 假设 有 x + y = Si zz, Xi + 4 = 二 一 
2 对 于 人 式 右 端 第 2 个 括号 , 便 有 


TEVk + TAR + WTA 十 yzh + wert + 2 
= ZE + VE) + TRA TE + La) + Yeze (Ye + zh) 
= Xeye( Se ~ Zh) + rizp (Sk — VW) + Wza( Sk — xr) 
= SeXy + Teh + Yizk) — 3S,. 3) 
将 3 代入 人 @ 便 知 Tetl 十 Wtl +t LE = I++ Bh nn =k+1 时 
QD 式 成 立 . 
如 果 对 某 个 n, 有 x; + y+ z, = 0, 则 由 有 Tiyz， 二 0, 即 3 个 
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数 中 至 少 有 1 个 为 0, 这 是 不 可 能 的 .从 而 知 使 zx, + y+ zz = 0 的 三 元 
数组 永远 不 会 出 现 . 

8.88 ”三 台 自 动 打 号 机 都 能 在 卡片 上 打印 自然 数 的 数 对 .它们 按 
如 下 方式 工作 :第 一 台 打 号 机 读 完 卡片 (a ,6) 后 输出 新 卡片 (a + 1,65++ 


1) ,第 二 台 打 号 机 读 完 卡片 (a,5) 后 输出 新 卡片 (全 , 汪 )( 仅 当 4 和 。 


都 是 偶数 时 它 才 工作 ), 第 三 台 打 号 机 每 次 读 两 张 卡 片 (a ,65) 和 (6,c) 
时 ,输出 的 新 卡片 是 (a,c). 此 外 ,三 台 自 动机 都 能 自动 退回 读 过 的 卡片 . 

(1) 设 有 一 张 初始 卡片 (5,19), 问 能 否 利用 三 台 打 号 机 的 操作 来 
得 到 卡片 (1,50)? 能 否 得 到 卡片 (1,100)? 

(2) 设 有 初始 卡片 (a ,5),a 已 ,而 我 们 要 得 到 卡片 (1,2). 问 到 
何 值 时 能 做 到 这 一 点 ? 

(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 首先 指出 ,可 以 得 到 卡片 (1 ,8): 
(5,19) -一 (6,20) -一 (3,10) 一 … 一 ~ (10,17) .3,17) > 





(4,18) > (2,9) 一 ”~ … > (9,16) 4216) > (1,8). 





由 卡片 (1,8) 出 发 ,连续 使 用 第 一 台 打 号 机 ,可 分 别 得 到 (8,15), (15， 
22),(22,29),(29,36),(36,43),(43,50). 依 次 由 它们 进行 第 三 台 操 作 
即 得 (1,50). 

男 一 方面 ,注意 ,无 论 怎样 操作 ,卡片 上 的 两 个 整数 之 差 总 是 7 的 
倍数 .但 99 不 是 7 的 倍数 , 故 得 不 到 卡片 (1,100). 

设 4 是 5 -a 的 最 大 奇 因数 .我 们 指出 , 当 上 且 仅 当 n = 1+ 人 (RE 
N) 时 ,从 卡片 (a ,5) 可 以 得 到 卡片 (1 ,nn). 

必要 性 显然 ,因为 三 种 操作 都 保持 卡片 上 的 两 个 整数 之 差 总 能 被 
xd 整除 .为 证 充分 性 ,只 须 证 明 , 从 (ca ,5) 出 发 可 以 得 到 (1,1+ 4d). 如果 


a 和 6 奇偶 性 相同 , 则 可 使 (a;0) 一 (等 , 呈 ) 或 者 (a,6) 一 (a+1， 
b+1) 一 (所, 人 ) .因为 当 a > 3 为 奇数 时 ,4 十 < 4, 故 当 
a > 1 时 ,总 可 经 过 适当 操作 使 所 得 的 卡片 上 前 一 自然 数 小 于 a. 而 上 


述 第 二 种 操作 还 表明 , 当 a = 1,58=1+ ma,m > 时 ,可 经 过 操作 使 
得 a 保持 为 1, 但 5 减 小 .由 此 可 见 ,总 能 得 到 (1,1 + qd). 
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当 a 和 w。 奇偶 性 不 同时 ,可 作 操 作 
(a, 0 人 0020 一 ah 一 一 Ca? — a) 


这 就 化 成 了 奇偶 性 相同 的 情形 . 
8-89 给 定 两 个 各 由 1958 个 数组 成 的 数列 ,其 中 每 个 数 都 是 + 1 
或 - 1. 现 允 许 每 次 同时 改变 第 2 个 数列 中 的 任何 11 项 的 符号 ,求证 只 
要 经 过 有 限 多 次 改变 , 即 可 将 第 2 个 数列 变 得 与 第 1 个 数列 相同 , 即 对 
应 项 都 相同 . 








(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[证 ] 在 右 表 中 画 出 了 数列 中 的 连 


_ 和 AAAAAAAAAAAA 

续 12 项 ,每 次 将 其 中 11 项 变 号 ,其 中 画 点 AyyvyvyvyvvyYYYV9 

< Pe YYAAAAAAAAADA 

的 三 角形 是 不 变 回 的 .经 过 11 次 改变 后 ， AAA29959999993 

前 11 项 均 不 变 号 而 只 有 第 12 项 变 号 .这 YYVYwAAAAAAAA 

A rh , AAAAATYYYVYYY 

就 是 说 ,经 11 次 改变 ,可 以 使 数列 中 的 某 we FvAAAAAA 

一 项 改变 符号 而 其 他 各 项 均 不 动 . 从 而 可 AAAAAAAVYVYYY 
、 YY 

将 第 2 个 数列 中 与 第 一 个 数列 不 同 的 项 逐 AX 27Y 人 SA 

个 改变 符号 而 使 二 者 相同 . VVYVYVYVVYAA 

AAAAAAAAAAAY 


8.90 ”在 数列 1,9,7,5,2,… 中 , 自 
第 5 项 起 ,每 个 数字 都 等 于 它 前 面 的 4 个 数字 之 和 的 个 位 数字 . 问 在 此 
数列 中 ,(1) 是 否 会 出 现 连 续 4 项 为 1,2,3,4 和 3,2,6,9?(2) 是 否 会 再 
次 出 现 连续 4 项 为 1,9,7,5?(3) 是 否 会 出 现 连 续 4 项 为 8,1,9,7? 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 将 数列 多 写 出 几 项 如 下 : 

1,9,7,5,2,3,7,7,9,6,9,1,5,.…: 
按 奇 侦 性 来 看 为 
奇 , 奇 , 奇 , 奇 , 偶 , 奇 , 奇 , 奇 , 奇 , 偶 , 奇 , 奇 … 它 的 项 是 以 “ 奇 ， 

奇 , 奇 , 奇 , 偶 ” 为 周期 循环 出 现 的 . 容易 证 明 , 这 个 数列 确实 具有 这 样 
的 周期 性 . 11,2,3,4| 和 13,2,6,9} 的 奇偶 性 分 别 为 } 奇 , 偶 , 奇 , 偶 上 和 
{ 奇 , 偶 , 偶 , 奇 | ,当然 不 会 在 此 数列 中 出 现 . 

(2) 由 于 四 数组 ja,o,c,dlk(a,po,c,d 都 是 数字 ) 的 个 数 是 有 限 
的 ,而 数列 是 无 限 的 , 故 由 抽 居 原理 知 ,其 中 必 有 两 段 连续 4 项 相同 . 设 
为 (ai,airl, ait2, Git3) 和 (ai airl ,Qj+2，4;+43) ,满足 dirk 一 aj+k sk = 0, 
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1,2,3. 由 此 即 可 逐步 推出 a;_, = ao,& = 1,2,……. 特 别 地 , 当 R = 一 
1 时 , 便 得 Qi-itl 三 QI 三] oO- 二 02 ,ai#3 = G3 = 1,Qjit4 = 
a4 = $, 即 在 数列 中 可 以 再 次 出 现 1,9,7,5. 
(3) 注意 ,连续 4 项 8,1,9,7 的 下 一 项 是 5. 所 以 ,1,9,7,5 的 前 一 项 
为 8. 这 就 是 说 ,上 面 得 到 的 连续 4 项 1,9,7,5 往 前 移动 1 位 , 即 为 8,1， 
9,7. 当然 必 在 数列 中 出 现 . 
8.91 数列 1,0,1,0,1,0,… 自 第 7 项 起 ,每 个 数字 都 等 于 它 前 6 
项 之 和 的 个 位 数字 .求证 在 数列 中 不 会 出 现 连续 6 项 为 0,1,0,1,0,1. 
(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 我 们 用 L(n) 表示 正 整 数 n 的 个 位 数字 .考察 函数 
flai) = Ll2a; + 4a;r1 + 6ai42 + Baii3 + 10a;14 + 12a,4s). 
因为 
flair1) 一 fla;) 
= L(2aitt + 4ait2 + 6ai43 + Bajra + 10a;4s + 128;16) — L(2a; + 
4aii1 + Oai12 十 8a;+3 十 10ai+4 + 12ai+5) 
= 工 (2air6) 一 工 (2(ai + a + Qair2 + air3 + qr4 + ai4s)) = 0， 
所 以 f(a;) 为 定 值 .于 是 有 
fla) = flal) = L(2+6+10)= 8,i = 1,2,…. 
各 命题 不 成 立 , 则 有 7 € N ,使 得 
Qj = Qjt2 = Qjt4 = 0,a#1 = ar3= Q;+s = 1, 
于 是 有 
f(a) = L(4+8+12)= 4, 
邓 盾 .所 以 数列 中 不 会 出 现 连续 6 项 为 0,1,0,1,0,1. 
8.:92 由 0 和 1 构成 的 任意 一 个 有 限 序列 都 称 为 一 个 单词 .将 单 
词 4 重复 3 遍 所 得 到 的 单词 AAA 称 为 A 的 三 倍 体 .例如 当 A = 101 
时 , 它 的 三 倍 体 就 是 101101101. 对 于 单词 ,允许 进行 下 列 两 种 操作 : 
(1) 可 在 它 的 任 一 位 置 (包括 词 首 与 词尾 ) 添加 某 词 的 三 倍 体 ; 
(2) 可 从 中 划 去 某 词 的 三 倍 体 . 
例如 ,由 单词 0001 可 以 得 到 0111001 ,也 可 以 得 到 1 ,等 等 . 问 能 否 
经 过 重 干 次 操作 ,由 单词 10 得 到 单词 01? 
(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
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[ 解 ] 不 能 实现 .对 于 单词 A = aaa3…a, 令 
v(A)= al+2a;+ 3a3++ + na,, 
不 难 验 证 ,如 果 单 词 A 经 一 次 操作 而 变 成 单词 B, 则 有 
v(B) = v(A)(mod 3), 
即 在 操作 过 程 中 ,单词 的 wv 值 不 变 .由 于 
v(01) = 2 关 1 = v(10), 

所 以 从 01 出 发 不 能 经 过 若干 次 操作 而 得 到 10. 

8.93 设 亡 = (alaz…a)(2 > 2) 是 一 个 整数 数列 .对 数列 
斥 二 《ci,c2,…,Cn) 进行 如 下 操作 :大 = (cycipyca + eyci, + 
1) ,其 中 (ci ,ci,,…,ci,) 是 (c1,c2,…,c,) 的 任 一 排列 . 依次 作出 廊 ， 
所 2，…, 求 存在 正 整数 ,使 有 中 的 n 个 数 全 都 相等 的 充分 必要 条 件 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 题 中 所 述 的 操作 等 价 于 从 n 个 数 中 任 选 两 个 各 减 去 1. 

各 n 为 偶数 而 al + az + … + ax 是 奇数 , 则 操作 下 去 时 ,每 次 所 得 
的 n 个 数 之 和 都 是 奇数 ,所 以 n 个 数 永远 不 会 全 相等 . 

若 1 为 偶数 ,n = 2m,m EN 和 且 al + a; +… + a, 是 偶数 , 则 这 
n 个 数 可 分 成 两 组 ,每 组 m 个 数 .由 于 这 两 组 数 之 和 的 差 是 偶数 , 故 当 
每 次 从 和 数 较 大 的 组 中 两 数 各 减 去 1, 经 有 限 次 操作 后 可 使 两 组 数 之 
“和 相等 .然后 ,从 每 组 数 中 各 选 1 个 最 大 数 并 同时 减 去 1, 经 若干 次 之 后 
就 能 使 ”个 数 全 都 相等 . 

若 n 为 奇数 ,n = 2m +1,m EN, 依 次 从 前 两 数 ,第 3 和 第 4 个 数 ， 
一 ,第 2m 一 1 和 2m 个 数 都 减 去 1, 则 相当 于 将 第 2m + 1 个 数 加 1. 当 
n 个 数 不 全 相等 时 ,只 要 为 每 次 的 最 小 数 加 1 ,经 有 限 次 后 必 可 使 n 个 
数 全 都 相等 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 充分 必要 条 件 是 n 为 奇数 或 7 为 偶数 是 a + Q2 
+ … 十 a, 也 是 偶数 . . 

8.94 ” 按 菏 种 顺序 把 从 1 到 1993 的 自然 数 排 成 一 行 ,对 这 一 行 实 
行 下 述 变换 ;如 果 数 占有 第 一 个 位 置 , 则 把 这 行 中 的 前 & 个 数 按 相反 
的 顺序 重新 进行 排列 .证 明 经 过 有 限 次 这 种 变换 以 后 , -- 定 可 以 使 数 1 
占有 第 一 个 位 置 . 






入 区 业 千 荣 


(第 19 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 我 们 对 从 1 到 的 自然 数 排 成 一 行 的 情形 用 数学 归纳 法 来 
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证 明 所 要 求 的 结论 . 

当 = 1 时 ,第 一 个 位 置 显 然 是 数 1. 

假设 对 一 行 中 有 ”~ 工 个 数 的 情形 结论 已 笃 成 立 ,我 们 来 证 明 有 7 
个 数 的 情形 结论 仍 成 立 . 和 

如 果 经 过 有 限 次 变换 , 数 ” 排 在 最 后 一 个 位 置 , 则 对 前 ”= 1 个 数 
马上 可 以 应 用 归纳 假设 ,从 而 得 到 所 需 的 结论 (因为 n 已 无 处 可 移 ). 

如 果 数 ”怎么 也 移 不 到 最 后 的 位 置 ,这 时 它 总 不 可 能 占 第 一 个 位 
置 ,可见 ,位 于 最 后 位 置 的 数 在 任何 一 次 变换 中 永远 不 会 移动 .这 样 , 参 
与 变换 的 数 仅 有 n 一 1 个 ,这 样 ,把 数 nn 和 位 于 最 后 位 置 的 数 调 换 以 后 ， 
并 不 会 改变 我 们 所 做 的 变换 .这 时 ,只 需 对 前 n - 1 个 数 应 用 归纳 假设 
就 可 以 了 . 

对 nn = 1993 即 为 本 题 

8.95 ”对 于 数 123456789101112…9989991000 进行 如 下 的 操作 : 
勾 掉 两 个 相 邻 的 数码 a 和 6(a 在 6b 前 ), 然 后 在 它们 原来 的 位 置 补 上 数 
a 二 265( 可 取 数 的 第 1 位 数字 作为 6 ,而 取 数 之 前 的 0 作为 a). 对 于 所 得 
的 数 再 进行 一 次 操作 ,并 一 直 进 行 下 去 (例如 ,从 数 118307 进行 一 次 操 
作 , 可 以 得 到 数 218307,38307,117307,111407,11837 或 118314). 求 证 
用 这 种 方法 可 以 最 终 得 到 1. 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 首先 注意 : 

(1)1 位 数字 之 前 加 0 然后 操作 ,所 得 的 数 比 原 数 大 ,其 他 操作 均 非 
如 此 ，; z 

(2) 在 这 种 操作 之 一 惟一 不 变 的 数字 组 是 19. 

鉴于 这 两 点 ,我们 对 所 给 的 数 按 从 后 到 前 的 顺序 进行 操作 , 即 总 是 
对 最 后 两 位 数字 进行 一 次 操作 ,如 遇 最 后 两 位 是 19, 则 改 为 对 最 后 2,3 
两 位 数字 进行 操作 .容易 看 出 ,每 次 操作 都 使 数 的 值 变 小 .因此 ,经 过 多 
次 操作 之 后 , 必 能 变 成 一 位 数 . 事实 上 , 若 出 现 四 位 数 1219, 则 变 为 
149,122,16,13,7; 若 出 现 三 位 数 12z , 则 对 后 两 位 操作 一 次 时 ,所 得 的 
后 1 位 数字 必 为 偶数 不 会 出 现 19, 从 而 终 将 变 成 一 位 数 . 

对 于 一 位 数 , 可 分 别 进 行 如 下 操作 : 

2—4—8— 16—13—>7—14— 09- 一 18 一 > 17 一 > 15 


> 11 3 一 0 一 ~ 12 一 ~ 5 一 ~ 10 一 ~ 1. 
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这 就 完成 了 全 部 证 明 . 
8.:96 设 ”是 大 于 1 的 奇数 ,定义 
Xo = (Cx, x, 0 ) = (1,0,.%,0,1), 
六 一 (x ,i ， k= 1 2， 
其 中 


0 一 区 全 
(hk) ~ | .2..… 
-A 一 . 一 一 i 一 直 ] sls 
必 ; 1,x'k 1) 二 Xx), 


上 且 约 定 zt = x 了 .已 知 对 mE€ N 有 X, = Xo, 求 证 n|m. 
(第 10 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1995 年 ) 

[证 ] 将 一 个 圆周 等 分 成 n 份 ,并 按 顺 时 

针 顺 序 将 zi ,x 名,… ,zxW0) 依次 放 在 x 个 分 点 
上 .于 是 这 个 数 关 于 过 红 ziz, 中 点 的 直径 对 
称 , 即 右 图 中 所 示 的 竖 直 直径 .我 们 称 之 为 “对 
称 轴 ”. 易 见 , 对 于 这 组 n 个 数 , 仅 有 这 一 条 对 称 
轴 . 


0) 
Za 二 zl 






沪 车 业 入 条 


把 圆 上 每 相 邻 两 数 zx!0 与 xz; 按 模 2 作 加 

法 ,并 将 所 得 的 和 放 在 圆 弧 zirirl 的 中 点 上 .然后 把 原来 的 n 个 数 撤 
去 , 则 所 得 的 个 数 怡 为 zf,x?,… ,x 名 且 由 作法 知 ,这 nn 个 数 仍然 
关于 竖 直 直径 对 称 .最 后 我 们 把 新 数组 按 下 标 放 回 到 原来 的 2 个 位 置 ， 
这 相当 于 将 新 数组 沿 北 时 针 方向 旋转 一 -. 从 而 它们 的 对 称 轴 也 随 之 沿 
逆 时 针 方向 旋转 , 且 新 数组 的 对 称 轴 仍 是 惟一 的 . 这 表明 每 进行 一 
次 这 样 的 操作 ,所 得 的 新 数组 的 对 称 轴 与 原 数 组 的 对 称 轴 相 比 ,都 是 沿 
逆 时 针 方向 旋转 - 

由 已 知 ,X,, = X0. 这 意味 着 操作 次 后 所 得 的 数组 与 原 数 组 相 


同 ,对 称 轴 的 位 置 当 然 也 相同 , 即 mx 次 操作 后 ,对 称 轴 旋转 的 角度 之 和 
为 x 的 整数 信 , 记 为 kx. 于 是 有 


好 zz = nk. 所 以 有 ni|m. 
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六 号 入 


8.97 ” 设 有 7 个 方程 的 方程 组 如 下 : 


六 十 米 十 米 十 六 十 冰 十 米 十 冰 二 米 
甲乙 两 名 学 生 依 次 将 其 中 1 个 星 号 改写 成 某 数 . 求证 先 开始 始 填 数 的 甲 
总 能 使 7 个 等 式 全 都 成 立 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 注意 ,7 个 方程 中 第 1,3,5,7 个 方程 中 共有 偶数 个 星 号 ,第 
2,4;6 个 方程 中 都 共有 奇数 个 星 号 . 易 见 , 甲 要 获胜 , 当 且 仅 当 在 每 个 
方程 中 他 都 去 写 最 后 一 个 数 . 对 于 有 偶数 个 星 号 的 方程 , 甲 可 按 如 下 原 
则 办 :每 当 乙 改写 其 中 1 个 星 号 为 某 数 之 后 , 甲 便 也 随 之 将 这 个 方程 中 
的 1 个 星 号 改写 成 任意 一 个 数 ,使 该 方程 中 仍 有 偶数 个 星 号 待 改 写 . 

开始 时 , 甲 可 将 第 2 个 方程 中 的 第 1 个 星 号 改写 成 数 . 轮 到 乙 时 , 若 
他 在 某 有 偶数 个 星 号 的 方程 中 去 改写 , 甲 便 按 上 述 厌 则 办 理 ; 若 他 将 第 
4 或 第 6 个 方程 中 的 某 个 星 号 改写 成 数 , 则 甲 可 在 下 一 步 中 将 这 两 个 方 
程 中 的 另 一 个 中 的 一 个 星 号 改写 成 数 . 这样 一 来 ,所 有 方程 中 都 剩 下 偶 
数 个 星 号 待 改写 , 乙 就 输 定 了 . 

8.98 ” 设 在 n xn 个 方 格 的 正方 形 表格 中 标定 n -1 个 方 格 . 试 证 
可 以 通过 行 与 行 之 间 的 交换 和 列 与 列 之 间 的 交换 ,使 得 所 有 标定 方 格 
都 在 表格 的 主 对 角 线 的 下 方 . 

: (第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 ] 显然 ,表格 中 至 少 有 一 行 和 一 列 中 没有 标定 方 格 . 把 不 含 
标定 方 格 的 一 列 与 最 右 一 列 对 换 , 再 把 所 得 表格 的 最 下 面 一 行 与 至 少 
包含 一 个 给 定 方 格 的 行 对 换 . 于 是 问题 就 化 归 为 (n -1)x(n 一 1) 的 情 
8.99 已 知 一 个 m Xn 的 方 格 表 ,每 个 方 格 中 填 有 一 个 实数 . 现 
规定 可 以 同时 改变 某 一 行 或 某 一 列 中 所 有 数 的 符号 . 试 证 必 能 经 过 若 
干 次 变 号 ,使 得 数 表 中 任何 一 行 以 及 任何 一 列 的 所 有 数 之 和 都 是 非 负 
的 . 

(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
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[证 ] 记 数 表 中 的 pm 个 数 的 和 为 S$. 因为 当 将 行 与 列 中 的 数 任 
意 变 号 时 , 所 得 到 的 不 同 数 表 只 有 有 限 多 个 (2 和 2 个 ), 故 必 有 一 个 
数 表 使 S 达到 最 大 值 . 这 个 数 表 便 满足 题 中 的 要 求 . 

若 不 然 , 设 数 表 中 有 一 行 数 之 和 是 人 负 的 .于 是 当 将 这 一 行 数 同 时 变 

号 时 ,将 使 和 数 S 的 值 增 大 ,矛盾 . 

8.100 (1) 如 图 ,在 4x4 的 正方 形 方 格 表 的 每 个 
方 格 中 已 填 好 一 个 “+” 或 "~- "号 . 可 以 同时 改变 某 一 [+ | 一 | 
行 , 某 一 列 或 平行 于 对 角 线 的 直线 中 所 有 方 格 中 的 符 上 
号 (特别 地 ,可 以 改变 正方 形 角 上 一 个 格子 内 的 符号 ). 
求证 无 论 改变 多 少 次 符号 ,表格 中 的 符号 都 不 可 能 全 
变 成 正 号 . 

(2) 在 8 x 8 的 国际 象棋 棋盘 上 的 一 个 非 角 上 的 方 格 中 填写 负 号 ， 
而 在 其 余 所 有 格 中 都 写 上 正 号 .可 以 同时 改变 某 一 行 , 某 一 列 或 某 条 平 
行 于 对 和 角 线 的 直线 中 的 所 有 方 格 中 的 符号 (特别 地 ,可 以 改变 角 上 一 个 
方 格 中 的 符号 ) .求证 无 论 改变 多 少 次 符号 ,总 不 能 得 到 全 是 正 号 的 模 
盘 . 









壬 车 生 守 第 


(第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

. [证] (1) 容易 看 出 ,与 正方 形 的 边 或 者 对 角 线 平 
行 的 每 一 条 直线 都 与 右 图 中 画 有 阴影 的 8 个 方 格 中 的 | 
偶数 个 方 格 相交 .因此 ,这 些 阴影 方 格 中 的 负 号 个 数 的 “5 
奇偶 性 在 改变 符号 的 操作 下 是 不 变 的 . 既然 开始 时 有 
一 个 负 号 ,所 以 无 论 怎样 操作 下 去 ,也 不 能 使 方 格 表 中 
的 符号 全 变 成 正 号 . 

(2) 无 论题 中 所 给 的 惟一 负 号 在 哪 一 个 格子 中 ,我 们 总 可 以 从 8 x 
8 方 格 表 中 画 出 一 个 4 x 4 的 正方 形 , 使 得 负 号 的 位 置 与 (1) 中 一 样 .从 
而 将 问题 化 归 为 (1) 的 情形 . 

8.101 . 设 有 一 块 有 9x9 
个 方 格 的 正方 形 方 格 板 , 其 上 一 一 | | ] 十 - 十 
的 每 个 方 格 都 涂 有 黑白 两 色 之 
一 .我 们 把 右 图 所 示 的 4 种 三 联 
格 统称 为 角形”. 规定 每 次 操作 可 将 一 个 角形 中 的 3 个 方 格 同时 改变 
颜色 , 即 黑 格 改 涂 白色 而 白 格 改 涂 黑色 .求证 经 过 有 限 多 次 操作 ,总 可 
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将 方 格 板 上 的 所 有 小 方 格 都 变 成 白色 . 
(第 20 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[证 ] 考察 一 个 2x2 的 正方 形 中 小 方 格 的 颜色 改变 
的 情形 .第 1 次 操作 改变 A,B,C3 格 的 颜色 ;第 2 次 操作 改 | 4 | e | 
变 A,B,D3 格 的 颜色 ;第 3 次 操作 改变 A,C,D3 格 的 颜 elo| 
色 . 则 操作 3 次 后 , 方 格 A 改变 3 次 颜色 而 方 格 B,C,D 都 
改变 两 次 颜色 .从 而 进行 3 次 操作 相当 于 保持 B,C ,D3 格 的 颜色 不 变 
而 只 改变 方 格 A 的 颜色 .这 就 是 说 ,可 以 经 过 3 次 操作 而 改变 方 格 板 上 
任 一 方 格 的 颜色 而 保持 所 有 其 他 方 格 的 颜色 不 变 . 由 此 可 知 , 可 经 过 有 
限 多 次 操作 而 将 方 格 板 上 的 所 有 黑 格 都 变 成 白 格 . 

8.102 在 1000 张 卡片 上 分 别 写 上 自然 数 1,2,…,1000( 每 张 卡 片 
土 写 1 个 数 ) ,然后 用 这 些 卡 片 盖 住 1 x 1994 矩形 中 的 某 1000 个 方 格 ， 
其 中 每 个 方 格 与 卡片 大 小 一 致 .如 果 放 有 写 着 自然 数 n 的 卡片 的 方 格 
的 右 侧 邻 格 是 空 着 的 , 则 可 将 写 有 ”+ 1 的 卡片 移 过 来 盖 住 这 个 空格 ， 
这 叫做 移动 一 次 .求证 不 可 能 进行 多 于 50 万 次 这 样 的 移动 . 

(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 按 题 中 规定 , 写 有 1 的 卡片 是 不 会 被 移动 的 . 因此 , 写 有 ?2 
的 卡片 至 多 可 被 移动 1 次 , 写 有 3 的 卡片 至 多 可 被 移动 2 次 . 设 写 有 
的 卡片 至 多 移动 & -1 次 .这 时 , 写 有 + 1 的 卡片 如 果 不 在 卡片 的 右 
邻 格 , 则 它 可 移动 1 次 到 右 邻 格 中 .以 后 仅 当 卡片 上 移动 1 次 时 ,卡片 
+ 1 才 有 1 次 移动 的 机 会 , 故 卡 片 &+ 1 至 多 移动 上 次 .由 数学 归纳 法 知 
卡片 n 至 多 移动 n - 工 次 对 所 有 n 成立 . 

因而 ,所 有 卡片 所 能 进行 移动 的 总 次 数 不 超 过 


1+2+…+999 = 999 x 1000 x 方 < 500000， 


8-103 ”一 张 无 穷 大 的 方 格 板 的 每 个 方 格 的 边 长 为 7 在 其 中 一 个 
方 格 正方 形 ABCD 的 4 个 顶点 处 各 有 一 只 青蛙 .每 分 钟 都 有 一 只 青蛙 
跳 路 并 从 原 位 置 路 到 关于 另外 一 只 青蛙 所 在 点 对 称 的 位 置 上 去 .求证 
这 4 只 青蛙 不 可 能 在 某 一 时 刻 处 于 一 个 更 大 的 正方 形 的 4 个 顶点 上 . 

(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 显然 ,每 次 跳跃 时 起 点 和 对 称 中 心 都 是 方 格 板 的 结 点 ,所 

以 落 点 也 是 方 格 板 的 结 点 .因此 ,任何 两 只 青蛙 之 间 的 距离 都 不 会 小 于 
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1 .从 而 若 4 只 青蛙 在 某 一 时 刻 位 于 边 长 为 h 的 某 个 正方 形 的 4 个 项 点 
上 , 则 必 有 天 之 7 而 绝 不 能 有 六 < 2 

设 结论 不 成 立 ,于 是 必 有 某 一 时 刻 , 使 4 只 青 晨 分 别 位 于 一 个 边 长 
hh > 的 正方 形 EFGH 的 4 个 顶点 上 .这 样 一 来 ,从 正方 形 EFGH 开始 
按 反 向 进行 跳跃 , 则 4 只 青蛙 又 可 跳 回 到 正方 形 ABCD 的 4 个 顶点 上 . 
这 表明 从 边 长 较 大 的 正方 形 可 以 路 到 边 长 较 小 的 正方 形 . 按 比例 缩小 
后 照样 进行 跳跃 ,从 正方 形 ABCD 出 发 又 可 跃 到 边 长 更 小 的 正方 形 的 
4 个 顶点 上 ,矛盾 .所 以 4 只 青蛙 不 可 能 在 某 一 时 刻 处 于 一 个 边 长 更 大 
的 正方 形 的 4 个 顶点 上 . 

8.104 ”要 在 一 张 10 x 10 的 方 格 纸 上 摆 放下 列 10 张 硬 纸 片 ,其 中 
1 张 1x4 的 ,2 张 1x3 的 ,3 张 1x2 的 和 4 张 1x1 的 ,使 得 摆 放 之 后 ， 
纸 片 之 间 不 能 有 公共 点 , 连 公 共 顶 点 也 不 能 有 ,但 纸 片 可 以 沿 着 方 格 纸 
的 边沿 来 放 ( 纸 片 要 放 在 以 网 格 线 为 边 的 矩形 中 ). 

求证 (1) 如 果 按 照 纸 片 的 规格 由 大 到 小 的 顺序 依次 摆 放 , 即 先 放 1 
x 4 的 ,再 放 1x3 的 ,1 x2 的 ,最 后 放 1x1 的, 则 这 一 过 程 必 可 顺利 进 
行 完 毕 , 并 且 在 过 程 的 每 一 步 ,都 只 需 关 心 本 次 怎样 去 放 , 而 不 必 顾 及 
后 面 的 步骤 . 

(2) 如 果 按 照 由 小 到 大 的 顺序 依次 摆 放 纸 片 , 则 可 能 出 现 不 能 继 
续 摆 放下 一 张 的 情况 . 试 举例 说 明之 ， 

(第 S7 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 先 举 例证 明 (2) 成 立 .在 下 面 左 图 中 ,已 经 放 好 了 9 张 较 小 
纸 片 的 位 置 . 易 见 ,无 法 按 题 中 要 求 放 入 最 大 的 1 x 4 纸 片 .这 表明 可 能 
出 现 中 途 不 能 继续 择 放 下 一 张 纸 片 的 情况 . 








注 注 业 访 千 
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再 证 (1). 将 10 x 10 的 方 格 纸 分 成 9 个 矩形 区 域 如 上 面 中 图 所 示 . 
按 由 大 到 小 的 顺序 放置 硬 纸 片 时 ,前 3 张大 纸 片 只 需 动用 至 多 6 个 区 
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域 .所 以 有 足够 的 空格 放置 3 张 1 x 2 的 纸 片 .这 6 张 纸 片 全 部 放 好 后 ， 
所 占据 的 方 格 连 同 “ 禁 格 ” 至 多 共有 84 个 方 格 . 换 句 话说 ,至 少 还 有 16 
个 “自由 格 ” 上 面 右 图 中 夯 有 小 圈 的 16 个 方 格 , 即 在 这 样 方 格 中 的 任何 
一 个 上 放置 1 x 1 的 纸 片 时 ,与 前 面 的 纸 片 之 间 都 没有 公共 点 . 

显然 ,只 须 再 证 从 任何 16 个 方 格 中 必 可 选 出 4 个 方 格 ,使 得 它们 之 
间 两 两 没有 公共 点 .为 方便 起 见 , 我 们 称 有 公共 点 (包括 公共 顶点 ) 的 
两 个 方 格 是 相 邻 的 .下 面 我 们 证 明 一 个 更 强 的 命题 

引 理 。 对 所 有 非 负 整数 n ,从 方 格 纸 的 任意 5n + 1 个 方 格 中 ,总 
可 选 出 互 不 相 邻 的 n + 1 个 方 格 . z 

引 理 的 证 明 ”nn = 0 时 结论 显然 成 立 . 设 命题 于 ”= 上 时 成 立 . 当 

n 二 必 +1 时 ,考察 这 5k + 6 个 给 定 方 格 . 设 方 格 A 是 其 中 最 左面 一 排 
方 格 中 位 于 最 上 面 的 一 个 方 格 . 这 时 ,A 的 左面 一 列 和 上 方 都 没有 邻 
格 , 所 以 它 至 多 有 4 个 邻 格 .去 掉 方 格 A 和 它 的 至 多 4 个 邻 格 ,至 少 还 
有 5k + 1 个 方 格 .由 归纳 假设 知 从 中 可 以 选 出 + 1 个 互 不 相 邻 的 方 
格 .再 加 上 A 即 得 & + 2 个 互 不 相 邻 的 方 格 .这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

因 16 = 3x5+1, 故 由 引 理 知 ,16 个 “自由 格 ” 中 必 可 选 出 4 个 互 
不 相 邻 的 方 格 .将 4 张 1 x 1 的 纸 片 分 别 放 和 人 这 4 个 方 格 便 满足 题 中 的 
要 求 . 

8.105 在 3x3 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 写 着 1 和 一 1 之 一 ,然后 
每 格 中 的 数 用 所 有 与 它 相 邻 ( 指 有 公共 边 ) 的 方 格 中 的 数 的 乘积 来 代 
蔡 . 求 证 经 若干 次 这 样 的 变换 后 ,所 有 方 格 中 的 数 都 是 1. 

(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 我 们 先 看 如 下 三 个 特殊 数 表 的 变化 情形 ,每 种 情形 下 都 只 

有 一 个 方 格 中 的 数 是 - 1, 其 余 的 都 是 1( 表 中 空格 未 写 出 的 数 均 为 1). 


省 LU [LT 
一 一 直上 一 -一 
i 

团 国 


i 团 国 国 -上 
-十 |- 一 器 二 |- 
| [i 上 
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可 见 ,这 三 种 情形 都 是 至 多 经 过 4 次 变换 就 全 变 为 1. 但 任何 一 个 数 表 
都 可 分 解 成 若干 个 这 样 数 表 的 乘积 ( 指 对 应 方 格 中 的 数 分 别 相 乘 ) ,从 
而 知 任 一 数 表 都 至 多 经 过 4 次 变换 即 可 全 变 为 1. 

8.106 ”在 一 张 8 x 8 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 填 人 一 个 自然 数 . 
允许 每 次 挑 出 一 个 3x 3 或 4x 4 的 正方 形 表 格 并 将 其 中 的 所 有 自然 数 
都 加 1. 能 否 经 过 有 限 次 这 种 操作 而 使 得 表 中 的 所 有 数 都 能 被 10 整除 ? 

(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[ 解 1] 由 于 题目 中 关心 的 是 能 否 被 10 整除 , 故 只 须 考察 每 个 数 
的 末 位 数字 的 变化 情形 .于 是 问题 化 为 :在 8 x 8 的 方 格 表 的 每 个 方 格 
中 填 入 一 个 一 位 数 ( 即 0,1,2,…,9), 得 到 一 张 数 表 , 能 否 经 过 有 限 次 
操作 使 数 表 中 的 64 个 数 全 变 为 “0"( 模 10 为 0)? 这 又 等 价 于 :能 否 从 一 
张 全 “0” 数 表 出 发 ,经 有 限 次 操作 而 得 到 任 一 数 表 ? 

显然 ,每 格 均 为 一 一 位 数 的 数 表 共有 109 个 .但 在 8 x 8 的 数 表 中 共 
有 36 个 不 同 的 3x3 子 表 和 和 25 个 不 同 的 4x4 的 子 表 , 共 61 个 .而 每 张 
子 表 至 多 只 能 进行 9 次 操作 (操作 10 次 模 10 等 于 没有 操作 ) .因此 ,从 
全 “0” 表 出 发 ,只 能 得 到 10! 种 不 同 的 数 表 . 故 知 必 有 某 个 数 表 A 是 得 
不 到 的 . 从 而 当 以 它 为 初始 数 表 时 ,不 能 经 有 限 次 操作 而 使 表 中 所 有 数 
都 能 被 10 整除 . 

[ 解 2] 在 8x8 的 方 格 表 中 ,我 们 将 右 图 所 示 
的 20 个 方 格 涂 成 黑色 .容易 看 出 ,在 每 个 3x 3 或 4 团 -b 思 四 
x 4 的 子 方 格 表 中 ,都 恰 有 偶数 个 (2,4 或 6) 黑 格 ， 由 把 才 
因此 ,如 果 我 们 选取 一 个 数 表 ,使 20 个 黑 格 中 数字 二 
之 和 为 奇数 . 则 在 操作 过 程 中 ,24 个 黑 格 中 的 自然 多 售 声 - 
数 之 和 永远 为 奇数 .从 而 不 能 是 10 的 倍数 .这 就 表 LLLLITTIT 站 
明 不 是 对 于 任何 数 表 都 能 经 有 限 次 操作 而 将 表 中 
64 个 数 都 变 成 10 的 倍数 . 

8.107 ”在 一 张 有 8 行 5 列 的 矩形 方 格 表 中 ,每 个 方 格 中 都 填 有 1 
个 自然 数 .在 每 一 步 中 ,允许 将 某 一 行 的 所 有 数 同时 加 倍 ,或 将 某 一 列 
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的 所 有 数 同时 减 1. 试 证 经 若干 步 后 ,可 将 表 中 所 有 数 都 变 为 零 . 
(第 37 届 莫 斯 科 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
组 [证 ] ” 先 看 第 1 列 . 如 果 其 中 最 小 数 为 1, 则 将 每 个 最 小 数 所 在 的 
“| 行 都 先后 同时 加 倍 , 于 是 最 小 数 变 为 2( 如 果 开 始 时 最 小 数 不 小 于 2 , 则 
可 省 去 这 一 步 ). 然 后 将 第 1 列 数 同时 减 1, 于 是 最 小 数 仍然 是 1, 但 其 他 
数 都 减少 1. 反复 进行 上 述 操作 ,可 将 第 1 列 的 所 有 数 都 变 成 1. 于 是 只 
要 同时 减 1 就 全 变 成 了 零 . 然后 再 依次 对 第 2 列 , 第 3 列 等 按 上 述 原 则 
操作 ,最 后 即 可 使 整个 数 表 中 的 所 有 数 都 变 为 零 ， 
8.108 在 3x3 的 正方 形 表 格 中 填 上 如 图 所 示 的 数 
字 , 将 该 表 进行 如 下 操作 : 
每 次 操作 是 对 表 中 相 邻 两 数 同时 加 上 一 个 数 ( 相 邻 | | ?| o 
是 指 有 公共 边 的 两 小 格 ), 问 能 否 经 过 若干 次 操作 ,使 得 ”| +| 9| 5| 
(1) 表格 中 各 数 均 为 0. 
(2) 表格 中 四 个 角 的 数 为 1 ,其 余 均 为 0. 
: (第 13 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] (1) 能 够 得 到 .事实 上 经 过 $ 次 操作 即 可 : 









(2) 考虑 这 种 操作 的 一 般 形 式 : 

为 此 , 设 表格 中 第 一 行 的 数 从 左 到 右 为 a,b,c ,第 
二 行 从 左 到 右 为 a,e, 了 ,第 三 行 从 左 到 右 为 g ,hh ,&. 

按 操 作 规 则 ,任意 相 邻 的 数 都 加 上 同一 个 数 ,因此 
操作 的 每 一 步 均 不 改变 
S=(atctet+g+k)- (bt+dath+f) 





的 值 . 
而 表格 的 初始 状态 S 的 值 为 
S=(0+2+7+4+5)-(3+6+9+0)=0. 
要 达到 的 状态 S 的 值 为 
S=(1+1+0+1+1)-(0+0+0+0)=4. 
因此 不 能 实现 满足 题目 要 求 的 操作 . 
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8.109 在 100 x 100 的 方 格 表 中 的 每 个 方 格 中 都 写 有 一 个 正 号 
“+”. 允许 同时 改变 整 行 与 整 列 的 所 有 方 格 中 所 写 的 符号 . 问 能 否 经 过 
若干 次 这 种 操作 ,使 得 方 格 表 中 恰 有 1970 个 负 号 “-”? 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 容易 看 出 ,表格 中 有 多 少 个 负 号 , 仅 与 改变 多 少 行 , 多少 列 
的 符号 有 关 ,而 与 改变 的 是 哪 几 行 , 哪 几 列 及 改变 的 先后 次 序 无 关 . 因 
此 我 们 可 以 认为 先 将 前 行 依次 变 号 ,然后 再 将 前 / 列 变 号 .于 是 负 号 
的 个 数 为 (& + 1)100 一 2k/ .为 满足 题 中 要 求 ,应 有 

(k +1)100 -2k = 1970, 

(50 -&)(S0 ~ /1) = 1515. 
这 样 ,问题 化 为 求 这 个 不 定 方程 的 0 ,/ 过 100 的 整数 解 .但 1515 的 
质 因 数 分 解 为 1515 = 3x5 x 101, 故 知 所 要 求 的 解 是 不 存在 的 ,所 以 无 
论 怎样 按 规 定 操作 ,都 不 能 使 表 中 恰 有 1970 个 负 号 “--”, 

8.110 给 定 一 个 由 16 x 16 个 小 方 格 拼 成 的 棋盘 方 格 ,这 些小 方 
格 的 颜色 黑 折 相 间 , 现 定 义 一 种 操作 A :把 位 于 第 ; 行 的 所 有 小 方 格 和 
位 于 第 j 列 的 所 有 小 方 格 都 换 成 相反 的 颜色 (1 过 i,; 过 16). 我 们 把 A 
称 为 在 位 于 第 i 行 第 ; 列 上 的 小 方 格 上 的 一 次 操作 . 

试问 能 和 否 经 过 关于 次 操作 把 棋盘 上 的 所 有 小 \ 方 格 都 换 成 同一 颜 
色 ? 证 明 你 的 结论 . 


| 


(中 国 四 川 省 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 在 原 棋盘 的 每 一 个 小 黑 方 格 处 ( 即 图 
中 i + j 为 偶数 的 小 方 格 处 ) 各 进行 一 次 上 述 的 操 和 和 
作 就 可 以 把 所 有 小 方 格 都 变 成 白色 的 ,或 在 原 棋盘 5 区 pz 更 
的 每 一 个 小 白 方 格 处 ( 即 图 中 i + j 为 奇数 的 小 方 3 夺 
格 处 ) 各 进行 一 次 操作 ,就 可 把 所 有 小 方 格 都 换 成 ?| 
黑色 的 . UM 

下 面 给 出 证 明 ， 

设 S， 为 位 于 第 ; 行 第 ; 列 的 小 方 格 . 

(1) 若 S; 为 黑色 的 , 除 S, 外 ,位 于 第 ; 行 和 第 ; 列 的 小 黑 方 格 各 有 
7 个 ,加 上 S; 本 身 共有 15 个 ,由 于 这 15 个 小 黑 方 格 上 的 每 一 次 操作 都 
改变 一 次 S; 的 颜色 ,所 以 S; 共 改 变 了 15 次 颜色 ,最 后 变 成 白色 的 . 

(2) 车 S; 为 白色 的 , 则 位 于 第 ; 行 和 第 ; 列 的 小 黑 方 格 各 有 8 个 ， 
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共有 16 个 ,由 于 在 这 16 个 小 黑 方 格 上 的 每 一 次 操作 都 改变 一 次 S; 的 
颜色 ,所 以 S; 共 改 变 了 16 次 颜色 ,最 后 仍 为 白色 的 . 
这 表明 可 以 经 过 若干 次 操作 而 使 棋盘 上 的 小 方 格 成 为 同色 ， 
8.111 表 (a) 是 一 个 英文 字母 电子 显示 盘 , 每 一 次 操作 可 以 使 某 
一 行 4 个 字母 同时 改变 ,或 者 使 某 一 列 4 个 字母 同时 改变 .改变 的 规则 
是 按照 英文 字母 表 的 顺序 ,每 个 英文 字母 变 成 它 的 下 一 个 字母 ( 即 A 
变 成 B,B 变 成 C,… ,最 后 字母 Z 变 成 A). 





(a) (b) 

问 : 能 可 双 过 行 干 次 操作 ,使 表 (a) 变 为 表 (b)? 如 果 能 ,请 写 出 变 

化 过 程 ; 如 果 不 能 ,说 明理 由 . 
z (第 4 届 祖 冲 之 杯 初中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 1j 为 方便 计 , 将 表 中 的 英文 字母 用 它 在 字母 表 中 的 序号 代 
替 ( 即 A 是 1,B 是 2,C 是 3,…,Y 是 25,Z 是 26). 

这 样 , 表 (a) 与 表 (b) 就 相当 于 两 个 4 x 4 的 数 表 . 而 每 一 次 操作 就 
相当 于 使 数 表 中 某 一 行 或 某 一 列 的 每 一 个 数 被 26 除 时 的 余数 加 1. 

我 们 只 要 证 明 表 (a) 的 左上 角 的 4 个 字母 永远 变 不 成 表 (b) 左上 角 
的 4 个 字母 就 可 以 了 . 


为 此 ,考察 2x 2 的 表 ( 。 ，), 记 
k=(a+d)-(bt+e). 
每 次 操作 ,有 
( 一 (1 “1 
c Cd C d 


a bb a+lil pb 
或 ( ?一 ( +1 了 
这 时 ,变化 后 的 2x2 表 的 大 值 是 不 变 的 , 即 不 论 进 行 多少 次 操作 ， 


.2 x 2 表 的 & 值 是 一 个 不 变量 . 
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SS 0 
表 (a) 左上 角 的 2x2 表 为 ( 2 对 应 的 数 表 为 ( 5) ,其 4 


值 为 
= (19 + 26) - (20 + 15) = 10. 


表 (b) 左上 角 的 2x 2 表 为 | 和 ] 对 应 的 数 表 为 { 电 2 ) ,其 


值 为 
k= (1l+5)- (2+8)=6. 
两 者 & 值 不 同 ,所 以 表 (a) 不 能 变 成 表 (b). 

[ 解 2] 将 26 个 英文 字母 按 其 在 字母 表 中 序号 的 奇偶 性 分 别 对 应 
于 1 和 0, 表 (a) 和 表 (b) 就 分 别 化 为 表 (a ) 和 (b')( 见 右 图 ). 这 时 ， 
表 (a ) 中 共有 5 个 1, 表 (b ) 中 共有 8 
个 1. 因 为 在 每 次 操作 之 下 , 表 中 1 的 
个 数 的 改变 差 只 能 为 4,2,0, - 2, 一 
4 之 一 , 即 1 的 个 数 的 奇偶 性 不 变 . 所 
以 有 5 个 1 的 表 (a ) 永远 不 能 变 成 有 
偶数 个 1 的 表 (b”). 

[ 解 3] 只 看 表 (a) 和 (b) 的 中 
心 4 个 方 格 的 字母 的 变化 情形 ,并 将 
其 中 字母 按 其 在 字母 表 中 序号 的 奇 
偶 性 分 别 对 应 于 1 和 和 一 1( 见 右 下 
图 ) .然后 将 表 (a ),(b ) 的 各 4 个 
数 分别 作 连 乘积 ,得 到 已 … = 1,P,: 加 三 
= 一 1 .每 次 操作 都 或 者 使 表 中 4 个 四 四 1-1| 
数 不 变 或 恰 有 两 个 数 变 号 ,从 而 4 数 
之 积 保持 不 变 . 由 此 可 见 , 表 (a”) 永 [Ca (9p) 

远 不 能 变 成 表 (b”), 从 而 表 (a) 也 永 
远 不 能 变 成 表 (b). 

8.112 已 知 在 ”xz2 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 填 有 一 个 实数 且 
使 得 每 一 行 和 每 一 列 数 的 和 都 等 于 零 . 现 允许 对 数 表 进行 如 下 的 操作 : 
任 取 一 行 数 , 将 其 分 别 加 到 某 一 列 的 相应 数 上 去 ( 即 该 行 的 第 i 个 数 加 
到 该 列 的 第 ; 个 数 上 去 ,z = 1,…,n ;每 行 中 的 数 从 左 至 右 编号 ,每 列 中 
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的 数 由 上 而 下 编号 ) ,并 同时 从 另 一 列 数 中 分 别 减 去 这 一 行 数 . 试 证 可 
以 经 过 若干 次 操作 ,使 表 中 的 所 有 数 都 变 为 零 . 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 为 书写 简便 起 见 , 我 们 用 O;.; 表示 将 第 i 行 数 加 到 第 7 列 并 
从 第 上 列 数 减 去 第 i 行 数 的 操作 .在 我 们 对 已 知 数 表 依 次 进行 操作 
O41 OF.2,°", OWI 
之 后 , 数 表 对 角 线 上 的 前 n -1 个 数 都 变 为 0. 
考察 如 下 一 串 操 作 
OOD DO DO ， 
不 难 验证 ,对 上 面 所 得 时 的 数 表 进 行 这 一 曲 操 作 之 后 所 得 的 新 数 表 中 ， 位 
于 第 i 行 和 第 7 列 交点 处 的 数 变 为 0， 克 数 表 中 不 在 第 2 行 和 第 n 列 的 
其 余 所 有 数 保 持 不 变 . 
对 每 一 对 (i,j)(i 关 j ,i = 1,2,…,n 一 1,j = 1,2,…,n 一 1) 都 作 
上 述 这 一 串 操作 , 便 可 得 到 新 数 表 , 使 其 中 除 第 n 行 和 第 n 列 之 外 的 数 
全 都 为 0. 
注意 , 题 中 所 规定 的 操作 保持 数 表 的 每 行 每 列 数 之 和 为 零 这 一 性 
不 变 , 故 最 后 得 到 的 数 表 仍 应 具有 这 一 性 质 .从 而 数 表 中 的 所 有 数 全 
部 办 
8.113” 现 有 64 个 -1 面 涂 黑 而 男 5 面 涂 白色 的 单位 正方 体 ,并 将 它 
们 放 在 一 块 8 x 8 的 方 格 棋盘 上 ,正方 体 的 一 面 恰 与 一 个 方 格 重合 ,每 
个 正方 体 的 黑 面 可 朝向 任何 方向 .允许 如 下 操作 :将 一 行 或 一 列 正方 体 
同时 转动 .求证 必 能 经 过 若干 次 操作 ,使 得 所 有 正方 体 的 黑 面 都 朝 上 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 我 们 利用 国际 象棋 的 通用 记号 ,用 a ,b,c,… ,hh 表示 列 ,用 


1,2,3,…,8 表示 行 ,例如 正方 体 al 放 在 第 一 行 最 左边 的 位 置 上 .我 们 


用 左 , 右 ,上 ,下 ,前 ,后 来 分 别 表示 每 个 正方 体 的 6 个 面 . 黑 面 可 为 这 6 
个 面 的 任何 一 面 . : 

首先 看 正方 体 al. 转 动 a 列 和 1 行 ,可 使 al 的 黑 面 向 前 . 这样, 当 
再 转动 < 列 时 ,al 的 黑 面 保持 向 前 不 动 .于 是 ,可 以 转动 a 列 和 2 行 ,使 
a2 的 黑 面向 前 .再 依次 转动 a 列 与 3 行 ,a 列 与 4 行 ,…, 直 到 4 列 与 8 
行 , 使 得 正方 体 a1,a2,…,a8 的 黑 面 全 都 向 前 . 然后 依次 转动 1 ,2,… 
8 行 ,使 a 列 的 8 个 正方 体 全 都 黑 面 向 上 .再 转动 a 列 ,使 它们 的 黑 面 全 
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都 向 左 .此 后 再 不 转动 a 列 ,而 当 转 动 其 他 列 和 任何 行 时 ,a 列 立 方 体 
的 黑 面 保持 向 左 不 变 . . 

接着 依次 对 5,c,…,h 列 的 正方 体重 复 上 述 操 作 过 程 , 可 使 全 部 
64 个 正方 体 全 都 黑 面 向 左 .最 后 ,再 依次 将 a ,5b,…,h 列 的 每 列 都 转动 
90° , 即 可 使 64 个 正方 体 全 都 黑 面 向 上 . 

8.114 在 10x 10 的 方 格 表 的 任意 91 个 方 格 中 各 放 1 榴 白 子 .每 
次 从 中 取 走 一 枚 自 子 , 放 人 一 枚 黑子 , 且 黑 子 可 放 在 任意 一 个 空格 内 . 
然后 再 取 走 一 枚 白 子 ,并 放 人 一 枚 黑子 .这 样 继续 下 去 ,直到 不 再 有 白 
子 为 止 .求证 必 有 某 一 时 刻 , 在 某 两 个 相 邻 有 公共 边 ) 方 格 中 放 有 异 
色 的 模子. 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 者 不 然 , 则 在 取 放 棋子 的 过 程 中 ,任何 两 个 同时 放 有 棋子 
的 相 邻 方 格 中 的 棋子 都 是 同色 的 . 

因为 100 个 方 格 中 放 有 91 枚 棋子 , 故 方 格 表 中 始终 有 某 一 行 和 革 
一 列 全 被 棋子 占 满 .这 些 方 格 彼此 相 邻 ,所 放 棋 子 当 然 都 是 同色 的 .我 
们 称 这 19 枚 棋子 构成 的 图 形 为 十 字 架 (实际 上 ,有 时 退化 为 械 形 或 曲 
尺 形 ). 开 始 时 ,十 字 架 当然 是 白色 的 .因为 每 次 操作 都 是 取 走 一 枚 白 子 
后 放 人 一 枚 黑子 ,而 新 十 字 架 和 原 十 字 架 至 少 有 两 个 公共 方 格 ,其 中 至 
少 有 1 个 是 未 动 的 ,所 以 在 操作 过 程 中 ,十 字 架 始终 是 白色 的 .但 是 ,最 
后 结果 中 十 字 架 却 是 黑色 的 , 戏 盾 . 

8.115 ”在 5x5 个 方 格 的 正方 形 表格 的 一 个 方 格 中 填写 “-” 号 ， 
在 其 余 方 格 中 均 写 上 “+” 号 .每 次 允许 从 表格 中 任 选 一 个 kxk(2 过 & 
委 5) 的 方 格 表 并 将 其 中 的 所 有 方 格 都 改变 符号 .试问 开始 时 应 当 将 
“-” 号 填 在 哪 一 个 方 格 内 ,才能 使 得 有 可 能 经 过 若干 次 上 述 变 号 后 , 表 
中 所 有 方 格 中 的 符号 都 是 +” 号? 

(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 我 们 把 右 图 中 号 有 字母 A 的 所 有 方 格 称 
为 A 组 .显然 ,任何 一 个 kxk(2 达 上 过 5) 的 正方 形 14 44 
都 含有 偶数 个 A 组 方 格 .因此 ,如 果 开 始 时 的 惟一 负 二 和 二 
号 在 茶 个 A 格 ,那么 在 每 步 变 号 之 后 ,总 有 奇数 个 A a Taal 
格 中 写 有 人 负 号 ,当然 不 可 能 出 现 所 有 方 格 中 都 是 正 号 a[ a 
的 情形 . 
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将 上 图 所 示 的 图 表 分 别 旋 转 90" ,180" 和 270" ,不 难看 出 ,只 要 开始 
时 的 惟一 负 号 不 在 中 心 方 格 内 ,就 不 可 能 经 车 于 次 变 号 而 变 为 全 是 正 
号 . 

当 开 始 时 的 惟一 负 号 位 于 中 心 方 格 内 时 ,只 要 经 过 下 列 的 5 次 变 
导 , 即 可 变 为 全 是 正 号 : 先 取 左下 方 的 3x3 正 方形 ,再 变 右 上 方 的 3x 3 
正方 形 , 然 后 分 别 取 余下 的 两 个 2 x 2 的 正方 形 ,最 后 将 整个 5x 5 的 正 
方形 变 号 . 

8-116 ”在 8x8 方 格 表 右 上 角 的 方 格 内 放 有 1 枚 黑 棋子 . 以 后 每 
一 次 允许 在 表 中 的 任何 一 个 空格 内 放置 1 榴 白 棋子 ,并 且 改 变 已 放 在 
相 邻 (具有 公共 顶点 ) 方 格 中 的 棋子 的 颜色 ( 白 改 黑 , 黑 改 白 ). 问 能 否 
出 现 方 格 表 上 全 部 方 格 都 放 有 白 子 的 结局 ? 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 不 能 出 现 .每 当 在 一 个 空格 内 放置 1 枚 棋子 时 ,就 用 线段 
将 该 方 格 的 中 心 与 相 邻 的 空格 的 中 心 连结 起 来 (只 要 还 有 空格 存在 ). 
显然 ,最 后 的 结果 是 除了 右上 角 的 方 格 未 参与 连 线 之 外 ,其 他 的 每 两 个 
相 邻 方 格 的 中 心 都 恰好 连 有 1 条 线段 ,从 而 所 连 的 线段 总 数 为 奇数 . 从 
而 连 线 过 程 中 必 有 某 一 方 格 放 人 白 子 时 连 出 奇数 条 线段 , 即 它 有 奇数 
个 相 邻 方 格 . 因 此 ,在 改换 颜色 之 后 ,这 个 方 格 中 的 棋子 是 黑色 的 . 

[ 解 2] 不 能 出 现 .如 果 最 后 结局 是 所 有 方 格 中 都 是 白 子 , 则 因 放 
人 时 除 1 个 黑子 外 都 是 白 子 , 故 总 共 改 变 颜色 的 次 数 (1 个 方 格 中 的 模 
子 改变 1 次 颜色 算 1 次 ) 为 奇数 . 

为 一 方面 , 方 格 表 内 部 每 个 结 点 是 4 个 方 格 的 公共 顶点 ,组 成 两 对 
斜 相 邻 的 方 格 , 在 放 入 棋子 的 过 程 中 恰 发 生 两 次 颜色 改变 . 方 格 表 内 部 
每 条 边 ( 方 格 的 边 ) 恰 是 工 对 相 邻 方 格 的 公共 边 , 恰 发 生 1 次 颜色 改变 . 
由 对 称 性 知 发 生 颜 色 改 变 的 总 次 数 为 偶数 ,矛盾 .所 以 不 会 出 现 所 有 方 
格 中 都 放 有 白 子 的 结局 . 

8.117 设 有 9 个 盒子 排 成 3 x 3 的 正方 形 和 足够 多 的 黑白 石子 . 
申 乙 二 人 玩 放 石子 的 游戏 :每 次 由 一 人 将 3 粒 石子 放 人 同一 行 或 同一 
列 的 .3 个 盒子 中 ,这 3 粒 石子 也 不 必 同 色 . 每 个 盒子 中 不 能 装 有 异 色 的 
石子 .如 果 有 人 将 工 粒 白 石子 放 人 装 有 黑石 子 的 盒子 中 , 则 将 这 粒 白 石 
子 与 工 粒 黑 石子 同时 从 盒 中 取 走 . 当中 央 与 四 角 的 盒子 各 有 1 粒 黑子 ， 
而 其 他 盒子 都 空 着 时 , 游戏 结束 . 若 在 游戏 的 某 一 阶段 ,有 x 个 盒子 各 
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含 一 粒 黑石 子 而 其 余 的 盒子 都 空 着 , 求 x 的 所 有 可 能 值 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,x 可 以 为 3,6,9,4( 先 放 一 行 黑 子 , 再 放 一 列 石子 ,其 
中 2 粒 黑子 和 1 粒 白 子 ,使 扬子 与 先 放 的 黑子 抵消 1 个 ),S( 先 放 两 行 黑 
子 , 然 后 放 一 列 石子 ,其 中 2 粒 白 子 和 1 粒 黑 子 , 使 两 粒 白 子 与 先 放 的 黑 
子 抵消 2 个 ). 

直面 证 明 ,x 不 能 取得 1,2,7,8. 注 意 ,无 论 x 为 1 或 2, 总 可 从 3x 
3 正方 形 中 选 定 两 行 两 列 ,使 这 两 行 两 列 相 交 的 4 个 盒子 中 只 有 1 个 盒 
子 中 放 着 1 粒 黑子 , 另 3 个 盒子 都 空 着 .类 似 地 ,在 x 为 7 或 8 时 ,也 可 
以 选 出 这 样 4 个 盒子 ,其 中 3 个 盒子 中 各 装着 工 粒 黑子 而 另 1 个 盒子 空 
着 . 

将 每 个 黑子 对 应 于 1, 白 子 对 应 于 - 1 并 仪 仅 考 察 上 面 选 定 的 4 个 
盒子 . 易 见 ,每 次 放 石 子 后 ,都 使 得 4 个 盒子 所 对 应 的 数 之 和 S 增 加 2,0 
或 -2, 即 保持 和 S 的 奇偶 性 不 变 . 因 为 开始 时 盒子 全 都 空 着 , 故 S 总 为 
偶数 .但 在 上 面 选 出 的 4 个 盒子 中 共有 1 或 3 粒 黑 子 ,对 应 的 和 数 S 为 
奇数 , 刻 盾 .这 表明 x 不 能 取得 1,2,7,8. 

8-118 ”在 平面 上 给 出 一 个 9 x 9 的 方 格 表 , 并 在 其 中 的 每 一 方 格 
中 都 任意 地 填 人 + 1 或 -1 下 面 一 种 改变 填 人 数 的 方式 称 为 一 次 变 
动 :对 任意 一 个 小 方 格 ,将 与 此 格 有 一 条 公共 边 的 所 有 小 方 格 ( 不 包括 
此 格 本 身 ) 中 的 数 作 连 乘积 .于 是 每 取 一 格 , 就 可 算出 一 个 数 .在 所 有 
小 格 都 取 遍 后 ,就 将 原 格 中 的 数 全 部 擦 掉 而 将 这 些 算出 的 数 填 人 相应 
的 方 格 中 . 问 是 否 总 可 以 经 过 有 限 次 变动 ,使 得 所 有 小 方 格 中 的 数 都 变 
为 +1? 

(第 7 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1992 年 ) 

[ 解 1] 首先 ,对 于 2x2,3x3 的 方 格 数 表 ,都 可 经 过 有 限 次 变动 

而 使 表 中 的 所 有 数 全 为 + 1. 但 是 ,对 于 4 x4 的 数 表 , 答 案 是 否定 的 . 





(a) (b) (c) (d) (e) 
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对 于 4 x 4 的 方 格 数 表 , 我 们 从 最 简单 的 初始 状态 人 手 : 左 上 角 方 

格 中 的 数 为 ~ 1, 其 余 的 数 均 为 + 1. 容易 看 出 , 它 在 前 4 次 变动 后 所 得 
的 数 表 如 下 (其 中 黑 点 表示 - 1, 空 格 表示 + 1, 下 同 ): 
易 见 ,后 两 个 数 表 互 变 . 这 就 表明 变动 下 去 时 , 数 
表 中 总 有 - 1. 稍 加 注意 还 可 发 现 , 当 将 数 表 (c) 
和 (d) 对 应 数 相 乘 时 , 就 得 到 数 表 (e) , 这 是 一 个 
不 变数 表 , 即 当 按 题 中 规定 变动 时 , 它 总 是 变 成 
它 自己 . 

利用 上 面 的 数 表 (e) ,可 以 对 称 地 拼 成 9 x9 
的 不 变数 表 ( 图 (f)). 这 就 证 明 并 不 是 所 有 9 x 9 
的 数 表 都 能 经 过 有 限 次 变动 而 使 表 中 的 所 有 数 
都 变 为 + 1. 当然 ,分 别 从 数 表 (c),(d) 出 发 , 按 类 
似 方法 拼 成 9 x 9 的 数 表 , 则 所 得 的 两 个 9x9 数 
表 也 是 互 变 的 .从 而 也 可 得 到 同样 的 结论 . 

.[ 解 2] 注意 , 当 我 们 在 表 中 一 行 相间 地 十 
和 人 -1 和 +1 并 按 规则 变动 时 ,这 些 - 1 只 是 从 一 
行 变 到 相 邻 的 行 , 行 本 身 的 结构 则 不 变 . 因 而 , 当 
我 们 从 图 (g) 开始 操作 时 ,只 要 注意 哪 几 行 有 一 1 
就 够 了 .这 时 有 


1 2 3 4 
(1,9)— (2,8)— (1,3,7,9)— (4,6)— 








5 6 
(3,7) 一 (2,4,6,8) — (1,9). 

这 表明 数 表 (g) 的 变化 周期 为 6, 即 经 过 6 次 变动 
后 ,又 变 回 到 数 表 (g). 从 而 知 本 题 的 答案 是 否定 
的 . 

[ 解 3] 考察 一 个 最 简单 而 又 对 称 的 数 表 ， 
即 中 心 方 格 中 的 数 为 - 1, 其 他 方 格 中 都 是 + 1 的 
数 表 的 变动 情形 .具体 地 依次 画 出 数 表 列 即 可 发 
现 ,第 8 次 变动 后 所 得 的 数 表 与 第 2 次 变动 后 所 (h) 
得 的 数 表 相同 (图 (4 )), 即 我 们 得 到 了 一 个 周期 为 6 的 周期 数 表 列 , 其 
中 的 每 个 数 表 中 都 有 - 1. 从 而 知 本 题 的 答案 是 否定 的 . 

8.119 ” 设 有 一 张 p: x n 的 和 矩形 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 填 有 一 个 
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自然 数 .每 次 操作 可 以 将 一 对 相 邻 方 格 中 的 两 个 数 同 时 加 上 一 个 整数 ， 
使 所 得 的 数 为 非 负 整数 . 试 求 可 以 经 过 若干 次 操作 而 使 表 中 所 有 数 均 
为 0 的 充分 必要 条 件 . 
(第 90 让 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 记 第 : 行 7 列 的 数 为 cj , 则 数 表 中 所 有 数 都 能 变 为 0 的 一 个 


必要 条 件 是 
Ci 一 >, : 中 


Ii 二 i ,| = 


事实 上 ， 因为 每 次 操作 过 程 中 ， DD 式 左 右 两 端 同时 加 上 同一 一 个 整 
数 日 最 终 各 数 均 为 0, 所 以 开始 时 @ 式 两 端 必 相 等 . 

下 面 证 明 QW 还 是 充分 条 件 .从 表 中 第 1 列 开始 . 设 第 1 列 的 前 3 行 
中 的 数 依次 为 a ,5,c. 夺 a > 5, 则 将 5 和 c 同时 加 上 a - 5, 然后 再 将 a 
与 5+ (a 一 5b) = a 同时 加 上 一 4, 便 可 使 第 1 列 的 前 两 个 数 都 变 为 0. 
藻 a 委 5, 则 将 a 和 5 同时 加 上 
一 a. 这样 进行 下 去 , 数 表 总 可 
变 成 下 列 两 种 情形 之 一 : 

若 g 记 甩 , 则 将 g 与 同时 
加 上 一 g. 若 g > 有, 则 将 + 与 
同时 加 上 gg 一 上 ,然后 将 gg 与 h+ 
(g 一 有) 同时 加 上 一 g. 总 之 ,我 们 总 可 以 使 第 1 列 的 数 全 变 为 0. 这 样 继 
续 下 去 ,可 以 使 除了 第 n 列 有 1 个 数 可 能 非 零 之 外 的 所 有 其 余 的 数 都 
是 0. 再 由 条 件 中 知 , 表 中 的 所 有 数 都 是 0. 这 表明 条 件 @ 就 是 所 求 的 
充分 必要 条 件 . 

8.120 ”在 mr xn 个 方 格 的 和 矩形 方 


格 表 的 每 个 方 格 中 都 填 有 一 个 +1 或 - 
1. 每 一 步 允 许 同 时 改变 右 图 所 示 的 两 种 
图 形 之 一 的 7 个 方 格 中 的 所 有 数 的 符号 . 


问 对 于 怎样 的 mr 和 和 ,可 以 通过 有 限 次 这 
样 的 变 号 , 使 得 数 表 中 的 所 有 数 的 符号 机 
全 都 变 得 与 原来 的 符号 相反 ? 


0 
0 


si 


E> 和 
be ] we Cs 时 
3 3 





( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 
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先 角 二 读 宙 








部 叫座 


[ 解 ] (1) 在 3 x 3 的 方 格 数 表 中 分 别 
作 图 (a) 所 示 的 两 种 图 形 的 变换 各 一 
次 ,结果 是 恰好 将 4 个 角 格 中 的 数 变 号 
( 即 图 中 标 有 星 号 的 4 个 方 格 中 的 数 变 
号 ) .将 这 样 的 变换 对 于 4 x 4 的 方 格 表 
中 的 每 个 3x 3 的 数 表 施行 一 次 , 则 恰好 
将 4 x 4 数 表 中 的 所 有 数 的 符号 全 部 改 
变 ( 参 看 图 (b)). 因 此 , 当 m 入 都 是 4 Cb) 

的 倍数 时 ,可 将 m x n 数 表 分 成 若干 个 互 不 相交 的 4x4 数 表 并 对 每 个 
4 x 4 数 表 施 行 上 述 变换 , 即 可 将 mx x n 数 表 中 的 所 有 数 的 符号 全 部 改 
变 . 

(2) 设 mx 与 n 之 一 不 是 4 的 倍数 ,不 妨 设 为 m. 选 定 方 格 表 的 一 条 
长 为 m 的 边 ,并 将 靠 这 条 边 的 一 列 方 格 称 为 第 1 列 ,与 第 1 列 相 邻 的 一 
列 方 格 称 为 第 2 列 .假定 可 以 通过 一 系列 变换 使 表 中 所 有 数 都 变 号 ,我 
们 将 每 个 方 格 中 的 数 在 变换 过 程 中 所 经 受 的 变 号 次 数 称 为 该 方 格 的 
“ 度 ” ,于 是 每 个 方 格 的 度 都 是 奇数 . 

(i) 设 m 为 奇数 .由 于 在 每 次 变换 中 ,第 1 列 数 或 有 两 个 变 号 ,或 者 
全 未 变 号 ,从 而 第 1 列 方 格 的 度数 之 和 为 偶数 .由 于 m 为 奇数 , 故 第 1 
列 方 格 中 至 少 有 1 个 方 格 的 度数 为 偶数 ,矛盾 . : 

(ii) 设 m = 4k+2, 其 中 & 为 正 整数 .由 于 每 次 涉及 第 1 列 的 变换 
恰 改 变 其 中 两 个 数 的 符号 ,所 以 涉及 第 1 列 的 变换 必 有 奇数 次 .在 每 一 
次 这 样 的 变换 中 ,第 2 列 中 都 恰 有 3 个 数 被 改变 符号 . 而 对 那些 不 涉及 
第 1 列 数 的 变换 , 则 或 者 改变 第 2 列 中 两 数 的 
符号 ,或 者 不 改变 第 2 列 中 任何 数 的 符号 .从 二 
而 第 2 列 数 的 变 号 次 数 之 和 为 奇数 . 但 由 于 
每 个 方 格 的 度数 均 为 奇数 , 故 第 2 列 方 格 的 


度数 之 和 为 偶数 ,矛盾 . 
综 上 可 知 , 当 征 仅 当 mm 和 都 是 4 的 倍数 十 二 
时 , 题 中 的 要 求 可 以 实现 . 


8.121 在 一 块 n x n(n 宇 3) 个 方 格 的 
国际 象棋 棋盘 上 ,每 次 允许 将 右 图 所 示 的 图 
形 之 一 中 的 4 个 方 格 全 部 改 涂 为 相反 的 颜色 Ca) 
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( 即 白 涂 黑 , 黑 涂 白 ). 问 能 否 经 过 厅 干 次 操作 ,使 得 棋盘 中 的 所 有 方 格 
全 都 改 涂 为 相反 的 颜色 ? 

( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] (1) 因为 在 如 图 所 示 的 4 个 方 格 中 ,总 是 3 
黑 1 日 或 1 黑 3 白 ,所 以 在 每 次 改 涂 前 后 ,棋盘 中 黑 格 
与 白 格 个 数 之 差 模 4 不 变 .对 于 ”为 奇数 的 情形 ,最 
初 的 差 模 4 等 于 1( 假 设 4 个 和 角 上 的 方 格 都 是 黑色 
的 ) ,者 能 实现 满足 要 求 的 改 涂 , 则 黑 格 与 白 格 的 个 数 
之 差 模 4 等 于 3, 此 与 差 模 4 不 变 了 矛盾 .可 见 , 当 z 为 
奇数 时 ,满足 要 求 的 改 涂 方法 是 不 存在 的 . (b) 

(2) 当 = 4k 时 ,可 将 4k x 4k 的 棋盘 分 成 个 
4 x 4 的 正方 形 , 然 后 像 图 (b) 那样 将 4 x 4 的 正方 形 分 成 4 块 并 各 进行 
一 次 改 涂 ,好 可 成 功 . 

(3) 当 nn =44+2(k 宇 1) ， 
时 ,可 先 分 成 一 个 4& x 4k 的 
正方 形 ,剩余 部 分 则 分 成 一 些 
1x2 的 小 矩形 .由 (2) 知 ,对 于 
4k x 4k 的 正方 形 可 以 实现 满 
足 要 求 的 改 涂 .至 于 对 1x2 
的 小 矩形 ,可 以 通过 “借用 ” 算 (0) 
形 以 外 的 方 格 , 按 图 (c) 所 示 
的 步骤 分 3 步 进行 ,每 步 都 将 粗 实 线 所 界 的 4 个 方 格 改 涂 ,结果 是 阴影 
线 所 示 的 两 格 改变 颜色 ,而 其 他 各 格 都 恢复 原色 .这 种 借用 均 可 在 棋盘 
之 内 进行 而 无 需 越 出 棋盘 的 边界 .所 以 ,这 时 整个 棋盘 的 改 涂 也 是 可 以 
实现 的 . 

综 上 可 知 , 当 县 仅 当 ?” 为 不 小 于 4 的 偶数 时 , 题 中 要 求 的 改 涂 是 可 
以 实现 的 . : z 

8.122 ”在 正方 形 的 某 个 顶点 放 1 根 火 此 ,其 他 3 个 顶点 空 着 . 人 允 
许 进行 如 下 操作 :从 某 个 顶点 移 走 任意 多 根 火柴 ,同时 在 该 顶点 的 两 个 
相 邻 顶点 处 放 上 火柴 , 根 数 之 和 等 于 移 走 火柴 根 数 的 两 倍 .能 否 经 过 车 
于 次 操作 ,使 得 各 顶点 处 的 火柴 根 数 ( 按 逆 时 针 顺 序 ) 为 1,9,8,9? 

(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
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芒 千 全 从 入 








Sx o> 证 


[ 解 ] 记 正 方形 4 个 顶点 处 的 火柴 根 数 依 次 为 ai ,a;,a;,as, 并 

今 
S=a—- ar+da3— a4. 

则 在 题 中 规定 的 操作 之 下 , 数 S 是 模 3 不 变 的 .但 开始 时 S = 1, 而 当 4 
个 顶点 的 火柴 根 数 依次 为 1,9,8,9 时 ,S =- 9 二 0(mod 3), 可 见 , 题 
中 所 论 的 情况 是 不 会 出 现 的 . 

8:123 ”在 正 xz 边 形 的 每 个 项 点 都 放置 一 个 数 , 其 中 有 nn -1 个 是 
0 而 男 1 个 是 1 允许 每 次 将 某 个 子 正 边 形 的 & 个 顶点 上 的 数 全 都 加 
1 .能 否 经 过 若干 次 操作 而 使 得 n 个 顶点 上 的 数 全 都 变 得 相等 ? 

(圣彼得堡 数学 选 拨 考 试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 不 能 实现 . 
将 正 有 边 形 的 中 心 记 为 0, 将 第 i 个 顶点 A, 上 所 放 的 数 记 为 a, ,i 


一 1,2,…,n. 邻 
S 一 Yai OA;. 


易 见 ,在 满足 题 中 要 求 的 操作 之 下 ,向 量 9 是 不 变 的 .当然 有 S 闫 0. 但 
若 经 若干 次 操作 后 使 x 个 顶点 上 的 数 全 都 相同 , 则 相应 的 向 量 S = 0， 
族 盾 . 

8124 ”在 正 25 边 形 的 顶点 上 分 别 写 上 整数 al ,a,,… ,azs, 其 中 
dl 三 42 二 二 43 二 1a14 二 415 = 三 二 ays 三 一 1 对 这 一 圈 数 进 
行 如 下 操作 :在 每 一 个 数 上 都 加 上 它 下 一 个 位 置 的 数 , 即 al1 上 加 a,,a， 
土 加 他 39 ,在 人 25 土 加 ul ,并 用 所 得 的 和 数 bi , 02 ， 005 来 代替 原来 
的 数 a1 ,a,,… ,azs. 接 着 对 这 圈 新 数 再 进行 同样 的 操作 . 如 此 继续 下 
去 , 共 进 行 100 次 操作 .求证 在 所 得 到 的 25 个 整数 中 , 必 有 1 个 数 大 于 
10”. 

(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 我 们 来 考察 一 圈 数 之 和 S 的 变化 情形 .开始 时 , S(0) = 1. 

操作 一 次 , 变 为 S(1) = 2, 而 且 每 操作 一 次 ,和 数 就 增加 一 倍 , 故 有 
S(100) = 2™% > 105. 
因此 ,25 个 数 中 最 大 的 一 个 数 不 小 于 
1025 


一 {N23 20 
a = 55 > 10~ > 10°. 
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8.125 时针 的 圆 形 钟 面 字 盘 (圆周 上 写 有 1,2,…,12) 的 中 心 轴 
国定 在 黑板 上 , 钟 面 能 绕 轴 旋 转 30" 的 任意 整数 倍 角 度 . 开始 时 ,在 钟 
面 每 个 数 所 对 应 的 黑板 处 均 写 上 零 , 然 后 转动 钟 面 ,每 次 钟 面 停止 时 ， 
都 将 钟 面 上 每 个 数 加 到 黑板 上 对 应 位 置 的 数 上 . 

试问 ,经 过 大 和 干 次 转动 后 ,是否 能 够 使 黑板 上 所 有 数 均 为 1984? 

(第 10 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 





[ 解 ] 不 能 . . 
由 于 每 次 转动 钟 面 后 加 下 全 玫 所 和 有 数 之 和 为 
1 +2+.…+12 = 78. 
所 以 经 过 春 干 次 转动 后 ,黑板 上 的 数字 之 和 能 被 78 整除 . 

车 黑板 上 的 所 有 数 均 为 1984, 则 这 些 数 的 和 总 为 12 x 1984 , 因为 
78 和 2 x 1984, 所 以 上 述 操作 目的 不 可 能 达到 . 

8.126 ”已 知 一 个 圆周 上 写 有 若 于 个 实数 . 如 果 对 于 某 依次 相 邻 
的 4 个 数 a,5,c,d 有 (a 一 d)(b -cec)<D, 则 可 以 交换 六 和 的 位 置 . 
求证 这 样 的 交换 只 能 进行 有 限 多 次 . 

(第 5 届 全 办 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 考察 圆周 上 相 邻 数 的 两 两 乘积 之 和 S 的 变化 情形 . 

由 (a 一 4)(5 一 cc) 之 0 可 得 ab + ca < 之 ac + bd. 于 是 在 交换 5 和 
c 位 置 后 ,和 数 S 中 只 有 3 项 受到 影响 且 有 

abt+bct+ecd <act+c+ bd. 
即 交 换 后 使 和 S 变 大 .但 和 S 只 能 取 有 限 多 个 不 同 的 值 . 

8.127 ”在 图 周 上 按 任意 顺序 写 上 4 个 1 和 5 个 0, 然 后 进行 如 下 的 
操作 :在 相同 的 相 邻 数字 之 间 写 上 0, 而 在 不 同 的 相 邻 数字 之 间 写 上 1 ， 
并 擦 掉 原 来 的 数字 .求证 不 论 操作 多 少 次 ,都 不 可 能 得 到 9 个 0. 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 阁 不 然 , 设 在 进行 次 操作 后 圆周 上 第 1 次 出 现 9 个 0. 则 
在 进行 第 次 操作 之 前 ,圆周 上 的 9 个 数字 都 相同 ,只 能 都 是 1. 这 又 导 
致 在 进行 第 & -1 次 操作 之 前 圆周 上 的 9 个 数字 中 的 每 相 邻 两 个 都 互 
不 相同 . 此 不 可 能 . 

8.128 某 校 数学 小 组 的 学 生 做 成 一 种 计算 器 , 按 下 按钮 即 可 将 
四 数组 (a ,b,c,d) 变 成 四 数组 (a -5,b 一 c,c 一 4,q -a). 试 证 如 果 
开始 的 四 个 数 不 全 相等 ,那么 按 若干 次 按钮 后 得 到 的 四 数组 中 至 少 有 
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一 个 数 大 于 1985. 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 


人 [证 ] 将 第 次 操作 后 所 得 的 四 数组 记 为 (&, ,5, ,cn ,du). 显然 
着 有 : 
ant btce td, = 0,n = 1,2,.…. Q) 
由 有 
as t+ b+cestds = 2as1+ bit erat dr-1) + 2(b,-1+ 
dn-1)” 
>2(ahy+ b+co1+cd © 
由 包 弟 推 得 
as+ b+t+cs tds>2" l(a tb?+ ci + di). @) 
由 此 即 可 推 知 本 题 结论 成 立 . 


8.129 ”任意 地 将 数 1,2,…,n 写 在 一 个 阅 周 上 . 允许 每 一 次 交换 
相 邻 两 数 的 位 置 , 只 要 这 两 数 之 差 的 绝对 值 大 于 1. 试 证 经 过 若 于 次 这 
样 的 交换 之 后 ,可 以 使 所 有 数 按 自然 顺序 排列 于 圆周 上 . 

(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 设 顺 时 针 方 向 为 正 向 .首先 ,可 以 交换 1 与 其 他 数 的 位 置 ， 
使 1 与 2 相 邻 旦 1 排 在 前 面 .然后 将 2 按 硕 时 针 方 向 交换 并 前 进 , 直 到 与 
3 相 邻 ,接着 再 将 1 与 其 他 数 交 换 ,使 之 与 2 相 邻 .从 而 得 到 1,2,3 按 顺 
时 针 方 回 排列 .调用 3 倍 的 交换 步骤 ,依次 使 3 与 4,2 与 3,1 与 2 靠拢 ， 
于 是 1,2,3,4 已 经 排 好 .这 样 继续 下 去 ,最 后 便 可 使 全 部 ”个 数 都 按 顺 
时 针 方 向 排 好 . 显然 , 反 向 排列 也 是 可 以 做 到 的 . 

8-130” 设 (a,b,c,d) 是 一 组 不 全 为 1 的 正 数 ,并 按 以 下 规则 得 到 
新 的 四 数组 (ab ,be ,cq ,da ), 即 将 每 一 数 乘 以 后 一 个 数 而 第 4 个 数 乘 以 
第 一 个 数 .按照 这 个 规则 可 依次 作出 第 三 组 ,第 四 组 ,等 等 .求证 在 所 得 
的 数组 序列 中 ,不 会 再 次 出 现 (a ,5,c,d). 

(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 】 记 apwa = 户 ,于 是 由 四 数组 的 生成 规则 便 知 ,第 二 组 的 4 数 


] 


之 积 为 产 ,第 三 组 的 4 数 之 积 为 pt,…, 第 n 组 的 4 数 之 积 为 p>? ”. 显 
， 然 , 当 思 取 1 时 ,乘积 数列 是 严格 单调 的 ,所 以 ,四 数组 序列 中 的 任何 两 
项 都 不 同 . 
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设 (a,o,c,d) 在 所 论 四 数组 序列 中 再 次 出 现 , 于 是 有 abcd = 1. 现 
在 考察 第 二 组 的 4 个 正 数 :ap ,bc ,cd ,da .容易 验证 ,第 四 组 的 4 个 数 为 
bc ,cd?,d a*,a*6”, 即 它们 是 第 二 组 4 个 数 的 平方 的 重 排 . 同 理 ,对 
每 个 n € N, 第 2(n +1) 组 的 4 个 数 都 是 第 2n 组 的 4 个 数 的 分 别 平方 
的 一 个 重 排 . 

如 果 maxlab ,bc ,cd ,dal > 1, 则 第 2n 组 的 4 个 数 中 的 最 大 者 a 
将 构成 一 个 严格 递增 的 数列 , 当然 不 会 重复 出 现 (a ,5,c,qd). 故 必 有 
ab = bc = cd = da = 1, 即 从 第 二 组 起 ,所 有 四 数组 均 为 (1,1,1,1). 既 
然 (a ,5 ,c,d) 会 再 次 出 现 , 故 有 a = 5 = c = 4 = 1, 此 与 已 知 了 矛盾 . 

8.131 ”在 圆周 上 放置 2" 个 数 ,每 个 数 都 是 1 或 - 1. 按 如 下 规则 
构造 新 数组 :将 每 相 邻 两 数 的 乘积 写 在 该 两 数 之 间 的 圆 跌 上 .在 全 部 写 
好 之 后 将 原来 的 2” 个 数据 掉 , 于 是 得 到 新 数组 并 称 之 为 一 次 操作 . 试 
证 经 过 若干 次 操作 之 后 , 必 能 得 到 2” 个 数 全 是 1 的 数组 . 

(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] 当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 n = 上 时 结论 成 立 ,让 我 们 
来 考察 n = k + 1 时 的 情形 .将 给 定 的 24+1 个 数 依 次 记 为 zi ,zy ,并 3， 
X211 一 1 ,zol 注意 到 z = 1, 便 知 前 两 次 操作 后 所 得 的 数组 依次 
为 

TITI, TITI TAXA ，T24A+1 1 21 ,THKtl XT , 
TITI39 TNA TITS TI TL, 2A+1 2 . 
容易 看 出 , 当 把 第 二 次 操作 后 所 得 的 新 数组 按 奇偶 写成 两 组 
TTZ3Z35 TIL 1， 
24，4 关 6 ,TIX 

时 , 恰 与 把 已 知 数组 按 奇偶 号 码 分 成 两 组 操作 一 次 后 所 得 的 两 个 数组 
相同 . 同 理 ,对 任意 7 € N, 当 把 第 21 次 操作 后 所 得 的 数组 按 奇偶 号 码 
与 成 两 组 时 ,二 者 恰好 与 把 已 知 数组 按 奇 偶 分 成 两 组 分 别 操作 ; 次 后 
所 得 的 两 个 数组 相同 . 而 分 开 所 得 的 两 个 数组 各 有 2 个 数 , 于 是 由 归 
纳 假设 知 操作 者 干 次 后 两 个 数组 中 的 数 都 将 变 为 1, 从 而 命题 结论 对 
= 此 十 1 成立, 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

8.132 ” 正 五 边 形 的 每 个 项 点 对 应 于 一 个 整数 ,使 得 这 5 个 整数 的 
和 为 正 数 . 蔡 其 中 3 个 相 邻 顶 点 所 对 应 的 整数 依次 为 + ,y,z 且 中 间 的 
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数 y < 0, 则 可 进行 如 下 操作 ;整数 x,y,z 分 别 换 为 x+ y, 一 y,z+y. 
只 要 所 得 的 5 个 数 中 还 有 负数 ,这 种 操作 就 继续 进行 . 问 这 种 操作 是 否 
进行 有 限 多 次 后 必定 终止 ?说 明理 由 . 
(第 27 届 国际 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 1] 设 5 个 整数 zi,zryzayvz4yzs 依 赣 时 针 方 向 硕 次 排列 在 
正 五 边 形 的 S 个 预 点 上 有 旦 有 xi + x + za3+x4+xz>0. 考 虑 目标 函 
数 


x o> 浴 


f (xi, rT2, TI3, XT4, Ts) 一 (zi 一 3 十 (Xz2 zx4)° + (3 一 xs)” 
+ (x4 ~ XI) + (rs — x2)”. 由 
设 zs<0, 于 是 操作 一 次 后 ,(ziyzzy,z3yzdz5) 将 变 成 (yy yy，y4， 
y5) = (ziyz2 + Za， — XT3,X4+ za zs). 这 时 ， 
yy2，y3，y4，3y5) 
= (x1+ zx3) + (x2— za) + (x3t+ rs) + (ra3+ ra — xi) + 
(zy + x3 一 Zs) 
= (XT1— X33) + A717T3+ (X24) + (x3— Ts) +4r3rs + (ra4— 
TI1) + x3+2r3( Ta- XI) + (ry ~ rs) + rt 2x3( ry — rs). 
© 
将 包 与 中 相 减 ,得 到 
Fly ya yys) — Criyzayz3y tidts) 
= .1 + 2z3(za — Xs) 十 4713 十 4z3z5 二 3 二 2z3(z4 一 之 | 
= 2x3(x1t+ XI+ xX3+ xX4+ rs) < 0. 
这 表明 每 经 一 次 操作 ,目标 函数 了 的 值 至 少 下 降 2. 因 为 只 能 取 非 负 
整数 值 , 故 这 种 操作 经 有 限 多 次 后 必然 终止 . 
[ 解 2] ”考虑 目标 函数 
fxiy ris rT3, td zs) = >， | zx; 十 >， | 十 | 十 > | ;十 六 十 
Zit2 | 十 >》) | zi 十 Yi+l + .ri+2 十 zit3 | , (3) 
其 中 的 求 和 号 均 表示 对 i 从 1 到 5 求 和 且 当 > 5 时 ,x = xs_s. 于 是 
: 当 经 过 一 次 操作 而 将 (x ,x ,x3, X45) 变 成 (yi1, yz, y3,y4, ys) 一 
(xz1, T+ XTX3， 一 XX3,X4 二 x3,XTs) 时 , 便 有 


fyis yy3,Y45y5) = | zj+ | zs+ x3 + | zs|+ | zstx3 |+| xs| + 
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| 二 二 | | za | 十 | | 十 | za + ed+ws| 十 | zs 二 十 
| zi + | 十 | ra + rs3+ .ral + | za + xs| 十 [x3+ xr4+ rs+ rl + 
[rt rt rstrs|t [xit+ a2t+ rz3+ rat+ [z+ rs3+ .r+ rs)t+ 
[xzatzxst+r| + |xat+ rat rxst rt rt rlt |rst rt rl. 
出 

比较 @@ .四 两 式 可 见 , 除 世 式 右 端 倒数 第 二 项 与 包 式 右 闯 倒数 第 
三 项 | ri + xz + x4 + zs| 之 外 ,其 余 19 项 都 相同 (仅仅 次 序 不 同 ). 因 
为 za3<0,zli+txz+rz+x4+xz>0, 故 有 


[rit+rx2t+2r3+ rxat xs|S maxl| rit+ xz2+ x3+ x4+ rs|, 





| zx < | zi 十 十 工 4 十 1 . 
这 表明 f(y yy ,yy ys5) < 乓 ziz zz4z5). 因 此 ,这 种 操作 进 
行 有 限 多 次 后 必然 终止 . 

8.133 (1) 在 正 12 边 形 A)A，…Ajy, 的 顶点 Al 上 写 着 负 号 “~-”， 
在 其 余 顶 点 上 都 是 正 号 ”+”. 可 以 同时 在 6 个 依次 相 邻 的 顶点 上 把 现 有 
符号 改正 相反 的 符号 . 试 证 无 论 经 过 多 少 次 变 号 ,都 不 可 能 使 点 A; 的 
. 符号 变 为 负 号 ,而 在 其 余 顶 点 上 都 是 正 号 . 

(2) 如 果 不 是 在 6 个 顶点 而 是 在 4 个 依次 相 邻 的 顶点 上 改变 符号 ， 
则 上 述 结论 仍然 成 立 . 

(3) 如 果 在 3 个 依次 相 邻 的 顶点 上 同时 变 号 , 则 (1) 的 结论 仍然 成 
YZ. 

(第 5 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] (1) 把 12 个 顶点 分 成 6 组 :| Ai,Ayi,1A,,Asl,1A;,Aoj， 
1As,Ai0l,1As,Aii| 和 1Ao,Ajzs|1, 每 组 的 两 个 顶点 相对 .在 每 次 改变 
符号 时 ,每 组 点 中 恰 有 一 点 改变 符号 .因此 ,在 第 2k -1 次 改变 符号 后 ， 
后 5 组 中 每 组 的 两 个 项 点 的 符号 都 不 同 ;而 在 第 2k 次 改变 符号 后 ,这 5 
组 中 每 一 组 的 两 个 项 点 都 同 号 . 故 知 不 可 能 出 现 1A,,Ag! 两 点 异 号 而 
1A3,Aoi 两 点 同 号 的 情形 . 

(2) 把 二 个 项 点 分 成 4 组 :1A1,As,Aol ,iAs,Ao,Alol ,|A;,Ay， 
Aunil ,iA4,Ag,Ai1. 在 每 次 操作 中 ,每 组 3 个 顶点 中 恰 有 一 个 变 号 . 因 
此 可 像 (1) 中 一 样 地 进行 推理 而 得 知 ,每 组 中 负 号 数目 的 奇偶 性 在 每 
次 操作 时 都 要 改变 . 因而 1A,,As,Aio1 ,1A;3,As,An| 中 负 号 数目 的 
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奇偶 性 总 是 相同 的 . 

(3) 把 全 部 顶点 分 成 3 组 : Ay,As,Ay,Ajo) ,| As,As,As,Al， 
iA;3,Ae,Ao,A11. 并 像 上 面 一 样 地 进行 推理 即 可 . 

8-134 ”在 圆周 上 放 有 20 个 实数 ,允许 将 依次 相 邻 放置 的 3 个 数 
zy yz 换 成 上 +y， 一 y,z + y( 仍 按 原 来 次 序 放 置 ). 假 如 开始 时 按 顾 时 

” 针 方向 依次 放置 着 20 个 数 1,2,…,9,10, 一 1, 一 2,…, 一 9, -10, 问 能 

否 经 过 奉 干 次 上 述 变 换 而 使 数组 变 成 10,9,…,2,1, 一 10, 一 9,…， 
-2,—1? 


呈 只 沪 


《圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 】 可 以 实现 .设想 在 圆周 上 放置 了 20 个 整数 zl ,zz，…,z20， 
使 得 差 值 +; - xz1 ,zx3 -xn0 -~ zio,x1 -xn 恰 为 原来 的 数组 1， 
2,…,9,10, 一 1, -2,…, 一 9, 一 10. 因 为 原 数 组 之 和 为 0, 这 样 做 是 可 
能 的 ,例如 可 取 0,1,3,6,10,15,21,28,36,45,55,54,52,49,45,40,34， 
27,19,10. 不 难 验证 , 原 数 组 中 的 变换 (xz,y,z) 一 > (x + y, 一 y,z+ 
y) 就 相当 于 新 数组 中 的 变换 (zs , Th+1) 本 (T+1 , Th) ,其 中 yy XE+tl 
一 Xx, 即 原 数组 的 允许 变换 变 为 新 数组 的 相 邻 两 数 的 交换 .而 新 数组 显 
然 可 以 经 过 若干 次 相 邻 两 数 的 交换 而 变 成 如 下 次 序 :zl,zooyzig，…， 
Xx2, 这 时 相应 的 差 值 数组 x20 - zlyzrle 一 X20，… ,X72 一 3, 工 ] - xz2 恰 为 
10,9,…,2,1, — 10, — 9,…,—2,—1. 

8.135 ”在 圆周 上 放置 了 若干 个 实数 ,它们 的 和 为 正 数 . 允许 将 依 
次 相连 放置 的 3 个 数 zx,y,z 换 为 x + y, 一 y,z + y( 仍 按 原来 顺序 摆 
放 ). 求 证 利用 这 样 的 变换 , 仅 可 由 原来 的 数组 得 到 惟一 的 一 组 非 负 实 
数 . 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 将 所 给 的 数组 按 顺 时 针 方向 记 为 a1 ,a，,…,a,. 设 |xi| 为 
男 一 无 穷 数组 (下 标 & 取 遍 所 有 整数 ) ,使 得 


aj 一 Citint! Titins] 一 1 2 和 Z. (QD 
令 S = al+a2+… + a,, 于 是 对 @ 求 和 便 得 
S 一 Xptn ™ Xs 天 CE ZZ. (O) 


容易 验证 , 题 中 规定 的 对 原来 数组 的 变换 (aj_ 1 ,aj ,ai) 一 > (ak_1 + 
Qk 一 Qkps Ap+1 + CQ ) 等 价 于 对 新 数组 | x | 作 如 下 变换 ;将 数列 | ,| 中 
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所 有 形 如 
Tetins Thtintlsl EL 

的 相 邻 两 项 的 数 对 同时 交换 位 置 . 

考察 在 这 种 交换 之 下 ,有 限 数 列 ziyzrz，…,z 的 变化 情形 . 首先 ， 
由 于 其 中 任何 相 邻 两 项 可 以 交换 , 故 可 以 实现 其 中 任何 两 项 的 位 置 的 
互 换 . 其 次 , 当 无 限 数列 中 的 交换 发 生 在 & 是 ”的 倍数 时 ,相当 于 有 限 
数列 中 的 zl 与 zx, 互 换 位 置 ,但 这 时 x 一 > x S,x, 一 XI1+S. 

利用 这 种 交换 ,我 们 可 以 首先 将 |x1,zx2,…,x,| 中 的 最 小 数 换 到 
数列 的 首 项 ,而 将 最 大 数 换 到 数列 的 末 项 ,即使 x| 最 小 ,x,; 最 大 .如果 
这 时 有 x; 太 x1+ S, 则 只 要 再 通过 交换 将 中 间 的 nn -2 项 从 小 到 大 排 
好 就 可 以 了 .如 果 x > zi+S = zl 则 应 将 zi 与 x, 互 换 并 变 为 x 
- S,x1 + S. 对 于 得 到 的 新 数组 ,再 重复 上 述 过 程 ,显然 ,重复 有 限 次 
后 , 必 可 使 得 zx, x1+S = 过 1 于 是 再 通过 交换 而 使 得 中 间 一 2 项 
按 从 小 到 大 的 次 序 排 好 ,最 后 得 到 新 数列 

TI 人 TDRTIE CT,TI+S= rT. G3) 

易 见 ,这 时 对 应 的 圆周 上 的 数组 中 的 数 都 是 非 负 的 . 

考察 由 | zr1 ,zx2,… ,ZX | 变 到 | 1 ,x 2，,… ,Xx | 的 过 程 可 知 zi + 
X2+ 十 志 三 工 1+ 芭 2+… 十 充 ;; 且 两 个 数组 存在 一 个 双 射 (一 一 
对 应 ) ,使 相应 两 数 之 差 为 S 的 整数 倍 . 又 因 后 一 数组 满足 条 件 @， 
故 它 被 前 一 数组 所 惟一 确定 . 此 外 ,尽管 开头 时 数组 | x1 的 取 法 可 
以 不 同 , 但 由 中 知 不 同 数组 | x 与 1 去 上 的 对 应 项 的 差 是 常数 .因而 
这 并 不 影响 最 后 导出 的 非 负 实数 组 的 值 . 这 就 证 明了 非 负 实数 组 的 
惟一 性 . 

8.136 ”在 中 心 为 O 的 正 2” 边 形 的 每 个 顶点 上 都 放 有 数 +1 和 - 
1 之 一 .人 允许 同时 改变 在 某 一 正 & 边 形 顶 点 上 的 数 的 符号 (& 边 形 的 中 
心 为 点 O 且 上 kk 可 以 等 于 2). 

(1) 求证 当 n = 15 时 ,存在 + 1 和 1 的 一 种 初始 摆 法 ,使 得 无 论 
进行 多 少 次 变 号 都 不 能 把 所 有 顶点 上 的 数 全 变 成 + 1. 

(2) 当 mn = 30 时 ,求证 与 (1) 相同 的 结论 . 

(3) 当 ? 是 任何 大 于 2 的 自然 数 时 ,求证 与 (1) 相同 的 结论 . 

(4) 对 于 任意 自然 数 ”, 试 求 满足 以 下 条 件 的 +1 和 = 工 的 不 同 摆 
法 的 最 大 个 数 K(n): 任 何 一 个 摆 法 不 能 由 另 一 个 摆 法 经 过 若干 次 变 
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号 而 得 到 .例如 证 明 K(200) = 2%. 
(第 10 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 首先 指出 ,对 于 正 x 边 形 , 其 顶点 上 +1 和 和 ~ 1 的 不 同 摆 法 
的 种 数 为 2”. 如 果 两 种 搜 法 能 经 题 中 允许 的 变 号 操作 而 互 变 , 则 称 两 
种 摆 法 是 等 价 的 .任何 两 次 操作 的 结果 与 操作 的 先后 次 序 无 关 . 将 同一 
操作 连续 进行 两 次 ,相当 于 没有 进行 操作 的 恒 等 变 换 . 因此 ,在 整个 操 
作 过 程 中 ,可 排除 重复 操作 .也 可 以 只 限于 进行 在 正 p(p| nn 为 素数) 边 
形 的 项 点 上 改变 符号 的 操作 ,因为 其 他 操作 可 以 分 解 为 这 种 操作 的 乘 
积 .这 样 的 正 p 边 形 称 为 生成 多 边 形 . 

(1) 当 nn = 15 时 ,共存 在 8 个 生成 多 边 形 :5 个 正三 角形 和 3 个 正 
五 边 形 .用 上 表示 单位 摆 法 , 即 所 有 顶点 都 放置 + 1 的 摆 法 .于 是 ,任何 
等 价 于 FE 的 搜 法 都 可 以 通过 实施 上 述 8 种 操作 中 的 某 些 操作 来 实现 . 
从 而 等 价 于 五 的 不 同 摆 法 不 超过 23 个 ,这 当然 少 于 所 有 摆 法 的 总 数 ， 
故 知 存 在 不 等 价 于 E 的 摆 法 ， 

(2) 当 n = 30 时 ,生成 多 边 形 的 总 数 为 13+ 10 + 6 = 31. 这 时 , 生 
成 多 边 形 的 个 数 大 于 顶点 数 , 故 像 (1) 中 那样 的 方法 是 行 不 通 了 . 为 
此 ,我 们 注意 到 由 这 些 生成 多 边 形 对 应 的 操作 不 是 互相 独立 的 ,其 中 有 
的 可 以 分 解 为 另 一 些 的 乘积 .例如 ,在 关于 正 30 边 形 的 中 心 O 对 称 的 
每 两 个 三 角形 (或 五 边 形 ) 中 只 取 其 中 的 一 个 并 将 它 的 项 点 改变 符号 ， 
然后 再 于 包含 这 个 三 角形 的 一 个 顶点 的 三 (五 ) 个 “正二 边 形 ” 上 改变 
项 总 的 符号 , 这 等 价 于 改变 另 一 个 三 角形 (五 边 形 ) 的 顶点 的 数 的 符 
号 .这 样 一 来 ,生成 多 边 形 只 剩 下 15+5+3= 23 个 .从 而 像 (1) 一 样 地 
可 知 存 在 不 等 价 于 EE 的 摆 法 . 

(3) 注意 ,对 于 任何 n ,车 记 等 价 于 EE 的 所 有 不 同 的 摆 数 法 的 总 数 
为 (x), 则 对 任何 摆 数 法 A ,等 价 于 A 的 所 有 不 同 摆 数 法 的 总 数 也 是 
T(n), 因 为 它们 可 以 分 别 由 摆 法 A 与 FE 的 等 价 类 中 的 摆 数 法 逐 项 相 
乘 而 得 到 .用 K(n) 表示 “等 价 类 ”的 个 数 , 于 是 有 


K(n)T(n) = 27. 
设 x 有 ;个 不 同 的 素 因 数 ,日 有 
n = pip ps. 中 


令 g = pip2'*i p,m = 7 -把 正 n 边 形 分 解 成 hi 个 正 g 边 形 , 于 是 计算 
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T(n) 的 问题 就 归结 为 较 简单 的 计算 T(qg) = T(pip，…p,) 的 问题 ， 
因为 每 一 个 生成 户 边 形 恰 包含 在 一 个 g 边 形 之 中 , 换 句 话说 ,在 不 同 的 
d 边 形 中 所 进行 的 变 号 操作 互 不 相关 .因此 有 

T(n) = (T(g)™”K(n) = (K(g))™”. 

我 们 从 ;= 2 开始 , 设 n = pip2. 把 n 边 形 0 1 2 3 4 
的 顶点 用 数 0,1,…,n -1 编号 ,并 把 这 些 数字 |010 6 1 3 0 
写 在 pi x p; 的 表格 中 ,使 在 同一 列 中 的 数 在 除 1 10 1 7 13 4 
以 p! 时 有 相同 的 余数 ,在 同一 行 中 的 数 在 除 以 1215 11 2 8 14| 
时 有 相同 的 余数 .这样 要 求 是 可 以 做 到 的 ,因为 任 二 小 于 pip; 的 非 
负 整 数 被 分 别 除 以 p1, ps 时 的 两 个 余数 (ri,r>) 所 惟一 确定 . (参看 上 
图 ,其 中 pl = 3,ps = 5,n = 15) 正 多 边 形 的 项 点 上 的 数 +1 和 一 1 的 
一 种 摆 法 对 应 于 表格 中 的 数 c(ri,r) =+1 或 -1 的 摆 法 (r| 是 行 的 号 
码 , r; 是 列 的 号 码 ). 例 如 当 多 边 形 的 第 7 个 顶点 是 +1(- 1) 时 ,表格 中 
第 2 行 第 3 列 的 方 格 中 应 是 + 1(-- 1). 于 是 ,在 正 pl! 边 形 和 正 p; 边 形 
进行 变 号 操作 就 分 别 对 应 于 在 表格 a 中 改变 相应 列 和 行 的 所 有 数 的 符 
号 .这 样 一 来 ,用 这 些 操作 总 可 以 把 任何 一 种 摆 法 变 为 如 下 的 摆 法 : 表 
5 的 第 一 行 和 第 一 列 中 都 是 + 工 .我 们 称 这 样 的 摆 法 为 “规范 ”的 .可 以 
证 明 , 所 有 的 规范 摆 法 两 两 不 等 价 . 事 实 上 , 当 改 变 表 ce 中 行 与 列 的 符 
号 时 ,乘积 

cl(riyrojcf0,r)c(ri0)c(0;0) 人 

的 值 保 持 不 变 , 其 中 (rj ,7 ) ,1 < 7 pli-1,lr; pp 1 .而 这 样 
的 一 组 值 确 定 一 个 等 价 类 .因此 

K(p1p2) = 20 (pp) = 201*P2 1. 
特别 地 及 (15) = 23,T(15) = 2 ;KK(10) = 24. 还 可 以 求 出 KK (200)， 
7 = 200 = 2352,g = 10,m = 20,K (200) = (K(10))” = 28%. 

对 于 s 之 2, 可 类 似 地 求 出 K(n). 设 g = pypy…p,, 于 是 从 0 到 gq 
一 | 的 整数 由 大 分 别 除 以 户 ， 六 2 ,ps 所 得 的 > 个 余数 ri ,r> ，……,r 疏 
一 确定 (中 国 余数 定理 ). 摆 数 法 c(m… 六 ) 是 在 数组 | ri ,x,,…， 
ri(0 达 7 人 pp; 一 1,7 =1,2,…,s) 上 取 值 为 上 1 的 图 数 .这 时 ,对 正 户 
边 形 顶点 上 的 数 作 变 呈 操作 ,就 对 应 于 将 函数 c(rrr ，…,r~ ) 在 下 列 
p; 个 数组 
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| rr = 0,1,…;p,—] 
上 的 值 改变 符号 .因此 ,对 于 任 一 摆 数 法 o ,总 可 以 经 过 适当 操作 而 使 
oriyr2s sr7) 三 1 当 rir pr = 0. @ 
像 上 面 一 样 ,我 们 把 满足 条 件 @ 的 摆 数 法 称 为 是 规范 的 .与 * = 2 的 情 
形 一 样 ,任何 两 个 不 同 的 规范 摆 法 互 不 等 价 .因此 有 
K(g) = 2 ,K(n) = 29(7) ， 


其 中 p(n) = (1 一)(1 一 六 ) 1) 显然 p(n) < n, 故 对 任 


何 自然 数 4 之 3, 总 有 不 等 价 于 的 押 数 法 

8.137 ”在 圆周 上 排列 着 12 个 位 置 ,在 其 中 某 4 个 相 邻 的 位 置 上 
分 别 放大 4 枚 棋子 ,颜色 依次 为 红 , 黄 , 绿 , 蓝 .每 次 移动 ,都 可 将 其 中 任 
意 一 枚 棋子 从 原来 的 位 置 出 发 ,越过 4 个 位 置 而 移 到 第 5 个 位 置 上 ,只 
要 这 个 位 置 是 空 着 的 .而 且 规 定 移动 往 两 个 方向 都 可 进行 . 现 知 移动 若 
干 次 后 ,4 枚 棋子 回 到 了 原来 的 4 个 相 邻 位 置 上 , 问 这 时 它们 的 排列 顺 
序 可 能 是 怎样 的 ? 

(第 12 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1949 年 ) 

[ 解 ] 将 12 个 位 置 依 次 编号 为 1,2,…,12. 当 一 枚 棋子 从 位 置 1 
出 发 向 一 个 方向 跳动 时 ,其 位 置 依次 为 

1,6,11,4,9,2,7,12,5,10,3,8,1. 中 
尽管 在 圆周 上 看 ,4 枚 棋子 的 顺序 可 以 发 生变 化 ,但 沿 着 中 所 列 的 顺 
序 看 时 ,任何 两 枚 棋子 的 顺序 都 不 会 颠倒 . 故 知 当 4 枚 棋子 回 到 原 出 发 
时 的 4 个 相 邻 位 置 时 ,排列 顺序 也 与 原来 相同 . 

8.138 ”已 知 7 个 正六 边 形 中 的 每 个 都 涂 有 黑白 两 色 之 一 (如 图 
(a) 所 示 ). 每 一 步 操作 都 可 以 随意 选 定 1 个 正六 边 形 , 并 将 它 以 及 与 它 
相 邻 的 所 有 正六 边 形 同时 改 涂 成 另 一 种 颜色 ( 即 黑 改 白 , 白 改 黑 ) .求证 


在 对 图 (a) 进行 车 于 步 改 涂 后 ， 


(1) 有 可 能 得 到 如 图 (b) 所 示 的 涂 色 方 式 ; 
(2) 不 可 能 得 到 如 图 (c) 所 示 的 涂 色 方式 . 
(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] (1) 只 需 做 如 下 的 两 次 改 涂 , 即 可 得 到 图 (b) 所 示 的 涂 色 方 
式 , 其 中 标 有 星 号 的 正六 边 形 是 被 选 定 的 : 
(2) 我 们 将 7 个 正六 边 形 分 别 标 上 字母 如 图 (e) 所 示 ,并 在 涂 白 色 
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(d) 

的 正六 边 形 中 写 上 + 1, 涂 黑色 的 正六 边 形 中 写 上 -- 
1. 题 中 所 规定 的 每 步 操作 ,相当 于 将 涉及 到 的 正六 边 Ca ) 
形 中 的 数 同时 乘 以 - 1. 容易 看 出 ,在 任何 操作 之 下 ,4 0 
个 正六 边 形 A,C,D,F 中 所 写 数 的 乘积 都 不 改变 ， Ce) C2 ) 
因此 总 为 +1. 但 因 图 (c) 中 这 4 个 数 之 积 为 -1, 所 以 Cr ) 
无 论 怎样 操作 和 操作 多 少 次 ， 
都 不 能 得 到 图 (c) 所 示 的 涂 色 方式 . 村 

8.139 设立 方 体 的 每 个 顶点 上 都 写 着 一 个 非 
负 整 数 .每 次 操作 允许 将 任何 一 条 村 的 两 个 顶点 上 的 数 同时 加 1. 如 果 





车 甘 业 窟 闵 





(a) (b) (ce) 








“开始 时 在 顶点 上 的 数 如 下 图 所 示 问 能 否 经 过 若干 次 操作 ,使 得 立方 体 
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中 这 


顶点 上 的 数 全 都 变 成 相等 的 数 ? 
(第 15 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 注意 ,每 次 操作 都 使 8 个 顶点 上 数字 之 和 增加 2, 因 此 和 数 
总 为 奇数 , 故 由 图 (a) 出 发 不 可 能 使 8 个 整数 变 成 相等 的 数 . 

对 于 图 (b) 给 出 的 立方 体 , 只 要 将 下 底 的 1 和 和 2 连续 操作 5 次 ,4 和 
3 操作 一 次 , 则 4 条 竖 直 校 中 每 条 的 两 个 顶点 上 的 数 都 相同 ,从 而 可 继 
续 操 作 使 8 个 顶点 上 的 数 都 变 为 7. 

在 图 (c) 给 出 的 立方 体 中 ,将 8 个 顶点 分 成 两 组 ,每 组 的 4 个 顶点 
互 不 相 邻 .于 是 操作 时 ,两 组 顶点 数字 之 和 的 差 不 变 . 易 见 它 总 等 于 2， 
所 以 不 可 能 使 8 个 顶点 上 的 数 全 都 相等 . 

8.140 ”有 三 堆 石 子 的 个 数 分 别 为 19,8,9, 现 进行 如 下 操作 ;每 次 
从 三 堆 中 的 任意 两 堆 中 分 别 取出 1 个 石子 ,然后 把 这 2 个 石子 都 加 到 另 
一 堆 上 去 .试问 :能 否 经 过 若干 次 这 样 的 操作 使 得 

(1) 三 堆 的 石子 数 分 别 为 2,12 ,22. 

(2) 三 堆 的 石子 数 均 为 12. 

如 能 达到 要 求 ,请 用 最 小 的 操作 次 数 完成 它 ,如 不 能 达到 ,说 明理 
由 . 

(中 国 广州 重庆 洛阳、 福州 .武汉 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] (1) 能 够 做 到 . 

因为 原来 最 少 的 一 堆 石 子 ,要 使 它 变 为 2, 至 少 要 经 过 六 次 操作 ， 
事实 上 六 次 可 以 成 功 、 . 

(19,8,9) 一 一 (21,7,8) 一 ~ (23,6,7) 一 ~ (22,5,9) —— (24,4, 

8) 一 ~ (23,3,10) 一 一 (22,2,12). 

(2) 不 能 达到 . 

由 于 每 次 操作 后 ,每 堆 石 子 数 或 者 减 1, 或 者 加 2, 不 妨 写 为 

(a,b,c)—> (ea 一 1,2 一 1,c 十 2). 
若 a ,b,c 对 模 3 不 同 余 , 设 
a 二 0(mod 3),b6 1l(mod 3),c = 2(mod 3), 
则 经 过 操作 后 得 到 的 三 个 数 a - 1,5 - 1,c + 2 对 模 3 仍 不 同 余 , 即 
a—-1l 二 2(mod 3),6 -1 三 0(mod 3),c+2 三 1(mod 3). 
于 是 ,每 次 操作 后 都 不 改变 这 三 个 数 被 3 除 的 余数 互 不 相等 的 关 
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由 于 19,8,9 被 3 除 的 余数 为 1,2,0, 而 12,12,12 被 3 除 的 余数 均 
为 0, 所 以 不 论 如 何 操作 ,都 不 可 能 使 三 堆 的 石子 数 均 为 12. 

8.141 设 有 产 个 盒子 ,每 个 盒 内 有 某 些 小 球 .又 设 半 是 小 于 zz 的 
正 整 数 .进行 如 下 操作 :从 nm 个 盒子 中 任 选 ?个 盒子 并 各 放 人 一 个 小 
球 .求证 

(1) 阁 nn 与 n 互 素 , 则 有 限 次 操作 后 ,可 以 使 mm 个 盒 内 的 球 数 都 相 
等 ; 

(2) 在 六 与 浆 不 互 素 , 则 存在 一 种 各 个 盒 内 有 球 的 初始 分 布 ,使 得 
无 论 怎样 操作 和 操作 多 少 次 ,都 不 能 使 mx 个 盒子 内 的 球 数 全 都 相等 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证] (1) 由 于 (x ,nx) = 1, 故 存在 正 整数 ,wv, 使 得 
zx 一 Mi 十 = 一 1)+v+i+l1. 

这 意味 着 可 以 将 2 个 球 放 入 4 次 ,使 x -1 个 盒 中 各 放 入 wv 个 球 , 而 原 
来 球 数 最 少 的 男 一 个 盒子 中 放 人 vw + 1 个 球 .显然 ,重复 这 一 过 程 足 够 
多 次 ,就 可 使 mm 个 盒子 中 的 球 数 全 都 相等 . 

(2) 设 (m,n) = 4 > 1. 铬 开始 时 有 m+ 1 个 球 在 这 些 盒子 中 , 则 
在 & 次 操作 之 后 , 球 的 总 数 为 ph + 1 + kn .因为 这 个 数 不 能 被 4 整除 ， 
所 以 也 不 能 被 m 整除 .这 就 是 说 ,无 论 怎样 操作 和 操作 多 少 次 ,都 不 能 
使 m 个 盒子 中 的 球 数 全 都 相等 . 

”8:142 设 有 2" 个 球 分 了 许多 堆 , 我 们 可 以 任意 选 甲乙 两 堆 来 按 
照 以 下 规则 挪动 : 奋 甲 堆 的 球 数 p 不 少 于 乙 堆 的 球 数 g, 则 从 甲 堆 拿 gq 
个 球 放 到 乙 堆 里 去 ,这 样 算是 挪动 一 次 .证 明 可 以 经 过 有 限 多 次 挪动 把 
所 有 的 球 合并 成 一 堆 . 


媳 溉 
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《中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 1] 用 数学 归纳 法 . 

当 n = 1 时 ,共有 二 个 球 , 可 能 只 有 一 堆 , 不 必 挪 动 ,可 能 分 为 两 
堆 , 每 堆 一 个 ,挪动 一 次 就 并 成 一 堆 . 所 以 x = 1 时 ,命题 成 立 . 

假设 x = & 时 命题 成 立 , 即 对 2* 个 球 分 成 许多 堆 以 后 ,经 过 有 限 
次 挪动 能 并 成 一 堆 . 

现在 来 证 2**! 个 球 分 堆 之 后 ,也 能 按 规则 并 成 一 堆 . 

由 于 24*! 个 球 所 分 各 堆 的 球 数 或 是 奇数 ,或 是 偶数 ,而 奇数 个 球 
的 堆 数 必 是 偶数 ,任意 把 这 些 奇数 个 球 的 堆 两 两 配合 ,在 每 两 堆 之 间 挪 
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动 一 次 ,就 使 得 各 堆 的 球 数 就 都 是 偶数 了 ,这 时 总 堆 数 不 会 比 原来 的 堆 
数 多 ,我 们 在 每 堆 里 将 每 两 个 球 合成 一 个 大 球 ,这 时 球 的 总 数 就 由 2 
个 小 球 变 成 2* 个 大 球 . 
由 归纳 假设 ,这 2* 个 大 球 总 能 按 规则 并 成 一 堆 , 并 成 一 堆 后 再 把 
每 个 大 球 拆 成 两 个 小 球 , 就 是 把 2**! 个 小 球 合成 一 堆 了 . 
这 表明 对 所 有 自然 数 n ,命题 都 成 立 . 
[证 2」 假设 2” 个 球 最 初 分 成 了 hh 堆 , 各 堆 球 数 是 
Qj ya 
如 果 这 里 有 奇数 ,就 把 奇数 个 球 的 堆 两 两 配合 ,并 且 对 两 堆 之 间 挪 动 一 
次 .这 时 堆 数 三, 各 堆 的 球 数 为 
Q 1 2 a 人) 
且 都 是 偶数 ,因此 存在 正 整数 p 宇 1, 使 得 22 能 整除 @ 中 的 各 数 , 但 
22 不 能 ,于 是 @ 可 以 写作 
2P61 ,27b,,.… ,27b, O 
它们 必须 满足 
27(bi+ b+ + hb,) = 2". 
b1,62，,… ,bk 之 中 必 有 奇数 , 盏 则 车 都 是 偶数 , 虽 @ 中 的 数 便 都 能 被 
22z*+1 整除 . 
如 果 户 = nn, 则 & = 1,5 = 1, 这 时 ,所 有 的 球 都 已 并 入 一 堆 . 
如 果 p < 之 n, 则 有 
bilit+ b+ + b= 2" 2， 
这 时 b1,65,，,… ,bi 之 中 的 奇数 必 有 偶数 个 ,再 把 这 些 奇数 两 两 配合 ,每 
这 样 的 两 堆 之 间 挪 动 一 次 ,就 使 各 堆 球 数 变 为 
2 入 1 ,2 ,2 ,AE (3) 
其 中 2 1,6';,…,b'i 都 是 偶数 ,又 必 存 在 一 正 整 数 g 之 1 ,使 得 2 能 整 
除 56 1,50,,…,b', 而 241+1 不能. 
这 时 又 可 以 写 为 
277 4c] ,2Pt 9, ,oo ,2P+ dC,. 
如 果 p+g = n, 那 么 1 = 1,c! = 1, 所 有 球 已 并 成 一 堆 . 如 果 
旋 +dg< 7 ,必然 有 
cl1 十 cz 十 十 Cl 一 2 (pto). 
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ciycz,…c' 中 的 奇数 有 偶数 个 ,两 两 配合 ,再 作 挪动 ,如 此 继续 下 去 . 

由 于 每 调整 一 次 ,各 堆 都 能 提出 公 因数 27 ,2?1+?,… ,并 且 2 的 宪 增 
大 下 去 ,因此 总 有 达到 2” 的 时 候 , 这 时 就 必然 成 为 一 堆 . 

8.143 ” 设 有 wk 块 石 涉 被 分 成 了 堆 并 允许 进行 如 下 操作 :将 某 
堆 中 的 一 些 石 块 挪 人 另 一 堆 , 但 挪 人 的 石 块 数 应 等 于 该 堆 中 原 有 的 石 
块 数 . 问 对 于 怎样 的 自然 数 二 ,使 对 所 有 2” ,都 可 以 通过 有 限 次 的 操作 
而 使 得 最 终 余 下 的 各 堆 中 的 石 块 数目 都 相等 ? 

(圣彼得堡 代表 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 当 且 仅 当 是 2 的 方 寡 时 ,才能 经 操作 而 使 余下 的 各 堆 石 
块 数目 都 相等 . 

设 2& 块 石头 被 分 成 两 堆 , 块 数 分 别 为 1 和 2& 一 1, 记 作 (1,2&k 一 1)， 
并 假定 可 以 经 过 若干 次 操作 而 变 为 (&,&) 或 (0,2&). 按 规定 ,每 次 操作 
可 将 (xz,y) 变 为 (2x,y 一), 记 为 (zx,y) 一 > (2x,y -xz) .如果 反 向 考 
察 这 一 过 程 , 则 有 


(rat+sb,(l -rj)at+(l1— s)b) 

其 中 与 ;都 是 真 分 数 , 且 二 者 的 分 母 都 是 2 的 罕 . 可 见 , 为 使 (&,&) 一 
(1,2k 一 1), 应 有 1 = k(xr + s), 因 此 上 & 必 为 2 的 寞 . 当 最 后 结果 为 (0， 
2k) 时 ,也 得 到 同样 的 结论 . 

有 反之, 设 k = 2”,m € N 且 2”n 块 石头 分 成 n 堆 , 往 证 可 通过 若干 
次 操作 ,使 所 余 各 堆 石头 的 块 数 都 相等 . 

考察 n 堆 石 块 数 的 奇偶 性 . 

(1) 如 果 其 中 有 两 堆 的 块 数 为 两 个 不 同 的 奇数 , 则 可 以 在 这 两 堆 
之 间 进 行 一 次 操作 ,使 所 得 的 两 堆 都 非 空 日 块 数 都 是 偶数 . 

(2) 如 果 块 数 为 奇数 的 堆 的 石 块 数 都 相等 , 设 均 有 卢 块 , 则 这 样 石 
堆 的 个 数 为 偶数 . 

(a) 如 果 其 余 各 堆 的 块 数 均 为 26 , 则 只 要 将 前 面 块 数 为 的 两 堆 
合成 一 堆 即 可 使 结论 成 立 . 

(b) 设 块 数 为 偶数 的 堆 中 有 一 堆 的 块 数 不 是 24 , 记 这 堆 为 Ai. 设 
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块 数 为 的 堆 为 Bi,B;,…,Bo(L1 € N). 先 在 Ai,Bi 之 间 进 行 一 次 操 
作 , 则 所 得 的 两 堆 石 块 数 仍 为 一 奇 一 偶 , 但 其 中 块 数 为 奇数 的 一 堆 的 块 
数 不 是 .再 将 这 堆 与 Bs 进行 一 次 操作 , 则 两 堆 块 数 都 是 偶数 ,从 而 块 
数 为 奇数 的 堆 数 减少 2. 这样 一 来 ,所 得 的 结果 或 出 现 (a) 的 情形 或 


出 现 (b) 的 情形 而 可 以 继续 上 述 过 程 ,直到 最 后 化 成 n 堆 均 非 空 且 块 





数 均 为 偶数 的 情形 .但 这 时 可 将 两 块 石 头 视 为 一 块 , 于 是 化 为 堆 中 有 
2” 1n 块 石 关 的 情形 .于 是 由 数学 归纳 法 即 可 完成 证 明 ,这 就 证 明了 充 
分 性 . 

8.144 ”有 1987 块 玻璃 片 ,每 片上 都 涂 有 红 , 黄 , 蓝 三 色 之 一 .允许 
进行 如 下 操作 ;将 不 同 颜 色 的 两 块 玻璃 片 擦 净 ,然后 涂 上 第 3 种 颜色 . 

(1) 无 论 开始 时 红 , 黄 , 蓝 色 玻璃 片 各 有 多 少 块 ,总 可 以 经 过 若干 
次 操作 而 使 所 有 的 玻璃 片 涂 有 同一 种 颜色 ; 

(2) 最 后 变 成 娜 一 种 颜色 ,与 操作 顺序 无 关 ， 

(第 2 届 中 国 东 北三 省 洲 请 赛 ,1987 年 ) 

[证 1] 设 在 1987 块 玻璃 片 中 ,有 x| 块 红 的 ,x, 块 黄 的 和 zx; 块 蓝 
的 .注意 , 知 第 1 次 操作 将 1 红 1 黄 变 为 2 蓝 , 第 2 次 操作 将 1 红 1 蓝 变 
为 2 黄 , 则 两 次 操作 合 起 来 将 2 红 变 为 1 黄 1 蓝 . 令 

Friyrayz3) = (x1 ~ 662)* + (xz — 662)* + (za - 662)2. 
由 对 称 性 , 设 zi 实 664. 现 进行 上 述 的 双 次 操作 ,于 是 3 种 玻璃 片 数 变 
为 yl = x1 一 2,y2 = XxX; 二 1,y3 = x3+ 1. 因 而 有 

f(y1,y2,y3) = (xi — 2— 662)* + (zx; + 1— 662)*+ (x3+1-— 

662)? 
= (zx1—662) ~ 4(x1 ~ 662) +4+ (zx;,— 662)*+2(x, -662) + 
1] + (x3 ~ 662) + 2(x3 — 662)+1. 

= f(xi, X23) — 4x1 + 2x2 + 2x3 + 6. 
因为 zl 写 664, 故 x; 十 x3 受 1323. 从 而 由 上 式 可 得 

f(x1, XT2,T3) f(y1,y2,y3) = 4x1— 2(x2 + x3)—6 

之 2656 - 2646 -6 = 4. 
这 就 是 说 ,只 要 zi,zz,z3s 中 有 1 个 数 不 小 于 664 ,就 可 以 进行 上 述 的 双 
次 操作 而 使 昂 数 f 的 值 至 少 下 降 4. 因而 经 若干 次 操作 之 后 一 定 停止. 


618 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





这 意味 着 maxlzi,ry,zii 委 663. 因为 ri + ra + x3 三 1987， 故 知 
maxizliyxayzil = 663. 但 这 时 只 有 两 种 可 能 情形 : 1663,663,6611， 
1663 ,662 ,6621 .无 论 哪 种 情形 ,3 个 数 中 总 有 两 个 相等 .将 它们 所 对 应 
的 两 种 玻璃 片 一 对 一 地 擦 去 颜色 并 涂 上 第 3 种 颜色 , 则 所 有 玻璃 片 都 
变 成 了 第 3 种 颜色 . 

将 红 , 黄 , 蓝 玻璃 片 分 别 对 应 于 整数 0,1,2, 并 记 这 1987 个 整数 之 
和 为 S. 于 是 有 

(i) 擦 去 1 红 1 黄 涂 上 2 蓝 ,S 增 加 3; 

(i) 控 去 1 红 1 蓝 涂 上 2 黄 ,S 值 不 动 ; 

(iii) 擦 去 1 黄 1 蓝 涂 上 2 红 ,S 减少 3， 
由 此 可 见 ,在 规定 操作 之 下 ,和 数 S 模 3 不 变 . 因此 ,车 开始 时 S 三 
0(mod 3), 则 最 后 全 化 为 红色 ;车 开 始 时 S 二 1(mod 3), 则 最 后 全 化 
为 黄色 ; 若 开 始 时 S 三 2(mod 3), 则 最 后 全 化 为 蓝 色 .这 一 结果 只 与 初 
始 状 态 有 关 而 与 操作 顺序 无 关 ， 

[证 2] 因 1987 = 3x662+1, 故 可 一 般 地 考虑 有 3m + 1 块 玻璃 

当 wh: = 0 时 结论 显然 成 立 . 设 结论 于 m = 上 时 成 立 . 当 月 + 1 时 ， 
至 少 有 4 块 玻璃 片 . 

(i) 当 3 色 玻璃 片 数 满足 0 < x 过 x 所 x3 时 ,由 归纳 假设 知 对 
(x1 一 1,7X2 一 1,x3 一 1) 的 情形 可 经 有 限 次 操作 化 成 同一 种 颜色 . 对 
另外 的 3 块 玻璃 片 ,将 与 上 而 归纳 化 出 的 颜色 不 同 的 两 块 玻璃 片 擦 净 ， 
涂 上 该 种 颜色 就 行 了 . 

(ii) 当 3 色 玻璃 片 数 中 有 一 个 是 0, 例 如 为 0 = zi < x 过 x;. 将 后 
两 种 玻璃 片 各 一 块 擦 净 并 涂 上 第 1 种 颜色 .于 是 x | = 2. 若 zx >0, 则 
就 化 成 了 Qi) 的 情形 .车 x ,= 0, 则 zx'3 实 2. 于 是 将 第 1,3 两 种 颜色 玻 
璃 片 各 ! 块 探 净 并 涂 上 第 2 种 颜色 ,就 又 化 成 了 (i) 的 情形 . 

综 上 了 可见 ,zz 三 到 十 1 时 结论 也 成 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 .特别 当 
m 二 662 时 成 立 . 

再 证 (2). 因为 zi+z+z3s= 1987 二 1(mod 3), 所 以 1 x yz， | 
这 3 个 数 中 必 有 两 个 模 3 相等 而 另 一 个 与 它们 模 3 不 等 .因为 一 个 数 减 
1 和 加 2 在 模 3 看 来 是 一 样 的 , 故 在 操作 过 程 中 , 模 3 相 等 的 两 上 数 始终 
模 3 相等 ,最 后 必然 变 为 0. 所 以 最 后 变 成 哪 种 颜色 仅仅 取决 于 开始 时 
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模 3 不 与 另 两 数 相等 的 数 代表 哪 一 种 颜色 ,这 当然 与 操作 顺序 无 关 . 
8.145 ” 设 有 1 个 黑 盒 与 分 别 标号 为 1,2,…,n 的 n 个 白 盒 ,nn 个 日 
盒 中 共有 个 球 .允许 进行 如 下 操作 :夺标 号 为 上 的 白 盒 中 恰 有 上 个 
球 , 则 取出 这 上 个 球 并 将 它们 分 别 放 人 入 黑 盒 及 标号 为 1,2,…,k 一 1 的 
白 盒 中 各 1 个 .求证 存在 惟一 的 放 球 法 ,使 得 ”个 球 开始 时 都 在 白 盒 
中 , 且 在 进行 春 干 次 操作 后 ,可 以 使 n 个 球 都 在 黑 盒 中 . 
. (保加利亚 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 1] 我 们 把 黑 盒 中 有 ao 的 的 白 盒 中 有 wa; 个 球 (i 


= 1,2,…,n) 的 球 的 分 布 状态 记 为 (au ,ai ,ai ,…,w ) 于 是 本 题 即 是 


证 明 存 在 惟一 的 状态 (ao,ali，…,ar),ao =0,ai+az+ 二 Ga 
使 得 经 过 若干 次 操作 后 变 为 (n ,0,0,…,0). 为 方便 计 , 我 们 把 题 中 人 允 
下 大 状态 (ao ,ai，…,a， ISS mR 
> 0(i = 0,1,.…,k — 1), 风 定 义 操作 9 


(aoyal,… TCR 2 全 (oa _ 1, al 一 1,- ar-1— 1,k,arl, 
a) 
易 见 ,pop 一 和 op 部 是 恒 等 操作 妈 9 与 op 为 互 道 操作 
先 证 存在 性 .对 于 状态 (n ,0,0,…,0) 作 首 操作 w-! ,直到 不 能 再 作 
为 止 : 


-1] “1 
(n,0,0,%,0) -一 ~ (n 一 1,1,0,,0) 一 > (n 一 2,0,2,0,.…,0) 


了 > (7 3,1,2,00,0) 全 > 于 (0 vad )) 
其 中 a +a;+ + ay 三 NH. 可 见 , 只 要 对 (0,al,a;,'……,a ») 进行 知 干 次 
操作 (每 次 都 是 上 述 进程 的 得 操作 ), 即 可 化 为 (2 0 ,0) , 这 就 证 明 
了 题 中 要 求 的 状态 的 存在 性 . 

下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 满 足 要 求 的 状态 的 惟一 性 . 当 = 1,2 
时 ,惟一 性 显然 成 立 . 设 当 n = 大 四 惟一 性 成 立 ， 如 果 n = kk+ 1 时 惟一 
守信 成 并, 风 有 殉 种 不同 的 状态 (0,a1,02，… Girl) 和 (0,61,02,: 
Bart) yat t+ a2 +t +t aptt = n= b+ b+ + Oi 且 均 可 过 其 二 
次 操作 而 变 为 (2 ,0,0,… ,0). 

若 al =A+l 则 wa = oa =…=aw = 0, 于 是 


(0,0,0,° ,b+ 1) > (1,1,1,.…,1,0). 
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由 于 之 2, 故 第 直人 个 黑 盒 中 的 1 个 球 无 法 取出 . 
若 0< ai<R+1l, 则 第 玉 +1 个 黑 盒 中 的 球 无 法 取出 .两 种 情形 
都 无 法 变 成 (2 ,0,0,…,0) ,所 以 必 有 ary! = 0. 同 理 可 证 bi41 = 0. 
因为 (0,al az，…,ak;0) 和 (0,21,p2 六 0) 都 可 经 若干 次 操 
作 而 变 为 (nn ,0,0,…,0), 故 都 可 经 过 一 次 操作 p 而 化 成 : 


多 - - - 
(0,al,a>，…,ak,0) (1,a 1: 2 00)， 


(0,5 0) 一 (1,61,6 2 ,640) ,其 中 a1+a s+ 
ak=k 上 k=b +6 ;+… 十 Bb. 这 样 一 来 ,以 下 的 操作 就 相当 于 分 
别 经 过 若干 次 操作 而 将 (0,a 1,a 2,…,ak) 和 (0,6 ,6 5,…,b') 变 
成 人 ,0,0,…,0). 于 是 由 归纳 假设 知 

a;= 6,.,i= 1,2,.…,k. 
从 而 得 到 (a0,al,a2,… ,ar41) 一 (50,D1,02，,"… ,Dr+1), 闻 盾 . 惟 一 性 得 
证 . 

[证 2j 首先 用 数学 归纳 法 来 证 明 满 足 题 中 要 求 的 初始 状态 的 存 
在 性 .将 第 i 个 白 盒 中 有 a; 个 球 的 状态 记 为 (al ,az，…,a,), 其 中 al + 
a2 二 十 a 二 n. 当 n= 1,2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 n = 上 上 宇 2 时 结论 
成 立 ,满足 要 求 的 状态 为 |al ,as,… ,aj1 ,其 中 0 去 a， < 1,Q1 十 G2 十 … 
+ ak 三 .如果 a; >0i=12…,& 则 al = as=…=a,=1. 将 1 
号 日 盒 中 的 球 放 人 黑 盒 后 就 无 法 进行 操作 了 ,与 归纳 假设 矛盾 , 故 必 有 
J 1 和 JJ 委 4, 使 wa >0,i= 1,2,…,j 一 1,a; = 二 0. 当 nn = 上 +1 时 , 考 
察 如 下 的 初始 状态 

(al —1,a2 -1a 1 -1,7,ar1, ,a ,0). 
易 见 ,其 中 有 +1 个 数 之 和 为 +1 且 对 第 ;个 白 盒 操作 一 次 之 后 ,恰好 
化 成 归纳 假设 中 nw = & 的 初始 状态 ,从 而 可 经 若干 次 操作 而 化 成 题 中 
要 求 的 状态 ,这 就 证 明了 满足 要 求 的 初始 状态 的 存在 性 . 

惟一 性 的 证 明 同 证 1. 

8:146 n(n 之 4) 个 盘子 里 放 有 总 数 不 少 于 4 的 糖 块 ,从 任 选 的 两 
个 盘子 中 各 取 1 块 糖 , 放 入 另 一 个 盘子 中 去 , 称 为 一 次 操作 . 问 能 否 经 
过 若干 次 操作 ,把 所 有 糖 块 都 集中 到 一 个 盘子 中 去 .证 明 你 的 结论 . 

(第 9 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1994 年 ) 
[ 解 1] 我 们 关于 糖 块 数 m 使 用 归纳 法 来 证 明 ,经 过 若干 次 操作 ， 
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可 以 使 所 有 糖 块 部 集中 到 一 个 盘子 中 去 . 

当 m = 4 时 , 装 有 糖 块 的 盘子 至 多 4 个 , 糖 块 分 布 只 有 4 种 不 同情 
形 :(1,1,1,1),(1,1,2,0),(1,3,0,0),(2,2,0,0). 这 时 可 操作 如 下 : 

(1,1,1,1)—— (1,3,0,0)— (0,2,2,0)—> (2,1,1,0)—> (4, 

0,0,0). 

即 wp = 4 时 命题 成 立 . 

设 命题 于 mm = (上 之 4) 时 成 立 . 当 wi = 上 + 1 时 , 选 定 一 个 装 有 
糖 块 的 盘子 并 固定 其 中 一 块 糖 不 参加 变动 . 由 归纳 假设 知 其 余 的 & 块 
糖 可 以 经 过 知 干 次 操作 而 集中 于 一 个 盘 中 . 如 果 这 个 盘 恰 是 我 们 选 定 
并 留 有 一 块 糖 的 盘子 ,问题 就 解决 了 .否则 ,有 4 个 盘 中 糖 数 为 (& ,1,0， 
0). 于 是 可 再 操作 如 下 : 

(k,1,0,0)—> (k—1,0,2,0)—— (k -2,2,1,0)——> (k ~- 3,2, 

0,2) 一 ~ (k—-1,1,0,1)—> (k+1,0,0,0). 

这 就 证 明了 m = &+1T 时 命题 成 立 . 

[ 解 2] 如 果 装 有 糖 块 的 盘 数 不 少 于 3 个 , 则 我 们 选 定 糖 块 数 最 少 
的 两 个 盘子 ,将 其 中 的 糖 块 一 对 一 地 拿 到 糖 块 数 最 多 的 盘子 中 去 .经 车 
二 次 操作 之 后 ,原来 糖 块 数 最 少 的 盘子 变 成 空 盘 .于 是 装 有 糖 块 的 盘子 
数 至 少 减 少 1 个 .这 样 操作 下 去 ,最 后 至 多 有 两 个 盘子 中 还 有 糖 块 . 设 
两 个 盘 中 的 糖 块 数 为 ml 和 ma ,mi 宇 mm 之 1. 如 果 mi 宇 m+ 2, 则 

(mi m2,0,0)— (mi~1,m -1,2,0)—> (mi — 2,m2+ 
1,1,0) > (m1 ~ 2,72,0,2)— (mi ~ 3,m; -1,2,2)—— (m, 一 
1,n2 1,1,D)—— (m1,m+1,0,0). 
这 样 一 来 ,两 个 盘 中 糖 块 数 之 差 减少 2. 经 若干 次 这 样 的 组 合 操作 之 
后 ,可 使 两 个 盘 中 糖 块 数 之 差 不 超 过 1. 
若 mi = m2 + 1, 则 可 进行 下 列 操作 
(m2+ 1,m2,0,0)—> (p,m -1,2,0)— (m2,m2 ~ 2, 

1,2)——> (m;, mo ,0,1). 

由 此 可 见 , 总 能 经 过 若干 次 操作 而 化 成 (m,m,1,0) 或 (m,m,0,0) 的 
情形 . 显然 ,只 须 再 将 前 两 盘 中 糖 块 一 对 一 地 拿 到 第 三 盘 中 就 行 了 . 

8.147 ”彼得 在 银行 里 有 3 个 账户 ,其 中 每 个 账户 的 存款 数 都 是 元 

的 整数 倍 .现在 允许 他 把 钱 从 一 个 账户 转 存 到 另 一 个 账户 ,但 必须 使 后 
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者 的 钱 数 增加 一 倍 ， 

(1) 求证 彼得 总 能 把 所 有 钱 转 存 到 两 个 账户 中 ; 

(2) 彼得 是 否 总 能 经 过 若干 次 转 存 而 将 全 部 钱 都 转 到 一 个 账户 
中 ? 

(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[ 解 ] (1) 设 彼得 在 3 个 账户 中 的 钱 数 分 别 为 a,65,c 元 且 a 志 6 声 
c. 硅 a = 0, 则 结论 自然 成 立 . 以 下 设 a > 0. 我 们 写 5 = ad +r, 其 中 
q € N,r 为 整数 旦 0 之 rr < a. 将 g 表示 为 若干 个 2 的 军 之 和 

gqg = mo+2mi + 2m; + + 247728 ， 

其 中 当 0 记 7 过 上 -1 时 ,m; = 0 或 1, 但 mr = 1. 首 先 ,我 们 依次 做 上 
+1 次 转 存 如 下 .在 第 i 次 转 存 时 ,车 m; = 1, 则 从 第 2 个 账户 中 取出 2ia 
元 钱 存 人 第 1 个 账户 ;车 m; = 0, 则 从 第 3 个 账户 中 取出 2ia 元 钱 存 人 
第 1 个 账户 .因为 mx = 1, 所 以 第 + 1 次 转 存 的 钱 取 自 第 2 个 账户 .又 
因 (1+2+2+…+2a=( 2-1)a<o 过 5 二 cc, 所 以 上 面 从 
第 3 个 账户 取 钱 转 存 的 程序 是 没有 问题 的 . 这样 一 来 ,在 第 有 + 1 次 转 
存 后 ,第 2 个 账户 存款 余额 为 > < a, 即 3 个 账户 中 钱 数 最 少 的 账户 的 
存款 数 至 少 减少 1. 再 把 这 个 账户 当 作 上 面 的 a 重复 上 面 的 程序 ,并 一 
直 进 行 到 ~ = 0 为止 , 便 可 将 全 部 存款 存 人 两 个 账户 中 . 

(2) 由 于 每 次 转 存 都 使 存 人 账户 的 钱 数 增加 一 售 , 故 钱 数 为 偶数 . 
所 以 , 当 彼 得 在 3 个 账户 中 的 存款 数 之 和 为 奇数 时 ,不 能 通过 转 存 而 使 
全 部 存款 集中 到 1 个 账户 中 . 

8.148 ”将 顾 序 为 1,2,…,2n 的 2n 张 牌 变 成 为 n + 1,1,n+2,2, 
…,n 一 1,2n,n ,即将 原来 的 前 n 张 牌 移 至 第 2,4,… ,2n 张 , 而 原来 的 
后 2 张 牌 则 按 原 序 排 在 奇数 号 位 置 1 ,3,…,2n - 1. 这 称 为 一 次 洗 牌 . 
问 对 于 哪些 yy ,从 1,2,…,2n 开始 可 经 过 若干 次 洗 牌 而 回 到 原来 的 状 


太 


NN. 


(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 对 所 有 n € N 都 可 以 实现 . 
对 任意 nn € N, 令 m = 2n +1. 设 第 x 张 牌 经 一 次 洗 牌 后 变 成 第 
Xi 张 , 则 有 xi 三 2x(mod mx). 因 此 经 过 次 洗 牌 后 有 
Th = 24r(mod mm),k = 1,2,……. 
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由 于 xm 为 奇数 ,所 以 2?" x 三 x (mod m). 其 中 gp(m) 为 殉 拉 函数 .又 


因 和 ze(w) 都 小 于 和 , 故 有 Tom) = Z, 即 经 过 gp(2n + 1) 次 洗 牌 之 
后 恢复 原状 . 

8-149 ”把 一 副 四 种 花色 的 纸牌 排 成 一 行 . 如 果 两 张 同样 花色 的 
纸牌 相 邻 或 仅 隔 1 张 牌 , 则 将 两 张 中 左 边 那 张 抽 走 . 另 外 ,还 可 以 在 最 
右边 补充 从 其 他 付 同 样 纸牌 中 取 来 的 任意 多 张 牌 . 试 证 可 以 用 这 种 方 
式 补充 牌 和 抽 走 牌 ， 使 得 最 终 只 剩 下 4 张 牌 . 

(第 32 届 莫 斯 科 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 对 纸牌 张 数 2 使 用 数学 归纳 法 . 当 2 = 5 时 ,由 抽 居 原理 知 
其 中 必 有 两 张 花色 相同 .如 果 两 张 相 邻 或 仅 间 隔 1 张 牌 , 则 可 将 左边 那 
张 抽 走 而 变 为 4 张 ,结论 成 立 . 如 果 同 花色 的 两 张 牌 间 至 少 隔 着 两 张 其 
他 花色 的 有 牌 , 则 只 有 下 列 4 种 可 能 的 排列 : 

(1)abcab; (2)abcda; (3)abcad; (4)abcab. 

对 于 这 4 种 情形 ,可 分 别处 理 如 下 : 

abcaba 一 一 apcpu 一 一 acpc ; 

abcdadcd 一 abcadcd 一 全 apcacd 一 一 abacd 一 一 ~ oacd ; 

abcadcd 一 ”apcacd 一 abacd —— bacd; 

abcdbd —> abcbd —> acbd. 

由 此 可 见 ,n = 5 时 结论 成 立 . 
设 ”= 之 5 时 结论 成 立 当 n =A&A+I 时 ， 考察 其 最 右 方 的 5 张 


牌 . 由 上 面 论证 知 可 将 它们 经 若干 次 操作 化 为 4 张 .于 是 纸牌 总 数 化 为 


& 张 ,从 而 由 归纳 假设 知 结论 成 立 . 
8.150 ”书架 上 放 有 一 套 20 卷 的 文集 ,图书 管理 员 想 把 它们 自 左 
至 右 由 1 到 20 卷 依 次 排列 ,每 一 次 他 都 把 1 卷 未 放 对 位 置 的 文集 同 占 
了 它 的 位 置 的 文集 交换 位 置 . 试 证 图 书 管理 员 为 了 理 顺 次 序 ,所 要 做 的 
这 种 交换 的 次 数 ,与 他 实施 这 些 行动 的 先后 次 序 无 关 . 
( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 
[证 ] 用 20 的 20 Wi 人 i 个 位 


我 们 得 到 一 个 有 20 个 顶 的 有 回国 姑 果 第 k 着 书 已 放 在 第 k 不 位置 
上 , 则 第 & 点 是 图 中 的 孤立 点 . a ea 所 得 到 的 
图 记 为 G. 设 G 有 nn 个 项 点 . 易 见 ,G 中 每 个 顶点 的 度数 都 是 2 上 且 恰 有 
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t 个 箭头 指向 它 和 虐 个 箭头 离开 它 . 这 表明 G 是 一 个 每 点 度数 皆 为 2 的 
图 ,从 而 它 可 分 解 为 m(m 宇 1) 个 互相 之 间 没 有 公共 顶点 的 圈 . 
按 题 意 ,每 交换 一 次 位 置 , 即 是 将 图 G 中 某 个 
箭头 的 起 氮 和 终点 的 两 本 书 交 换 , 结 果 是 箭头 的 终 ， 一 一 ; 
点 变 为 孤立 点 而 箭头 所 在 的 圈 减 少 1 条 边 . 例如 在 
右 图 中 交换 ;和 /1 点 所 放 的 书 ,于 是 j 变 成 孤立 点 而 
原来 由 7 指向 的 箭头 变 为 由 i 指向 有 .经 若干 次 交 
换 后 ,这 个 圈 的 顶点 只 剩 两 个 , 则 再 交换 一 次 便 使 两 个 顶点 都 变 成 孤立 
点 -可见 , 奋 图 G 中 某 圈 共 有 s 条 边 , 则 只 要 交换 ; -1 次 就 使 ; 个 顶点 
全 变 为 孤立 点 .所 以 ,为 使 图 G 中 的 顶点 全 变 成 孤立 点 , 恰 需 交换 n 一 
5 次 ,这 只 与 图 G 的 项 点 数 n 及 圈 数 m 有关 ,当然 与 交换 的 顺序 无 关 . 
8.151 某 人 用 如 下 方式 来 切割 肉 饼 : 先 切 下 一 个 圆心 角 为 a 的 扇 
形 ,将 其 翻 过 面 来 车 回 原 处 ,然后 将 整个 肉 饼 围绕 中 心 旋转 8 角 , 已 知 
8<a<180 .接着 再 于 原 处 (不 随 肉 饼 转动 ) 切 下 圆心 角 为 a 的 扇形 ， 
将 其 翻转 并 髓 回 原 处 ,再 将 整个 肉 饼 间 向 旋转 8 角 , 如 此 继续 下 去 , 试 
证 经 有 限 次 这 种 操作 之 后 , 肉 饼 上 的 所 有 点 将 同时 回 到 自己 原来 的 位 
置 上 . 








洗 张 遇 主 蒂 





(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 右 图 中 ,两 条 粗 实 线 所 夹 的 扇形 即 为 每 
次 切 下 的 顶 角 为 a 的 扇形 . 为 叙述 明确 起 见 ,我 们 
从 一 条 切口 开始 ,将 圆 面 分 成 圆心 角 为 8 的 1 个 肩 
形 . 设 第 ”个 扇形 的 终 边 离 另 一 条 切口 还 余 一 个 圆 
心 角 为 yx(7 < B) 的 扇形 , 记 为 a ,1 .然后 我 们 在 分 
出 的 每 一 个 顶 角 为 8 的 扇形 中 ,都 由 它 的 始 边 起 划 
出 1 个 项 角 为 y 的 扇形 , 即 图 中 的 al ,a;,… ,a,. 余 
下 的 局 形 分 别 记 为 51,5，,… ,5, ,它们 中 每 个 的 顶 角 均 为 8 一 . 
经 第 1 次 切割 ,翻转 戏 人 ,旋转 之 后 ,扇形 aj ,6 在 翻转 之 后 分 别 落 
在 a+1,b, 的 位 置 上 ,而 其 他 扇形 a;,b(i = 2 +1) = 2,.…,n) 
则 都 沿 顺 时 针 方 向 转 过 了 8 角 而 落 在 a;_1 ,6;_1 的 位 置 .此 外 ,图 中 项 角 
为 a- B 的 扇形 C 回 到 原 处 ,只 是 正 反 两 面 对 调 了 .由 此 可 见 , 每 操作 信 
数 次 时 ,扇形 C 的 所 有 点 都 回 到 原 处 . 
第 2 次 操作 后 ,a2,5;,ai,b1 分 别处 于 原来 < ,6 ;Gn304-1 的 位 
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置 上 且 都 正 反 两 面 对 调 了 .不 难看 出 ,经 x 次 操作 后 ,651,52;,… ,5 都 以 
反面 朝 上 回 到 了 出 发 时 的 位 置 .从 而 经 2n 次 操作 后 ,51,6,,… ,6b, 上 的 
所 有 点 都 回 到 原来 的 位 置 . 此 外 ,经 n + 1 次 操作 后 ,al,a,,… ,anr1 都 
以 反面 回 到 原来 的 位 置 .从 而 经 2(n + 1) 次 操作 后 ,al ,as，…,avrl 上 
的 所 有 点 都 回 到 原来 的 位 置 . 

综 上 可 知 , 当 操作 2n(n + 1) 次 后 , 肉 饼 上 的 所 有 点 都 回 到 自己 原 
来 的 位 置 上 . 

如 果 360” - a = m8, 则 情形 就 简单 了 .这 时 ,只 要 操作 2n 次 就 行 
了 . 

8.152 ”有 一 个 半径 为 10cm 的 圆 形 重 糕 , 烤 制 时 在 其 中 放 人 了 一 
颗 半 径 为 3mm 的 珍珠 , 烤 好 之 后 想 要 找到 它 . 为 此 允许 用 刀 沿 直线 将 蛋 
糕 切 成 两 块 (相等 不 相等 不 限 ). 如 果 刀 子 没 有 切 到 珍珠 ,可 以 再 切 开 其 
中 的 一 块 ;如 果 珍 珠 还 未 发 现 , 则 还 可 以 再 切 开 已 得 到 的 三 块 之 一 ;如 此 
继续 下 去 . 试 证 无 论 怎样 切 ,在 切 了 32 次 之 后 ,都 有 可 能 仍 未 发 现 珍 珠 . 
但 却 可 以 适当 地 切 33 次 ,使 得 无 论 珍 珠 在 什么 位 置 ,都 能 把 它 找 出 来 . 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 用 一 组 33 条 等 距 平行 线 把 直径 
20cm 的 蛋糕 分 成 宽度 相等 的 34 条 , 则 每 条 的 宽 
度 都 小 于 6mm, 即 小 于 珍珠 的 直径 . 故 当 沿 这 组 
平行 线 切 33 刀 时 ,一 定 会 发 现 珍 珠 的 位 置 . 

为 证 前 一 结论 ,我 们 这 样 来 做 . 首先 , 第 一 
次 把 圆 切 成 两 部 分 . 过 圆心 作 与 切口 线 垂直 的 
直径 , 它 被 切口 线 分 成 两 段 . 分 别 以 这 两 段 为 直 
径 作 贺 , 则 两 圆 分 别 在 圆 被 切 成 的 两 部 分 内 , 且 两 圆 直径 之 和 等 于 原来 
大 圆 的 直径 .然后 第 二 次 又 将 一 块 切 开 , 若 未 切 着 其 中 的 圆 , 则 不 必 管 ; 
奋 又 将 其 中 的 圆 切 为 两 块 , 则 像 上 面 一 样 地 又 在 切 开 的 两 块 中 各 作 一 
,两 图 之 径 之 和 等 于 被 切 圆 的 直径 之 和 .于 是 我 们 得 到 至 多 3 个 圆 ， 
它们 的 直径 之 和 等 于 20cm 且 每 块 中 至 多 一 个 圆 . 这 样 继续 下 去 , 切 了 
32 次 之 后 ,得 到 至 多 33 个 圆 ,它们 的 直径 之 和 为 20cm, 故 其 中 必 有 一 
个 圆 的 直径 大 于 6mm. 显然 , 当 珍 珠 埋 在 这 个 圆 内 时 ,就 没有 被 发 现 . 

8.153 ”已 知 30 只 杯子 中 各 装着 一 些 牛奶 . 男孩 B 想 使 所 有 杯子 
里 的 牛奶 分 得 均匀 .为 此 ,他 每 次 任 取 两 只 杯子 ,并 将 其 中 牛奶 多 的 一 





626 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





只 杯 中 的 牛奶 倒 向 另 一 只 杯子 ,直到 两 只 杯子 中 牛奶 的 数量 相等 为 止 
问 能 否 在 30 只 杯子 中 分 装 适量 的 牛奶 ,使 B 在 上 述 操作 下 ,无论 如 何 
也 达 不 到 目的 ? | 
(第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ]】” 题 中 的 要 求 是 可 以 实现 的 .例如 在 一 只 杯子 中 倒 入 200 克 
牛奶 ,其 余 杯子 中 各 倒 人 100 克 牛 奶 . 如 果 能 分 装 均匀 , 则 每 只 杯子 中 
应 有 103 广 克 牛 奶 .但 从 获 数 出 发 ,每 次 求 两 个 数 的 平均 值 ,只 能 得 到 分 
母 为 2 的 宕 的 分 数 . 故 知 这 种 情况 下 无 论 怎样 操作 都 不 能 使 牛奶 分 得 均匀 

8.154 ” 设 在 大 木 箱 中 放 着 两 个 较 小 的 箱子 ,在 这 两 个 较 小 箱子 
中 又 各 放 着 两 个 更 小 的 箱子 ,这 样 一 共 套 放 了 重 .在 2" 个 最 小 的 箱 
子 中 各 放 着 一 枚 硬币 ,其 中 一 些小 箱 中 的 硬币 是 国徽 朝 上 ,而 其 余 小 箱 
中 的 硬币 则 都 是 数字 朝 上 ,每 一 次 允许 翻转 其 中 任意 一 只 箱子 (可 大 可 
小 ) ,并 且 是 连同 箱 中 的 所 有 东西 同时 翻转 . 试 证 只 须 经 过 不 超过 ， 次 
翻转 ,总 可 使 得 国徽 朝 上 和 数字 朝 上 的 硬币 枚 数 相同 . 

(第 28 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] ”将 最 大 的 箱子 称 为 级 的 ,次 大 的 两 个 箱子 都 称 为 -1 
级 的 ,… ,直到 最 小 的 装 有 硬币 的 箱子 称 为 1 级 的 .对 于 任何 一 只 箱子 ， 
其 中 硬币 中 国 微 和 数字 出 现 的 个 数 之 差 称 为 这 个 箱子 的 亏 值 (可 正 可 
负 ). 我 们 将 最 大 箱子 的 亏 值 记 为 4. 让 我 们 来 证 明 如 下 的 引 理 . 

引 理 。 当 | d| > 0 时 ,总 可 找到 一 只 箱子 ,将 它 翻转 后 ,可 使 总 亏 


值 减少 到 不 超过 原 亏 值 的 六 , 即 1d| 二 二 14| 
若 不 然 , 则 当 翻 转 任何 一 个 亏 值 为 di 的 箱子 时 ,总 亏 值 d 变动 了 
2d1, 按 反 证 假设 便 有 : | d - 241| > 方 1d| .于 是 下 列 两 条 之 一 成 立 : 
(1)d1 与 4 异 号 ; : 
(2)qdi 与 4 同 号 且 满 足 |d1|< 才 1d| 或 [di|> 之 1a1 


不 妨 设 4 > 0. 我 们 用 4() 表示 第 ; 级 箱子 的 亏 值 .因为 | 4d(1)| 
= 1 而 4 为 正 偶 数 不 小 于 2, 故 对 任何 一 个 第 1 级 箱子 ,都 有 | a(1)| 去 


方 d. 再 由 (2) 便 知 | da(1)| < 士 4 或 4(1) 为 负 .对 于 任何 一 个 2 级 箱 
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子 , 它 含有 两 个 1 级 箱子 , 故 有 | d(2)| < 方 d. 从 而 由 (1) 和 (2) 知 ,或 
者 d(2) 为 负 ,或 者 有 | d(2) | < 二 4d. 逐步 推 证 ,最 后 可 得 d 为 负 或 d < 


区 ,此 不 可 能 .这 就 完成 了 引 理 的 证 明 ， 


按 引 理 ,可 选取 一 只 箱子 并 将 之 翻转 ,使 得 亏 值 至 少 减 少 一 半 . 如 
果 亏 值 不 为 零 , 则 又 可 继续 下 去 .于 是 或 者 在 某 次 之 后 亏 值 变 为 0, 或 
者 一 直 可 以 进行 n 次 .因为 | a| 才 2*, 故 进行 n 次 之 后 的 亏 值 不 大 于 
i. 但 亏 值 总 为 偶数 , 故 必 为 0. 

8.155 ”阿里 巴巴 试图 潜入 山洞 .在 山洞 入 口 处 立 着 一 面 鼓 , 豆 的 
侧面 有 4 个 孔 ,在 每 个 孔 的 里 面 靠近 孔 口 处 各 装 有 一 个 开关 ,开关 有 上 
和 下 两 种 状态 .如 果 4 个 开关 的 状态 全 都 一 致 , 洞 门 即 可 打开 . 允许 将 
手 伸 人 任意 两 个 孔 ,触摸 开关 以 了 解 其 状态 ,并 可 随意 改变 或 不 改变 其 
状态 .但 每 当 这 样 做 了 之 后 , 鼓 就 飞快 地 转动 起 来 ,以 至 在 停 转 之 后 无 
法 确认 刚才 触动 了 哪些 开关 . 现 允 许 重复 这 种 步骤 10 次 ,求证 阿里 巴 
巴 必 能 进入 山洞 . 

(第 33 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 第 1 次 ,阿里 巴巴 将 一 对 相 邻 开关 扳 为 上 ;第 2 次 再 将 一 对 
相对 开关 扳 为 向 上 .于 是 4 个 开关 中 至 少 有 3 个 向 上 . 如果 润 门 没 有 打 
开 ,就 说 明 第 4 个 开关 处 于 状态 下 . 

第 3 次 ,阿里 巴巴 将 手 伸 进 相 对 的 两 个 孔 ,如 果 碰 到 向 下 的 开关 ， 
则 把 它 扳 向 上 方 , 即 可 进 和 山洞 ; 如果 碰 到 两 个 向 上 的 开关 , 则 把 其 中 
之 一 扳 为 向 下 .这 样 ,4 个 开关 中 两 个 相 邻 的 开关 向 上 , 另 两 个 相 邻 的 
向 下 . 

第 4 次 ,阿里 巴巴 将 手 伸 进 两 个 相 邻 的 孔 中 ,如果 遇 到 的 两 个 开关 
状态 相同 ,他 就 扳 动 它们 , 即 可 打开 洞 门 ;如 果 遇 到 的 两 个 开关 状态 不 
同 , 则 也 同时 扳 动 它们 .于 是 4 个 开关 中 相对 两 个 状态 相同 .从 而 第 5 次 
只 要 将 手 伸 进 一 对 相对 孔 中 扳 动 开关 就 可 以 进 洞 了 . 

8.156 ”将 一 根 硬 导线 弯曲 成 正三 角形 的 形状 ,并 焊 死 其 端点 . 允 
许 沿 着 导线 上 任意 两 点 之 间 的 连 线 对 折 夹 在 该 两 点 之 间 的 那 段 导线 ， 
使 得 折 后 的 导线 位 置 同 该 段 导 线 的 原来 位 置 关 于 过 该 两 点 的 直线 对 称 
(如 果 这 两 点 重合 , 则 可 任 取 一 条 经 过 该 点 的 直线 作为 对 称 轴 ). 试问 能 
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否 经 过 若干 次 这 样 的 对 折 , 得 到 一 个 周 样 同 长 的 正六 边 形 ? 
(第 32 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 可 以 .具体 对 折 方 法 如 下 图 所 示 ; 





8.157 茶农 场 主 得 到 了 一 块 用 篇 钨 围 着 的 正方 形 田园 ,并 且 还 
得 到 一 份 文件 ,文件 上 写 明 ,他 有 权力 进行 若干 次 如 下 的 操作 :经 过 篇 
多 墙 上 的 任意 两 点 间 引 一 条 直线 ,将 直线 一 侧 的 这 两 点 之 间 的 围墙 拆 
除 . 然 后 在 直线 另 一 侧 关 于 直线 的 对 称 位 置 上 重建 起 来 .试问 农场 主 能 
够 用 这 样 的 手段 增 大 自己 田园 的 面积 吗 ? 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

{[ 解 ] 可 以 增 大 田园 面积 .方法 如 下 : 












入 入 丸和 





(d) (e) 
8.158 ”在 平面 上 给 定点 Po 和 个 AlA;A;, 且 约定 当 ; 宇 4 时 , A、 
= A, 3. 构造 点 到 Po ,Pi,P;,,… ,使 得 已 为 点 PP， 经 中 心 Aus 1 顺 时 针 
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旋转 120° 所 到 达 的 位 置 ,k = 0,1,…. 已 知 Pjoge = Po, 求 证 全 A1AsA3 
为 正三 角形 . 
(第 27 届 国际 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 记 w = eS$. 按 点 列 |P,| 的 构造 法 知 
(As 一 P, )u 一 Peri 一 Ap+l， 
P, = (1+u)AN -xuPR = 0,1,.…,1985. 
将 有 = 0,1,2 三 式 结合 起 来 ,得 到 
Pi; = w+ Po, 
其 中 ww = (1+ zx)(43 - uA2 + wu?A1) 是 一 个 与 Po 无 关 的 常数 . 同 理 
有 
Pi = w + Pi Dm = 2,3,.%,662. 
由 此 立即 可 得 
Plog6 = 60606062 + Po. 
因 已 知 Piles = Po, 故 得 w = 0. 从 而 有 
A3— uA;+ uAl = 0. 
因为 uw* = wu -1, 故 由 上 式 得 到 
A;— A! = wu(A,— Ai), 
这 就 意味 着 全 AAA; 为 正三 角形 . 

8.159 ”在 区 间 [0,1] 上 标 出 了 22 个 点 ,允许 将 其 中 任意 两 个 点 换 
为 连结 它们 的 线段 的 中 点 .求证 可 以 经 过 20 次 这 样 的 代 换 后 ,使 得 剩 
下 的 两 个 点 间 的 距离 不 超过 0.001. 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 标 出 的 22 个 点 依次 为 0 委 a< aa < < al < aa 扫 
1 ,将 它们 分 成 11 对 : 

(alyaz) (aa ad) (alya22). 
然后 按 每 对 中 两 数 之 差 从 大 到 小 重新 排列 上 述 11 对 数 如 下 ， 
(6b1,62), 603,04) ,°° , (621 ,0b22), (QD) 
从 每 对 中 各 取 1 点 (究竟 取 哪 1 点 以 后 定 ) 记 为 x1 ,zx;,… ,Xil. 余 下 的 
各 ] 点 相应 地 记 为 1，V29 ,y1 .将 两 组 数 由 前 往 后 依次 取 中 点 ,我 们 
得 到 两 点 : 
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A 一 一 
B= T0523 (V1 + 2 + 293 + 4ys + + 512y11), 
于 是 有 
A-B= ipa 1x1 — w+ 2 (x; — y)!. © 
下 面 证 明 , 只 要 适当 选取 1 al , 便 可 使 A 和 B 两 点 间 的 距离 不 超过 


具体 选 法 如 下 : 普 先 取 XAil 一 b» ,于 是 11 一 YI > 0. 又 因 Xl 


7 

yu 是 所 有 数 对 的 两 数 之 差 中 最 小 的 ,而且 多 式 右 端 其 余 各 项 系数 之 

和 等 于 5S12 , 故 相 取 X10 = bigyzg = Di 二 7! ,直到 使 和 数 
> (xi~ yi) : (3) 


第 1 次 变 为 负 信 为 止 . 易 见 ,这 时 @ 的 绝对 值 不 超过 最 后 一 项 的 绝对 值 
25-?| 二 - 多 | ,其 中 当 ) = 工时 ,系数 272 理解 为 1. 若 直到 j = 1 才能 
使 @ 式 非 正 , 则 @ 的 绝对 值 不 超过 1, 问题 已 获 解 决 . 若 ) > 1, 则 再 取 
zi = 5 使 二 1- y > 0, 并 继续 这 样 下 去 ,直到 形 如 @ 的 和 数 
的 值 又 变 为 正 数 为 止 .然后 再 改变 取 法 以 使 差 值 x; - y 变 号 ,直到 取 
完 zi 为 止 . 易 见 ， 这 和 了 法 加 全 @ 式 右 端 括号 中 的 和 式 的 绝对 值 不 超 


过 1, 从 而 A - Bj 过 rz 

8.160 ” 设 n 是 大 于 1 的 整数 .及 巷 灯 Lo,Li,…, 工 ,_! 作 环 状 排 
列 ,每 医 灯 都 恰 处 在 “ 开 ” 和 “ 关 ”" 两 种 状态 之 一 .下 面 进行 一 系列 的 操 
作 : So, Si,…,S;,… ,操作 S; 按 下 列 规则 影响 L; 的 状态 (不 改变 其 他 各 
灯 的 状态 ): 

(1) 如 果 上 ,1 是 开 的 , 则 5; 改变 上 L 的 状态 ,使 它 由 开 到 关 或 者 由 
关 到 开 ; 

(2) 如 果 工 ,| 是 关 的 , 则 Si 不 变 L; 的 状态 .上 述 操作 序列 1S;| 和 
灯 列 :上 | 中 的 标号 ,应 按 模 ? 同 余 的 方式 来 理解 ,好 工 , = 上 Lo,L 上 :1 = 
Li,*. 

设 操作 开始 前 全 部 n 绾 灯 全 都 开 着 ,求证 

(i) 存在 一 个 正 整数 M(n), 使 得 经 过 M(n) 次 操作 后 ,n 车 灯 再 
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次 全 都 开 着 ; 

(i) 若 n = 2*, 则 经 过 n* 一 1 次 操作 之 后 ,全 部 灯 都 是 开 着 的 ; 

(ii) 若 nn = 2* + 1, 则 经 过 nn? 一 n+ 1 次 操作 之 后 ,全 部 灯 都 是 开 
着 的 . 

(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[证 ] 设 初 始 状 态 , 即 全 部 灯 都 开 着 的 状态 为 To ,进行 完 第 & 次 
操作 Sr 之 后 的 状态 为 TT,. 由 于 Te 总 共 只 有 2” 种 不 同 状态 ,k(mod 7 ) 
也 只 有 nn 种 不 同 数值 , 故 数 对 (k(mod 2 ) ,五 ) 也 只 有 有 限 多 个 不 同 取 
法 .由 抽 居 原理 知 , 存 在 无 穷 多 个 自然 数 上 &| 过 上 2 < 之 … < 之 上 ,过 …, 使 得 
(和 (mod n), Ti ) 均 相同 .由 此 可 见 ,从 状态 Ti 开始 循环 ,不 妨 设 循环 
周期 为 k2 一 &i .而 且 由 于 Te 一 Te 且 k 王 k,(mod n), 故 有 Ti -1 一 
TvT 2 一 二 2 依 此 类 推 . 但 当 Te 退 到 了 0 时 , T; 退 到 
Te,-& .于 是 有 To = Ti -4 , 即 Ti-。 也 是 全 部 灯 都 开 着 的 状态 ,这 就 
证 明了 (3). 

我 们 将 开 着 的 灯 对 应 于 - 1, 关 着 的 灯 对 应 于 + 1, 这 个 数 仍 用 二， 
来 代表 .于 是 操作 S; 就 是 将 万 变 为 L_1L 上 ,而 保持 其 余 的 数 不 变 . 

为 证 (让 ) ,只 须 证 明 周 期 为 n? - 1. 由 (i) 知 , 操 作 若 干 次 后 ,还 要 出 
现状 态 To ,我们 从 这 To 按 逆序 向 回 推 , 即 每 次 将 已 变 为 L; 二 上 Lj-_1. 注 
意 ,状态 To 意味 着 全 部 ” 个 数 都 是 - 1. 从 工 | 开始 往 回 推 w - 1] 次 ， 
因 每 次 都 是 两 个 - 1 相 除 , 故 所 得 结果 是 Lo = - 1, 其 余 的 n - 1 个 数 
全 是 + 工 .我 们 记 这 个 状态 为 TT. 

我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ,对 状态 T) 从 Lo 开始 逆向 操作 mx(2: - 1) 
次 后 人 和 A), Lo,L21 都 是 - 1, 其 余 的 都 是 + 1. 

当 i = 1 时 显然 . 设 当 i = ma(m 委 有 -1 时 命题 成 立 . 当 i = m 
+ 1 时 ,先进 行 (2” 1)n 次 逆向 操作 ,由 归纳 假设 知 这 时 Lo, LL1,…， 
L2”_| 都 是 - 1, 其 余 的 都 是 + 1. 接 着 再 逆向 操作 次 , 易 见 ,这 时 只 有 
原来 正人 负 交 界 处 的 两 个 数 Lo 和 工 2 为 - 1, 其 余 mn -2 个 数 全 是 + 1. 
由 于 继续 进行 道 回 操 作 时 ， iLo,L »" ,Lo™ -1 | 和 { Lo” ,Lomrl ，""", 
Li 这 两 段 在 变化 过 程 中 互 不 干扰 , 故 由 归纳 假设 知 ,进行 (2” - 
1 )n 次 逆向 操作 后 ， 所 得 的 结果 状态 是 Lo,Li,**, Lam ,Lo"m,…, 
L2m+1_| 都 是 1, 其 余 的 都 是 + 1. 
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特别 地 , 当 ; = 大 时 ,恰好 化 为 To. 这 是 共 进 行 了 (n 一 1) + (2* 一 
1)n = 2 -1 次 逆向 操作 . 反 过 来 对 此 To 进行 好 -1 次 操作 ,当然 得 
到 后 面 的 To. 这 就 完成 了 (让 的 证 明 . 

当 一 2*+ 1 时 ,类 似 于 上 面 的 推理 过 程 ,首先 对 To 从 上 上,_| 开始 
逆向 操作 n -1 次 ,于 是 得 到 状态 本 |, 即 Lo = 1, 其 余 n 一 1 个 数 全 是 
+ 1 的 状态 .接着 对 芽 | 从 Lo 开始 逆向 操作 (2* -1)n 次 ,得 到 的 结果 是 
Lo, ,L211 都 是 一 1, 而 Lx =+1. 再 对 Lo,L2zt 各 逆 问 操作 一 次 ， 
前 者 不 变 而 后 者 变 为 - 1, 从 而 又 得 到 To, 共 操作 的 次 数 是 (n 一 1) + 
(2* 一 1)n+2=(n 一 1)n +1. 反 过 来 操作 次 数 当 然 也 是 一 样 , 这 就 完 
成 了 (ii) 的 证 明 . 

8-161 ”在 一 个 无 限 大 的 方 格 棋盘 上 划 定 一 个 n x n 的 正方 形 并 
在 其 中 每 个 方 格 中 放 一 枚 棋子 , 共 放 n” 枚 棋子 . 允许 进行 如 下 操作 :如 
果 横 向 或 纵向 的 连续 3 个 方 格 中 的 前 两 格 中 有 棋子 而 第 3 格 空 着 , 则 可 
将 第 1 格 中 的 棋子 跳 过 第 2 格 落 到 第 3 格 , 并 将 第 2 格 中 的 棋子 拿 掉 . 问 
对 于 怎样 的 ” ,可 以 经 过 若干 次 操作 而 使 械 盘 上 只 剩 下 1 枚 棋子 . 

(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 】 此 题 与 7. 13 题 基本 一 致 .解法 可 参看 7. 13 题 的 解法 . 

8.162 甲乙 二 人 玩 如 下 的 游戏 : 甲 从 集合 11,2,3,4} 中 任 取 一 个 
数 , 乙 问 甲 问 一 连 串 的 问题 ,其 中 每 个 问题 都 是 下 述 类 型 “你 所 选取 的 
数 在 不 在 某 个 子 集中 ?" 甲 只 能 回答 在 或 不 在 ,而 且 A 至 多 只 能 说 一 次 





党 苛 本 窟 第 





谎 . 求 证 
(1) 乙 只 须 共 提 5 个 问题 ,在 得 到 A 的 回答 后 , 便 能 断定 甲 所 选 定 
的 那个 元 素 ; 


(2) 为 了 总 能 断定 A 所 选 定 的 数 , 乙 只 提 4 个 问题 是 不 够 的 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 乙 只 须 向 甲 提 下 列 $ 个 问题 : 

(你 所 选 的 元 素 在 不 在 子 集 11,2} 中 ? 

(ii 你 所 选 的 元 素 在 不 在 子 集 11,2} 中 ? 

(iii) 你 所 选 的 元 素 在 不 在 子 集 11,3# 中 ? 

(iv) 你 所 选 的 元 素 在 不 在 子 集 |1,31 中 ? 

(v) 你 所 选 的 元 素 在 不 在 子 集 {11,41 中 ? 
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便 可 断定 甲 所 选 定 的 数 . 为 此 ,我 们 将 甲 的 所 有 不 同 ”区 园林 一 癌 | 
回答 列表 于 右 ,其 中 对 号 ^/" 表 示 回 答 在 ,空格 表示 “ 岗 | 1 2314s 
中 回答 不 在 , 详 答 题 号 0 表示 5 个 答案 都 是 真 的 ， 表 | | 
2| 。 示 第 ; 题 的 管 案 是 谎话 . 易 见 , 表 中 所 列 出 的 甲 的 24 | 由 
组 答案 互 不 相同 ,所 以 乙 可 凭 甲 的 答案 而 确定 甲 所 | [3v Mv 
流 的 数 vv 
SM 
如 果 乙 只 提 4 个 问题 ,由 于 每 个 问题 的 答案 只 门人] 
有 “在 "和 “不 在 "丙种 ,对 4 个 问题 的 所 有 不 同 的 答 | | 站 才 4 十 二 
案 只 有 16 种 . 另 一 方面 , 当 甲 选 定数 i 时 , 甲 对 4 个 | 23 
问题 的 答案 共有 5 种 不 同 (不 说 谎 以 及 分 别 在 第 1，| | 小 二 
2,3,4 题 的 回答 是 谎话 ),z= 1,2,3,4, 所 以 甲 对 乙 | [|0l | [ww 
的 4 个 问题 的 回答 共有 20 种 可 能 的 答案 . 由 抽 居 原 | 站 人 M1- 
理 知 其 中 必 有 两 种 答案 是 完全 相同 的 ,但 它们 对 应 |3 引 下 
于 不 同 的 选 数 ,从 而 乙 在 这 时 无 法 断定 甲 所 选 定 的 “| 几 F 论 二 
5 | Mv 
数 . OTT My 
8.163 给 定 4 个 全 等 的 直角 三 角形 纸 片 并 多 | | 直 全 才 十 访 

并 , 秆 全 A 1 > 一 和 色 形 14 
泊 进 行 如 下 的 操作 :每 次 可 以 选择 一 个 直角 三 角形 “|4|3| | 

将 福 没 入 |: 个 一 鱼 形 求 ; 4 

并 将 它 沿 斜 边 上 的 高 剪 开 成 两 个 直角 三 角形 .求证 | | 


无 论 经 过 多 少 次 操作 ,在 所 得 到 的 三 角形 中 总 有 两 
个 全 等 . 
(第 58 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 则 存在 4 个 全 等 的 直角 三 角形 纸 片 ,经 过 有 限 次 操 
作 后 可 使 所 得 到 的 直角 三 角形 互 不 全 等 . 

设 这 样 的 有 限 次 操作 的 最 少 次 数 为 n ,并 考察 达到 ”次 的 一 组 4 
个 全 等 的 直角 三 角形 ,显然 ,操作 n 次 可 以 使 所 得 的 直角 三 角形 互 不 
全 等 与 先前 哪个 二 角形 ,后 前 哪个 三 角形 的 操作 顺序 无 关 . 

既然 开始 时 是 4 个 全 等 的 直角 三 角形 ,所 以 必然 有 3 个 要 沿 斜 边 
上 的 高 剪 开 .不 妨 设 开 头 的 3 次 操作 就 是 剪 开 这 3 个 三 角形 .于 是 得 到 
6 个 三 角形 可 以 分 成 两 组 ,每 组 3 个 三 角形 彼此 全 等 .这 样 一 来 ,每 组 3 
个 全 等 三 角形 中 又 都 至 少 剪 开 两 个 .不 妨 设 第 4 至 7 次 操作 就 是 前 开 
这 4 个 三 角形 .注意 ,所 得 到 的 8 个 三 角形 中 有 4 个 全 等 . 按 假设 ,从 这 
4 个 全 等 的 直角 三 角形 出 发 ,只 要 再 操作 ”- 7 次 就 可 以 得 到 互 不 全 等 
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的 三 角形 ,此 与 n 的 最 小 性 矛盾 .这 就 表明 无 论 经 过 多 少 次 操作 ,总 有 
两 个 三 角形 全 等 . 

8 164 ” 设 有 3 堆 石 块 , 甲 每 次 从 其 中 一 堆 中 搬出 1 抉 放 和 人 男 一 
堆 , 甲 每 搬 动 一 次 都 可 从 乙 处 得 到 报酬 ,其 钱 数 等 于 他 所 放 入 的 堆 中 的 
石 块 数 与 所 搬出 的 堆 中 其 他 石 块 数 之 差 . 如 果 该 差 数 是 负 值 , 则 甲 应 退 
还 这 一 数目 的 钱 给 乙 ( 如 果 甲 无 钱 可 退 , 则 可 暂 欠 ). 经 过 若干 次 搬 动 
后 ,所 有 石 块 都 位 于 自己 原来 所 在 的 堆 中 , 求 这 时 甲 所 可 能 挣 到 的 钱 的 
最 大 值 . | 
(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 甲 所 能 挣 到 的 钱 数 的 惟一 值 就 是 0, 当然 最 大 值 也 是 0. 

假定 我 们 在 每 一 堆 石 块 中 ,都 用 线段 将 石 块 两 两 相连 结 . 甲 在 搬 动 
石 块 时 ,首先 要 解 开 该 石 块 与 堆 中 所 有 其 他 石 块 所 连 的 那些 线段 (这 些 
线段 的 一 头 仍 挫 在 该 石 块 上 ,只 解 开 挫 在 其 他 石 块 上 的 那 一 端 ) ,然后 
将 石 块 连同 这 些 线段 一 起 搬 到 另 一 堆 中 ,并 用 带 来 的 这 些 线段 与 新 堆 
中 的 石 块 一 一 连结 .这 时 ,如 果 还 剩 有 线段 无 石 块 可 连结 , 则 表明 该 石 
块 原 在 堆 中 的 石 块 数 多 于 新 堆 的 石 块 数 .于 是 甲 可 从 这 一 石 块 上 取 下 
多 余 的 线段 ,并 按 取 下 的 线段 条 数 向 乙 领 钱 . 如 果 该 石 块 上 带 来 的 线段 
不 够 用 , 则 表明 原 堆 中 的 石 块 数 少 于 搬 到 的 新 堆 . 于 是 甲 便 向 乙 索 取 尚 
大 的 线段 ,以便 将 该 石 块 与 新 堆 中 的 每 一 石 块 都 相连 结 ,并 按 所 索取 的 
线段 条 数 阿 乙 付 钱 (或 者 暂 欠 ). 显然, 所 述 的 规则 与 原 题 -一 致 

这 样 一 来 , 易 知 , 我 们 在 各 堆 中 所 连结 的 线段 的 总 条 数 与 甲 从 乙 处 
得 到 的 钱 数 之 和 在 搬 动 右 块 的 过 程 中 保持 不 变 . 既然 在 搬 动 若干 次 后 
所 有 石 块 的 分 布 与 开始 时 一 样 , 甲 所 得 到 的 钱 数 也 和 未 搬 动 前 一 样 , 当 
然 是 0. 

8.165 一 染 旋 转 木 马上 共有 个 座位 ,男孩 A 共 转 了 nn 场 .在 每 
转 完 一 场 之 后 ,他 就 从 原来 的 座位 上 起 来 , 沿 顺 时 针 方 向 转移 到 另 一 个 
座位 上 ,但 任何 一 次 转移 他 都 没有 走 足 整 个 圆周 .将 男孩 A 在 一 次 转 
移 中 所 经 过 的 座位 的 数目 (包括 他 原 坐 着 的 那个 座位 ) 称 为 该 次 转移 的 
长 度 .假设 他 的 n 一 1 次 转移 的 长 度 互 不 相同 , 求 能 使 A 在 场 旋 转 中 
坐 遍 7 个 座位 的 2 的 所 有 可 能 值 . 

(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[ 解 ] (1) 当 为 奇数 时 ,n -| 次 转移 的 长 度 之 和 为 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 酝 虹 | 6s5 






迁 芒 业 汽 第 








号 深 


142+.…+ (nn 一 1)= 方 n(n 一 1)， © 


这 是 x 的 倍数 .从 而 表明 第 n 次 旋转 时 坐 的 位 置 与 第 1 次 相同 .这 就 
是 说 w 个 座位 中 至 少 有 1 个 座位 没有 坐 过 .可 见 ,奇数 ”都 不 满足 要 
求 . 
(2) 当 为 偶数 时 ,名 式 表 示 的 w -1 次 转移 的 长 度 之 和 不 再 是 7 
的 倍数 ,因而 (1) 中 的 问题 不 再 存在 .这 时 ,A 的 nn 一 1 次 转移 长 度 可 以 
按 下 述 方式 来 取 : 
当 n=4k+2 时 ,依次 取 为 
l,n~—2,3,n—4,.…,2k+1,2k,2k+3,2k -2,.…,n—3,2,n—1. 
容易 算出 ,上 面 数 列 前 mz 项 之 和 模 n 的 值 依次 为 
l,n—1,2,n—2,.……,k+1l,n—(k+1),k+2,n-(k+2),.…,2k, 
n~2k,2kt+1. 
这 恰好 表明 n ~ 1 次 转移 所 座 的 n 一 1 个 座位 加 上 开始 时 的 座位 共 > 
个 座位 互 不 相同 . 
当 n=4k 时 ,依次 取 为 . 
1,n— 2,3,n 4,.…,2k—1,2k,2k+1,2k—2,.…,n—3,2,n~—1. 
类 似 地 可 以 验证 这 种 取 法 满足 题 中 要 求 . 
综 上 可 知 ,所 求 的 z 的 所 有 可 能 值 就 是 所 有 偶数 ， 
8-166 设 m,n,kEN, 有 4 个 酒杯 ,容量 分 别 为 m,n,k 和 wm + 
n+ 上 k 升 .允许 进行 如 下 操作 :将 一 个 杯 中 的 酒 全 部 倒 人 另 一 杯 中 或 者 
将 另 一 杯 中 倒 满 酒 为 止 .开始 时 ,大 杯 中 装 满 酒 而 另 3 个 杯子 却 空 着 . 
问 为 使 对 任何 sE N,s<< m+ n+ 上, 都 可 经 过 若干 次 操作 ,使 得 某 个 杯 
子 中 怡 有 s 升 酒 的 关于 m,n ,k 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 所 求 的 充分 必要 条 件 是 (m,n,k)=1. 
必要 性 . 帮 (m,n,k)=h>1, 则 无 论 怎 样 操作 ,每 个 杯 中 的 酒量 都 
是 有 的 整数 倍 , 从 而 无 论 怎样 操作 都 不 会 出 现 某 杯 中 有 1 升 酒 的 情 
形 , 矛 盾 . 必 要 性 成 立 . 
充分 性 . 因 (m ,n,k)=1, 故 存在 整数 a ,5,c ,使 得 
am+ bnt+ck=1. Gk) 
不 妨 设 a>0,65<0,c<0. 现 在 按 如 下 原则 进行 操作 :首先 将 m 杯 倒 满 
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酒 ,接着 将 m 杯 中 的 酒 倒 人 nn 杯 中 , 若 天 人 2 , 则 倒 满 杯 为 止 ; 若 m 
<7, 则 都 倒 人 2 杯 为 止 , 然 后 再 从 大 杯 中 倒 满 mm 杯 ,再 从 m 杯 倒 人 7 
杯 中 ,这样 下 去 ,直到 倒 满 z 杯 为 止 .然后 将 n 杯 中 的 酒 倒 回 大 杯 中 . 
接着 再 将 m 杯 尚 存 的 酒 倒 人 nn 杯 中 ,每 当 mx 杯 空 了 时 ,就 用 大 杯 中 的 
酒 倒 满 ;每 当 nx 标 中 倒 满 酒 时 ,就 又 倒 回 大 杯 中 ,直到 ” 标 中 的 酒 倒 回 
大 杯 5 次 为 止 .然后 nm 杯 依然 ,但 用 有 杯 人 代替 nn 杯 继续 进行 操作 ,直到 
& 杯 中 的 酒 倒 回 大 杯 c 次 为 止 .由 的 式 易 知 ,这 时 mm 杯 中 恰 有 1 升 酒 . 

将 mx 杯 中 的 1 升 酒 倒 人 上 杯 中 ,然后 重复 上 述 的 全 过 程 ,最 后 即 
可 在 m 杯 中 得 到 恰 有 2 升 酒 的 情形 . 依 此 类 推 , 即 可 依次 在 m 杯 中 得 
到 1,2,3,…,m 升 酒 的 情形 . 

奉 nm, 则 只 要 将 上 述 的 j 升 酒 倒 人 nn 杯 , 然 后 再 倒 人 mz 升 , 即 
可 依次 得 到 mm + 1, wz +2,…,n 升 酒 的 情形 , 故 不 妨 设 区 w 宇 nn 之 上 . 

将 上 面 得 到 的 j(0<j < 7 ) 升 酒 倒 入 n 杯 ,并 将 上 杯 装 满 酒 ,wm 杯 
空 着 ,这 时 大 杯 中 有 酒 +n 一 了 , 即 可 分 别 得 到 pw 十 1,m ++2,… ,p+ 
n 升 .只 要 再 把 杯 中 的 酒 倒 回 大 标 中 , 则 大 杯 中 的 酒量 可 依次 为 六 
十 是 ,7 十 下 十 1 一 ,mm 十 nn 十 让. 这 就 完成 了 充分 性 的 证 明 . 

8.167 甲乙 二 人 借助 前 100 个 自然 数 玩 一 种 游戏 : 甲 先 把 这 100 
个 数 按 某 种 顺序 写成 一 个 数列 且 不 让 乙 看 到 .然后 乙 每 次 可 以 写 出 这 
100 个 自然 数 中 的 50 个 数 ,请 甲 将 这 50 个 数 按 它们 在 数列 中 出 现 的 
次 序 写 出 来 . 乙 看 了 前 面 提问 的 结果 后 ,再 提 下 一 次 的 50 个 数 并 这 样 
继续 下 去 . 问 乙 最 少 要 提问 多 少 次 ,才能 保证 无 论 甲 写 的 数列 如 何 , 乙 
都 可 以 把 它 写 出 来 ? 证 明 你 的 结论 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 乙 第 1 次 提出 数组 Mi = 11,2,…,50|, 第 2 次 提出 数组 
AM2=151,52,…，,100| ,请 甲 分 别 将 MI 和 AM; 中 的 各 50 个 数 按 数列 
中 的 顺序 写 出 来 .然后 乙 把 MI 和 Af; 中 按 数列 中 顺序 在 前 的 各 25 个 
数 所 成 的 集合 记 为 Ms ,另外 的 50 个 数 所 成 的 集合 记 为 M。 ,并 于 第 3， 
4 两 次 分 别 就 M3 和 Mi 提问 ,然后 甲 给 出 答案 . 易 见 , 甲 就 Mi; 给 出 的 
答案 中 的 前 25 个 数 即 为 原 数 列 的 前 25 项 ,就 M4 给 出 的 答案 中 的 后 
25 项 即 为 原 数列 的 后 25 项 .最 后 , 乙 将 M; 答案 中 的 后 25 个 数 与 Ms 
管 案 中 的 前 25 个 数 放 在 一 起 进行 第 5 次 提问 , 甲 给 出 的 答案 恰 为 原 数 
列 的 中 间 50 项 ,这 样 就 确定 了 整个 数列 .所 以 所 需 提问 的 最 少 次 数 不 
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多 于 5 次 . 
下 面 证 明 乙 只 提问 4 次 是 不 够 的 .要 确定 甲 所 写 出 的 数列 at, a>， 
组 …, ai 的 排序 ,必须 使 每 个 相 邻 数 对 (a; ,a; 1) 在 乙 提 问 的 答案 中 至 少 
出 现 一 次 ,否则 甲 对 两 个 数列 
ai,42," ,diy dit1, ,4100, 
Ciyc2， Ait Qi, 100 
的 所 有 提问 的 回答 都 是 相同 的 ， 
让 我 们 来 证 明 ,总 存在 一 个 数列 ,使 在 乙 和 甲 之 间 问 答 4 次 之 后 仍 
然 是 无 法 确定 的 .确切 地 说 ,在 问答 两 次 之 后 ,我 们 就 可 以 构造 一 个 满 
足 两 次 答案 条 件 的 数列 ,使 得 再 经 两 次 问答 是 无 法 确定 的 . 
设 第 1 次 50 个 数 的 排序 情况 是 
k1,R2,"*" ,kso. 中 
设 乙 第 2 次 提出 的 50 个 数 中 有 xm 个 数 在 中 中 出 现 过 .于 是 甲 可 在 给 
出 的 答案 
k'1,k 2 50. 
中 使 重复 出 现 的 mx 个 数 的 号 码 与 中 中 分 别 相 同 .然后 按 如 下 原则 来 梅 
造 数列 : 
(1)RR iiEjia 1 471 ,i=1,2,.,50; 
(2) 每 个 相 邻 四 数组 fa4;-3,a4;-2,a4;-1,44i| 中 ,3 个 相 邻 数 对 在 
和 人 @ 中 均 不 是 相 邻 的 . 
注意 ,只 入 中 的 每 两 个 相应 的 相 邻 数组 的 关系 有 以 下 4 种 可 能 : 
(Dhezm -1=k 2m-1, Rk2m = R 2m; 
(1) R21 = 2 1, RoR 3; 
(iii)R2m 1k 2m -1 k2m = 2m 
(iv) kz 1 ER 311, ko, ER »,,. 
针对 4 种 不 同情 况 ,我 们 分 别 按 如 下 方式 来 构造 新 数列 的 第 m 个 相 邻 
四 数组 (a4, -3 4m -29 4m- 1 04m): 
(DR2y 1, * ,k2n, * ); 
(I) (ky 1, ¥ ,ko sk 2 ); 
(CD) (R21sk 2m -1 * sk 2m); 
(iv) (kz 1k 2m- 1 R2m sk 2m), 
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其 中 * 号 表示 在 信和 信 中 都 未 出 现 的 数 .显然 ,这 种 数 的 个 数 恰好 
和 在 以 和 仿 中 重复 出 现 的 数 的 个 数 同 样 多 . 
如 果 想 对 这 个 构造 出 的 数列 再 进行 两 次 问答 就 确定 下 来 , 则 每 组 
的 3 个 相 邻 数 对 都 至 少 在 两 次 答案 的 排序 中 出 现 一 次 .也 就 是 每 组 的 
4 个 数 都 必须 至 少 在 两 次 提问 之 一 中 出 现 . 但 50 不 是 4 的 倍数 , 故 上 
述 要 求 是 无 法 实现 的 . 
综 上 可 知 ,为 了 保证 无 论 甲 所 写 的 数列 如 何 , 乙 都 可 以 确定 出 来 ， 
乙 和 有 甲 之 间 最 少 要 问答 5 次 . 
8.168 设 4=11,2,…,171. 对 于 映射 F:A->A, 记 
FDCz)= rz ArD(z)= FFDOzr)) ,REN 
设 从 A 到 A 的 一 一 映射 了 满足 条 件 : 存 在 自然 数 M ,使 得 
(1) 当 关 < MI 过 ; 委 16 时 ,有 
FEt+1) 一 天 四 (站 天 土 1(mod 17)， 
FD) f(T7) 关 +1(mod 17): 
(2) 当 1<i 和 16 时 ,有 
FI+1)- ANOG)=1 或 -10mnod 17)， 
AM- FI7) 王 1 或 -10mnod 17). 
试 对 满足 上 述 条 件 的 一 切 f, 求 所 对 应 的 M 的 最 大 可 能 值 ,并 证 明 你 
的 结论 ， 
(第 12 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 用 正 17 边 形 的 项 点 来 依次 表示 1,2,…,17 这 17 个 数 . 数 
对 和 十 11 对 应 于 正 17 边 形 的 第 i 条 边 而 数 对 和 i,j| (i j 关 +1 
(mod 17)) 时 ,对 应 于 正 17 边 形 的 对 角 线 .于 是 条 件 (i) 是 说 当 m<M 
时 ,映射 J” 将 每 条 边 1i,i+ 1 都 映射 为 对 角 线 和 ”7(i), (i+ 
1)1. 条 件 (让) 表明 AM 第 1 次 将 每 条 边 都 映射 为 边 . 
引 理 ”集合 
{CF FED SI,2,0,17, m=1,2,… ,M1i 
中 的 所 有 元 素 互 不 相同 . 
引 理 的 证 明 ” 若 不 然 ,由 于 f 是 一 一 映射 , 故 必 有 lm < mA 
M 一 1,1 志 i,; 夸 17, 使 得 
(CF), FrD i+ DD = {Am , fr (+1))}. 
因为 
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ER fA™2 (+1)| 
= FDC (FDC "(+ 1))| 
而 且 f 为 一 一 映射 ,上 故 有 
[iitll= {fF "0), CFA” (+1)}, 
此 与 条 件 (i) 矛 盾 . 引 理 证 毕 . 

回 到 原 题 的 解 .注意 , 引 理 中 的 集合 的 元 素 互 不 相同 , 它 共 有 (M - 
1) X17 个 元 素 . 每 个 元 素 都 对 应 于 正 17 边 形 的 一 条 对 角 线 ,而 正 17 
边 形 所 有 对 角 线 的 条 数 为 C 行 一 17=7x17 条 ,所 以 有 

(M-1)x17<7x 17. 
由 此 即 得 M<8. 
男 一 方面 , 令 
f(i)=#3i(mod 17),i€E A, 
于 是 对 mEN, 有 
f+1) ~- ff (i)=I" (mod 17). 
容易 算出 , 当 nn 分 别 取 值 1,2,3,4,… 时 ,3” 模 17 的 值 依次 为 
3,9,10,13,5,15,11,—1. 


可 见 , 对 此 有 M=8. 故 知 所 求 的 M 的 最 大 值 为 18. 


8*169 ”在 一 块 无 限 大 的 国际 象棋 棋盘 上 有 一 只 (p,g) 马 . 它 每 跳 
一 步 , 可 治水 平方 向 走 9 个 方 格 , 同 时 沿 竖 直 方向 走 p 个 方 格 ,也 可 以 
沿 水 平方 向 走 p 个 方 格 ,同时 沿 竖 直方 向 走 g 个 方 格 . 求 所 有 正 整 数 
对 (p,q), 使 得 这 只 (p,qg) 马 从 任何 一 格 出 发 ,都 可 以 在 跳 若 干 步 后 到 
达 棋 盘 上 的 任何 另 一 方 格 中 . 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 设 这 块 棋盘 是 黑白 相间 地 染色 的 ,注意 ,如 果 p 和 g 是 奇偶 
性 不 同 的 一 对 正 整 数 ,那么 这 只 马 每 跳 一 步 前 后 ,所 在 的 方 格 异 色 ; 如 
果 p 和 4g 的 奇偶 性 相同 ,那么 这 只 马 每 跳 一 步 前 后 ,所 在 的 方 格 都 同 
色 . 可 见 , 为 使 这 只 马 从 任何 一 格 出 发 ,都 可 以 跳 若 干 步 后 到 达 这 块 棋 
盘 的 任何 另 一 个 方 格 , 户 + 9 必 为 奇数 , 即 正 整 数 p 与 g 奇偶 性 不 同 . 

设 p 和 g 是 奇偶 性 不 同 的 一 对 正 整数 . 在 这 块 棋盘 上 引 和 人 直角 坐 


” 标 系 ,使 所 有 方 格 的 中 心 恰 为 坐标 平面 上 的 全 部 整 点 , 且 这 只 马 所 在 的 


方 格 的 中 心 为 原点 .以 下 我 们 就 用 方 格 中 心 的 坐标 来 代表 方 格 .这 样 一 
来 ,这 只 马 无 论 跳 了 多 少 步 , 它 所 到 达 的 方 格 的 坐标 点 是 p 与 g 的 线 
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性 组 合 , 即 两 个 坐标 都 是 kp + hg 型 的 ,其 中 ,hEZ. 如 果 (p,g) 一 ad 
>1, 那 么 马 所 到 达 的 方 格 (x ,y) 的 两 个 坐标 x 和 y 也 都 是 4 的 倍数 . 
从 而 知 马 不 可 能 跳 到 任何 另 一 方 格 . 所 以 为 使 这 只 马 能 跳 到 任何 另 一 
方 格 , 必 须 有 (p,q)=1, 即 p 和 g 互 质 . 
综 上 可 知 , 为 满足 题 中 要 求 , 正 整数 对 (p,q) 应 满足 下 列 两 个 必要 
条 件 : 
(i) 户 +d 为 奇数 ; 
(ii)p 与 g 互 质 . 
下 面 我 们 将 证 明 , 这 两 个 条 件 还 是 充分 的 . 
从 与 的 跳 法 可 知 , 这 只 马 从 方 格 (z,y) 出 发 ,可 以 跳 到 方 格 ( 工 圭 
2p,y),(rt2qg,y),(rx,y+2p) 和 (x ,y+2g). 例 如 
(x,yY)—(r+p,y+g)—(x+2p,y), 
(rz, (rtq,yt+p)—(r,y+2p), 
(z,y) 一 ~(z 土 六 ,y 寺 g)- 一 (z,y 土 2g)， 
人 一 步 到 达 箭 头 所 指 的 方 格 .由 此 可 知 ， 
只 马 从 方 格 (z,y) 出 发 ,可 以 到 达 任 何方 格 






尘 注 车 北 


(z+2kp+2hg,yt+2np+2mg),k,h,n,mEZ, QD 
因为 (p,q)=1, 故 存在 u,vE€2Z, 使 得 : 
up+ v=1. 
于 是 有 
2up + 2vg = 2. 


由 只 各 可 知 ,对 任何 ,hEZ, 马 从 方 格 (x,y) 出 发 ,都 可 以 到 达 方 格 
(x+2k,yt2h). 

又 因 pp 与 g 奇偶 性 不 同 ,不 妨 设 p 为 奇数 而 g 为 偶数 . 这样, 马 从 
(0,0) 出 发 , 跳 一 步 到 达 方 格 (p,g), 因 g 为 偶数 , 故 可 经 若干 步 而 到 达 
方 格 (p,0). 由 于 p 为 奇数 , 故 又 可 经 若干 步 跳动 而 到 达 方 格 (1,0), 即 
到 达 始 发 方 格 的 相 邻 方 格 .从 而 可 以 到 达 任 何 一 个 指定 方 格 .这 就 证 明 
了 满足 题 中 要 求 的 所 有 数 对 (p,g) 即 为 具有 不 同 奇偶 性 且 互 质 的 所 有 
正 整数 对 . 

8.170 在 坐标 平面 上 有 4 枚 棋子 ,它们 的 中 心 都 位 于 整 点 .每 枚 
棋子 都 可 按 以 另外 任意 两 枚 棋子 的 中 心 分 别 为 起 点 和 终点 的 向 量 移 
动 .求证 任何 两 枚 棋子 都 可 以 按 这 种 规则 走 棋 若干 步 之 后 重 释 在 -~ 
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(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[证 ] 先 证 如 下 的 引 理 : 

引 理 ”如 果 3 枚 棋子 位 于 平行 于 一 条 坐标 轴 的 同一 直线 的 整 点 
上 , 则 其 中 任何 两 榴 棋子 都 可 经 走 棋 若干 步 后 重 蕉 . 

引 理 的 证 明 ” 设 棋 子 A,B,C 中 A 与 B 之 间 的 距离 为 3 对 棋子 间 
距离 的 最 小 值 .不 妨 设 B 在 A 与 C 之 间 . 将 模子 C 按 向 量 BA 移 动 若干 
次 ,直到 将 C 移动 到 线段 AB 上 为 止 .这 时 3 对 棋子 间 的 距离 的 最 小 值 
将 变 小 .由 于 位 于 同一 条 直线 上 的 两 个 整 点 间 的 距离 是 整数 ,所 以 经 若 
干 次 这 样 的 变 小 之 后 ,这 个 最 小 值 将 变 为 0. 这 表明 3 枚 棋子 中 己 有 两 
枚 重合 .如 果 是 指定 的 两 枚 已 经 重 全 ,证明 就 完成 了 .否则 ,可 以 再 走 一 
步 , 将 重合 的 两 枚 棋子 中 指定 的 一 枚 走 到 男 一 枚 指定 的 棋子 上 , 引 理 证 
TE. 

回 到 原 题 的 证 明 . 将 所 有 棋子 都 投影 到 x 轴 上 并 把 投影 看 作 棋 
子 .于 是 当 棋 子 按 某 个 向 量 移动 时 ,其 投影 也 就 按 该 向 量 的 投影 移 
动 . 

选 定 两 个 投影 ,并 将 其 余 两 个 投影 之 一 作为 第 3 个 投影 .于 是 由 引 
理 知 可 走 棋 若干 步 后 使 两 个 投影 重合 .然后 将 重合 的 两 个 投影 看 作 一 
枚 棋子 , 另 两 个 投影 看 作 两 枚 棋子 ,于 是 又 得 到 一 条 直线 整 点 上 的 3 枚 
棋子 . 大 需要 移动 代表 重 难 投影 的 棋子 时 ,可 将 原 两 枚 棋子 先 移动 其 中 
一 枚 ,再 沿 同 向 量 移动 男 一 枚 ,这 样 一 来 ,二 者 的 投影 仍然 重合 .于 是 由 
引 理 又 知 可 使 另 两 个 投影 之 一 与 已 是 重 麦 的 投影 再 重要 ,导致 3 个 投 
影 重 合 在 一 起 .这 表明 3 个 投影 所 对 应 的 3 枚 棋子 恰 在 一 条 平行 于 y 
轴 的 直线 的 3 个 整 点 上 ,再 由 引 理 知 可 经 过 若干 次 走 棋 使 指定 的 两 枚 
棋子 重合 在 一 起 . z 

8:171 人 设 ABCD 是 块 20 x 12 的 矩形 方 格 板 (AB=20). 设 r 是 
给 定 的 自然 数 , 当 且 仪 当 两 个 方 格 的 中 心 相距 /7 时 ,可 以 把 放 在 其 中 
一 个 方 格 中 的 棋子 移 到 另 一 个 方 格 中 .已 知 在 左上 顶点 A 为 一 个 顶点 
的 角 格 中 放 有 惟一 的 一 枚 棋子 .我 们 的 目标 是 经 过 一 系列 移动 ,使 棋子 
走 到 右上 顶点 B 所 在 的 角 格 中 . 

(求证 当 2j> 或 3| > 时 ,这 一 目标 无 法 实现 ; 

(让 求证 当 r=73 时 ,这 一 目标 可 以 实现 ; 
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(Gi) 当 =97 时 ,这 一 目标 能 人 耕 实 现 ? 

(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 】 用 (i,j) 表 示 第 i 行 ) 列 的 方 烙 , 于 是 方 格 (i1 ,7 ) 中 的 棋子 
可 以 走 到 方 格 (i;,j;) 中 的 条 件 是 (i 一 i2)* 十 (ji 一 六 六 = r. 

中 当 2| 7 时 ,11 一 亏 与 站 一 才 奇 偶 性 相同 .从 而 宰 一 让 与 i 一 
奇偶 性 相同 .但 1 -1 与 1- 20 的 奇偶 性 不 同 , 故 无 法 将 左上 角 方 格 中 
的 棋子 走 到 右上 角 方 格 中 . 

当 3| yr 时 ,由 条 件 知 

(71 -i2) + (1 -72) 0(mod 3). 
由 于 完全 平方 数 模 3 时 只 能 为 0 或 1, 故 必 有 
1} 一 2 三 0,) 一 70(mod 3). 
从 而 有 
11 1 三 12 ~ j2(mod 3). 
但 1-1 夭 1-20(mod 3), 所 以 也 不 能 实现 . 
(让 当 xr=73=3*+8 时 ,可 以 实现 题 中 要 求 ,具体 走 棋 方法 如 下 ， 
(1 ,1) 一 >~(4,9) 一 ~(7,17) 一 ~(10,9) 一 >(2 ,6) 
一 ~(5,14) 一 ~(8,6) 一 ~(11,14) 一 ~(3,17) 
一 >(6,9) 一 ~(9,17) 一 >(1,20)， 


八国 本 五 古本 男 硬 /本 
人 1 RD 
娄 有 3 

让 人 六 罗 汪 症 人 加 名 
Wt [| 史 针 好 昭明 人 雪 
i 


A WA Wd WY 多 图 2 
国人 DD 
明 敢 奶奶 砚 扩 关闭 啤 网 - 
ES 是/ 本 硬 ) 国 ， 
WV 
人 丁丁 丁丁 /而 丁丁 / 古 本 汪 


(iii) 当 x7=97= 人 + 凶 时 ,| 记 一 缮 | 与 | 放 一 放 | 只 能 一 个 是 9 而 
男 一 个 是 4. 将 矩形 方 格 板 涂 色 如 右 图 所 示 . 易 见 ,从 黑 格 出 发 走 一 步 ， 
只 能 走 到 另外 的 黑 格 中 而 走 不 到 和 白 格 中 ,从 而 不 可 能 由 左上 角 的 黑 格 
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走 到 右上 角 的 白 格 . 

8.172 将 有 限 多 颗 豆 子 放 在 一 排 方 格 中 ,并 假定 这 排 方 格 是 双 
向 无 穷 的 .一 个 移动 序列 按 以 下 规则 进行 :在 每 一 步 , 先 选取 一 个 至 
少 放 有 两 颗 豆 子 的 方 格 , 从 中 取出 两 颗 豆 子 ,一 颗 放 人 该 方 格 的 左 邻 
方 格 中 , 另 一 颗 放 人 该 方 格 的 右 邻 方 格 中 . 当 每 个 方 格 中 都 至 多 放 有 
1 颗 豆 子 时 ,移动 序列 终止 .求证 对 于 给 定 的 初始 状态 ,任何 一 个 满足 
规则 的 移动 序列 ,都 将 在 移动 同样 多 步 之 后 结束 ,并 且 具 有 相同 的 终 


Sr 吵 入 


(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 

[证 ] (1) 首 先 证 明 , 无 论 初始 状态 如 何 ,移动 序列 必 将 终止 . 

者 不 然 , 设 对 共有 n 颗 豆 子 的 某 个 初始 状态 存在 一 个 无 穷 移动 序 
列 . 取 初始 状态 中 有 豆子 的 方 格 中 最 左边 的 方 格 标号 为 0, 然后 向 右 依 
次 将 方 格 标号 为 1 ,2,…; 向 左 依次 将 方 格 标号 为 -1, 一 2,…. 设 第 
次 移动 前 ,有 豆子 的 方 格 中 的 最 小 标号 为 mi ,最 大 标号 为 Mi. 当 mi 
<!< Mi 时 , 夯 标 号 为 /的 方 格 中 没有 豆子 , 则 称 它 为 空格 . 设 初始 状 
态 中 ,最 长 的 连续 空格 串 的 长 度 为 上 ,上 L 宇 0, 即 共有 工 个 连续 空格 , 则 
无 论 进行 多 少 次 移动 ,最 长 的 连续 空格 串 的 长 度 都 不 超过 A = maxiL， 
1}. 

事实 上 ,如 果 上 1, 但 移动 若干 步 之 后 出 现 多 于 1 个 连续 空格 , 则 
可 考察 这 串 连续 空格 中 最 后 生成 的 那 一 个 空格 .在 这 个 方 格 变 为 空格 
的 那 步 移动 中 , 它 必然 是 将 仅 有 的 两 颗 豆 子 分 别 移 到 与 它 相 邻 的 两 个 
方 格 中 ,而 这 将 导致 它 的 左右 两 个 相 邻 方 格 都 不 是 空格 ,矛盾 .如果 上 
之 2, 但 移动 若干 步 后 出 现 多 于 上 个 连续 空格 ,也 可 以 类 似 地 导出 矛 
盾 . 所 以 ,最 长 的 连续 空格 串 的 长 度 总 是 不 超过 A. 

因此 ,对 任何 &E 和 ,总 有 

M,—- mn-1)(A+1). OO 
设 第 次 移动 前 ,标号 为 ! 的 方 格 中 有 豆子 w ,! 颗 ,定义 函数 
fl(k)= Saw ， 8g(k)= al， 

易 知 f(&)=f(k+1),k=1,2,…. 因 此 有 f(k)= FL)=C. 又 因 

pm Yau IEEM, San= Mo 
故 得 
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mE EM,. © 
n 
由 中 和 凶 可 得 


met+(n—1)(A+ D)>M,> 


7 
m>[ -0 DA+D|]; 
M -DA+D<M<SC ， 
Ms<|<-(-DCA+D|. 
这 表明 所 有 豆子 所 在 方 格 的 标号 始终 都 不 小 于 
[2 -DCA+D], 昌 都 不 三 [ +(x-D(A+1)] 









令 忆 =max|j [EG DArD] ,C+ -DArD!, 人 
于 是 有 本 本 
8(k)= > au 人 <B” 2 au<Bn. 四 

由 于 (ae+1)+(a 一 1 一 2a=2, 故 有 
g(k+1)- g(k)=2,k=1,2,.. 出 
由 地 递 推 便 得 


g(k)=2(k -1)+g(1),k=1,2,.. 
取 koEN 足够 大 ,使 得 2(k0 一 1)+g(1)>B?n, 则 得 g(&o)>>B*n, 此 
与 矛盾 . 

(2) 再 证 对 于 给 定 的 初始 状态 ,经 任何 移动 序列 后 都 具有 相同 的 终 
止 状态 . 

对 于 一 个 连续 方 格 串 ,如果 其 中 每 个 方 格 中 都 有 豆子 ,但 与 这 串 方 
格 左右 相 邻 的 两 个 方 格 中 都 没有 豆子 , 则 称 这 串 连 续 方 格 中 的 所 有 豆 
子 为 一 串 . 对 于 相继 的 两 串 豆 子 ( 两 串 豆 子 之 间 有 空格 但 是 没有 其 他 的 
豆子 ) ,如 果 移 动 若 干 步 之 后 可 使 这 两 串 中 的 各 一 些 豆子 到 达 同 一 个 方 
格 中 , 则 称 这 两 串 豆 子 是 互相 干扰 的 ,否则 就 称 这 两 串 豆子 是 互 不 干扰 
的 .这 样 一 来 ,我 们 可 以 将 初始 状态 中 的 ” 颗 豆 子 分 成 若干 串 ,进而 又 
可 分 成 若干 组 互相 干扰 的 串 ,使 不 同 组 中 的 串 互 不 干扰 .可 见 ,只 须 对 
相继 的 互相 干扰 的 串 进 行 证 明 . 对 于 这 种 情况 ,我 们 指出 ,其 终 和 小 状态 
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中 至 多 有 1 个 空 

者 不 然 , 则 可 考察 终止 状态 中 的 两 个 相继 的 空格 , 即 二 者 之 冯 不 再 
有 其 他 空格 的 两 个 空格 .由 于 这 些 串 豆子 是 互相 干扰 的 ,所 以 任何 一 个 
空格 都 不 能 是 始终 不 变 的 . 换 句 话说 ,终止 状态 中 的 空格 都 是 在 移动 到 
某 一 步 时 形成 的 . 如果 两 个 空格 不 相 邻 , 则 考察 其 中 较 后 生成 的 一 个 ， 
不 妨 设 为 右边 的 一 个 空格 . 它 只 能 是 将 其 中 仅 有 的 两 颗 豆 子 取 出 ,分别 
放 在 与 它 相 邻 的 两 个 方 格 中 , 且 移 动 后 此 方 格 左边 邻 格 中 只 有 1 晒 豆 
子 . 只 有 这 样 才 能 保证 此 方 格 在 终止 状态 中 是 空格 . 因此 左 邻 方 格 在 这 
步 移动 之 前 是 空格 .这 导致 两 个 相继 方 格 彼此 之 间 靠 近 了 1 个 方 格 . 重 
复 上 面 的 过 程 ,可 以 使 这 两 个 空格 变 为 相 邻 方 格 . 再 考察 在 这 之 前 的 移 
动 , 易 知 这 两 个 相 邻 空格 不 能 再 参与 移动 .而 这 意味 着 这 两 个 相 邻 空格 
将 这 组 豆子 串 分 成 互 不 干扰 的 串 ,矛盾 . 

由 上 述 论证 知 ,可 以 假定 初始 状态 中 的 所 有 豆子 只 是 一 组 互相 干 
扰 的 豆子 串 ,因此 它 的 终止 状态 中 至 多 有 1 个 空格 . 

考察 下 列 的 和 式 序 列 : 

0+1+2+……+(7 一 2)+(7 一 1)， 

0+1+2+… 十 (7 一 2) 十 了， 

0+1+2+… 十 (7 一 3)+(7 一 1) 十 玫 ， 

0+2+3+.…+n， 

1 二 + 2 十 十，… 十 n, 

1+2+.…+(n-1)+ (n+1), 
易 知 每 个 整数 恰好 在 和 式 序列 的 结果 中 出 现 1 次 ,由 上 面 讨论 可 知 , 终 
止 状态 中 有 豆子 的 方 格 的 标号 必 为 和 式 序列 中 某 一 和 式 中 的 各 项 . 因 
靖 数 几 E) 王 C 取 定 值 ,而 和 式 序列 中 结果 等 于 C 的 和 式 是 惟一 确定 
的 ,所 以 终止 状态 也 是 惟一 确定 的 . 

(3) 最 后 证 明 , 对 于 给 定 的 初始 状态 ,任何 移动 序列 都 将 在 移动 同 
样 多 步 之 后 终止 . 

因为 对 于 给 定 的 初始 状态 ,终止 状态 惟一 确定 ,从 而 与 初始 状态 和 
终止 状态 相对 应 的 函数 g 的 值 也 惟一 确定 .由 图 知 
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gf(R+T1)-g(R&)=2, 即 每 步 移动 都 导致 相应 的 g 值 增 加 2. 所 以 终止 
状态 的 g 值 与 初始 状态 的 g 值 之 差 除 以 2 的 运算 结果 就 是 移动 的 步 
数 , 它 也 是 惟一 确定 的 ,这 就 表明 任何 移动 序列 移动 的 步 数 都 是 同样 多 
的 . 





选 甘 杂 访 水 
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Mk 吵 深 


第 九 蔓 染色 问题 


9.1 将 数 轴 上 每 一 个 坐标 为 整数 的 点 ,都 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 . 试 
证 至 少 有 一 种 颜色 具有 如 下 的 性 质 : 对 每 个 自然 数 & ,都 能 找到 无 穷 多 
个 涂 有 这 种 颜色 的 点 ,它们 的 坐标 都 能 被 & 整除 . 

(第 40 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1977 年 》 

[证 ] 若 不 然 , 则 红 蓝 两 色 都 不 具有 所 论 的 性 质 , 即 存在 自然 数 
上 1 和 &2 ,使 得 红 点 中 只 有 有 限 多 个 点 的 坐标 是 Ai 的 倍数 , 蓝 点 中 只 有 
有 限 多 个 点 的 坐标 是 &: 的 倍数 . 这样 -来 ,所 有 整数 中 只 有 有 限 多 个 
是 Ai &A2z 的 倍数 ,此 不 可 能 .由 此 可 知 ,两 种 颜色 中 ,至少 有 一 种 颜色 具 
有 题 中 所 要 求 的 性 质 . 

9.2 ” 试 证 可 以 将 11,2,…,19861| 中 的 每 个 数 都 染 上 两 种 颜色 之 
一 ,使 得 不 存在 含有 18 项 的 单 色 等 差 数 列 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 设 所 有 由 S = 11,2,…,1986| 中 的 18 个 数 构 成 的 等 差 数 

列 的 集合 为 M. 对 于 任意 的 a € M. 设 其 首 项 为 a, 公差 为 d, 于 是 有 1 


<<a 过 1969, 且 1 之 d 过 | 一 4 |. 对 于 每 个 S34 之 1969, 当 4a 

取 |1,2,…, | 236 一 4 | | 中 的 1 个 值 时 , 便 可 得 到 1 个 以 a 为首 项 ,4d 

为 公差 的 等 差 数 列 a € M. 因此,M 中 首 项 为 a 的 等 差 数 列 的 个 数 为 
1986 — a ; 

| Bou 
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< 二 (1986 x 1969 - 985 x 1969) < 116000. 


对 于 每 个 a € M,S 中 除 出 现在 a 中 的 18 个 数 之 外 还 有 1968 个 
数 , 每 个 数 都 有 两 种 可 能 的 涂 色 方式 ,因而 使 x 为 单 色 等 差 数列 的 不 同 
涂 色 法 共有 2” 种 .由 于 M 中 共有 | M1 < 116000 个 18 项 的 等 差 数 
列 , 从 而 至 少 有 1 个 单 色 的 18 项 等 差 数 列 的 所 有 不 同 涂 色 法 的 总 数 不 
超过 

| M | 21%8 < 116000 x 21% < 21%86, 

为 一 方面 ,用 两 种 颜色 给 S 中 的 数 涂 色 的 所 有 不 同 涂 色 法 的 总 数 
为 2586 ,所 以 至 少 有 1 种 涂 色 法 ,使 得 二 染色 的 S 中 不 存在 单 色 的 18 项 
的 等 差 数 列 . 

9.3 ” 试 证 可 以 用 4 种 不 同 颜色 为 数 集 M = 11,2,…,19871 中 的 
每 个 数 都 涂 上 一 种 颜色 ,使 得 M 中 任何 一 个 成 等 差 数 列 的 10 元 子 集 
中 的 10 个 数 的 涂 色 都 不 全 相同 . 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1987 年 ) 

[证 ] 首先 ,我 们 来 计算 M 中 包含 的 10 项 等 差 数 列 的 个 数 . 公差 
为 1 的 等 差 数 列 共 有 1978 个 ;公差 为 2 的 等 差 数 列 共 有 1969 个 ;公差 为 
3 的 等 差 数 列 共有 1960 个 ;… ;公差 为 220 的 等 差 数 列 共 有 7 个 . 故 [0 
项 的 等 差 数列 的 总 数 为 

1978 + 1969 + 1960 + … +7 = 218350. 

因而 ,有 同色 的 10 项 等 差 数 列 的 染色 法 的 种 数 不 多 于 n = 218350 x 4 
x4” < 4137 .而 所 有 不 同 的 染色 法 的 总 数 恰 为 437, 故 知 必 有 一 种 染 
色 法 满足 题 中 要 求 . 

9.:4 设 n 与 是 互 泰 的 两 个 正 整数 日 k < nn. 将 集合 M = 11,2， 
…,n 一 11 中 每 个 数 都 染 上 红 蓝 两 色 之 一 ,染色 法 如 下 . 

(1) 对 M 中 每 个 i, 使 ; 和 nn -i 同色 ; 

(2) 对 M 中 每 个 i,i 隆 训 , 使 ;和 | 一 i| 同色 .求证 M 中 所 有 数 
必 为 同色 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 1] 题 中 给 出 了 M 中 n 一 1 个 正 整 数 的 染色 ,我 们 把 它 视 为 局 
部 染色 ,现在 设法 将 它 推广 到 整体 , 即 按 同 样 的 原则 将 所 有 整数 染色 ， 
具体 方法 如 下 : 
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(i)0 与 同色; 

(i) 对 任意 整数 ; ,存在 整数 a(;) 和 非 负 整数 ~(7 ) < ,使 得 ; = 
2 .dj) 十 r(j)). 邻 j 与 7r() 同色 . 

由 于 nn 一 j= nn 一 nq(7)) 一 70) = 一 ng(j)+[n 一 7r(j), 故 由 (2)， 
(i) 和 (1) 有 nj 一 nn 一 r(j) 一 r(j) 一 j, 其 中 4a 一 上 5 表示 a 与 5b 同 
色 . 又 因 一 7 一 nn-(-])= n+]j)~Jj, |j—-k|= 
| ng(j) + r(j) 一 到 | ,所 以 

(jk|~ |rG)-k|~r()~j. 

由 此 可 见 , (nn 一 1)k,(n 一 2)k,…,2k,k 都 同色 .从 而 由 (ii 又 知 ， 
rk),r(2k),…,r((n 一 1)k) 同色 . 因为 (k,n) = 1, 故 有 M = 
jrCk),r(2k),…,r((n 一 1)k)|, 从 而 M 中 所 有 数 都 同色 . 

[证 2] 当 &4 与 6 同色 时 , 记 为 a 一 .我们 用 数学 归纳 法 来 证 明 : 
对 任何 a E M,a > 1, 都 有 6 < 4a, 使 得 6 ~ 4a. 由 此 可 见 , 所 有 a > 1 
都 与 1 同色 ,当然 导致 M 中 所 有 数 都 同色 了 . 

当 nn = 2 时 ,命题 显然 成 立 . 设 对 所 有 ”< m ,命题 都 成 立 . 往 证 当 
n 二 m 时 ,命题 也 成 立 . 

者 & = 1, 则 对 任何 1 < EM, 由 (2) 有 au 一 a -1. 

奋 & >1, 因 (2,&) = 1, 故 存在 正 整 数 g 和 r;0< -< ,使 得 > 


3 吵 浴 





= gk+i+r. 

对 于 a 汪 > 有 ,由 (2) 有 a 一 a-k<a. 

对 于 a = 上 ,由 (1) 和 (2) 有 a~n-a=(g-1D)ktr~~r 
<k=a. 


对 于 a < 上 ,当然 有 a € M = 11,2,…,k 一 11. 这 时 我 们 考虑 用 
AM 代 蔡 MM, 以 上 代替 ,以 rv 代替 4 的 新 问题 .这 时 ,由 (2) 知 a 一 上 一 
a , 即 新 问题 满足 相应 的 条 件 (1); 由 (1) 和 (2) 又 知 a 一 n-a= gk+ 
一 4 一 | 7 一 a | , 即 新 闻 题 满足 相应 的 条 件 (2). 又 有 (n,k) = 1 推 得 
(k&,r) = 1. 从 而 由 归纳 假设 知 存在 5 < a ,使 得 5 ~ a. 这 就 完成 了 归 
纳 证 明 . 

9.5 将 数 轴 上 的 每 个 整数 都 涂 上 100 种 颜色 之 一 , 且 对 所 有 整数 
涂 色 中 100 种 颜色 全 都 用 到 . 如 果 对 于 任何 两 个 端点 为 整数 点 的 长 度 
相同 的 区 间 [a,65],[c,dj, 当 4 与 c 同 色 且 6 与 4 同色 时 ,这 两 个 区 间 中 
的 整数 点 全 都 对 应 同色 , 即 对 满足 0 过 x 芯 6 -a 的 任何 整数 +,a+t 芭 
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与 c + xz 都 间 色 .求证 -1990 与 + 1990 必 不 同色 . 
(中 国 国家 集 识 队 测验 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 我 们 将 证 明 一 个 更 强 的 结论 :两 个 整数 x+ 与 y 同 色 , 当 日 仅 
当 100| (x - y). 这 样 ,因为 1990 - (=- 1990) = 3980 不 是 100 的 倍数 ， 
所 以 二 者 必 不 同色 . 

将 100 种 颜色 从 1 到 100 编号 并 将 整数 xz 的 着 色 看 作 是 从 x 到 它 
涂 色 的 编号 f(x ) 的 对 应 , 即 有 

f(z):Z 一 一 月 ,2 ,1001 

取 定 整数 a < - 1990 - 100 - 1, 并 使 在 [a + 100*, + ce ) 中 100 种 颜 
色 都 出 现 .显然 有 a,a + 1,…,a + 100: < - 1990. 

对 任 一 整数 ,由 于 对 数 对 (a + zi,a +i+ nn) 的 不 同 涂 色 方式 共有 
100* 种 , 故 由 抽 殿 原理 知 , 必 有 0 过 < i 过 100?, 使 得 

flati)= flat+is),flat+ir+n)= fla+iy+n). 
令 qd = 一 鹿 , 由 此 及 已 知 条 件 便 知 , 当 x Efatij,at+ 记 二 n] 时 ， 
f(x+dad)= f(x). 

因为 xn 有 无 穷 多 种 取 法 而 d 过 100:? , 故 由 抽 懂 原理 又 知 , 必 有 无 穷 
多 个 2, 对 应 于 同一 个 & 值 .因而 由 上 段 结果 便 有 

zt+aw)= f(x),r a + 100°, 

即 当 xz 守 a + 100* 时 , f(x) 为 以 4 为 周期 的 周期 函数 .又 由 数 a 的 选 
法 知 , 当 x 之 a + 100* 时 ,100 种 颜色 全 都 用 到 ,所 以 4 三 100. 

如 果 4 > 100, 考 察 

a + 100,a + 1002 + 1,.…,a + 100* + 100 
这 101 个 数 ,由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 个 数 同色 , 即 有 0 j < 所 100， 
使 得 a + 100 + 了 与 a + 100 + 上 同色 .于 是 由 f(x) 的 周期 性 便 知 
jar+l00+7+ 记 )= f(a+1002+k+id),i = 01.2 

由 此 可 见 ,上 -7 委 100 也 是 f(x) 的 周期 .又 因 100 种 颜色 都 要 用 到 , 故 
知 & 一 j= 二 100, 即 当 xz 宇 a + 100? 时 ,f(x.+ 100) = f(x). 

9.6 ”给 定 奉 干 个 红 点 和 若干 个 蓝 点 ,其 中 某 些 点 间 连 有 线段 . 如 
果 与 一 个 点 相连 的 所 有 点 中 半数 以 上 的 点 的 颜色 与 该 点 不 同 , 则 称 该 
点 为 奇异 点 .奇异 点 可 以 重新 涂 色 :在 每 一 步 中 可 任 选 一 个 奇异 点 并 把 
它 涂 成 另 一 种 颜色 .求证 经 过 若干 步 之 后 不 再 有 奇异 点 . 

(第 8 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
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[证 ] 因为 每 次 将 一 个 奇异 点 改 涂 为 另 一 种 颜色 时 ,端点 异 色 的 
线段 的 条 数 至 少 减少 1 而 端点 异 色 的 线段 只 有 有 限 条 ,所 以 改 涂 颜 色 
只 能 进行 有 限 次 必然 停止 ,这 时 当然 不 再 有 奇异 点 了 . 

9.7 ”任意 地 将 平面 上 的 每 点 都 涂 上 黑白 两 色 之 一 ,求证 一 定 存 
在 一 个 边 长 为 1 或 Y3 的 正三 角形 , 它 的 3 个 顶点 同色 . 

(第 1 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 

[证 ] 车 任何 两 个 相 趾 为 1 的 点 都 同色 , 则 结论 显然 成 立 . 以 下 设 
点 A 和 B 异 色 并 考察 与 4,B 两 点 的 距离 都 为 2 的 点 C. 显 然 ,点 C 与 
上 态 A,B 之 一 异 色 ,不 妨 设 C 与 A 异 色 . 记 线 段 AC 的 中 点 为 DD 并 设 DD 
与 A 同色 .分 别 以 点 A 和 DD 为 心 ,以 1 为 半径 作 贺 并 记 两 个 交点 为 志和 
F, 则 会 EAD 和 人 FAD 都 是 边 长 为 1 的 正三 角形 .车 二 者 之 一 的 3 个 
顶点 同色 , 则 结论 成 立 ;否则 ,点 玉 ,FF,C 均 与 点 A 异 色 , 即 人 CEF 的 3 
个 顶点 同色 且 它 是 一 个 边 长 为 Y3 的 正三 角形 .这 就 完成 了 证 明 . 

9.8 将 平面 上 每 个 点 都 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,求证 存在 两 个 相似 
三 角形 ,它们 的 相似 比 为 1995, 旦 每 个 三 角形 的 3 个 顶点 都 同色 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[证 1] 在 平面 上 作 两 个 同心 圆 ,使 它们 的 半径 之 比 为 1995. 然 后 
作出 9 条 不 同 的 半径 ,与 两 圆 各 交 于 9 个 点 .由 抽 民 原理 知 , 大 圆 上 的 9 
点 中 必 有 5 点 同色 .再 考察 过 这 同色 $ 点 的 5 条 半径 与 小 圆 的 5 个 交点 . 
由 抽 屠 原理 又 知 , 其 中 必 有 3 点 同色 ,于 是 分 别 以 这 同色 3 点 和 大 山上 
相应 的 同色 3 点 为 顶点 的 两 个 三 角形 便 满足 题 中 要 求 . 

[证 2] 我们 证 明 一 个 加 强 命题 :对 于 任何 正 实数 a ,总 存在 一 
个 和 糙 边 长 为 a, 且 有 一 个 角 为 30° 的 直角 三 角形 , 它 的 3 个 顶点 同 
色 . 

作 一 个 以 a 为 边 长 的 等 边 三 角形 ,由 抽 屠 原理 知 3 个 顶点 中 必 有 
两 点 同色 .不 妨 设 AB = a 且 点 A 和 B 均 为 红色 .以 AB 为 直径 作 圆 ,并 
作 此 圆 的 以 AB 为 对 角 线 的 内 接 正 六 边 形 . 除 A,B 外 的 另 4 个 顶点 中 
耕 有 1] 个 红 点 , 则 这 个 红 点 连同 A,B 一 起 的 3 个 红 点 满足 要 求 .否则 ， 
为 外 4 点 均 为 蓝 点 ,其 中 任何 3 点 均 满 足 要 求 .这 就 证 明了 加 强 命题 ,由 
此 立刻 可 推 知 原 命 题 成 立 . 

9.9 将 线段 AoA, 依次 用 分 点 A1,A,,…,A,_| 分 成 n 段 ,将 端点 
Ao 和 A, 涂 成 蓝 色 ,中 间 的 分 点 涂 上 红色 或 蓝 色 , 求 证 端点 异 色 的 小 线 
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段 的 条 数 必 为 偶数 . 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 

[证 1] 设 A; 是 第 1 个 红 点 . 现 将 4; 改 涂 成 蓝 色 . 

(1) 着 4i+i 为 红 点 , 则 由 于 A; 颜色 的 改变 ,使 得 线段 A, 4; 的 两 
个 端点 由 异 色 变 同 色 ,而 AjA;,1 的 两 个 端点 由 同色 变异 色 . 可 见 ,端点 
异 色 的 线段 总 数 不 变 . 

(2) 知 4 为 蓝 点 , 则 随 着 点 A, 颜色 的 改变 ,线段 A,_ A, 和 
4;4i1 的 端点 均 由 异 色 变 为 同色 , 即 端点 异 色 的 线段 总 数 减 少 2. 

将 (1) 与 (2) 结合 起 来 可 知 ,在 这 种 操作 下 ,端点 异 色 的 小 线段 的 
条 数 的 奇偶 性 不 变 . 

经 过 若干 次 操作 之 后 ,将 会 使 所 有 分 点 都 变 成 蓝 色 . 这 时 ,端点 异 
色 的 线段 条 数 为 零 ,当然 是 偶数 .所 以 ,原来 的 端点 异 色 的 小 线段 的 条 
数 也 是 偶数 . 

[证 2] 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 nn = 工时 ,没有 分 点 而 只 有 
两 个 端点 且 都 是 蓝 点 ,端点 异 色 的 小 线段 条 数 为 零 ,结论 当然 成 立 . 

设 命题 于 n < 上 时 成 立 . 考 察 n = 上 的 情形 . 

， (DD 若 1A1,A,,…,As_11 中 没有 蓝 点 , 则 端点 异 色 的 小 线段 恰 有 
两 条 :AoAl 和 Ai_1Ai ,结论 当然 成 立 . 

(2) 者 i141,A2,…,Axr-1l 中 有 蓝 点 A;, 则 由 归纳 假设 知 线段 
404 ,AAAu 中 的 端点 异 色 的 小 线段 条 数 均 为 偶数 ,从 而 AvA, 中 的 端 
点 异 色 的 小 线段 条 数 也 为 偶数 , 即 当 ”= & 时 命题 成 立 . 

[证 3j 我 们 再 用 第 一 归纳 法 来 证 明 . ”= 1 时 命题 显然 成 立 . 设 
命题 于 n = 上 时 成 立 .考察 nx = + 1 的 情形 . 

(1) 着 分 点 及 端点 中 有 相 邻 两 点 同色 , 则 当 把 两 点 去 掉 1 点 时 , 端 
点 异 色 的 线段 条 数 不 变 . 但 这 时 共有 个 点 ,于 是 由 归纳 假设 知 命题 成 
7 ， . 
(2) 知 分 点 和 端点 中 任何 相 邻 两 点 都 不 同色 , 则 线段 上 的 点 是 蓝 
红 交 替 排 列 的 .所 以 每 条 小 线段 的 两 个 端点 都 异 色 . 又 因 两 个 端点 都 是 
蓝 色 , 所 以 分 点 数 为 奇数 .从 而 小 线段 数 为 偶数 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

[证 4] 将 线段 AoA, 上 的 蓝 点 标 上 数 + 1, 红 点 标 上 数 - 1, 并 用 
两 端点 标 数 之 积 来 标志 每 条 小 线段 . 易 见 ,端点 异 色 的 小 线段 标 有 一 1， 
端点 同色 的 小 线段 标 有 + 1. 将 ”条 小 线段 所 标 之 数 连 乘 , 则 乘积 中 除 
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40,4, 两 点 所 标 之 数 出 现 1 次 以 外 ,其 余 各 点 的 数 各 出 现 两 次 ,所 以 乘 
积 为 + 1. 这 意味 着 对 应 于 -1 的 端点 异 色 的 小 线段 的 条 数 为 偶数 . 
9.10 ”在 一 条 直线 上 标 出 ”个 不 同 的 蓝 点 和 7? 个 不 同 的 红 点 , 求 
证 同色 点 两 两 之 间 的 距离 之 和 不 超过 异 色 点 两 两 之 间 的 距离 之 和 . 
(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 1] 我 们 来 证 明 更 一 般 的 命题 , 即 当 所 标 出 的 点 可 以 重合 时 ， 
题 中 的 结论 仍然 成 立 . 
设 所 标 出 的 n 个 蓝 点 和 个 红 点 共有 m 个 不 同 的 点 .这 时 将 同色 
点 两 两 之 间距 离 之 和 与 异 色 点 两 两 之 间距 离 之 和 分 别 记 为 S 和 S3. 
关于 m 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 m = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 
于 二 上 时 成 立 , 即 有 SP? 志 S9. 当 m = 上 有 + 1 时 ,我 们 将 直线 上 自 左 
至 右 的 上 + 1 个 不 同 的 标定 点 依次 记 为 A1, A;,… ,Aiw1. 设 有 ;个 红 点 
和 上 个 蓝 点 重合 于 点 Ax41. 现 将 位 于 A 的 标定 点 全 都 移 到 点 A ,并 
考察 移动 前 后 S| 与 $, 的 变化 情形 .这 时 , 当 且 仅 当 两 点 中 一 点 未 动 而 
另 一 点 移动 时 ,两 点 之 间 的 距离 缩短 了 | AkAust | .于 是 有 
(Si — S81)— (S$ — 5) = (S41— S$)— (Ss! 5%) 
= [s(n = s)+tn— DAA) [sn oi) +in os AA 
= [2st — s2 ~ 2 AAir | =- (5 — 12) 4 
< 0， 
亦 即 有 


这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

[证 2] 把 给 定 的 这 条 直线 视 为 数 轴 , 设 个 蓝 点 的 坐标 依次 为 
Xl 达 X2 达 司 芝 ;yn 个 红 点 的 坐标 依次 为 yj 之 y, 过 … 过 y,. 下 面 
用 数学 归纳 法 来 进行 证 明 . 

当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 , 设 当 nn = 上 时 结论 成 立 . 当 nn = + 
1 时 ,使 用 证 1 中 的 记号 ,我 们 有 


上 大 
Si = 和 + or rl+ > |y— xl, (D 
:r=1 i:=1 


右 : 由 | 
S 和 = B+ zr malt Dy malt | x — x | .© 
i= |] z 二 1 
直接 计算 有 
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上 * 
>， | 7 Xp+] | 十 、， |y; VE+] | 
= 1 i = 1 


天 
和 -A 
一 > (re — Xi) + DD) (yn 一 y;) 
i= 1 = 


天 


E 
SA 1 
二 Dr 一 y;) 二 > (yl 一 ZX;) 
:1 . 1 [| 


大 开 
< >， | ret 一 yy | + >») | yt 一 十 | .+ : (3) 
i = 1 i= 1 


由 @ 一 @ 及 归纳 假设 即 得 Si 过 S$' ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

9.11 把 一 张 无 穷 大 的 方 格 纸 的 每 个 结 点 都 涂 上 4 种 颜色 之 一 ， 
使 得 每 个 方 格 的 4 个 顶点 的 颜色 都 豆 不 相同 .求证 方 格 纸 上 存在 一 条 
网 格 线 ,其 上 的 结 点 只 有 两 种 不 同 颜色 . 

(第 34 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 考察 一 条 水 平 网 格 线 1 上 的 结 点 涂 色情 况 . 如 果 任 何 相 邻 3 
个 结 点 都 只 有 两 种 颜色 , 则 ! 上 的 所 有 结 点 也 只 有 两 种 颜色 ,从 而 直线 
/ 即 为 所 求 .如 果 /上 有 3 个 相 邻 项 点 颜色 互 不 相同 ,分 别 记 为 a ,6,c. 
由 于 已 知 每 个 方 格 的 4 个 顶点 的 颜色 互 不 相同 , 故 知 6 
上 方 的 结 点 只 能 是 第 4 种 颜色 d( 见 右 图 ). 这样 一 来 ,a 
上 方 员 能 是 c,c 上 方 只 能 是 4. 类似 地 ,c,d ,a 的 上 方 必 
然 分 别 是 a ,5,c. 依 此 类 推 便 知 ,三 条 竖 直 网 格 线 上 的 结 
点 都 具有 两 种 不 同 颜色 .可 见 ,无 论 哪 种 情况 ,结论 都 成 
A.. 

9.12 设 S 为 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 ( 含 点 数 之 
5) ,其 中 的 若干 点 涂 上 红色 ,其 余 的 点 涂 上 蓝 色 . 设 任 何 3 个 同色 的 点 
不 共 线 .求证 存在 一 个 三 角形 ,使 得 

(1) 它 的 三 个 顶点 涂 有 相同 的 颜色 ; 

(2) 这 三 角形 至 少 有 一 条 边 上 不 包含 另 一 种 颜色 的 点 . 

(第 20 届 加 拿 大 数学 呐 林 匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] ”由 于 点 数 之 5$, 且 所 有 点 只 染 两 种 颜色 ,所 以 至 少 有 3 点 同 
色 , 因 此 同色 三 角形 的 集合 不 是 空 集 . 

我 们 从 同色 三 角形 的 集合 中 ,找到 一 个 面积 最 小 的 三 角形 . 

如 果 这 个 三 角形 的 每 一 条 边 上 都 有 一 个 另 一 颜色 的 点 ,那么 我 们 
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找到 了 另 一 个 同色 的 三 角形 ,而 且 有 更 小 的 面积 ,这 是 不 可 能 的 .因此 
题 设 的 三 角形 一 定 存 在 . 
9.13 ” 设 在 空间 给 出 20 个 点 ,其 中 某 些 点 涂 黄色 ,其 余 的 点 涂 红 
色 . 已 知 在 任何 一 个 平面 上 的 同 种 颜色 的 点 不 会 超过 三 个 .求证 存在 一 
个 四 面体 , 它 的 四 个 顶点 同色 ,并 且 至 少 有 一 个 侧面 内 不 含有 男 一 颜色 
的 点 . 
(第 1 届 希 望 标 数 学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 因为 共有 20 个 点 , 涂 黄 . 红 两 种 颜色 ,所 以 至 少 有 4 点 同 
色 ,又 由 于 同一 平面 上 的 点 中 同色 的 点 不 会 超过 三 个 . 
所 以 四 顶点 同色 的 四 面体 是 存在 的 .并 且 这 种 四 面体 一 定 有 有 限 多 个 . 
在 这 些 四 顶点 同色 的 四 面体 中 一 定 有 一 个 体积 最 小 的 ,那么 这 个 
体积 最 小 的 四 顶点 同色 的 四 面体 即 为 所 求 , 即 至 少 有 一 个 侧面 内 不 含 
有 另 一 种 颜色 的 点 . 
否则 ,者 这 个 四 面体 的 各 面 上 都 有 一 个 另 一 颜色 的 点 , 则 以 这 四 点 
为 顶点 也 构成 一 个 四 顶点 同色 ( 另 一 颜色 ) 的 四 面体 ,然而 它 的 体积 会 
更 小 ,这 就 导致 矛盾 . 
9.14 将 正 13 边 形 的 每 个 顶点 都 染 上 红 蓝 两 色 之 一 ,求证 存在 3 
个 同色 顶点 ,它们 是 某 个 等 腰 三 角形 的 3 个 顶点 . 
(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 :) 
[证 1] 由 抽 民 原理 知 ,13 个 顶点 中 必 有 7 个 顶点 同色 .在 13 个 顶 
点 中 , 互 不 相 邻 的 顶点 组 至 多 有 6 个 顶点 , 故 7 个 同色 顶点 中 总 有 两 个 
是 相 邻 的 ,不 妨 设 A 和 A, 都 是 红 点 . 
考察 A;, Asg,Al; 这 3 个 顶点 ,如 果 其 中 有 1 个 红 点 , 则 与 A ,A， 一 
起 构成 等 腰 三 角形 的 3 个 顶点 .如 果 .3 点 都 是 蓝 点 , 则 它们 也 构成 一 个 
等 腰 三 角形 的 3 个 顶点 . 
[证 2j 由 抽 居 原理 知 ,13 个 顶点 中 必 有 7 个 顶点 同色 ,不 妨 设 有 
7 个 红 点 .这 7 个 红 点 之 间 可 以 连 出 21 条 线 ,以 下 称 之 为 红线 . 
连 出 正 13 边 形 的 所 有 对 和 角 线 , 则 边 和 对 角 线 中 共有 6 种 不 同 长 度 . 
从 而 由 抽 居 原理 又 知 ,21 条 红线 中 必 有 4 条 长 度 相 同 . 这 4 条 线段 共有 
8 个 端点 ,但 红 顶 点 只 有 7 个 ,所 以 长 度 相同 的 4 条 红线 中 必 有 两 条 有 ! 
个 公共 问 点 .可 见 ,这 两 条 等 长 红线 的 3 个 端点 即 为 所 求 . 
9.15 将 正 九 边 形 的 每 个 顶点 都 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,求证 存在 两 
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个 全 等 的 三 角形 ,两 个 三 角形 的 所 有 顶点 都 涂 有 同一 种 颜色 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
【德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[证 1] 将 正 九 边 形 的 所 有 对 角 线 都 画 出 来 .在 这 个 图 形 中 ,所 有 
线段 只 有 4 种 不 同 长 度 .从 小 到 大 分 别 记 之 为 1 ,4,13,14. 由 这 些 线段 
构成 的 不 同 的 三 角形 只 有 7 种 , 按 边 长 来 记分 别 为 (41, 14,4;), (li1, 2， 
3) ,Cs das da) Cis dasta) ,2s das da), (sd3, 04), (3, 103103). 


9 个 项 点 共 涂 有 两 种 颜色 ,由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 5 点 同色 ,不 妨 
设 有 5 个 红 点 .这 5 个 红 点 为 硕 点 可 以 构成 C3 = 10 个 三 角形 .这 10 个 


三 角形 分 属于 上 述 的 7 类 ,由 抽 履 原理 知 其 中 必 有 两 个 属于 同一 类 , 故 
有 两 个 项 点 为 同色 的 全 等 三 角形 . 

[证 2] 9 个 顶点 共 涂 有 两 种 颜色 ,由 抽 层 原理 知 其 中 必 有 5 点 同 
色 , 不 妨 设 有 5 个 红 点 . 

将 正 九 边 形 A1A，…Ao 的 9 个 顶点 分 成 3 组 :1Al,As,Arl ,| A,， 
As,Asgs| ,1A3,As,Aol .5 个 红 点 分 属于 这 3 个 集合 ,于 是 或 有 两 集中 各 
有 两 个 红 点 ,或 有 一 个 集中 有 3 个 红 点 .车 为 前 者 , 则 这 4 个 红 点 是 一 个 
等 腰 梯 形 的 4 个 顶点 ,当然 存在 全 等 三 角形 对 ,而 且 有 两 对 ; 若 为 后 者 ， 
则 这 3 个 红 点 为 等 边 三 角形 的 3 个 顶点 . 另 两 个 红 点 分 别 和 上 述 等 边 三 
角形 中 与 它 最近 的 一 条 边 各 构成 一 个 三 角形 , 则 二 者 全 等 . 

[证 3j 由 抽 殿 原理 知 可 设 有 $ 个 红 点 .于 是 必 有 两 个 相 邻 红 点 . 
奉 所 有 项 点 都 是 红 点 ,结论 自然 成 立 . 若 不 然 , 则 可 设 4 ,4, 是 红 点 而 
49 不 是 红 点 .考察 另 3 个 红 点 . 

(1) 春 另 3 个 红 点 中 有 两 个 相 邻 , 则 这 两 个 相 邻 顶点 及 Ai,A, 构 
成 一 个 等 腰 梯 形 的 4 个 顶点 且 都 是 红 点 ,从 而 存在 两 个 顶点 全 是 红 点 
的 三 角形 全 等 . 

(2) 蔡 另 3 个 红 点 互 不 相 邻 , 则 只 有 以 下 4 种 情形 : 

(Qi) 1A;,As,Asl ,这 时 ,人 A1A,As 局 个 AAlAy; 

(ii) 1A;,As,As|, 这 时 , 公 Al1A3A; 写 个 AyAlAs; 

(iii) A;,A6,Ag| ,这 时 ,人 AAA c2 人 AAAgi 

(iv) 144,A6,As| ,这 时 ,全 AIAA SS 全 AAA8. 

综 上 可 知 , 总 存在 两 个 全 等 的 三 角形 ,它们 的 顶点 全 都 涂 有 同一 种 
颜色 . 
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9.16 ”将 正 九 边 形 的 $5 个 顶点 涂 上 红色 , 问 最 少 存在 多 少 对 全 等 

三 角形 ,它们 的 项 点 都 是 红 点 ? 
(中 国 天 津 市 代表 队 测 验 题 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 以 5 个 红 点 为 顶点 的 三 角形 共有 Ci = 10 个 ,我 们 称 之 为 
红 三 角形 . 设 正 九 边 形 的 外 接 圆 的 周 长 为 9, 并 用 弦 所 对 的 强 的 长 度 来 
表示 弦 长 .在 正 九 边 形 中 ,以 它 的 9 个 顶点 为 项 点 ,彼此 互 不 全 等 的 三 
角形 只 有 7 种 ,其 3 边 长 分 别 为 :(1,1,7),(1,2,6),(1,3,5),(1,4,4)， 
(2,2,5),(2,3,4),(3,3,3). 从 而 由 抽 屡 原理 知 至 少 有 3 对 全 等 的 红 三 
角形 .各 有 不 少 于 3 个 红 三 角形 两 两 全 等 , 则 全 等 的 红 三 角形 对 至 少 有 
4 对 . 故 下 面 设 不 同 对 之 间 互 不 全 等 . 

设 两 个 红 三 角形 全 A1A,A; 和 公 B1B,B; 全 等 .由 于 只 有 5 个 红 
点 , 故 这 两 个 红 三 角形 至 少 有 1 个 公共 顶点 ,至 多 有 两 个 公共 顶点 . 

(1) 设 两 个 全 等 的 红 三 角形 恰 有 1 个 公共 顶点 .因为 二 者 内 接 于 同 
一 个 圆 , 故 必 关于 过 公共 顶点 的 直径 对 称 .从 而 另 4 个 红 点 为 一 个 等 腰 
梯形 的 4 个 顶点 . 易 见 ,这 时 至 少 有 4 对 全 等 的 红 三 角形 . 

(2) 设 两 个 全 等 的 红 三 角形 有 1 条 公共 边 . 因 为 它们 的 顶点 都 是 正 
九 边 形 的 顶点 , 故 这 两 个 三 角形 的 各 另 一 个 端点 间 的 连 线 平行 于 公共 
边 .于 是 又 得 到 一 个 等 腰 梯 形 , 其 中 有 两 对 全 等 的 红 三 角形 .除了 这 两 
对 之 外 , 至少 还 有 1 对 全 等 的 红 三 角形 ,而 由 这 


对 出 发 又 可 找到 另 一 对 . 显然 ,这 一 对 不 会 和 前 。 。 4 
两 对 重复 , 故 至 少 有 4 对 全 等 的 红 三 角形 . 

在 右 图 中 ,5 个 红 点 所 构成 的 10 个 红 三 角形 “ 4 
中 , 恰 有 4 对 全 等 的 红 三 角形 ， 4 4 

综 上 可 知 ,所 求 的 全 等 三 角形 的 最 小 对 数 < 
为 4. 

9.17 在 正 6n +1 边 形 中 ,将 其 中 的 & 个 顶点 涂 成 红色 ,而 将 其 余 
顶点 全 都 涂 成 蓝 色 . 求 证 3 个 顶点 同色 的 等 腰 三 角形 的 个 数 与 顶点 涂 
色 的 状态 无 关 . 


(第 20 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 为 方便 计 , 我 们 把 以 给 定 的 6n + 1 边 形 的 顶点 为 顶点 的 等 
腰 三 角形 简称 为 "三 角形 ”, 把 这 个 多 边 形 M 的 边 和 对 角 线 统称 为 多 边 
形 M 中 的 线段 . 
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注意 ,给 定 的 多 边 形 M 中 的 每 条 线段 都 恰 属 于 3 个 不 同 的 三 角形 
(这 一 结论 仅 对 边 数 是 被 6 除 余 + 1 的 多 边 形成 立 ). 

将 两 个 端点 为 两 蓝 ,一 蓝 一 红 和 两 红 的 线段 条 数 分 别 记 为 a ,b,ce， 
而 将 蓝 顶 点 个 数 为 0,1,2,3 的 三 角形 的 个 数 分 别 记 为 ro,zryrzyz3 
由 于 3 个 顶点 胃 蓝 的 三 角形 中 ,3 条 边 丝 为 端点 两 蓝 的 线段 ,而 在 3 个 
顶点 两 蓝 一 红 的 三 -角形 中 怡 有 1 条 边 端 点 两 蓝 , 故 有 


3a = 3x3 t+ xX. 人 
同 理 有 

30 三 27 十 27rl， 地) 

3c = Xi 十 37zp. (3) 


(DDx2+ 句 x2 人 名 ,得 到 
6x3+ 6x0 = 6a + 6c — 3b, 


xz3t zo =atc- 广 6. (4) 
当 多 边 形 M 中 有 个 红 顶 点 时 , 记 蓝 顶点 数 为 h = 6n +1- ,于 是 有 


ua = C3? = 方 户 ( -1),6 = 也,c = C2 = 方 k(k -1). 代 入 人 @ 即 得 


zx3+ 0 = 六 jh(h 1)+k(k-])- 且 | 


因为 3 个 项 点 同色 的 等 腰 三 角形 的 个 数 为 rz; + ro, 所 以 上 式 恰 好 表明 
它 与 & 个 红 点 的 分 布 状态 无 关 . 
9.18 “等 边 人 A4ABC 的 3 条 中 位 线 将 它 分 成 4 个 三 角形 人 AADE， 
全 BDF ,全 DEF 和 会 CEF. 在 它们 的 9 条 边 上 各 取 中 点 K,L,M，,N， 
O,P,Q,R,S. 将 这 15 个 点 中 的 每 点 都 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 .求证 其 中 
一 定 有 3 个 同色 点 ,使 它们 是 一 个 等 边 三 角形 的 3 个 顶点 . 
(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
(第 11 届 奥 地 利 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 1] 我 们 证 明 一 个 比 本 题 更 强 的 结论 :在 
右 图 所 示 的 10 点 A,D,E,K,L,M,N,O,P,Q 
中 必 有 3 个 同色 点 ,使 得 它们 是 一 个 等 边 三 角形 的 
3 个 顶点 . 
在 不 然 , 则 10 点 中 的 任何 成 等 边 三 角形 的 3 点 8 
均 不 同色 .不 妨 设 点 O 为 红色 .考察 D,L,M ,FF， 
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Q,P6 点 的 涂 色情 形 . 易 知 
(1) 正六 边 形 DLMEQP 的 任何 两 个 相 邻 顶点 不 能 同 为 红色 ; 


组 (2) 人 DMQ 和 和 LEP 的 各 3 个 顶点 中 ,都 至 少 有 1 个 红 点 和 1 个 

及 

> 蓝 点 ， . 

由 此 可 知 ,6 点 中 恰 有 2 个 红 点 且 为 一 组 相对 顶点 .不 妨 设 点 DD 和 
FE 为 红 点 ,于 是 点 P 和 QQ 为 蓝 点 ,这样 一 来 ,不 论点 A 为 红 点 还 是 蓝 


点 ,都 导致 3 个 同色 点 为 一 个 等 边 三 角形 的 3 个 顶点 , 刻 盾 . 

[证 2] 大 不 然 , 则 15 点 中 任何 成 等 边 三 角形 的 3 点 均 不 同色 . 因 
此 ,点 O,L,M 不 同色 ,其 中 必 有 两 点 同色 ,不 妨 设 点 上 L 和 MM 为 红色 而 
点 O 〇 为 蓝 色 . 从 而 点 下 为 蓝 色 .又 因 个 OKF 和 个 OFN 都 是 等 边 三 角 
形 , 故 点 K 和 NN 均 为 红色 .于 是 尺 ,L ,M,N4 点 均 为 红色 ,从 而 点 RR 和 
S 为 蓝 色 . 这样 一 来 ,点 O 〇 ,R,S 都 为 蓝 色 ,矛盾 . 

9.19 在 坐标 平面 上 , 纵 , 横 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 . 试 设计 
一 种 将 所 有 整 点 染色 的 方法 ,将 每 个 整 点 都 染 上 白色 ,红色 或 黑色 中 的 
一 种 颜色 ,使 得 

(1) 每 种 闫 色 的 点 都 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ; 

(2) 对 于 任意 白 点 A , 红 点 B 及 黑 点 C, 总 可 以 找到 一 个 红 点 万 ,使 
ABCD 为 一 平行 四 边 形 . 

证 明 你 设计 的 染色 法 符合 上 述 要 求 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 将 整 点 (x,y) 按 以 下 方式 染色 : 当 z + y 为 偶数 时 , 染 红 
色 ; 当 > 为 奇数 而 y 为 偶数 时 , 染 白色 ; 当 zx 为 偶数 而 > 为 奇数 时 , 染 黑 
色 . 显 然 ,这 种 染色 法 满足 条 件 (1). 

下 面 来 验证 这 一 染色 法 满足 条 件 (2). 设 点 A(zi,yi) 为 白色 ,点 
B(x2,y2) 为 红色 ,点 C(x3,y3) 为 黑色 . 

我 们 先 来 证 明 4 ,B,C 三 点 不 共 线 .注意 到 x 一 x 与 y2 一 yi 的 奇 
偶 性 不 同 而 3 | 与 YY3™ YI 都 是 奇数 , 便 知 

(rz -zy 天 (yz OO 
因 z3 - zl 为 奇数 , 故 有 z 天 zi. 若 .ri = z2, 则 这 三 点 不 共 线 ; 若 .zi 关 
xz2, 则 由 GD 又 有 


3 JI 2 YI1 


3 一 TI 3 一 并 
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这 意味 着 三 点 不 共 线 . 因此 ,在 任何 情况 下 ,4 ,B,C 三 点 都 不 共 线 . 

取 点 D(zxa,y4) ,其 中 x4 = zr3 (ri 一 X22),y4 二 y+ 《(y1 一 9). 显 
然 DD 为 整 点 .又 因 AC 和 BD 的 中 点 都 是 (二 (zi + 3), 二 (y+33))， 
所 以 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 . 

最 后 ,因为 zy + 四 = (zt++z+y)-(zr t+ 加 ) 是 偶数 , 故 
DD 为 红 点 ,这 就 说 明了 染色 法 满足 条 件 (2). 

9.20 ”已 知 空间 中 的 每 点 都 被 涂 上 指定 的 5 种 颜色 之 一 ,并 且 确 
有 5 个 点 分 别 被 涂 上 互 不 相同 的 颜色 . 试 证 存在 一 条 直线 ,其 上 的 点 至 
少 涂 有 3 种 不 同 颜色 ; 且 还 存在 一 个 平面 ,其 上 的 点 至 少 涂 有 4 种 不 同 
的 颜色 . 

(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 过 5 个 颜色 互 不 相同 的 点 中 的 每 两 点 作 一 条 直线 , 共 得 10 
条 直线 .如 果 10 条 直线 中 有 1 条 上 面 至 少 涂 有 3 种 不 同 颜 色 , 问 题 就 解 
决 了 . 设 10 条 直线 中 的 每 条 都 恰 涂 有 两 种 不 同 颜色 . 作 一 个 平面 P, 使 
它 与 10 条 直线 中 的 任何 一 条 都 不 平行 .于 是 平面 P 与 10 条 直线 的 10 
个 交点 中 至 少 有 4 种 不 同 颜色 . 取 定 4 个 颜色 互 不 相同 的 点 A ,B,C， 
刀 . 若 其 中 有 3 点 共 线 ,或 过 4 点 中 某 两 点 的 直线 涂 有 3 种 不 同 颜色 , 则 
这 条 直线 即 为 所 求 ; 否 则 ,3 对 直线 |AB,CD| ,1AD,BCi,|AC,BD| 中 
至 少 有 1 对 直线 相交 . 易 证 ,相交 的 两 条 直线 上 都 涂 有 3 种 不 同 颜 色 . 

过 这 条 涂 有 3 种 不 同 颜色 的 直线 及 涂 有 第 4 种 颜色 的 点 作 一 个 平 
面 即 为 所 求 . 

9.21 日 色 球 面 上 有 12% 的 面积 泪 上 了 红色 , 试 证 存在 着 球 的 一 
个 内 接 平行 六 面体 , 它 的 所 有 顶点 都 是 白色 的 . 

(第 41 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 1] 将 球面 的 红色 区 域 关 于 球 心 作 中 心 对 称 . 因原 有 的 红色 
区 域 的 面积 为 12% , 故 映 射 之 后 的 红色 部 分 的 面积 不 超过 24% ,从 而 
球面 上 还 有 白色 区 域 ,而 且 与 这 一 区 域 关 于 球 心 对 称 的 部 分 也 是 白色 
的 . 

在 百色 区 域 中 取 某 正方 形 的 4 个 顶点 ,并 取 这 4 点 关于 球 心 的 4 个 
对 称 点 . 则 这 8 个 点 都 是 白 点 且 为 长 方 体 的 8 个 顶点 . 

[证 2j 过 球 心 作 3 个 互相 垂直 的 平面 ,并 将 球面 上 的 红色 部 分 分 
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别 关 于 3 个 平面 作对 称 映射 , 则 在 所 得 的 球面 上 ,红色 部 分 的 面积 不 超 
过 2 x12% = 96% .因而 可 在 3 个 平面 之 外 的 球面 上 取得 1 个 白 点 .于 
是 这 个 白 点 在 3 次 对 称 映射 中 共有 7 个 人 象 点 ,这 8 个 点 全 是 白 的 且 为 一 
个 正方 体 的 8 个 顶点 . 

9.22 平面 上 已 给 997 个 点 ,将 连结 每 两 点 的 线段 中 点 染 成 红色 . 
证 明 至 少 有 1991 个 红 点 .能 否 找 到 恰 有 1991 个 红 点 的 点 集 ? 

(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 由 997 个 点 连结 每 两 点 的 线段 只 有 有 限 条 ,所 以 必 有 一 条 
最 长 者 . 设 AB 为 诸 线段 中 的 最 长 者 . 

A 与 其 他 996 个 点 连结 的 中 点 均 在 以 A 为 圆心 ,六 AB 为 半径 的 
圆 的 内 部 或 圆周 上 . 

B 与 其 他 996 个 点 连结 的 中 点 均 在 以 B 为 圆心 ,六 AB 为 半径 的 加 
的 内 部 或 圆周 上 . 

所 以 至 少 有 

2x996-1= 1991 

个 中 点 , 即 有 1991 个 红 点 . z 

下 面 我 们 构造 恰 有 1991 个 红 点 的 997 个 点 的 点 集 : 

在 xz 轴 上 取 997 个 点 ,坐标 分 别 为 1,2,…,997, 则 区 间 (1,997) 内 
分 母 为 1 或 2 的 有 理 点 就 是 全 部 的 红 点 .个 数 恰 为 1991 个 . 

9.23” 正 20 边 形 A1A;A3…Aw 的 10 个 顶点 被 染 为 黑色 ,另外 10 
个 顶点 镇 染 成 日 色 . 考察 由 A1As4 及 所 有 与 它 长 度 相 等 的 对 角 线 所 组 
成 的 集合 ,求证 其 中 两 端 丝 黑 的 对 角 线 与 两 端 丝 白 的 对 角 线 条 数 相等 . 

(第 43 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 1] 所 论 的 对 角 线 共有 20 条 ,每 条 对 角 线 有 两 个 端点 , 共 40 
个 病 点 ;多 边 形 的 每 个 顶点 恰 为 两 条 对 角 线 的 端点 . 

设 这 20 条 对 角 线 中 有 上 & 条 端点 异 色 , 则 条 线段 怡 有 上 个 白 端点 
和 上 个 黑 端 点 .由 于 多 边 形 共 有 10 个 白 顶 点 和 10 个 黑 顶 点 , 故 这 20 条 
对 角 线 共有 20 个 白 端 点 和 20 个 黑 端点 .去 掉 上 述 的 黑白 端点 各 & 个 ， 


余下 的 20 “个 白 端 点 是 方 (20 - &) 条 端点 皆 白 的 对 角 线 的 端点 . 余 
下 的 20 -个 黑 端点 也 与 此 相同 , 故 知 端点 皆 白 的 对 角 线 与 端点 缘 黑 
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的 对 角 线 条 数 相等 . z 

[证 2] 将 所 论 的 对 角 线 全 都 画 出 来 ,得 到 一 条 有 20 条 边 的 封闭 
折线 .设想 把 这 条 折线 拉 成 一 个 正 20 边 形 .于 是 问题 就 化 为 证 明正 20 
边 形 A1A2… A 的 端点 皆 白 的 边 与 端点 皆 黑 的 边 条 数 相 等 . 

设 10 个 白 顶 点 分 成 & 组 ,使 每 组 顶点 都 相 邻 且 不 同 组 之 间 都 隔 有 
黑 顶 点 ,于 是 黑 顶 点 也 恰好 分 成 上 组 .由 每 组 同色 顶点 所 连 出 的 端点 同 
色 的 边 的 条 数 比 顶点 数 少 1, 故 知 共 有 10 -& 条 端点 皆 白 的 边 和 10 -大 
条 端点 丝 黑 的 边 . 

9.24 设 A4 为 平面 上 22 个 点 构成 的 集合 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 . 
现 将 n 点 涂 红 色 ,n 点 涂 蓝 色 . 试 证 明 或 否定 ,可 找到 两 两 不 共 点 的 nn 
条 直线 段 ,其 中 每 条 线段 的 二 端点 均 为 A 中 异 色 的 点 . 


(第 40 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1979 年 ) 和 
[ 解 ] 因为 总 共 只 有 有 限 个 点 , 故 将 红 点 与 蓝 点 一 一 配对 的 方法 。 | 来 
也 只 有 有 限 个 , 即 有 1 个 .对 每 个 配对 方法 ,我 们 考虑 所 得 到 的 "条 | 


线段 的 长 度 和 s(p). 

在 这 有 限 个 长 度 和 中 ,必然 有 某 个 长 度 和 最 小 . 这 个 最 小 值 设 为 
s(p). 假 设 在 p 中 有 二 线段 RB 和 RB 相交 ,其 中 R 和 R’ 表示 红 点 ,B 
和 B 表示 蓝 点 , 知 将 此 二 线段 用 RB 和 RB 代替 .由 于 三 角形 任 两 边 
之 和 大 于 第 三 边 ,这 时 所 对 应 的 配对 方法 p 的 线段 长 度 和 s(p') 比 
s(p) 小 ,与 ;(p) 的 假设 矛盾 .因此 p 中 的 n 条 线段 两 两 不 相交 . 

9.25 ”在 100 x 100 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 都 点 上 一 个 红 点 或 蓝 
点 ,使 得 在 每 一 行 中 都 恰 有 50 个 红 点 和 50 个 蓝 点 ,在 每 一 列 中 也 都 恰 
有 50 个 红 点 和 50 个 蓝 点 .用 蓝 色 线 段 将 每 两 个 处 于 相 邻 (有 公共 边 ) 
方 格 中 的 蓝 点 连结 起 来 ,用 红色 线段 将 每 两 个 处 于 相 邻 方 格 中 的 红 点 
连结 起 来 .求证 表 中 红 蓝 两 色 的 线段 条 数 相 等 . 

(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 首先 ， 不 管 红 点 和 蓝 点 ,这 些 点 中 凡 处 于 两 个 相 邻 方 格 中 
的 点 间 都 连 一 条 线段 .显然 ,每 个 角 格 中 的 点 引出 两 条 线段 ,每 个 边 格 
中 的 点 引出 3 条 线段 ,内 部 每 格 中 的 点 各 引出 4 条 线段 , 让 我 们 来 证 明 
一 个 等 价 命题 : 

命题 ”从 所 有 红 点 引出 的 线段 条 数 与 从 所 有 蓝 点 引出 的 线段 条 
数 相等 ， 
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(1)4 个 角 点 都 是 红 点 .这 时 容易 算出 , 边 点 中 有 200 个 蓝 点 和 192 
个 红 点 ,从 而 内 点 中 红 点 比 蓝 点 多 4 个 .由 此 可 见 , 这 种 情形 下 红 点 引 
出 的 所 有 线段 条 数 与 蓝 点 引出 的 所 有 线段 条 数 相等 ， 

(2)4 个 角 点 中 有 3 个 红 点 .这 时 , 边 点 中 有 198 个 蓝 点 和 194 个 红 
点 ,内 点 中 红 点 比 蓝 点 多 2 个 . 故 知 此 时 命题 结论 也 成 立 . 

(3)4 个 角 点 中 红 蓝 点 各 两 个 ,无 论 两 红 点 相对 与 否 , 都 有 对 称 性 . 
因此 知 边 点 中 红 蓝 点 数 相等 ,从 而 内 点 亦 然 . 故 知 命题 结论 成 立 . 


母 中 党 


(4) 当 4 个 角 点 中 至 多 有 工 个 红 点 时 ,至 少 有 3 个 蓝 点 .从 而 由 (1)， 
(2) 知 此 时 结论 也 成 立 . 


综 上 可 知 , 命 题 结论 成 立 .将 端点 异 色 的 线段 擦 去 , 则 对 红 点 和 蓝 
点 而 言 , 擦 去 的 线段 数 相 等 ,因而 留 下 的 线段 数 仍 相等 ,所 以 红 蓝 线段 
数 相 等 . 

9.26 ” 设 平 面 上 及 个 蓝 点 和 ?7 个 红 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 
且 周 界 多 边 形 的 顶点 同色 , 试 证 可 以 作 一 条 直线 ,将 2” 个 点 分 在 直线 
的 两 侧 , 使 得 直线 两 侧 的 点 数 都 不 为 零 且 每 侧 的 红 蓝 点 数 都 相等 . 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 周 界 多 边 形 的 顶点 都 是 红 点 . 


取 一 条 与 周 界 多 边 形 没有 交点 的 直线 1, 使 / 与 给 i 
定 的 2n 点 中 的 任何 两 点 的 连 线 都 不 平行 . 作 一 条 ， 
与 ! 垂直 的 直线 作为 zx 轴 , 两 条 直线 交点 记 为 O， 。! 
作为 原点 (如 图 ) . 然后 将 直线 ! 朝向 点 集 的 方向 “ 才 一 一 全 一 一， 
(作为 zx 轴 的 正 向 ) 平行 移动 .对 每 个 x ,将 直线 / 
平移 到 过 x 的 位 置 时 ,直线 / 左 侧 红 点 个 数 与 蓝 点 个 数 之 差 记 为 f(x). 
显然 , f(x) 总 取 整 数值 .因为 直线 ! 与 任何 两 个 给 定点 的 连 线 都 不 平 
行 ,所 以 f(x) 在 每 次 变化 时 ,都 改变 + 1. 又 因 周 界 多 边 形 的 项 点 都 是 
红 点 ,所 以 当 ! 在 前 进 过 程 中 越过 的 第 1 个 点 必 为 红 点 ,这 时 有 f(x)) 
= 1. 当 直线 /已 经 越过 2n - 1 个 点 只 剩 1 点 尚未 越过 时 , 剩 下 的 1 点 
必 为 红 点 , 故 这 时 有 f(x;) = 一 1. 从 而 f(x) 在 变化 过 程 中 必 有 一 点 
XTX0,TI < Xo < XI ,使 f(xro) = 0. 这 意味 着 当 直 线 /平移 到 过 点 xo 时 ， 
直线 ! 两 侧 的 红 点 个 数 与 蓝 点 个 数 都 相等 . 

9.27 设 k,h€EN 且 之 2,h 之 2, 将 整 点 集合 M = |(x， 
y) |x= 0,1,% ,kn—-1l,y=0,1,..…,hn—1| 中 的 每 点 都 涂 上 nn 种 颜 
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色 之 一 .如 果 每 个 顶点 属于 M 且 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 的 4 个 顶点 的 
颜色 都 不 全 相同 , 且 每 种 颜色 在 每 一 行 都 恰好 出 现 & 次 ,在 每 一 列 恰 好 
出 现 疡 次 , 则 称 涂 色 是 合格 的 . 试 证 对 于 每 一 种 合格 的 涂 色 ,都 有 好 委 
n(n+1). 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 上 委 六 .考察 固定 一 种 颜色 C 在 M 中 的 涂 色 情况 . 令 
AM = {ip,gjl0OR<p< gkn-1, 点 (p ,i) 5S(9,7) 
都 涂 有 颜色 Ci ,ji; = 0,1,…,hn—1. 

因为 第 j 行 恰 有 & 个 点 洽 有 C 色 , 所 以 M 共有 斑 A(& - 1) 个 元 素 .又 
因 每 个 顶点 在 M 中 且 边 平行 于 坐标 轴 的 和 抢 形 的 顶点 都 不 全 同色 ,所 以 
对 所 有 0 委 ;< 7 委 和 -1 都 有 MnmnAM = 络 . 


满足 0 过户 < gq 志 kn 一 1 的 不 同 数 对 [p,q] 共 有 方 如 (kn 1) 对， 


而 Mo U Ms U … U M 1 共有 方 hng(k - 1) 对 元 素 且 互 不 相同 , 故 
让 








hnk(k—1)<< kn(kn— 1). Q) 
由 此 可 得 
kn—l nl 
kh +t OO) 





者 上 之 n+1, 则 人 @ 式 右 端 小 于 n+1, 子 盾 , 故 有 上 过 1 .将 四 代入 加 
即 得 
1 2 

th < kn + 2 = (nD)( VIt+ 元 一) +k. © 

因为 号 式 右 端 关 于 天 递增 , 故 在 & = n 时 取得 最 大 值 .从 而 得 到 
En +n-= n(n+1). 

9.28 ”在 平面 上 给 定 一 个 正六 边 形 , 将 它 的 每 边 都 分 成 1000 等 
”分 ,并 用 平行 于 六 边 形 各 边 的 线段 将 分 点 连结 起 来 ,于 是 将 正六 边 形 剖 
分 成 若干 个 小 正三 角形 .在 所 得 的 网 格 图 中 任 选 一 个 正三 角形 (大 小 不 
论 ) 并 把 它 的 3 个 顶点 涂 上 颜色 .然后 继续 用 这 个 办 法 给 结 点 涂 色 ,但 
已 染 过 色 的 结 点 不 能 再 涂 色 ,直到 不 能 再 进行 为 止 . 试 证 如 果 只 剩 一 个 
结 点 没有 涂 色 ,那么 这 个 结 点 一 定 不 是 原 六 边 形 的 顶点 . 

(第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
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[证 ] ”在 每 个 结 点 都 写 上 0,1,2 三 
个 数字 之 一 ,使 得 每 个 小 正三 角形 的 3 个 
顶点 上 的 数字 都 是 0,1,2 各 一 个 (参看 右 
图 ). 这 时 , 原 六 边 形 的 6 个 顶点 中 ,3 个 标 
有 0, 另 3 个 标 有 1, 而 且 网 格 图 中 标 出 的 
所 有 数 之 和 除 3 余 2. 

对 于 网 格 图 中 的 任 一 正三 角形 ,车 有 
两 个 项 点 标 数 相同 , 则 第 三 个 顶点 也 标 有 
同一 数字 . 否则 , 三 个 顶点 所 标 数 字 各 不 
相同 .由 此 可 知 ,三 个 顶点 所 标 数 之 和 是 3 的 倍数 .因而 , 当 只 剩 -- 个 质 
点 没有 涂 色 时 , 它 所 标的 数字 一 定 是 2, 当然 不 是 原 六 边 形 的 顶点 . 

9.29 ” 设 圆 周 上 有 800 个 点 , 按 顺 时 针 方 向 依次 标号 为 1 ,2,…， 
800 ,它们 将 圆周 分 成 800 段 弧 . 今 任 选 一 点 涂 成 红色 ,然后 按 如 下 规则 
逐次 涂 红 其 余 的 一 些 点 ;如 果 第 号 点 已 被 涂 红 , 则 可 按 顺 时 针 方 向 转 
过 大 段 弧 ,再 将 所 到 达 的 那个 点 涂 红 ,如 此 继续 下 去 . 问 圆 周 上 最 多 可 
得 到 多 少 个 红 点 ?说 明理 由 . 








(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 如 果 首 先 将 1 号 点 涂 红 , 则 可 得 到 25 个 红 点 11,2,4,8,16， 
32,64,128,256,512,224,448,96,192,384,768,736,672,544,288, 
576,352,704,608 ,4161 . 这 表明 所 求 的 红 点 数 的 最 大 值 不 小 于 25. 
当 第 1 个 红 点 为 m 号 时 ,所 有 红 点 的 集合 为 | m2*(mod 800)1&= 
0,1,2,…|. 因 为 2 = 16 三 1mod 5), 所 以 24 二 1(mod 5). 于 是 有 
2 = 16,2 = 6,2Y =21,2! = 11,22 = 1(mod 25) 
因此 即 得 
23 =32 (mod 800). 
因而 有 
{m2*(mod 800) | = 0,12 1 CC 
{m2* (mod 800) | k= 0,1,2,.…,24}. 
这 意 昧 着 当 首 先 将 mm 号 点 涂 红 时 ,得 到 的 所 有 红 点 数 不 超 过 25. 
综 上 可 知 , 最 多 得 到 25 个 红 点 . 


9.30 ”把 正 n 边 形 的 每 个 顶点 都 涂 上 若干 种 颜色 之 一 ,使 涂 有 同 
一 种 颜色 的 点 是 一 个 正 多 边 形 的 全 部 顶点 且 个 顶点 至 少 涂 了 两 种 颜 
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色 . 求 证 涂 色 后 所 得 的 多 边 形 中 必 有 两 个 全 等 . 
(第 和 有 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 如 果 有 公共 起 点 O 的 单位 回 量 组 ae , 扬 , ,ze 在 旋转 角度 


人 (< m) 后 变 为 自己 , 则 称 该 单位 向 量 组 是 对 称 的 . 由 于 这 组 向 量 


的 和 在 旋转 < < 2x 的 角度 后 不 变 ,所 以 它们 的 和 一 定 是 零 向 量 . 


特别 , 当 上 & = 1 时 ,依次 以 正 产 边 形 的 顶点 为 端点 的 向 量 组 构成 一 
个 对 称 向 量 组 . 


我 们 对 起 点 为 O 的 一 切 单位 向 量 作 旋 转变 换 :c 一 De (1 信 
转 ) ,其 中 Die 也 是 一 个 单位 向 量 , 它 与 初始 方向 OX 的 夹 角 是 2 与 OX 
的 夹 角 的 / 倍 .在 作 变 换 [7 时 ,只 要 妈 不 被 整除 , 则 对 称 向 量 组 仍然 


变 为 对 称 向 量 组 ( 相 邻 向 量 ,2,1 之 间 的 夹 角 人 增加 到 / 倍 ,从 中 减 
去 2x 的 整 倍数 之 后 ,就 得 到 万 。 与 Do， 之 间 的 夹 角 和 下 ,其 中 为 


除 以 x 的 余数 ) ;如果 妈 能 被 整除 (特别 当 k = 站 时 ) ,所 有 向 量 大 
(7 二 1,2,… ,7 ) 都 重合 为 一 个 向 量 . 

有 了 上 面 的 准备 ,下 面 我 们 来 着 手 解 题 . 设 把 正 n 边 形 的 所 有 项 点 
涂 上 若干 种 颜色 ,使 每 一 种 颜色 的 顶点 能 构成 一 个 正 多 边 形 . 若 结 论 不 
成 立 , 则 可 设 所 构成 的 正 多 边 形 的 边 数 为 1,g1,g;,…,g, 且 使 ! < v < 
gq 达 … < g,. 于 是 我 们 可 以 把 在 边 形 的 顶点 上 所 作 的 对 称 向 量 组 按 
顶点 颜色 的 不 同 分 成 ; + 1 个 对 称 向 量 组 ,它们 分 别 有 / 个 ,gi 个 ,g， 
个 ,…,g, 个 向 量 .现在 每 一 个 对 称 向 量 组 的 和 向 量 为 0, 且 总 和 也 为 0， 
没有 什么 矛盾 .然而 只 要 对 这 些 向 量 作 / 倍 旋转 变换 ,就 会 产生 矛盾 . 
作 这 个 变换 时 ,第 一 组 的 全 部 / 个 向 量 重合 成 一 个 向 量 ,它们 的 和 当然 
不 为 0. 而 有 gi;(i = 1,2,…,s) 个 向 量 的 其 余 各 组 向 量 及 由 全 部 个 向 
量 构成 的 问 量 组 变换 后 仍 是 对 称 向 量 组 ,因此 它们 每 组 的 和 向 量 都 等 
于 0. 这 个 矛盾 说 明 /,g1,g;,…,g, 中 至 少 有 了 两 个 相同 ,从 而 导致 两 个 
全 等 的 正 多 边 形 . 

9.31 将 平面 上 的 每 点 都 涂 上 1992 种 颜色 之 一 ,并 且 每 种 颜色 的 
点 都 有 . 试 证 对 于 任意 三 角形 工 ,都 可 以 在 平面 上 找到 一 个 与 个 全 等 
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的 三 角形 ,使 得 它 的 每 两 条 边 上 都 有 颜色 相同 的 点 (不 包括 顶点 ). 
(圣彼得堡 代 表 队 选拔 试题 ,1992 年 ) 
组 [证 ] 将 三 角形 工 置 于 平面 上 ,并 记 其 外 心 为 O, 其 最 小 角 为 a0. 
将 三 角形 本 绕 点 O 道 时 针 旋 转角 度 c 科 ao, 并 记 所 得 的 三 角形 为 
T(a) ,显然 有 Ta) 罕 工 ,而 且 三 角形 (a) 的 第 1 边 与 工 的 第 2 边 相 
交 ,T(a) 的 第 2 边 与 工 的 第 3 边 相 交 ,T(a) 的 第 3 边 与 工 的 第 1 边 
相交 

对 所 有 a € [0,ao] ,考察 三 角形 T(a) 的 3 条 边 (不 包括 顶点 ) 的 
涂 色 情形 .让 每 个 三 角形 T(a) 都 对 应 于 一 个 3 x 1992 的 方 格 数 表 : 当 
第 i 条 边 上 有 第 j 种 颜色 的 点 时 (1 志 i 过 3,1 过 ;过 1992), 则 在 方 格 
(i,7) 中 写 上 1 ,否则 就 写 0. 显然, 这 样 的 不 同 数 表 只 有 有 限 多 个 ,但 a 
却 有 无 穷 多 个 , 故 由 抽 居 原理 知 存在 0 二 xl < as 二 ao, 使 得 三 角形 
T(al) 和 人 本 (as) 所 对 应 的 数 表 相 同 .这 就 是 说 ,本 (a ) 的 某 条 边 上 有 何 
种 颜色 的 点 ,T(a2z ) 的 对 应 边 上 就 有 同 种 颜色 的 点 . 

下 面 证 明 三 角形 T(aj) 满足 题 中 要 求 . 由 对 称 性 知 , 只 须 证 明 
Tl(al) 的 第 1,2 两 条 边 上 有 颜色 相同 的 内 点 . 上段 中 已 经 指出 ,TT(a) 
的 第 1 边 与 (a,) 的 第 2 边 相 交 , 记 交点 为 A ,并 设 点 A 涂 有 jj 号 颜 
色 . 这 意味 着 TT(a1) 的 第 1 边 和 了 (a,) 的 第 2 边 上 都 有 jj 号 颜色 的 点 . 
因为 了 (ai) 和 T(az) 对 应 的 数 表 相同 , 故 T(e ，) 的 第 2 边 上 也 有 jj 号 
颜色 的 点 , 即 T(ai) 的 第 1,2 两 条 边 上 都 有 ) 号 颜色 的 内 点 . 

9.32 ”在 坐标 平面 上 给 定 集合 M = i(x,y)| zx,y€ N,r 志 12,， 
>y 委 | ,并 将 M 中 的 每 点 都 涂 上 红 , 白 , 蓝 三 色 之 一 , 试 证 存在 一 个 矩 
形 , 它 的 边 平行 于 坐标 轴 ,4 个 顶点 都 在 M 中 且 颜 色相 同 . 

(瑞典 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 1] 显然 ,集合 M 中 共有 144 个 点 且 构 成 12 行 和 12 列 的 正方 
形 点 阵 . 由 抽 屠 原理 知 , 必 有 一 种 颜色 的 点 至 少 有 48 个 ,不 妨 设 红 点 有 
48 个 . 设 第 i 列 中 共有 ai 个 红 点 ,i = 1,2,…,12, 于 是 有 al + ay + … 
+ Ci = 48. 


将 同一 列 的 两 个 红 点 称 为 一 个 点 对 并 考察 点 对 的 数目 .第 ; 列 上 
的 点 对 个 数 为 了 ui(ai - 1) ,从 而 点 对 总 数 为 


1 
ni 二 了 (ai 十 a$ 十 "** 十 aY) 一 (al 十 U2 十 … 十 Qi>) 
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= 六 (of + a + + qb) — 24. QD) 
由 柯 西 不 等 式 有 
m 六 (al + ay+** + a12)* — 24 
= 96 - 24 = 72. z 2 


显然 ,每 个 红 点 对 都 对 应 一 个 由 两 点 的 纵 坐 标 组 成 的 “ 行 对 ”. 于 是 由 
@ 知 至 少 有 72 个 行 对 . 男 一 方面 ,由 于 点 阵 共有 12 行 , 共 可 组 成 Cf, = 
66 个 不 同 的 行 对 , 故 由 抽 懂 原理 知 , 必 有 两 个 不 同 列 的 红 点 对 对 应 于 
同一 个 行 对 . 易 见 ,以 这 两 对 中 的 4 个 红 点 为 顶点 的 矩形 即 为 所 求 . 
[证 2] 考察 每 行 和 每 列 上 的 12 个 点 的 涂 色 情形 ,有 两 种 可 能 : 
(1) 每 行 与 每 列 上 都 恰 有 红 , 白 , 蓝 点 各 4 点 ; 
(2) 存在 .1 行 或 1 列 ,其 上 有 5 个 同色 点 . 
先 看 第 1 种 情形 .这 时 ,不 妨 设 第 1 行 , 即 纵 坐 标 为 1 的 一 行 上 的 4 
个 红 点 是 (1,1),(2,1),(3,1),(4,1). 于 是 前 4 列 中 除 这 4 个 红 点 外 还 
有 12 个 红 点 ,它们 分 属于 下 列 11 个 集合 : 
S = 1(1,7)|i= 1,2,3,41,) = 2,3,…,12. 
由 抽 屡 原理 知 存 在 Si,2 三 j, 三 12, 其 中 至 少 有 两 个 红 点 ,不 妨 设 为 
(1 ,76),《2,70). 于 是 (1,j,),(2,j,),(2,1),(1,1)4 点 即 为 所 求 . 
: 青 看 第 2 种 情形 .不 妨 设 第 1 行 上 有 5 个 红 点 : (1,1),(2,1),(3， 
1),(4,1),(5,1). 设 题 中 结论 不 成 立 .于 是 像 前 段 论证 一 样 地 可 证 ,前 
5 列 中 除 这 5 个 红 点 外 ,至 多 还 有 11 个 红 点 .因而 其 中 的 白 点 和 蓝 点 至 
少 有 44 个 .不 妨 设 其 中 至 少 有 22 个 白 点 ,它们 分 布 在 前 $ 列 上 .由 抽 尾 
原理 知 , 必 有 一 列 上 至 少 有 5 个 白 点 ,不 妨 设 为 (1,2),(1,3),(1,4)， 
(1,5),(1,6). 考 察 集合 
T= |1(i,)|2<i<5,2<)<6,i,j EN 
由 有 反 证 假设 知人 本 中 至 多 有 4 个 白 点 和 5 个 红 点 .从 而 丁 中 至 少 有 11 个 
蓝 点 .显然 ,这 11 个 蓝 点 分 属于 下 列 5 个 集合 : 
T= {1(i,7)|i= 2,3,4,5},; = 2,3,4,5,6. 


由 抽 屠 原理 知 有 户 ,2 委 六 委 6, 使 T) 中 至 少 有 3 个 蓝 点 ,不 妨 设 为 (2， 
6),(3,6),(4,6). 
考察 集合 


V= {DI2< 7174,2<j<51. 
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由 反 证 假设 知 其 中 至 多 有 4 个 红 点 ,3 个 白 点 和 4 个 蓝 点 , 共 11 点 ,此 与 
|iVv|= 12 了 矛盾 . 

综 上 可 知 ,无 论 哪 种 情形 ,结论 都 成 立 . 

9.33 ”在 平面 上 给 定 一 个 有 限 点 集 , 其 中 每 点 的 两 个 坐标 都 是 整 
数 .能 否 把 此 集合 中 的 每 点 都 染 上 红 蓝 两 色 之 一 ,使 得 与 纵横 坐标 轴 
平行 的 任 一 条 直线 上 所 含 的 红 点 与 蓝 点 的 个 数 至 多 相差 1 个 ?说 明理 
由 . 

(第 27 届 国际 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 题 中 要 求 的 染色 是 可 以 实现 的 . 对 此 ,我 们 用 归纳 法 来 证 
明 . 当 点 数 = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 当 nn = 上 时 命题 成 立 , 往 证 当 n 
二 上 + 1 时 命题 也 成 立 . 

(1) 奋 存 在 一 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 /1 ,其 上 有 奇数 个 点 , 则 将 其 
上 的 点 去 掉 一 点 A. 于 是 由 归纳 假设 知 对 其 余 的 上 & 点 可 作 满 足 要 求 的 
染色 . 因 /1 上 去 掉 A 后 剩 下 得 数 个 点 , 故 其 上 红 蓝 两 色 点 的 个 数 必然 
相同 .因而 对 4 来 说 ,无 论 将 点 A 染 上 红色 或 是 蓝 色 都 符合 要 求 . 故 只 
须 考虑 点 A 所 在 的 另 一 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 . 若 该 直线 上 红 蓝 两 色 
点 数 相等 , 则 点 A 可 随便 染色 ; 若 两 种 点 数 不 相 等 , 则 其 差 为 1, 只 要 将 
点 A 梁 上 点 数 少 的 一 种 颜色 就 可 以 了 . 

(2) 如 果 每 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 上 都 有 M 中 的 偶数 个 点 .我 们 
去 掉 AE M 之 后 , 按 归纳 假设 可 作 满 足 要 求 的 染色 . 设 A 所 在 的 分 别 
平行 于 横 轴 和 维 轴 的 两 条 直线 是 和 1;. 注意 , 当 横 向 计数 时 ,不 计 1 
上 的 点 时 , 红 蓝 两 种 点 的 个 数 相 等 ; 当 纵 向 计数 时 ,不 计 /> 上 的 点 , 红 
蓝 两 种 点 的 个 数 也 相等 .由 此 可 见 , 不 计 点 A 时 ,7 与 {, 上 的 两 种 点 数 
或 同 为 红 点 比 蓝 点 多 1 ,或 蓝 点 比 红 点 多 |. 无论 哪 种 情形 ,只 要 将 4 染 
成 点 数 少 的 那 种 颜色 就 满足 要 求 .这 就 证 明了 命题 当 ，= &+1 时 也 成 
7. 


9.34 已 知 合 ABC 为 正三 角形 ,其 边 长 为 整数 户 .考虑 满足 条 件 
AM = (nAB+ m AC) 
的 所 有 点 M 的 集合 S$, 其 中 入 都 是 整数 有 是 0 过 n,m 志 h, 且 n+ 
m 夺 有 .将 S 中 的 每 点 都 涂 上 蓝 , 白 , 红 三 色 之 一 ,使 得 
(1)S 站 AB 中 的 点 不 涂 蓝 色 ; 
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(2)S 门 AC 中 的 点 不 涂 白色 ; 

(3)S 有 BC 中 的 点 不 涂 红 色 . 
求证 存在 一 个 正三 角形 , 它 的 顶点 属于 S， 边 长 为 1 而 顶点 的 涂 色 互 不 
相同 . z 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 将 3 边 AB,AC ,BC 都 h 等 分 ,过 每 个 分 点 都 引 田 两 边 的 平 
行 线 , 则 这 些 平行 线 将 人 ABC 划分 成 一 些 边 长 为 1 的 正三 角形 ,显然 ， 
S 中 的 点 恰 是 这 些 三 角形 的 顶点 . 

考察 每 个 小 正三 角形 的 端点 蜡 色 的 边 的 条 数 &. 如 果 3 个 顶点 同 
色 , 则 = 0; 如 果 3 个 顶点 中 恰 有 两 点 同色 , 则 有 = 2; 如 果 3 个 顶点 互 
不 同色 , 则 & = 3. 

再 考察 所 有 小 正三 角形 所 对 应 的 丰 的 总 和 的 奇偶 性 . 如 果 小 三 角 
形 的 边 不 在 大 三 角形 的 周 界 上 , 则 这 条 边 还 属于 另 一 个 小 三 角形 .因而 
它 或 者 被 计数 2 次 ,或 者 被 计数 0 次 . 边 AB 上 的 点 都 是 白 点 或 红 点 且 
A 红 如 日 ,所 以 AB 上 有 奇数 条 端点 异 色 的 小 边 ( 即 小 正三 角形 的 边 ). 
同 理 , BC 和 AC 上 也 各 有 奇数 条 端点 异 色 的 小 边 .于 是 端点 异 色 的 小 
边 的 总 数 为 奇数 .从 而 至 少 有 1 个 小 正三 角形 的 端点 异 色 的 边 的 条 数 
为 奇数 ,当然 只 能 为 3, 即 这 个 三 角形 的 3 个 顶点 的 颜色 互 不 相同 . 

9.35 平面 上 给 定 1988 个 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 线 .将 其 中 的 
1788 个 点 涂 上 蓝 色 ,其 余 的 200 个 点 涂 成 红色 .求证 存在 一 条 直线 , 它 
将 平面 分 成 两 部 分 ,每 部 分 都 含有 894 个 蓝 点 和 100 个 红 点 . 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 首先 作 一 个 大 圆 ,使 给 定 的 1988 个 点 都 在 圆 内 .然后 过 任 
何 两 个 给 定点 都 作 一 条 直线 ,它们 与 大 圆 的 交点 称 为 特殊 点 ,大 圆 上 其 
余 的 点 称 为 普通 点 . 

下 面 证 明 过 每 个 普通 点 都 可 以 作 一 条 直线 ,使 得 直线 两 侧 各 有 
994 个 给 定点 ,并且 将 这 1988 个 点 分 成 点 数 相等 的 两 个 子 集 的 分 法 是 
惟一 的 . 设 点 PP 是 任 一 普通 点 . 把 点 P 与 1988 个 给 定点 连 起 来 得 到 
1988 条 射线 ,我 们 可 以 按照 这 些 射线 与 大 圆 过 点 PP 的 切线 的 夹 角 从 小 
到 大 来 为 给 定点 编号 .于 是 ,过 编号 为 994,995 的 两 点 的 射线 所 构成 的 
夹 角 中 的 任意 一 点 与 点 忆 的 连 线 都 把 1988 个 给 定点 均 分 在 直线 的 两 
侧 . 显然 ,将 1988 个 给 定点 用 过 点 P 的 直线 均 分 为 两 个 子 集 的 分 法 还 
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是 惟一 的 (直线 可 以 不 同 ,但 两 个 子 集 的 分 法 是 惟一 的 ). 

上 述 论证 表明 ,每 个 普通 点 都 惟一 地 对 应 于 一 种 分 法 . 容易 看 出 ， 
当 普 通 点 沿 着 圆周 移动 时 , 如果 不 越过 任何 特殊 点 , 则 对 应 的 分 法 不 
变 ; 如 果 越 过 特殊 点 , 则 相应 的 分 法 也 随 之 发 生变 化 .下面 证 明 相 邻 的 
( 即 两 点 间 只 有 1 个 特殊 点 ) 两 种 不 同 分 法 所 分 成 的 两 个 子 集 只 有 一 对 
点 不 同 ,所 谓 一 对 不 同 指 增 加 1 个 新 点 同时 减少 1 个 旧 点 . 

设 点 P 和 QQ 是 两 个 普通 点 ,它们 所 对 应 的 两 种 分 法 是 相 邻 的 , 设 
L1, 了 2 是 分 别 过 点 PP 和 QQ 的 直线 ,把 给 定 的 1988 个 L 
点 均 分 成 两 部 分 . 如 果 两 种 子 集 至 少 有 两 对 元 素 
不 同 ,那么 存在 右 图 所 示 的 A,B,C,D4 点 .因为 4 
点 不 共 线 , 故 其 中 必 有 3 点 不 共 线 ,不 妨 设 A,C.， 
D3 点 不 共 线 .从 而 直线 AC 与 AD 不 重合 ,二 者 与 
PQ 的 交点 也 不 重合 , 即 PQ 上 至 少 有 两 个 特殊 
点 .此 与 从 属于 点 已 和 Q 的 分 法 相 邻 的 条 件 矛盾 . P 
从 而 证 明了 两 种 相 邻 分 法 所 分 成 的 子 集 各 只 有 一 对 元 素 不 同 . 

设 点 局 为 任 一 个 普通 点 ,/ 为 过 点 P 的 满足 要 求 的 划分 直线 ,并 设 
1 交大 圆 于 另 一 点 Q. 又 设 1 的 左 侧 有 xz 个 蓝 点 . 当 点 作为 普通 点 从 P 
出 发 连续 变化 到 点 Q( 不 计 越 过 的 特殊 点 ) 时 ,相应 的 分 法 也 连续 地 变 
化 到 从 属于 点 Q 的 分 法 .但 这 种 分 法 与 点 P 对 应 的 分 法 相同 , 只 是 左 
右 两 侧 的 集合 互 换 , 即 点 Q 分 线 左 侧 的 集合 有 1788 - z 个 蓝 点 .由 于 
每 次 相 邻 分 法 的 变动 只 相差 1 点 , 故 变动 中 必 有 一 -种 分 法 ;分 线 左 侧 的 
集合 中 恰 含 894 个 蓝 点 .显然 ,这 种 分 法 即 为 所 求 . 

9.36 ， 将 边 数 为 奇数 的 凸 多 边 形 的 每 个 顶点 都 涂 上 一 种 颜色 , 且 
任意 两 个 相 邻 顶点 异 色 . 试 证 对 上 述 任何 一 种 涂 色 法 ,都 可 用 互 不 相交 
的 对 角 线 将 多 边 形 分 成 若干 个 三 角形 ,使 得 剖 分 中 所 用 的 每 条 对 角 线 
的 两 个 端点 都 不 同色 . 





( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 1] 设 多 边 形 的 边 数 为 x = 2k + 1,k EN, 并 对 上 使 用 数学 
归纳 法 来 证 明 . : 

当 友 = 时 ,>”= 3. 结 论 显 然 成 立 . 设 结论 于 上 = m 时 成 立 . 当 及 
= 7 二 时 , 设 绘 定 的 凸 2 + 3 边 形 已 按 要 求 涂 好 颜色 , 则 必 有 1 个 顶 
点 4, 它 的 两 个 相 邻 顶点 异 色 . 若 不 然 , 则 每 个 顶点 的 两 个 相 邻 顶点 都 
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同色 .由 于 顶点 数 为 奇数 , 故 所 有 顶点 都 同色 ,此 与 已 知 矛 盾 . 将 顶点 A 
的 两 个 相 邻 顶点 间 连 1 条 对 角 线 , 则 它 的 两 个 端点 异 色 并 将 原 多 边 形 
分 成 上 个 三 角形 与 1 个 西 2ww + 2 边 形 . 

如 果 在 凸 2m +2 边 形 中 有 1 个 顶点 B, 它 的 两 个 相 邻 顶点 异 色 , 则 
这 两 个 异 色 点 间 所 连 的 对 角 线 又 分 出 1 个 三 角形 和 1 个 点 2m + 工 边 
形 .于 是 由 归纳 假设 知 结论 成 立 . 如 果 在 上 同 2m + 2 边 形 中 的 每 个 顶点 
的 两 个 相 邻 顶点 都 同色 , 则 这 2n: + 2 个 顶点 恰好 交替 地 涂 有 两 种 颜 
色 , 且 顶点 4 的 两 个 相 邻 顶点 恰好 分 别 涂 有 这 两 种 颜色 . 按 已 知 , 顶点 
4 与 它 的 两 个 邻 点 均 不 同色 .从 而 顶点 A 与 另外 的 2mzz+2 个 顶点 均 不 
间 色 .于 是 用 从 顶点 A 发 出 的 所 有 对 角 线 将 多 边 形 前 分 成 三 角形 即 满 
足 题 中 要 求 . 这 就 证 明了 结论 于 & = m + 1 时 成 立 . 

[证 2] 像 证 1 中 一 样 地 对 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 

当 训 = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 于 有 = m 时 成 立 .考察 上 = 六 
+ 1 的 情形 .因为 2 + 3 为 奇数 ,而 相 邻 顶点 异 色 , 故 知 这 2x + 3 个 顶 
点 至 少 涂 有 3 种 不 同 颜色 . 设 其 中 顶点 数 最 少 的 一 种 是 红色 . 记 所 给 的 
多 边 形 为 A A2… Az,+3. 

(1) 若 多 边 形 顶 点 中 只 有 1 个 红 点 , 记 为 A; , 则 两 个 三 点 组 (A，，， 
Aj-1,A;) 和 (A;,Ajyj,A;i2) 中 的 各 3 点 都 互 不 同色 . 从 而 对 角 线 
A;_2A; ,AiAi42 将 所 给 多 边 形 分 成 两 个 三 角形 和 1 个 唔 2p + 1 边 形 .由 
归纳 假设 知 结论 成 立 ， 

(2) 设 多 边 形 顶 点 中 至 少 有 两 个 红 点 .考察 两 个 相 邻 红 顶 点 ( 指 中 
间 夹 有 的 项 点 都 是 其 他 颜色 的 ) 间 夹 有 的 其 他 颜色 的 顶点 的 情形 . 

(i) 知 有 两 个 相 邻 红 项 点 A; 和 Ai( < j) 间 至 少 夹 有 3 个 顶点 , 则 
三 后 组 (A;,Aiti,Ait2) 和 (Aj;_;,Aj;-1,A;) 中 的 各 3 点 都 互 不 同色 .从 
而 像 (1) 中 一 样 地 知 结论 成 立 . 

(ii) 车 任何 两 个 相 邻 红 顶 点 间 都 至 多 夹 有 两 个 顶点 , 则 由 红 顶 点 
数 最 少 性 即 知 每 两 个 红 顶 点 间 都 恰好 夹 有 两 个 顶点 . 设 Ai 是 红 顶 点 ， 
于 是 A4 也 是 红 顶 点 , 目 三 点 组 (Aj,As,A;3),(As,As,Ase) 中 的 各 3 点 
都 互 不 同色 .从 而 像 (1) 中 一 样 地 知 结论 成 立 . 这 就 证 明了 结论 于 & = 
nD 十 工时 也 成 立 . 

9.37 设 自然 数 之 3. 考虑 一 个 圆周 上 的 2n - 工 个 不 同 的 点 所 
成 的 集合 EE. 如 果 将 玉 中 的 一 些 点 涂 成 黑色 ,使 得 至 少 有 两 个 黑 点 ,以 
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它们 为 端点 的 两 条 弧 之 一 的 内 部 恰 含 巨 的 n 个 点 , 则 称 这 种 涂 色 法 是 
“好 的 .阁下 的 个 点 涂 成 黑 点 的 每 一 种 涂 色 法 都 是 好 的 , 求 上 的 最 小 
值 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 按 逆 时 和 针 方 向 ,将 给 定 的 2n -1 个 点 顺 次 记 为 Al, A， 
… ,41 并 约定 当 玉 > 272 一 1 时 ,A = 4 aol 对 于 任意 点 4; ,与 它 
相隔 2 个 点 的 点 怡 有 两 个 , 即 hl 与 4 ,2. 我 们 把 这 两 个 点 称 为 
A; 的 “关联 点 ”. 显然, 若 有 一 对 黑 点 互 为 关联 点 , 则 该 种 涂 色 法 就 是 好 
的 ， 





首先 ,我 们 证 明 的 最 小 值 不 大 于 ?车 不 然 , 则 存在 一 种 将 开 中 ” 
个 点 涂 黑 的 涂 色 法 不 是 好 的 . 这 时 ,每 个 黑 点 的 两 个 关联 点 都 是 无 色 
的 ,所 以 ,共有 22 个 无 色 点 (包括 重复 计数 ). 但 是 ,每 个 无 色 点 至 多 是 
两 个 黑 点 的 关联 点 ,因而 至 少 有 个 不 同 的 无 色 点 ,于 是 总 点 数 至 少 为 


2n ,此 不 可 能 . 
其 次 ,如果 我 们 将 前 n - 2 个 点 涂 黑 而 其 余 点 不 涂 色 , 则 其 中 任何 
内 个 黑 点 都 不 是 关联 点 对 .可 见 , 所 求 的 的 最 小 值 不 小 于 nn 一 1. 


下 面 ,我们 考察 z = 3,4,5 的 情形 ,以 便 从 中 获得 在 一 般 情 形 下 关 
于 上 的 最 小 值 的 信息 . 

当 n = 3 时 ,2n -1=5S. 显 然 , 当 且 仅 当 两 点 相 邻 时 ,二 者 为 关联 
点 对 .所 以 , 当 把 两 个 不 相 邻 的 点 涂 黑 时 , 涂 色 法 不 是 好 的 .可 见 , 所 求 
的 二 的 最 小 值 为 3 = 7 

当 n = 4 时 ,2n - 工 = 7. 当 且 仅 当 两 点 中 间隔 一 点 时 ,二 者 为 关联 





对 ,可 见 , 这 时 所 求 的 & 的 最 小 值 为 4 = 7 
当 n 二 5 时 ,2n -1=9. 将 9 个 已 知 点 分 成 3 组 : 
iAl,As,Arsl ,1As,As,Ags|,|A;,Ac,Aol. 
个 难看 出 ,任何 一 点 的 两 个 关联 点 都 恰 是 与 它 同 组 的 另 两 点 .如 果 对 9 


点 中 的 4 点 染色 , 则 由 抽 屠 原理 知 , 必 有 两 个 黑 点 属于 同一 组 ,从 而 二 


者 为 一 关联 点 对 . 可见, 这 时 所 求 的 上 的 最 小 值 为 4 = nn -1. 

上 述 讨论 表明 ,k 的 最 小 值 有 时 是 ,有 时 是 ~- 1, 视 2n -于 能 否 
被 3 整除 而 定 .下 面 我 们 就 分 别 来 加 以 证 明 . 

(1) 当 31 (2 -1) 时 , 设 22 -1 = 3m 并 将 给 定点 分 成 3 组 . 
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S = {AIj=3k+i,k=0,1, ,mm- 1i,i= 1,2,3. 
注意 到 wi 为 奇数 , 便 知 


n -2=3. 加 =3| 吾 ],nt1=3([ 名 |+D) 


都 是 3 的 倍数 ,因而 As ， 与 A++ 都 与 A; 属于 同一 组 ,每 点 与 它 的 
两 个 关联 点 都 在 同一 组 中 .车 将 4 一 1 = 3| 殖 |+ 1 个 已 知 点 涂 黑 , 则 


由 抽 层 原则 知 3 组 中 必 有 一 组 中 至 少 有 | 举 | + 1 个 黑 点 . 于 是 像 第 一 
段 论证 一 样 地 可 以 证 明 , 这 组 中 必 有 两 个 黑 点 是 关联 点 对 . 可见 ,任何 
将 一 1 个 点 涂 黑 的 涂 色 法 都 是 好 的 .所 以 ,所 求 的 & 的 最 小 值 为 nn 一 1. 
(2) 当 3H2m -1) 时 , 设 272 -上 =3 土 1. 易 见 ,7 为 偶数 . 今 
S= 1A, | j= 3E+1,k =0,1,2,.…,n — 2}, 
则 S 中 任何 点 的 关联 点 都 不 在 S 中 .事实 上 ,由 2n 一 1 = 3m 土 1 可 推 
得 


幢 本 (车 漆 
0 


| 2 


2 2 
_ 3m _ 3m 
= +1 一 + 


4 个 数 均 不 是 3 的 倍数 .所 以 , 若 A; € S, 则 它 的 两 个 关联 点 Ai,,,1 和 
A;;,, 2; 都 不 在 S 中 . 现 将 S 中 的 n -1 个 点 全 部 涂 黑 , 则 这 种 涂 色 法 不 
是 好 的 .所 以 ,这 时 所 求 的 & 的 最 小 值 为 n. 

综 上 ,我 们 得 到 





nl1, 当 3| (2n -1), 
nN, 当 3 1(2n -1). 

[ 解 2]】 像 解 1 中 一 样 ,我 们 将 2n -1 个 给 定点 依次 记 为 Aj ,有 A;， 
Ai 1 并 引入 关联 点 的 概念 . 现 于 每 对 关联 点 间 连 一 条 线 , 则 得 到 
一 个 图 G ,其 中 每 点 的 度数 都 是 2. 因此 , 偶 图 G 是 一 个 圈 或 若干 个 互 
不 相交 的 圈 之 并 .由 对 称 性 知 每 个 圈 都 有 相同 的 顶点 数 .所 以 , 互 不 相 
交 的 圈 的 数目 一 定 是 奇数 .由 于 任何 一 点 的 两 个 关联 点 间 夹 有 两 个 点 ， 
故 知 A; 与 Ai,;; 在 同一 圈 上 ,所 以 圈 的 数目 至 多 3 个 . 若 恰 有 3 个 圈 , 则 
由 于 每 个 圈 的 项 点 数 都 相同 , 故 有 31(2n -1). 反 之 ,车 3| (2n - 1T)， 
则 3j (一 2),3| (yw +1). 因 此 ,以 如 下 3 组 顶点 


knin 一 
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(1,4,.… ,2n — 31,12,5,.… ,27 一 2113; 6 27 一 | 
中 任何 一 组 点 为 项 点 的 子 图 都 是 一 个 圈 . 由 此 可 见 , 图 G 可 分 解 为 3 个 
圈 当 自 仅 当 31(2n 一 1). 当 3 (2n 1) 时 ,图 G 是 一 个 圈 . 

显然 ,一 种 涂 色 法 是 好 的 , 当 且 仅 当 图 G 中 有 一 对 相 邻 顶点 同 为 
黑 点 . 当 34X(2n -1) 时 ,图 G 是 一 个 圈 ,其 中 最 多 可 选 出 ”=- 1 个 顶点 
两 两 不 相 邻 .所 以 , 若 把 这 样 一 组 ”- ] 个 点 涂 黑 , 则 涂 色 法 不 是 好 的 ; 
若 把 任何 2 个 点 涂 黑 , 其 中 必 有 两 个 顶点 相 邻 ,所 以 涂 色 法 总 是 好 的 . 
由 此 可 知 , 所 求 的 & 的 最 小 值 为 n. 当 31(2n - 1) 时 ,图 G 有 3 个 圈 , 每 


个 轿 有 mm = 十 (27 - 1) 个 顶点 .任何 一 个 圈 中 最 多 可 选 出 | 又 | 个 项 
点 两 两 不 相 邻 .所 以 ,车 将 某 个 圈 中 的 | | + 1 个 顶点 涂 黑 , 则 必 有 两 
个 顶点 相 邻 , 故 当 将 n 一 1 = 3[ 符 ] +1 个 点 涂 黑 时 ,由 抽 民 原理 知 3 个 


图 中 至 少 有 一 个 图 上 的 黑 点 数 至 少 为 | 学 | + 1, 从 而 知 这 样 的 涂 色 法 
总 是 好 的 .如 果 将 前 x - 2 个 已 知 点 涂 黑 , 则 任何 两 个 黑 点 都 不 是 图 中 
的 相 邻 顶点 , 故 这 种 涂 色 法 不 是 好 的 .所 以 ,这 时 所 求 的 & 的 最 小 值 为 
n—1l. 

综 上 ,我 们 得 到 , kw, = nn, 当 3 1(2n - 1);kwn 二 nn 一 1, 当 
3| (2n - 1). z 

9.38 ”把 正 n 边 形 的 每 条 边 和 每 条 对 角 线 都 涂 寺 一 种 颜色 ,使 得 
这 些 线段 中 有 公共 点 的 任何 两 条 线段 都 涂 有 不 同 的 颜色 . 问 最 少 需要 
几 种 颜色 ? 

(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 设 A,B,C 是正 边 形 的 相 邻 三 个 顶点 :考察 从 B 引 出 的 n 
一 1 条 线段 及 对 角 线 AC ,这 ”条 线段 两 两 都 有 公共 点 ,所 以 至 少 需要 
种 颜色 . 

为 一 方面 , 正 n 边 形 的 所 有 边 和 对 角 线 怡 可 分 成 n 组 平行 线段 .每 
组 线段 涂 上 同一 种 颜色 ,n 种 颜色 就 够 了 . 故 知 满足 题 中 要 求 的 涂 色 法 
最 少 要 用 ”种 颜色 . 

9.39 ”将 正三 角形 的 一 边 涂 上 红色 ,再 将 正三 角形 关于 它 的 一 条 
边 作对 称 映 射 , 将 映射 所 得 的 三 角形 再 作 类 似 的 映射 ,如 此 继续 下 去 ， 
一 直到 某 一 步 后 ,三 角形 又 映射 回 到 了 原来 的 位 置 ,求证 此 时 三 角形 的 
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红 边 也 回 到 了 原来 的 位 置 . 
(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] 设 右 图 中 有 阴影 线 的 正三 角形 为 给 定 
三 角形 , 粗 实 线 所 表示 的 边 为 红 边 . 于 是 视 三 角形 
位 置 及 红 边 位 置 的 不 同 , 所 有 三 角形 共有 6 种 不 同 
情形 , 分 别 编号 为 1,2,3,4,5,6. 按 题 中 规定 作 贞 
射 , 可 以 看 出 ,各 种 编号 的 三 角形 的 排列 是 有 规律 
的 ,不 管 怎样 映射 ,每 个 位 置 的 三 角形 的 编号 是 不 
变 的 .所 以 ,只 要 回 到 原来 位 置 ,编号 当然 是 1 号 , 红 
边 也 恰好 回 到 原 处 . 

9.40 ”将 一 个 99 边 形 的 边 依次 涂 色 为 红 ， 蓝 , 红 , 蓝 ,…，, 红 , 蓝 ， 
黄 . 每 条 边 涂 一 一 种 颜色 然后 允许 进行 如 下 操作 "在 保证 任何 相 邻 丽 
都 不 同色 的 条 件 下 ,每 次 可 改变 一 条 边 的 颜色 . 问 能 否 经 过 若干 次 操作 
而 使 99 条 边 的 涂 色 状态 变 为 红 , 蓝 , 红 , 蓝 ,…, 红 , 黄 , 蓝 ? 

(第 23 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 将 99 边 形 的 99 条 边 依次 编号 为 1,2,…,99. 定 义 函数 f(i) 
如 下 : 当 i 一 1,i,i+1 这 3 条 边 中 第 1 条 与 第 3 条 同色 时 , 令 f(i) = 0; 
当 这 3 条 边 的 颜色 依次 为 红 黄 蓝 , 黄 蓝 红 或 蓝 红 黄 时 , 令 f(i) = 1 
这 3 条 边 的 颜色 依次 为 红 蓝 黄 , 蓝 黄 红 或 黄 红 蓝 时 , 令 f(i1) =- 


考察 操作 前 后 和 数 S = Be ) 的 变化 情形 . 注意 , 仅 当 第 ; -1 


与 第 i+ 1 条 边 同色 时 ， 才能 将 第 ; 条 边 改变 颜色 . 当 第 ; 条 边 改变 颜色 
时 ,又 仅仅 影响 到 f(i =- 1) 与 f(i + 1) 的 值 ,而 其 他 的 诸 f()) 都 保持 
不 变 . 当 写 出 i 一 2,i 一 1,i,i+1,i+25 条 边 的 颜色 时 ,变化 情况 如 
下 : . 





/NAN 
/NNSA 
ON 





蓝 红 蓝 红 蓝 < 一 > 蓝 红 黄 红 蓝 ， 
蓝 红 蓝 红 黄 < 一 > 蓝 红 黄 红 黄 ， 
黄 红 蓝 红 黄 < 一 > 黄 红 黄 红 黄 ， 
黄 红 蓝 红 蓝 < 一 一 黄 红 黄 红 蓝 ， 


这 里 只 列 出 了 第 i 一 1 与 i+1 条 边 均 为 红色 的 情形 , 均 为 蓝 色 或 黄色 的 
情形 可 由 此 轮换 得 出 . 易 见 ,操作 前 后 f(i 一 1) + f(i+1) 的 值 不 变 , 即 
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在 允许 操作 之 下 ,和 数 S 的 值 是 不 变量 . 

因为 初始 状态 所 对 应 的 和 数 So = ~ 3, 而 希望 达到 的 终结 状态 所 
对 应 的 和 数 S， = 3, 所 以 不 可 能 实现 . 

9-41 设 两 个 相同 的 正方 形 相 交 成 一 个 八 边 形 , 其 中 一 个 正方 形 
的 边 是 蓝 色 的 ,而 另 一 个 的 边 是 红色 的 .求证 八 边 形 的 蓝 色 边 长 之 和 等 
于 红色 边 长 之 和 . 

z (第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 设 正 方形 AAA3A; 是 蓝 色 的 . 红 正 
方形 的 对 角 线 B4B，, 与 两 条 蓝 边 的 交点 分 别 为 
M,N( 右 图 ). 这 时 ,人 BiCD 只 人 BEE 有 BM 
BaN 分 别 为 这 两 个 三 角形 中 直角 的 平分 线 . 记 s<- 


CD 
BsM 


方形 沿 直 线 A1A, 滑动 时 ,BM + BN 保持 不 变 ， 
从 而 CD + EF 也 保持 不 变 , 故 4 条 蓝 边 长 度 之 和 不 变 . 而 4 条 红 边 的 长 
度 之 和 不 变 是 显然 的 . 

通过 上 述 的 平移 ,我 们 可 使 两 个 正方 形 的 中 心 重合 在 一 起 .这 时 由 
对 称 性 知 蓝 边 长 度 之 和 与 红 边 长 度 之 和 相等 . 从 而 平移 之 前 两 者 长 度 
之 和 也 相等 . 

9.42 ”已 知 凸 多 面体 的 每 个 侧面 都 是 三 角形 . 试 证 可 以 将 它 每 条 
校 都 徐 上 红 蓝 两 色 之 一 ,使 得 从 多 面体 的 任 一 顶点 走 到 任 一 另外 顶点 ， 
可 以 只 沿 着 红 棱 走 , 也 可 以 只 沿 着 蓝 棱 走 . 

(第 21 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 设 A 为 多 面体 的 一 个 顶点 ,由 它 共 引 出 » 条 楼 AA,,j = 1， 
2,…,n .把 校 AA| 涂 成 蓝 色 , 而 其 余 的 n - 1 条 棱 都 涂 成 红色 ,把 非 封 
闭 的 折线 AlAzs A, 涂 成 蓝 色 , 棱 414， 涂 成 红色 . 容易 验证 ,这 n++1 
个 点 间 的 染色 符合 题 中 要 求 . 

下 面 我 们 逐步 把 涂 色 扩展 出 去 , 即 依次 给 与 已 涂 色 部 分 相 邻 的 侧 
面 上 尚未 涂 色 的 部 分 涂 色 . 如 果 这 个 侧面 只 有 一 条 棱 已 涂 色 , 则 给 另 两 
条 未 涂 色 的 棱 涂 上 不 同 的 颜色 .如果 已 涂 色 的 棱 有 两 条 , 则 第 三 条 棱 可 
任 涂 一 种 颜色 . 这样 继续 下 去 ,直到 涂 完 为 止 . 易 见 ,这 样 的 涂 色 满足 题 
中 要 求 . 


二 A, 则 CD+ EF = A(BsM+ B,N). 当 蓝 正 
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9.43 ”将 一 个 凸 多 边 形 各 边 的 外 侧 都 涂 上 颜色 ,再 作 该 多 边 形 的 
若干 条 对 角 线 ,将 这 些 对 角 线 的 一 侧 也 涂 上 颜色 , 即 贴 着 这 些 线段 的 一 
侧 画 上 彩色 窗 条 . 试 证 在 由 这 些 对 角 线 从 原 多 边 形 中 所 分 出 的 那些 多 
边 形 中 ,至 少 有 一 个 多 边 形 的 各 边 的 外 侧 都 是 涂 了 颜色 的 (多 边 形 顶点 
处 的 涂 色 允许 从 内 部 开始 ). 

(第 24 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] ”我们 关于 对 角 线 的 条 数 使 用 数学 归纳 法 . 当 对 角 线条 数 为 
0 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 当 对 角 线 条 数 nn = 上 时 成 立 . 当 nn =k+1 
时 ,设想 是 先 作 出 & 条 对 角 线 时 再 添 1 条 所 成 .由 归纳 假设 知 在 前 上 条 
对 和 角 线 作出 并 涂 好 颜色 后 ,有 一 个 多 边 形 的 各 边 的 外 侧 都 是 涂 了 颜色 
的 , 记 这 个 多 边 形 为 M. 当 引 出 第 + 1 条 对 角 线 并 一 侧 涂 了 颜色 后 ， 
如 果 这 条 对 角 线 与 M 不 交 , 则 M 仍 为 满足 要 求 的 多 边 形 .如 果 这 条 对 
角 线 与 多 边 形 M 相交 , 则 它 必 把 M 分 成 两 个 多 边 形 .将 对 角 线 涂 色 一 
侧 的 多 边 形 去 掉 , 另 一 侧 的 多 边 形 的 各 边 的 外 侧 都 是 涂 了 颜色 的 ,这 就 
完成 了 归纳 证 明 . 

9.44 ”公园 里 有 mn 条 小 路 和 若干 块 草坪 ,每 条 小 路 都 连接 着 两 
块 草坪 .已 知 可 以 将 每 条 小 路 都 涂 上 mx 种 颜色 之 一 ,使 得 自 每 块 草坪 
所 连 出 的 小 路 中 都 没有 同色 的 .求证 存在 一 种 涂 色 法 ,使 得 涂 有 每 种 颜 
色 的 小 路 都 恰 有 n 条. 

( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 

[证 ] 对 于 每 一 种 使 得 从 每 块 草坪 连 出 的 所 有 小 路 互 不 同色 的 
涂 色 法 , 设 :sm…,sw 是 分 别 被 涂 成 各 种 颜色 的 小 路 的 条 数 , 令 

f(s) = | si 一 元 | 二 [s2— nl+ .+ [sp 一 了 | 
并 称 之 为 偏差 也 数 .因为 所 有 这 样 的 着 色 法 只 有 有 限 多 种 , 故 可 从 中 选 
出 一 种 使 f(s) 取 最 小 值 的 着 色 法 来 .下 面 我 们 就 来 证 明 ,对 于 这 种 着 
色 法 , 必 有 As) = 0, 即 每 种 颜色 的 小 路 都 恰 有 ”条 ， 

各 不 然 , 则 存在 编号 为 ; 和 /7 的 两 种 颜色 ,使 得 ,> nn ,Ss; 之 nn. 将 每 
块 草 坪 视 为 一 点 而 每 条 小 路 都 是 连结 其 中 两 点 的 线段 ,于 是 得 到 一 个 
子 图 . 按 题 意 ,从 每 个 项 点 引出 的 涂 有 i 和 j 色 的 边 至 多 各 ! 条 . 因此， 
这 个 子 图 可 以 分 解 为 若干 个 圈 或 ( 非 封 闭 的 ) 链 ,它们 之 间 没 有 公共 顶 
点 , 且 在 每 条 圈 和 链 上 ,两 种 颜色 的 边 交 替 排 列 . 这 样 ,每 条 圈 上 , 涂 有 
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i 色 和 j 色 的 边 数 相等 ,每 条 链 上 ,两 种 颜色 的 边 数 之 差 至 多 为 1. 由 于 

s; > n > 8 , 故 必 存 在 一 条 链 ,其 上 的 ; 色 边 比 ; 色 边 多 1 条 .将 这 条 链 
组 上 的 边 的 涂 色情 形 互 换 ,结果 是 j 色 边 比 i 色 边 多 1 条 ,这 将 导致 f(s) 
#| 减少 2, 矛 盾 .这 就 证 明了 f(s) 入 0. 

9.45 ”一 直线 上 有 上 个 点 ,对 某 两 点 A,B, 以 AB 为 直径 作 贺 ,每 
一 个 圆 涂 上 n 种 颜色 的 一 种 ,如 果 每 两 个 互相 外 切 的 圆 涂 色 均 不 相同 ， 
所 给 的 上 个 点 不 涂 颜色 ,证 明 :& 去 2" 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 1] 对 每 一 点 4, 有 一 相应 集合 Sa: 

Sa = | 过 A 并 且 在 A 左 方 的 图 
所 涂 的 颜色 }. 

由 于 颜色 共 n 种 ,所 以 SA 至 多 有 2 种 ,如 果 > 2", 则 由 抽 屠 原 

理 , 必 有 两 点 A,B, 使 得 
Sa = Sp. / 

不 妨 设 B 在 A 的 左 方 :考虑 以 AB 为 直径 的 圆 C, 由 S4 的 定义 , 圆 C 所 
涂 的 颜色 € S4 ,从 而 也 就 有 € Ss ,因而 必 有 一 个 过 B 并 且 在 B 左 方 的 
圆 与 圆 C 的 涂 色相 同 ,这 两 个 圆 是 外 切 的 . 与 题 设 两 个 外 切 圆 的 涂 色 
不 同 相 了 矛盾 . 

所 以 到 二 27 

[证 2] 设 &= 27"+1 个 点 为 

Al,A;,,…,A,. 
自 A 向 Ai(j > 站 引 一 条 弧 AjA;, 就 形成 了 一 个 竞赛 图 ,这 个 图 是 一 个 
完全 有 向 图 ,图 中 的 缴 涂 上 ” 种 颜色 ( 弧 AA; 与 以 Ai4) 为 直径 的 图 的 
颜色 相同 ). 要 证 明 图 中 有 三 点 Ai,Aj, As(i < j < 如 ,AAi 与 44i 同 
. 色 . 

用 数学 归纳 法 . 

1 二 1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 命题 在 ”=- 1 时 成 立 . 

对 于 ,将 2”+ 1 个 点 分 为 两 个 集合 MI 和 M:. Mi 中 每 一 个 点 均 
有 一 条 从 其 他 点 引 向 该 点 的 红色 的 弧 ,A 中 的 点 则 不 是 这 样 . 

(1) 若 | My | 守 2"!+1. 
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如 果 在 M, 中 有 一 条 红色 的 弧 AA- ,那么 必 有 指向 A; 的 红 弧 
AxA,(Ai 不 一 定 在 M, 中 ) , 则 结论 成 立 ,如 果 在 M; 中 没有 红色 的 弧 , 则 
由 归纳 假设 结论 成 立 ， 

(2) 若 | Mi| 守 2” 1!+1. 

则 由 于 MI 中 任 两 点 A; ,A(i < 让 之 间 的 缴 和 A 不 是 红色 ,所 以 
结论 成 立 . 

由 以 上 可 知 ,k 之 27. 

9.46 ”有 四 种 颜色 和 无 数 多 个 边 长 为 1 的 小 正方 形 .在 小 正方 形 
的 边 上 涂 色 ,使 得 每 个 正方 形 的 各 边 的 颜色 互 不 相同 ,并 将 同一 颜色 的 
边 精 在 一 起 . 问 mz 和 nn 是 怎样 的 数 时 ,由 这 些小 正方 形 可 以 粘 成 x 7 


个 方块 的 矩形 , 且 使 矩形 的 每 一 边 都 涂 有 同一 种 颜色 ,而 四 边 的 颜色 又 第 
互 不 相同 . 来 九 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) EE 

[ 解 ] ”因为 每 个 正方 形 都 是 每 种 颜色 


# 4 ¢ 4 
的 边 各 一 条 , 故 当 使 用 wm x n 个 矩形 时 ,未 [TTToT7R 
粘 之 前 每 种 颜色 的 边 数 都 是 wn , 当然 具有 | 国 国 加 加 | 
相同 的 奇偶 性 . 每 两 个 正方 形 粘 在 一 起 时 ， 


aaauul 
该 种 颜色 的 边 数 就 减少 2, 但 奇偶 性 不 变 ，!| “|2 | 


由 此 可 知 , 无 论 怎样 粘连 ,四 种 颜色 的 数目 2 2 2 2 2 
始终 具有 相同 的 奇偶 性 . 这 意味 着 j22 与 7 
具有 相同 的 奇偶 性 . (a) 

将 正方 形 的 4 边 按 左旋 顺序 依次 涂 上 第 1,2,3,4 种 颜色 ,我 们 称 
之 为 左旋 块 , 记 为 虐 . 类似 地 定义 右 旋 
块 并 记 为 R. 将 左旋 块 和 右 旋 块 中 3 
和 4 两 种 颜色 互 换 所 得 的 涂 色 正方 形 
分 别称 之 为 次 左旋 块 和 次 右 旋 块 ,分 别 
记 为 L 和 R.. 

当 mp 和 都 是 奇数 时 ,我们 可 以 
相间 地 使 用 上 和 R , 粘 接 成 1 x n 的 长 
条 ,其 4 边 涂 色 的 顺序 与 两 端正 方形 
相同 .然后 再 将 左旋 长 条 与 右 旋 长 条 (b) 
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相间 地 粘 接 起 来 即 得 满足 要 求 的 m x n 和 矩形 .参看 图 (a). 

当 mx 和 nn 都 是 偶数 时 , 先 像 上 面 一 样 地 精 好 (zx 一 1)x (nn 一 1) 矩 
形 . 然 后 用 R” 和 LL 块 粘 成 1x(2 一 1) 和 (mx ~ 1) x 1 的 长 条 ,再 加 一 
个 (或 R) 块 即 可 烙 接 成 1 XX 和 矩形 且 满 足 题 中 要 求 . 参看 图 (b). 

综 上 可 知 , 当 m 和 奇偶 性 相同 时 ,可 以 粘 接 成 满足 要 求 的 px 

9.47 联邦 AB 由 A 和 B 两 个 共和 国 组 成 ,每 一 条 道路 都 连结 着 
属于 不 同 共 和 国 的 两 个 城市 .已 知 由 每 一 个 城市 都 至 多 可 通 向 10 个 城 
市 , 试 证 在 联邦 AB 的 地 图 上 ,可 将 每 条 道路 都 涂 上 10 种 颜色 之 一 ,使 
得 出 自任 一 城市 的 任何 两 条 道路 都 涂 有 不 同 的 颜色 . 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

. [证 11 我 们 对 涂 色 道路 的 条 数 进行 归纳 .对 第 1 条 道路 进行 满足 
要 求 的 涂 色 是 显然 的 . 设 已 对 条 道路 进行 了 满足 要 求 的 涂 色 .考察 第 
&+ 1 条 道路 . 设 这 是 连结 着 x € A 和 vy € B 的 一 条 道路 . 按 已 知 ,发 自 
X 城 和 y 城 的 道路 都 至 多 被 涂 上 了 9 种 颜色 .如 果 两 城 的 道路 涂 色 中 都 
缺少 同一 种 颜色 , 则 只 要 把 第 & + 1 条 路 涂 上 这 种 颜色 就 行 了 . 如果 两 
城 所 缺少 的 颜色 各 不 相同 ,不 妨 设 从 x 城 连 出 的 道路 中 有 1 号 色 而 没 
有 2 号 色 的 ;由 y 城 连 出 的 道路 中 有 2 号 色 而 没有 1 号 色 的 . 

我 们 来 考察 这 样 一 条 路 线 : 它 始 发 于 xz 城 ,交替 地 涂 有 1 号 色 和 2 
写 色 且 包含 的 道路 条 数 最 多 . 显然 , 它 不 可 能 两 次 穿 过 同一 个 城市 . 设 
它 的 终点 是 z 城 , 则 z 关 y. 事 实 上 ,由 于 这 条 路 线 是 1 号 色 与 2 号 色 交 
替 的 而 每 条 道路 都 连 着 不 同 共和 国 的 各 一 个 城市 , 故 当 沿 这 条 路 线 前 
进 时 ,1 号 色 的 路 都 是 由 A 走向 B 而 2 号 色 的 路 都 是 由 BB 走向 A.yE€ 
B 没 有 1 号 色 的 路 ,因而 这 条 路 线 不 能 到 达 y. 又 因 z 是 终点 ,所 以 = 城 
的 道路 涂 色 中 ,也 只 有 1 号 色 ( 车 z€ B) 或 2 号 色 ( 若 xz € A) 之 一 , 否 
则 又 可 继续 延长 下 去 . 这样 一 来 ,我 们 可 将 这 条 路 线 上 的 1 号 色 与 2 号 
色 互 换 , 使 换 后 的 涂 色 仍 然 满足 题 中 要 求 . 但 这 时 x 城 与 y 城 都 没有 1 
写 色 ,于 是 只 要 把 第 + 1 条 路 涂 上 1 号 色 就 行 了 .这 就 完成 了 归纳 证 
明 . 

[证 2] 考察 联邦 AB 地 图 上 的 道路 的 任何 一 种 涂 色 法 (可 以 不 必 
满足 题 中 要 求 而 只 是 每 条 路 都 涂 上 10 种 颜色 之 一 ). 对 于 图 中 的 每 个 
城市 C ,我 们 把 自 C; 连 出 的 涂 有 不 同 颜 色 的 道路 对 的 数目 c, 称 为 C. 城 
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的 指标 ,并 将 所 有 城市 的 指标 之 和 称 为 这 种 涂 色 法 的 指标 .因为 所 有 不 
同 的 涂 色 法 只 有 有 限 多 种 , 故 其 中 必 有 指标 最 大 的 一 种 .我 们 断言 ,这 
种 涂 色 法 必然 满足 题 中 要 求 . 

若 不 然 , 则 在 这 种 涂 色 法 中 必 有 某 个 城市 C ,使 自 它 发 出 的 道路 中 
至 少 有 两 条 同色 ,不 妨 设 都 是 1 号 色 . 由 于 每 个 城市 至 多 发 出 10 条 路 ， 
故 自 C 城 发 出 的 道路 的 涂 色 中 至 少 缺 少 1 种 颜色 ,不 妨 设 没有 2 号 色 . 
考察 这 样 的 一 条 路 线 ,从 C 城 沿 1 号 色 的 路 出 发 ,交替 地 涂 有 1 号 色 与 
2 号 色 ,上 且 包含 最 多 可 能 的 道路 , 即 直到 某 城 再 不 能 沿 新 的 道路 前 进 为 
止 .将 这 条 路 线 上 的 1 号 色 与 2 号 色 互 换 , 则 得 到 一 种 新 的 涂 色 法 .这 
时 ,与 原 图 指标 相 比 ,C 城 的 指标 至 少 增加 1; 路 线 外 的 城市 及 路 线 经 
过 的 城市 的 指标 不 变 ;终点 DD 城 的 指标 不 减 .因而 ,新 涂 色 法 的 指标 至 
少 比 旧 涂 色 法 大 1, 矛 盾 . 

9.48 ”将 凸 多 面体 的 每 条 楼 都 涂 上 红 黄 两 色 之 一 .两 边 异 色 的 面 
角 称 为 奇异 面 角 . 某 顶 点 A 处 的 奇异 面 角 的 个 数 称 为 该 顶点 的 奇异 
度 , 并 记 为 $4 .求证 总 存在 两 个 顶点 B 和 C, 使 得 Sp + Sc 声 4. 

(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1991 年 ) 

[证 ] “将 凸 多 面体 的 红色 棱 标 上 数 1 ,黄色 楼 标 上 数 0. 定义 任意 
一 个 面 角 的 度数 为 该 面 角 两 边 标 数 之 和 模 2 所 得 的 余数 0 或 者 1. 于 是 
一 个 面 角 为 奇异 面 角 的 充分 必要 条 件 是 其 度数 为 1. 任 取 一 顶点 A ,由 
于 在 计算 A 处 所 有 面 角度 数 之 和 时 ,从 A 发 出 的 每 条 棱 的 标 数 都 用 了 
两 次 ,从 而 A 处 所 有 面 角度 数 之 和 为 偶数 .于 是 顶点 A 的 奇异 度 S。 为 
偶数 . 同 理 可 证 , 任 一 面 所 包含 的 奇异 面 角 的 个 数 也 是 偶数 . 

假设 凸 多 面体 有 有 个 顶点 Ai ,A，，… ,4 人 ,有 7 个 面 AM ,AT ，… ,MM 


和 + 条 棱 . 设 面 M; 所 包含 的 樟 数 为 (i = 1,2,…, 让 .显然 34 = 21 





令 M; 所 含 的 奇异 面 角 数 为 Sw ,由 于 它 是 偶数 ,从 而 有 


< 一 
Su 21, — 4. 


在 上 式 中 对 i 从 1 到 } 求 和 便 得 , 凸 多 面体 所 有 奇异 面 角 数 应 满足 
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六 Sw <2> — 47 =4( 一 门 ， 
各 ”由 欧 拉 公式 可 得 : - ; = - 2. 于 是 有 
部 > Su <<4& 一 8. 
又 因 Sa ,Sa ,SA 都 是 偶数 ) 夏 必 仓 在 有 ii ,k2 ,Ri 天 &2 ,使 得 Sa <2, 
Sa < 2, 故 有 
SA, 十 SA, 去- 4. 
9.49 ”在 一 个 正方 形 的 岛屿 上 分 布 着 若干 个 国家 .能 否 将 这 些 国 
家 划分 得 更 小 ,使 得 不 出 现 新 的 国境 线 交 点 ,而 又 可 以 只 用 两 种 颜色 来 
为 这 个 岛屿 的 地 图 着 色 ? 
(第 36 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


[ 解 ]. 可 以 做 到 , 只 要 将 每 两 个 相 邻 的 国境 线 交 点 间 再 连 一 条 
“复线 ” 即 可 . 匈 下 图 . 


—/ 





9.50 ”一 张 纸 被 染 上 了 墨 涡 . 对 于 墨 涡 中 的 每 一 点 都 确定 出 它 到 
墨 渍 边界 点 的 最 大 距离 和 最 小 距离 .在 一 切 点 的 最 小 距离 中 取 最 大 值 ， 
在 一 切 点 的 最 大 距离 中 取 最 小 值 , 并 比较 二 者 的 大 小 . 如 果 这 两 个 值 相 
等 , 墨 涡 应 具有 什么 形状 ? 

(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 设 墨 涡 中 各 点 到 墨 涡 边 界 点 的 最 小 距离 的 最 大 和 值 x| 在 点 
A 达到 ,而 各 点 到 边界 点 的 最 大 距离 的 最 小 值 x, 在 点 B 取得 . 则 以 A 
为 心 以 ri 为 半径 的 圆 含 于 墨 涡 内 部 ,以 B 为 贺 心 以 x, 为 半径 的 圆 包含 
着 墨 涡 . 所 以 有 7, 实 . 如果 rv, = ri , 则 两 圆 重合 ,这 意味 着 墨 渍 恰 为 
一 个 圆 面 . 

9.51 把 两 个 大 小 不 等 的 纸 圆 盘 都 均 分 成 1965 个 扇形 .在 每 个 圆 
盘 上 都 任意 选 出 200 个 扁 形 染 成 红色 ,把 大 小 圆 盘 的 圆心 钉 在 一 起 ,并 
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使 上 上面 的 扇形 与 下 面 的 扇形 全 都 一 一 对 齐 . 旋转 小 圆 盘 ,使 其 转 过 扇形 
的 圆心 角 的 整数 倍 ,而 大 贺 盘 保持 不 动 .求证 至 少 有 .60 种 情形 可 使 上 
下 两 个 圆 盘 上 重合 的 红色 扇形 对 的 个 数 不 多 于 20 个 ， 
(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 车 不 然 , 则 至 多 有 59 种 情形 重合 红色 扇形 对 的 个 数 不 多 于 
20 个 . 当 将 小 圆 盘 旋转 一 周 时 ,共有 1965 个 不 同位 置 ,除了 上 述 59 种 
之 外 ,其 余 1906 种 情形 中 ,每 种 至 少 有 21 个 红色 扇形 对 ,共有 不 少 于 
1906 x 21 = 40026 个 红色 扇形 对 .但 另 一 方面 , 当 小 扇形 旋转 一 周 后 ， 
每 个 小 红 肩 形 与 每 个 大 红 扇 形 都 恰好 配对 一 次 , 故 总 共有 40000 个 红 
色 扇 形 对 ,了 矛盾， 

9.52 ”在 平面 上 任 作 ”条 直线 ,它们 将 平面 分 割 成 一 些 区 域 . 试 
证 可 以 将 每 个 区 域 都 涂 上 两 种 颜色 之 一 ,使 得 每 两 个 有 公共 边 的 相 邻 
区 域 都 不 同色 . 

(第 11 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1948 年 ) 

[证 ] 当 ”= 工时 ,只 要 将 两 个 区 域 涂 上 不 同 颜色 便 满足 要 求 ， 

设 结论 当 n = 上 时 成 立 . 当 n = 上 +1 时 ,从 k& 有 + 1 条 直线 中 先 拿 
掉 一 条 , 则 余下 & 条 直线 .由 归纳 假设 知 可 作 满 足 要 求 的 涂 色 . 再 把 拿 
掉 的 一 条 直线 放 回 去 .这 时 ,保持 这 条 直线 一 侧 的 所 有 区 域 的 涂 色 不 变 
而 将 另 一 侧 的 所 有 区 域 都 改换 成 与 原色 不 同 的 另 一 种 颜色 . 这 样 作出 
的 涂 色 满足 题 中 要 求 , 故 由 归纳 法 知 于 任何 nx € N ,命题 的 结论 都 成 
也. 

9.53 ”一 欧 氏 平面 被 有 限 个 圆 分 成 了 若干 个 区 域 , 对 所 分 的 每 个 
区 域 分 别 涂 以 红色 或 蓝 色 ,求证 能 使 任何 两 个 相 邻 区 域 涂 的 颜色 不 同 . 
( 几 有 共用 弧 作 为 边界 的 两 个 区 域 称 为 相 邻 的 区 域 ) 
(第 23 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1962 年 ) 

[证 ] 对 平面 上 每 一 个 被 圆 分 成 的 区 域 ,分 别 数 一 数 它 位 于 多 少 
个 圆 的 内 部 ,车 它 位 于 奇数 个 圆 的 内 部 就 涂 成 红色 , 若 它 位 于 偶数 个 圆 
的 内 部 就 涂 成 蓝 色 ,这 种 涂 色 方 法 即 能 符合 问题 的 要 求 . 

若 平面 上 只 有 两 个 圆 划分 形成 的 区 域 , 则 命题 显然 正确 . 

假定 平面 被 n 个 圆 分 成 若干 个 区 域 后 ,命题 也 正确 (n 实 2) , 则 在 
基础 上 再 增加 一 个 圆 , 即 得 到 ”+ 1 个 圆 ( 记 为 C, ,1) 划分 原平 面 成 更 
多 区 域 的 情形 . 
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考察 原来 的 某 个 区 域 DD 被 C, ,i 分 成 的 两 个 子 域 Di ,DD;, 它 们 共有 

Ci 的 一 段 圆 弧 作 为 边界 ,因而 其 中 有 且 仅 有 一 个 (不 妨 设 为 Di) 位 
组 于 Ci 里面 ,由 此 得 知 Di 比 D, 多 位 于 一 个 圆 里 面 ,因此 命题 对 z+ ] 
吉 个 圆 的 情形 正确 . 

于 是 由 数学 归纳 法 ,本 题 对 所 有 自然 数 x > 1 成立. 

9.54 “将 正方 体 的 每 一 个 侧面 都 用 两 个 具有 公共 和 斜 边 的 全 等 的 直 
角 三 角形 贴 上 ,其 中 一 个 三 角形 是 白色 的 , 另 一 个 是 黑色 的 . 问 能 否 适 当 
安排 黑白 两 色 , 使 得 正方 体 的 每 一 顶点 处 的 白 角 之 和 与 黑 角 之 和 相等 ? 

(第 21 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[ 解 ] 选取 正方 体 的 一 组 相对 顶点 Al,B;, 

由 这 两 点 出 发 ,在 它们 所 在 面 中 各 引 3 条 对 角 线 。8 
AiA;,Ai1B;,AjB1 和 B3B, BA BA， 将 

人 AiAB;, 人 人 AiA4sA;, 人 ABiB,, 人 BiA,A;, 

公 B3ByAy 和 公 B3B;Bl1 贴 上 白色 三 角形 ,其 余部 分 
都 贴 上 黑色 三 角形 , 则 A,,A;,As,B1,B;, Ba 处 

都 有 黑白 直角 各 一 个 ,而 锐角 总 是 黑白 成 对 出 现 , 故 知 这 一 涂 色 法 满足 
要 求 . 

9.55 ”两 个 直径 不 同 的 圆 盘 都 被 分 成 2% 个 相等 的 扇形 ,给 每 个 
鹿 形 都 涂 上 黑白 两 色 之 一 ,使 得 每 个 圆 盘 上 都 恰好 有 ” 个 白色 扇形 和 
2 个 黑色 扇形 .将 两 个 圆 盘 的 圆心 重合 ,并 用 一 根 轴 穿 过 圆心 . 这 时 ,小 
圆 盘 的 边界 (圆周 ) 的 两 侧 各 有 一 种 颜色 :内 侧 是 小 圆 盘 上 的 颜色 ,外 
侧 是 大 圆 盘 上 的 颜色 . 于 是 整个 圆周 被 分 成 两 部 分 :一 部 分 圆周 的 内 外 
异 色 , 另 一 部 分 则 内 外 同色 . 试 证 能 够 适当 地 转动 小 圆 盘 , 使 得 第 一 部 
分 圆 弧 的 长 度 之 和 不 小 于 周 长 的 一 半 . 

(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 大 不 然 , 则 无 论 将 小 贺 盘 转动 到 什么 位 置 ,第 一 部 分 圆 弧 
的 长 度 之 和 都 小 于 周 长 之 半 . 设 开始 时 内 外 圆 盘 上 的 扇形 一 一 对 正 . 然 
后 每 次 将 小 圆 盘 逆 时 针 转 动 角度 一 , 共 转 动 2n -1 次 .对 于 2n 个 不 同 
位 置 ,每 次 第 一 部 分 圆 弧 的 长 度 之 和 都 小 于 周 长 之 半 , 共 小 于 周 长 的 售 . 

尺 一 方面 ,小 圆 盘 上 的 每 个 扇形 ,都 与 大 圆 上 的 所 有 扇形 各 相 轴 一 
次 .因此 小 圆 盘 上 一 个 扇形 的 圆 ,在 24 个 不 同位 置 对 第 一 部 分 圆 弧 
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长 度 总 和 的 贡献 恰 为 周 长 之 半 , 从 而 第 一 部 分 圆 弧 的 长 度 总 和 应 为 周 
长 的 nn 售 , 了 矛盾 . 

9.56 ”在 一 张 和 矩形 的 纸 上 分 布 有 16 个 黑 点 ,对 于 每 一 对 点 都 进行 
如 下 操作 :用 线段 连结 这 两 点 ,并 以 此 线段 为 对 角 线 作出 边 与 矩形 纸 的 
边 平行 的 矩形 ,然后 将 此 矩形 染 成 红色 (注意 ,黑色 可 以 透 过 红色 ). 问 
所 涂 出 的 图 形 具有 多 少 条 边 ( 要 求 给 出 由 于 点 的 不 同 分 布 而 得 到 的 一 
切 答案 )? 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 将 矩形 纸 放 正 并 从 16 个 黑 点 中 取出 最 上 ,最 下 ,最 左 , 最 右 
的 点 各 1 点 ( 若 有 两 点 相同 则 任 取 1 点 ) ,然后 以 4 点 为 顶点 作 一 个 凸 四 
边 形 ABCD .分 别 以 AB,BC,CD,DA 为 对 角 线 作 红 和 矩形 , 则 4 个 红 和 矩 
形 恰 好 并 成 一 个 大 红 和 天 形 , 即 为 过 上 ,下 两 点 作 水平 线 ,过 左右 两 点 作 


因此 以 其 他 两 点 连 线 为 对 角 线 的 红 和 矩形 都 被 这 个 大 红 和 矩形 所 覆盖 , 故 
知 所 涂 出 的 红色 图 形 为 矩形 ,有 4 条 边 . 

我 们 指出 , 当 16 个 黑 点 的 凸 包 为 三 角形 或 为 一 条 斜 线段 时 ,上 面 
所 选 的 最 上 ,最 下 ,最 左 ,最 在 4 点 中 ,可 以 有 两 点 重合 ,或 两 对 点 分 别 
重合 ,但 结论 是 一 样 的 , 即 所 得 的 图 形 有 4 条 边 . 当 16 个 黑 点 在 一 条 水 
平 线 或 竖 直 线 上 时 ,所 得 的 矩形 退化 为 线段 ,当然 只 有 1 条 . 

9.57 ” 托 尔 贝 格 岛 的 形状 是 一 个 多 边 形 , 岛 上 分 布 着 好 几 个 国 
家 ,每 一 个 国家 的 形状 都 是 一 个 三 角形 ,并且 每 两 个 接壤 的 国家 都 具有 
完整 的 公共 边界 (中 一 个 三 角形 的 项 点 不 落 在 另 一 个 的 边 上 ). 试 证 可 
以 用 三 种 颜色 来 为 这 个 岛屿 的 地 图 着 色 , 使 得 每 个 国家 的 版 图 都 涂 着 
一 种 颜色 ,而 任何 两 个 接壤 的 国家 都 涂 有 不 同 的 颜色 . 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 我 们 对 岛 上 国家 数 n , 即 三 角形 的 个 数 ”使 用 数学 归纳 法 
来 证 明 . 

当 2 = 1,2,3 时 ,结论 显然 成 立 . 设 当 n = 上 时 命题 成 立 . 当 n 
k+1 时 ,从 k+ 1 个 三 角形 中 选 一 个 靠边 的 三 角形 , 邑 三 角形 的 一 边 是 
它们 并 集 多 边 形 的 边界 .于 是 由 归纳 假设 知 , 余 下 的 & 个 三 角形 可 以 用 
三 种 颜色 着 色 ,使 得 每 两 个 有 公共 边 的 三 角形 都 涂 有 不 同 颜色 .考察 上 
面 选 出 的 三 角形 .因为 它 至 多 与 其 他 三 角形 中 的 两 个 相 邻 ,其 上 至 多 涂 
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有 两 种 颜色 , 故 可 将 所 选 的 三 角形 涂 上 第 三 种 颜色 就 可 以 了 .这 就 完成 
了 归纳 证 明 . 

9-58 ”有 一 个 正方 体 , 一 个 同样 大 小 的 带 盖 的 正方 体 盒子 和 六 种 
颜色 .每 种 颜色 只 涂 正方 体 的 一 面 及 盒子 的 一 面 . 试 证 可 用 适当 的 方式 
将 正方 体 放 到 盒子 里 ,使 得 正方 体 的 每 一 面 和 盒子 的 与 它 紧 贴 的 那 一 
面 的 颜色 都 不 相同 . 

(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 1 设 4 和 吕 分 别 是 盒子 底面 和 盖子 的 颜色 . 正方体 的 六 个 面 
两 两 相对 分 成 三 组 ,总 有 一 组 中 的 两 面 的 颜色 均 与 A,B 不 同 , 设 为 C 
和 总 .其 余 两 种 颜色 记 为 EE, 下 .将 史 面 放 在 愈 子 底面 上 并 使 立方 体 的 FE 
面 紧 贴 盒 子 的 下面. 则 正方 体 的 六 面 与 盒子 紧 贴 的 六 面 的 颜色 每 组 都 
不 同色 . 

9.59 ”在 一 张 面积 为 1 的 纸板 的 每 一 面 上 都 画 了 分 布 有 10 个 国 
家 的 地 图 ,并 在 其 中 一 面 用 10 种 不 同 颜色 给 10 个 国家 的 版 图 各 着 一 种 
颜色 . 试 证 可 以 用 同样 的 10 种 颜色 给 另 一 面 的 10 个 国家 各 着 一 种 颜 
色 ， 使得 纸板 两 面 涂 有 相同 颜色 的 区 域 的 面积 之 和 不 小 于 0. 1. 

(基辅 数 守 机 林 匹 训 ， 1972 年 ) 

[证 ] 设 第 1 面 的 10 个 国家 是 A1, A,,…,Aio, 另 一 面 的 10 个 国 
家 是 Bi,B;,,*…, Bio. 用 S;(l1<i,j 志 10) 来 表示 两 面 地 图 分 别 所 绘 的 
A; 与 B 国 的 版 图 的 公共 部 分 的 面积 于 是 有 

l= S= (Su+t+ Sn)+ (S++ S20) + + (Sto t+" + Sio) 
= (Su + Sz+% + Sio0) + (St + S23 + "+ Soro + Sior) 
-+t (St Sorr t+ S01) + + (Sno+ S21+ 
+ S109), 
上 式 右 端 10 项 中 ,后 面 9 个 括号 都 是 对 第 1 个 括号 中 的 S; 保持 前 一 个 
下 标 不 动 而 对 后 一 个 下 标 进行 轮换 而 得 到 的 .由 于 10 项 之 和 为 1, 故 其 
中 必 有 1 项 的 值 不 小 于 0.1. 设 为 
Sk = S++ Saprl + + Sior-1 守 0.1. 
然 ,只 须 将 Bi, Bi;,… Bio,B1,… ,Bi_1 依次 涂 上 A ,A2,…,Aio 的 
颜色 就 可 以 了 . 

9.60 已 知 n(n >2) 条 直线 把 平面 分 成 若干 个 区 域 ,其 中 的 一 些 

区 域 被 涂 上 颜色 ,使 得 任何 两 个 涂 色 区 域 都 没有 公共 边 . 求 证 涂 色 区 域 
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的 数目 不 超过 -二 (z2 + )， 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 】 如 果 给 定 的 条 直线 两 两 平行 ,结论 显然 成 立 . 设 有 上 条 边 
的 涂 色 区 域 的 个 数 为 nu,k = 2,3,…,n. 因 为 每 条 直线 被 其 他 直线 分 
割 成 至 多 部 分 (线段 或 射线 ) ,因此 ,nn 条 直线 互相 相交 至 多 分 成 x“ 个 
部 分 .由 已 知 ,每 个 部 分 至 多 是 一 个 涂 色 区 域 的 边 , 故 有 
2m2 + 3m3 t+ + nm, A ne. (QD 
又 因 每 条 直线 上 只 有 两 端的 射线 部 分 才 可 能 是 有 两 条 边 的 涂 色 区 域 的 
边 , 故 有 m2 委 nn. 从 而 由 就 有 
m2 十 m+ 十 1 ， 扫 3 + 本 (2mm + 3723 十 … 十 1721，) 


< n(n + 1). 

9.61 已 知 一 张 无 穷 大 方 格 纸 的 每 个 方 格 都 涂 上 了 红 蓝 两 色 之 
一 ,使 得 在 任何 2 x 3 个 方 格 所 构成 的 矩形 中 都 恰 有 两 个 红 格 . 问 由 9 x 
11 个 方 格 构成 的 矩形 中 包含 有 多 少 个 红 格 ? 

《第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 我 们 用 R 和 8B 来 分 别 表示 红 
格 与 蓝 格 .如 果 在 某 个 1 x 3 矩形 中 有 2 个 
红 格 则 两 个 红 格 或 相 邻 或 中 间隔 着 1 格 
( 见 图 ). 无论 哪 种 情形 ,都 必 导 致 某 个 2 x 
3 矩形 中 至 多 1 个 红 格 ,此 与 已 知 了 矛盾 . 故 
知 每 个 1x3 和 矩形 中 恰 有 1 个 红 格 ,从 而 9 x 
11 矩形 中 有 33 个 红 格 . 

9.62 在 8x8 的 方 格 表 中 染 黑 了 8 个 (内 部 ) 互 不 相交 的 2x2 的 
正方 形 , 求 证 存在 1 个 2x2 的 正方 形 , 它 与 8 个 Ke 一 Kw 一 


(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
SSS 一 SSES NSS 
[证 ] 任何 一 个 2x2 的 正方 形 恰 与 下 图 所 NS 


- NN NNRR 
示 的 9 个 阴影 正方 形 中 的 1 个 相交 .因此 ,8 个 黑 SSTESSEES 

2 上 4 所 示 共 iy SNNN_RNNNN 
至 少 有 1 个 阴影 所 示 的 正方 形 与 8 个 黑 正 方形 均 
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不 相交 ,这 个 2 x 2 的 正方 形 即 为 所 求 ， 
9.63 在 ”xz 的 表格 中 的 每 一 格 都 涂 上 7 -=- 1 种 颜色 的 一 种 ,如 
果 在 某 行 ( 列 ) 中 至 少 有 两 格 是 涂 同一 种 颜色 的 ,那么 就 允许 将 该 行 
( 列 ) 的 所 有 格 都 涂 该 种 颜色 , 问 能 否 经 过 若干 步 后 ,表格 中 的 所 有 格 
都 涂 成 一 种 颜色 ， 
(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 于 每 行 有 ?7 格 ,而 颜色 数 是 n - 1, 因此 在 辣 一 行 中 至 少 
有 两 格 是 涂 相 同 颜色 的 ,由 题 设 ,可 以 把 每 行 的 所 有 格 都 涂 成 与 这 两 格 
相同 的 颜色 . 
由 于 表格 有 1 行 ,而 颜色 数 是 n - 1, 则 一 定 有 两 行 是 涂 相 同 颜色 
的 ,例如 都 是 蓝 色 .因此 在 表 中 每 一 列 都 有 两 格 是 蓝 色 ,由 题 设 所 有 各 
列 都 能 涂 上 蓝 色 ， 
因此 ,经 过 若干 步 之 后 ,表格 中 所 有 格 都 涂 成 一 种 颜色 . 
9.64 ”两 块 完全 相同 的 国际 象棋 棋盘 (8 x 8 个 方 格 ) 重合 在 一 起 ， 
现 将 其 中 一 块 绕 中 心 旋转 45". 如 果 每 个 方 格 的 面积 为 1, 求 这 两 块 棋 
盘 的 所 有 黑 格 的 相交 部 分 的 总 面积 . 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 两 块 棋盘 的 相交 图 形 是 正八 边 形 ,其 面积 为 128(V2 - 1). 
这 个 正八 边 形 可 分 成 4 部 分 :( 白 , 白 ),( 白 , 黑 ),( 黑 , 白 ),( 黑 , 黑 ), 分 
别 记 它们 的 面积 为 Si , S;, S;, Sa. 因为 将 一 块 棋盘 绕 中 心 旋转 90" 时 ， 
恰好 两 种 颜色 的 方 格 互 换 . 故 当 将 两 块 棋盘 同时 绕 中 心 旋转 90" 时 ,上 
述 4 部 分 的 次 序 恰 好 其 倒 过 来 , 故 得 S，, = Ss,S, = S;. 又 当 将 两 块 棋 
盘 反 向 旋转 45° 月 将 上 下 两 块 交换 位 置 时 ,相当 于 一 块 不 动 而 另 一 块 
旋转 90 ,这 就 可 以 证 明 S = S53, 从 而 4 部 分 面积 都 相等 , 故 得 S，= 
32(V2 — 1). 
9.65 ”在 通常 的 国际 象棋 棋盘 (小 方 格 的 边 都 视 为 黑色 ) 上 作 圆 ， 
使 得 它 整 个 位 于 黑色 部 分 中 , 求 其 半径 的 最 大 值 . 
(第 13 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 为 使 整个 圆 都 位 于 黑色 部 分 中 , 圆 必须 经 过 它 与 之 相交 的 
每 个 黑 格 的 两 个 顶点 . 而且 ,具有 公共 顶点 的 两 个 黑 格 中 ,两 个 顶点 不 
能 同 为 对 角 线 的 两 个 端点 ,例如 图 中 的 A, B,D, 因为 这 三 点 共 线 不 能 
作 圆 .所 以 ,最 大 的 圆 就 是 过 4A,B,C 三 点 的 圆 O. 
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设 方 格 边 长 为 1, 则 线段 AB ,BC 的 垂直 平分 线 
交 于 点 O( 见 图 ). 圆 O 的 半径 为 


2 2 
3) (4) -4 
9.66 设 3x3x3 的 正方 体 由 14 块 白 的 和 13 
块 黑 的 单位 正方 体 砌 成 .我 们 将 沿 着 一 个 方向 排 成 
一 列 的 3 个 小 方块 称 为 一 个 小 柱 , 它 们 可 以 是 横向 的 , 纵 癌 的 或 竖 向 的 
小 柱 . 问 能 否 在 每 一 个 这 样 的 小 柱 中 ,都 恰 有 奇数 个 白色 正方 块 或 都 恰 
有 奇数 个 黑色 正方 块 ? 








(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 如 果 每 个 小 柱 中 都 有 奇数 个 白 方块 , 则 9 个 横向 小 柱 中 共 
有 奇数 个 白 方块 ,此 与 正方 体 中 共有 14 个 白 方块 矛盾 . 故 知 不 能 在 正 
方 体 的 每 一 个 小 柱 中 都 有 奇数 个 白 方块 . 
正方 体 的 每 个 小 柱 中 都 有 奇数 个 黑 方块 ,可 以 将 黑 方 块 这 样 来 安 
排 : 上 ,中 ,下 三 层 分 别 为 : 


以 


名 
问 
是 





9.67 ”在 一 条 直线 上 给 定 个 不 同 点 A1,As,,…,A,,n 之 4, 并 将 
这 些 点 中 的 每 点 都 涂 上 4 种 颜色 之 一 , 且 4 种 颜色 都 用 上 . 试 证 直线 上 
必 有 一 线段 , 它 含 有 4 种 颜色 的 点 ,其 中 两 种 颜色 的 点 各 恰 有 1 个 ,而 另 
两 种 颜色 的 点 至 少 各 有 1 个 . 

(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 选取 使 | Ai,A,,…,A;| 中 4 种 颜色 的 点 都 有 的 最 小 下 标 
1, 则 点 A; 的 颜色 与 前 i -1 点 的 颜色 都 不 相同 ,否则 去 掉 点 A; 后 仍 满 
足 要 求 .然后 选取 使 {A;, A;;1，…,A;| 中 4 种 颜色 的 点 都 有 的 最 大 下 标 
J , 则 点 A 的 颜色 与 后 ; -~ j 个 点 的 颜色 都 不 相同 . 这样 一 来 ,点 A;,1， 
4i2，…4i-1 的 颜色 都 是 异 于 A;, A; 的 另 两 种 颜色 . 可 见 , 线 段 AA， 
即 为 所 求 . 

9.68 ”在 规格 为 10 x 20 的 方 格 表 中 填 人 200 个 不 同 的 数 .在 每 一 
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行 中 用 红色 标 出 两 个 最 大 的 数 ,在 每 一 列 中 用 蓝 色 标 出 两 个 最 大 的 数 . 
求证 表 中 有 不 少 于 3 个 数 , 它 们 既 被 用 红色 ,又 被 用 蓝 色 所 标 出 . 
(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 首先, 表 中 的 200 个 数 中 最 大 的 了 两 个 数 显 然 既 被 红色 ,又 被 
用 蓝 色 所 标 出 . 

(1) 如 果 这 两 个 数 既 不 同行 又 不 同 列 , 则 表 中 第 3 大 的 数 也 必 满 足 
要 求 . 

(2) 如 果 这 两 个 最 大 数 同行 , 则 不 与 这 两 个 数 间 行 的 所 有 数 中 最 
大 的 1 个 既 红 又 蓝 . 

(3) 如 果 这 两 个 最 大 数 同 列 , 则 不 与 这 两 个 数 同 列 的 所 有 数 中 最 
大 的 1 个 既 红 又 蓝 . 

综 上 可 知 总 有 3 个 数 既 红 又 蓝 . 

9.69 ”在 7x7 的 方 格 表 中 有 19 个 方 格 涂 成 了 红色 . 称 一 行 或 一 
列 是 红 的 ,如果 该 行 或 该 列 中 至 少 有 4 个 红 格 . 问 该 方 格 表 中 最 多 有 多 
少 个 红色 的 行 和 列 ? 

(第 18 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 首先 我 们 指出 ,红色 的 行 和 列 不 多 于 8 个 . 若 不 然 ,红色 的 
行 和 列 至 少 9 个 , 则 其 中 必 或 有 5 条 红 行 或 有 5 条 红 列 ,不 妨 设 为 前 者 . 
由 于 每 条 红 行 中 至 少 有 4 个 红 格 , 故 知 表 上 至 少 有 20 个 红 格 ,此 与 已 知 
矛盾. 

其 次 , 当 我 们 将 表格 中 的 某 个 4x4 的 正方 形 的 16 个 方 格 全 部 涂 红 
时 , 便 得 到 4 条 红 行 和 4 条 红 列 , 共 8 条 .这 表明 有 19 个 红 格 时 , 确 可 使 


红 行 与 红 列 的 条 数 达 到 8. 所 以 ,所 求 的 最 大 值 为 8. 


9.70 ”将 3x7 方 格 纸 的 每 个 小 方 格 都 涂 上 黑白 两 色 之 一 , 试 证 其 

中 必 有 一 个 以 网 格 线 为 边 的 和 矩形, 它 的 角 上 的 4 个 方 格 同 色 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 1] 先 看 第 1 行 的 7 个 方 格 .由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 4 个 方 格 
同色 ,不妨 设 前 4 个 方 格 都 是 白色 .然后 看 第 2 行 的 前 4 格 . 若 其 中 有 两 
个 日 格 , 则 二 者 与 第 1 行 中 同 列 的 两 个 白 格 一 起 便 是 满足 要 求 的 同色 4 
格 . 否 则 ,其 中 至 少 有 3 个 黑 格 ,不 妨 设 前 3 个 方 格 都 是 黑色 .最 后 看 第 
3 行 的 前 3 格 .由 抽 层 原理 知 其 中 必 有 两 格 同色 .显然 ,不 论 这 两 个 同色 
方 格 是 白色 还 是 黑色 ,都 可 以 找到 所 要 求 的 矩形 . 
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[证 2] “考察 7 列 中 每 列 的 3 个 方 格 .由 抽 层 原理 知 每 列 中 均 有 两 
格 同色 .再 由 抽 层 原理 又 知 ,7 列 中 必 有 4 列 同色 的 两 格 具有 相同 的 颜 
色 . 不 妨 设 前 4 列 中 各 有 两 个 白 格 . 一 列 中 两 个 白 格 的 位 置 按 行 来 看 只 
有 3 种 不 同情 形 :(1,2),(1,3),(2,3). 故 由 抽 懂 原理 知 4 列 中 必 有 两 列 
属于 上 述 3 种 情形 中 的 同一 种 . 显然 ,这 两 列 中 的 4 个 白 格 即 为 所 求 . 

[证 3] 7 列 中 若 有 两 列 涂 色 方式 相同 , 则 结论 显然 成 立 .以 下 设 7 
列 的 涂 色 方式 各 不 相同 . 

因为 每 列 3 个 方 格 , 每 格 可 以 有 黑色 或 白色 ,所 以 ,不 同 的 涂 色 方 
” 式 只 有 8 种 .这 就 是 说 , 纸 上 7 列 方 格 中 ,只 有 一 种 涂 

色 方式 没有 出 现 . 这 样 一 来 , 右 图 中 的 4 列 至 多 有 1 和 












列 不 出 现 . 换 句 话说 , 右 图 中 的 前 两 列 与 后 两 列 总 有 | | 4 
两 列 出 现 ,从 而 必 有 所 要 求 的 矩形 . NY 


9.71 将 一 个 矩形 方 格 板 像 国际 象棋 棋盘 那样 
地 涂 上 黑白 色 , 于 是 矩形 的 对 角 线 也 被 分 成 黑色 与 白色 的 线段 .已 知 每 
个 方 格 的 边 长 为 1, 如 果 和 矩 形 的 大 小 是 (1)100 x 99;(2)101 x 99, 求 白 
色 线 段 长 度 之 和 与 黑色 线段 长 度 之 和 的 比 . 

(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] (1) 因为 图 形 是 中 心 对 称 的 , 且 对 角 线 上 的 白色 线段 与 黑 
色 线 段 恰好 分 别 对 称 , 故 知 比值 为 1. 

(2) 直接 计算 黑白 线段 的 长 度 过 于 复杂 .但 因 是 计算 比值 , 故 可 把 
它们 都 投影 到 一 条 边 上 来 计算 . 

为 了 看 清 数量 之 闻 的 变化 规律 ,我 们 先 看 11 x 9 的 矩形 .这 时 ,对 
角 线 与 10 条 水 平 网 格 线 的 交点 的 横 坐 标 依次 
为 





0 和 3...88 9 
"9*99 9:9 

这 10 个 交点 在 横 轴 上 的 投影 分 别 落 在 10 条 

小 线段 中 ,中间 的 小 线段 中 没有 投影 点 . 故 知 

日 色 线 段 的 投影 长 度 依次 为 


Cm 一 GG 一 


9’9’9'9’99999°9. 
由 上 述 分 析 论 证 可 知 , 在 101 x 99 的 矩形 中 ,白色 线段 的 投影 长 度 
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依次 为 
99 97 95 .. 3 1 13..9%99 


组 99:99'99' '99’99'99’99’ '99’99: 
| 其 和 为 Lw = 30 .因而 ,黑色 线段 投影 长 度 之 和 L = 101 - Lew = 


“学 . 故 得 所 求 的 比值 为 999， 


9.72 “在 两 个 大 小 都 是 1982 x 1983 的 方 格 纸 的 每 个 小 方 格 中 都 
涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,使 得 每 行 和 每 列 方 格 中 都 恰 有 偶数 个 蓝 格 .把 这 两 
张 方 格 纸 番 放 在 一 起 时 ,发 现 其 中 有 一 个 蓝 格 与 红 格 重 车 ,求证 至 少 还 “ 
有 3 个 小 格 ,它们 都 是 两 个 异 色 方 格 释 在 一 起 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 我 们 指出 ,在 异 色 方 格 相 重合 的 方 格 所 在 的 行 中 ,至少 还 
有 一 个 方 格 是 异 色 格 重 琶 的 . 若 不 然 , 则 在 这 一 行 的 两 张 方 格 纸 上 的 蓝 
格 是 一 对 一 地 至 合 在 一 起 的 .这 样 一 来 ,两 张 纸 的 这 一 行 中 蓝 格 数 必 为 
一 奇 一 偶 , 此 与 已 知 予 盾 . 

同 理 , 这 两 个 异 色 方 格 重 羡 格 所 在 的 列 , 也 至 少 还 各 有 1 个 方 格 是 
寞 色 方 格 重生 在 一 起 的 .从 而 证 明了 至 少 还 有 3 个 方 格 , 它 们 都 是 异 色 
方 格 准 在 一 起 的 . 

9.73 ”将 正方 形 ABCD 划分 成 好 个 相等 的 小 方 格 ,把 相对 顶点 A 
和 C 涂 红 ,B 和 站 涂 蓝 ,其 他 结 点 都 任意 涂 上 红 蓝 两 色 之 一 ,求证 恰 有 3 
个 顶点 同色 的 小 方 格 的 个 数 必 为 偶数 . 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 

[证 1] 注意 ,正方 形 的 顶点 是 1 个 小 方 格 的 顶点 ,正方 形 边 上 非 
顶点 的 结 点 是 两 个 小 方 格 的 公共 顶点 ,正方 形 内 的 每 个 结 点 恰 为 4 个 
小 方 格 的 公共 顶点 .由 于 4 个 角 点 2 红 2 蓝 ,所 以 ,所 有 小 方 格 的 蓝 顶 点 
的 总 数 必 为 偶数 .从 而 , 恰 有 3 个 顶点 同色 的 小 方 格 即 蓝 顶 点 数 为 奇数 
(1 或 3) 的 小 方 格 的 总 数 必 为 偶数 . 

[证 2] 将 小 方 格 编号 为 1,2,…,n*. 将 红 蓝 结 点 分 别 标 上 数 0 和 
1 ,并 将 每 个 小 方 格 的 4 个 顶点 的 标 数 之 和 填 在 方 格 中 .显然 , 当 且 仅 当 
方 格 惟有 3 个 顶点 同色 时 , 方 格 中 的 数 为 奇数 . 记 第 i 个 方 格 中 的 数 为 
ai 并 考察 S = al + az + … + ao: 易 见 , 在 和 数 S 中 ,正方 形 内 每 个 结 
点 所 标的 数 都 加 了 4 次 ;对 正方 形 顶 点 所 标的 数 各 加 1 次 ;对 正方 形 边 
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上 非 顶 点 的 结 点 所 标的 数 各 加 2 次 .因为 4 个 顶点 2 红 2 蓝 ,所 以 S 为 
偶数 .从 而 jiez，…ae2 上 + 中 奇数 的 个 数 为 偶数 , 即 恰 有 3 个 顶点 同色 
的 小 方 格 的 个 数 为 偶数 . 

[证 3] ”如果 除 正方 形 的 4 个 顶点 之 外 的 结 点 不 全 是 红色 , 则 任 选 
一 个 蓝 结 点 改 为 红色 而 其 余 结 点 全 都 不 变 . 这 时 ,以 此 点 为 项 点 的 每 个 
小 方 格 或 由 恰 有 3 个 项 点 同色 变 为 不 是 恰 有 3 个 顶点 同色 ,或 者 相反 . 
因为 这 个 结 点 是 2 个 或 4 个 小 方 格 的 公共 顶点 , 故 知 怡 有 3 个 顶点 同色 
的 小 方 格 的 个 数 的 改变 值 为 偶数 . 这 表明 在 改变 1 个 顶点 颜色 的 情况 
下 , 恰 有 3 个 顶点 同色 的 小 方 格 的 个 数 的 奇偶 性 不 变 . 当 把 所 有 非 正 方 
形 项 点 的 蓝 结 点 全 都 变 为 红 点 时 ,奇偶 性 仍 不 变 .但 这 时 恰 有 3 个 顶点 
同色 的 小 方 格 共有 两 个 , 故 原 来 必 有 偶数 个 . 

9.74 ” 设 长 方 体 的 长 , 宽 , 高 分 别 为 正 整 数 芭 ,nn,r 朋 mmr 过 nn 声 r. 
将 长 方 体 的 表面 涂 上 红色 后 切 成 楼 长 为 1 的 正方 体 .已 知 不 带 红色 的 
正方 体 的 个 数 与 两 面 带 红色 的 正方 体 个 数 之 和 , 减 去 一 面 带 红 色 的 正 
方 体 的 个 数 得 1985, 求 m,n 和 7 的 值 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 将 没有 红色 ,有 一 面 红 色 ,有 两 面 红 色 的 正方 体 的 个 数 分 
别 记 为 ko ,Ri 和 2， 

(1) 设 n= 1. 于 是 k&o = k= 0. 当 n 太 2 时 ,k= 0, 此 与 &o 一 
让 +A2 = 1985 了 矛盾 , 故 知 x > 2. 这 时 有 

Ai 一 (2)(r 一 2) = 1985. 
因为 1985 = 1 x 1985 = 5 x 397 ,而 397 为 素数 ,所 以 得 到 两 组 解 (1,3， 
1987),(1,7,399). 

(2) 设 m = 2. 这 时 &o = 0. 由 长 方 体 的 对 称 性 知 上 和 ,都 是 偶 
数 ,其 差 当然 不 能 是 1985 ,矛盾 . 故 知 此 时 无 解 . 

(3) 设 闫 袜 3. 这 时 有 

ko 一 《和 一 2)(7 — 2)(r — 2), 

ki = 2(m -2)(n ~2)+2(n -2)(r -2)+2(r ~ 2)(m -2), 

R = 4(n -2)+4(n—2)+4(r -2). 

按 已 知 ko 一 上 十 上 k= 二 1985, 故 有 
(pz -2)2-2)(r-2)+4[(m -2)+(2 -2)+(r-2)] -2[(m 
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-2)(z -2)+(n -2)(r -2)+(r -2)(m -2)] = 1985. 
化 简 后 得 到 
(m ~— 4)(n— 4)(r -4) = 1977. 
这 是 一 个 关于 m,n ,r 的 不 定 方程 ,我 们 要 求 的 是 使 r 宇 nn 这 m 宇 3 的 
正 整数 解 组 .因为 1977 = 1x1x1977 = 1x3x659 而 659 为 素数 , 故 


有 
7 一 和 三 一 工 ， 51 一 4 三 工 ， m—4= 1, 
| | | 
r—4= 1977， r—4= 1977， r—4= 659. 


由 此 得 到 3 组 解 (3,3,1981),(5,5,1981) 和 (5,7,663). 总 结 起 来 ,共有 
5 组 解 (1,3,1987)，(1,7,399)，(3,3,1981)，(5,5,1981) 和 (5,7， 
663). 

9.75 ”由 同样 大 小 的 小 正方 体 砌 成 一 个 长 方 体 , 它 的 有 公共 顶点 
的 三 个 面 涂 上 颜色 ,结果 恰好 半数 的 小 正方 体 至 少 有 一 面 涂 上 了 颜色 . 
问 涂 有 颜色 的 小 正方 体 有 多 少 个 ? 

(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 设 小 正方 体 的 边 长 为 1, 长 方 体 的 大 小 是 m xn xk(k 志 nn 
和 7 ). 显然 ,未 涂 色 的 小 正方 体 的 个 数 是 (mm 一 1)(n 一 1)(k 一 1). 由 已 
知 有 

mnk = 2(m ~ 1)(n— 1)(k— 1). (OD 
由 中 可 得 2<&<5. 这 样 一 来 ,余下 的 工作 是 当 & = 3,4 时 ,分 别 求 
m,n 的 不 定 方程 中 的 整数 解 . 
当 上 = 3 时 ,G@ 式 变 为 
mn.—-4n—-4m+4=0. (2) 
不 难看 出 ,4 < n < 8. 于 是 得 到 @ 的 三 组 解 为 (5,16),(6,10),(7,8). 

当 &A= 4 时 ,人 式 变 为 

mn—3m—-3nt+3=0, 3) 
由 人 @@ 易 见 ,4 委 < 6. 于 是 得 到 @@ 的 两 组 解 (4,9) 和 (5,6). 

由 上 面 所 得 久 和 的 共 5 组 解 得 知 , 涂 了 色 的 小 正方 体 的 个 数 的 
可 能 值 有 5 个 ;60,72,84,90,120. 

9.76 在 一 个 由 面积 为 1 的 方 格 构 成 的 足够 大 的 国际 象棋 棋盘 上 
引出 一 条 不 自 交 的 闭 折 线 ,折线 的 每 条 边 都 位 于 网 格 线 上 ,已 知 在 折线 
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内 部 有 上 个 黑色 方 格 , 求 折线 所 围 成 的 最 大 面积 . 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 与 林 匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 在 国际 象棋 棋盘 上 ,每 个 黑 格 与 4 个 日 格 相 邻 , 故 上 个 黑 格 
共有 4& 个 百色 邻 格 . 另 一 方面 ,因为 折线 是 不 自 交 的 ,而且 每 边 都 在 网 
格 线 上 ,故我 们 可 以 用 一 条 每 边 都 平行 于 网 格 线 的 折线 将 & 个 黑 格 的 
中 心 都 连 起 来 .显然 ,这 条 折线 交替 穿 过 黑 格 与 白 格 .于 是 个 黑 格 之 
加 至 少 有 &A ~ I 个 白 格 ,每 个 白 格 怡 与 个 黑 格 中 的 两 格 相 邻 .可见 在 
上 面 的 邻 格 计数 过 程 中 ,至 少 有 上 一 1 个 白 格 各 计数 两 次 . 从 而 知 折线 
所 围 的 面积 不 超过 4& + 1 

显然 , 当 所 围 的 & 个 黑 格 在 一 行 中 时 ,所 围 的 最 大 面积 恰 为 4& + 
1. 

9.77 ”自然 数 & 取 什么 值 时 ,可 以 用 棱 长 为 1 的 白色 与 黑色 小 正 
方块 组 成 一 个 楼 长 为 的 正方 体 ,使 对 任何 小 方块 恰好 有 两 个 相 邻 ( 指 
二 者 有 公共 面 ) 的 小 方块 与 它 同色 ? 

(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,197S 年 ) 

[ 解 ] 设 有 一 个 楼 长 为 的 正方 体 满足 要 求 , 即 每 个 小 正方 块 的 
所 有 相 邻 方 格 中 都 恪 有 两 个 与 它 同 色 . 对 于 任何 两 个 同色 的 相 邻 正方 
块 ,我 们 将 二 者 的 中 心 用 线段 连结 . 这样 一 来 ,我们 得 到 一 个 有 个 顶 
点 的 图 , 旦 图 中 每 个 顶点 都 是 2 度 的 , 即 每 点 都 引出 两 条 线 . 从 而 这 个 
图 可 以 分 解 若 于 个 互 不 相交 的 圈 , 即 封闭 折线 . 因为 这 样 的 封闭 折线 
中 ,每 两 条 相 邻 线段 都 成 直角 , 旦 每 条 线段 都 平行 于 正方 体 的 楼 , 故 它 
的 周 长 必 为 偶数 ,从 而 它 通 过 的 小 正方 体 的 中 心 也 有 偶数 个 .因而 整个 
大 正方 体 由 偶数 个 小 立方 体 砌 成 , 故 知 上 为 偶数 . 换 句 话说 , 凡 奇数 上 
都 不 满足 题 中 要 求 . 

对 于 偶数 &, 我 们 用 2 x 2 x 1 的 黑色 和 白色 的 长 方 体 相 间 的 砌 成 
k XX 上 的 立方 体 即 可 . 

综 上 可 知 ,所 有 偶数 & 都 满足 题 中 要 求 . 

9.78 ”在 无 限 宽广 的 方 格 纸 上 的 每 一 格 ,任意 涂 上 给 定 的 n 种 颜 
色 (n 之 2) 的 一 种 .求证 总 可 以 找到 四 个 同色 的 方 格 , 以 其 中 心 为 某 矩 
形 的 顶点 , 且 和 矩形 的 边 与 网 格 线 平 行 . 

(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 在 方 格 纸 上 划 出 宽度 为 n + 1 个 格 的 水 平 带 状 区 域 , 即 区 
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域 上 的 每 一 纵 列 有 n + 1 个 格 .由 于 给 定 的 颜色 为 n 种 ,所 以 每 列 上 出 
现 的 颜色 不 超过 ”种 ,由 抽 展 原理 ,每 列 中 同色 的 方 格 不 少 于 2 个 . 

由 于 市 状 区 域 的 列 数 是 无 限 的 ,而 每 列 格子 上 涂 色 的 区 域 是 有 限 
的 (至 多 有 n”” 种 ) ,再 次 运用 抽 层 原理 ,总 存在 两 列 的 涂 色 方式 是 相 
同 的 ,因此 可 在 这 两 列 中 找到 四 个 (每 列 两 个 ) 同色 的 格子 ,其 中 心 为 
顶点 的 四 边 形 是 一 个 矩形 , 且 它 的 边 与 网 格 线 平 行 . 

9.79 ”在 一 张 无 穷 大 的 方 格 纸 上 , 共 及 个 格子 被 染 成 了 黑色 . 
试 证 可 以 从 这 张 格 纸 上 剪 下 有 限 个 正方 形 ,使 它们 满足 下 列 两 个 条 件 : 

(1) 所 有 黑 格 都 在 所 剪 下 的 诸 正方 形 中 : 

(2) OE TE 


方形 面积 的 < 且 不 大 于 这 个 正方 形 面 积 的 


(第 $ 届 全 苏 才学 奥林匹克， 1971 年 ) 
[证 ] 首先 ,从 方 格 纸 上 前 下 一 个 2* x 22 的 大 正方 形 Ko, 使 得 它 
包含 着 全 部 ”个 黑 格 且 使 白 格 的 总 数 至 少 是 黑 格 数目 的 4 倍 .可 见 , 黑 


格 的 面积 之 和 不 大 于 Ko 面积 的 .然后 把 Ko 均 分 成 4 个 正方 形 K,， 
Ki 中 含有 2”， x2"! 个 方 格 .而 且 在 每 个 Ki 中 所 含 黑 格 的 面积 之 


不 超过 Ki 面积 的 -$ .如果 这 4 个 Ki 中 有 的 满足 条 件 (2) , 则 把 它 选 出 


来 ;如 果 某 | 中 没有 黑 格 , 则 把 它 去 掉 .而 对 这 两 种 情形 之 外 的 KK|, 再 
重复 进行 上 述 过 程 , 即 把 它们 中 的 每 个 都 均 分 为 4,…, 直到 没有 正方 
形 可 分 或 直到 得 到 2 x 2 的 正方 形 为 止 . 这 时 把 没有 黑 格 的 去 挤 而 把 
有 1,2,3 个 黑 格 小 正方 形 选 出 来 就 可 以 了 . 

9.80 ”能 否 把 一 个 矩形 方 格 表 的 每 个 方 格 都 涂 上 白色 与 黑色 之 
一 ,使 得 白 格 与 黑 格 的 数量 相等 ,但 在 每 一 行 和 每 一 列 中 都 有 一 种 颜色 
的 方 格 多 于 六? 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 如 果 在 mxz 方 格 表 的 某 一 行 (或 列 ) 中 白 格 占 大 多 数 , 则 
称 这 一 行 ( 列 ) 是 白 的 ;在 相反 的 情况 下 则 称 为 是 黑 的 . 设 p,g 分 别 是 
日 仔 和夫 行 的 数 日 ， ,5S 分 别 是 日 列 与 黑 列 的 数目 且 使 p + gq = Mm, 
7 二 ss 二 nn. 不 妨 设 pg. 
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设 在 每 行 每 列 中 其 他 颜色 的 方 格 都 不 到 款 .我 们 把 这 种 方 格 称 为 
“ 反 色 格 ”由 假设 知 ,无 论 是 按 行 计算 还 是 按 列 计算 , 反 色 格 的 总 数 都 
小 于 闻 mn. 另 一 方面 ,pp 个 白 行 与 ; 个 黑 列 之 交 的 ps 个 方 格 以 及 g 个 黑 
行 与 + 个 白 列 之 交 的 gr 个 方 格 中 的 每 个 方 格 都 或 者 是 所 在 行 的 反 色 格 
或 者 是 所 在 列 的 反 色 格 ,二 者 怡 居 其 一 , 故 得 ps + gr < 示 mn. 因 过 
4, 故 及 ;. 这 样 一 来 , 白 格 总 数 小 于 

1 1 ] 1 /xn Yl 
pr 二 qn 十 4 三 了 Mn 一 六 让 ( 考 一 -)- 地 (如 一 p ) 
地 mn ， 
此 与 已 知 矛 盾 . 故 知 所 要 求 的 涂 色 法 是 不 能 实现 的 . 

9.81 ”在 一 张 规格 为 n x n 的 方 格 板 上 码 放 黑白 两 色 的 正方 块 ， 
并 且 每 个 正方 块 恰好 占 一 个 方 格 的 位 置 . 首先 任意 码 放 了 第 1 层 正 方 
块 ,随后 想起 了 限制 条 件 :每 个 黑 方块 应 与 偶数 个 白 方块 相 邻 ,每 个 白 
方块 应 与 奇数 个 黑 方 块 相 邻 . 在 码 放 第 2 层 时 就 应 使 第 1 层 的 所 有 方块 
满足 这 种 条 件 .如 果 对 于 第 2 层 的 所 有 方块 ,条 件 已 被 满足 , 则 不 必 再 
码 放 第 3 层 .否则 ,就 要 再 码 放 第 3 层 方 块 ,以 使 第 2 层 的 所 有 方块 满足 
条 件 , 这 样 继续 下 去 .试问 是 否 存在 一 种 码 放 第 1 层 方块 的 方法 ,使 得 
这 个 过 程 永 无 完结 ? 

z (第 28 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 ] ”假设 存在 一 种 初始 放置 状态 , 可 以 使 得 这 个 过 程 永 无 完 
结 . 

首先 ,我 们 注意 如 下 两 个 事实 ; 

(1) 一 层 中 黑白 方块 的 不 同 放置 状态 只 有 有 限 多 种 ; 

(2) 在 码 放 过 程 中 ,如 果 有 连续 两 层 和 另外 的 连续 两 层 相 同 , 则 必 
会 导致 周期 性 . 

由 (1) 可 知 ,连续 两 层 黑白 方块 的 不 同 放置 状态 也 只 有 有 限 多 种 . 
因而 在 无 限 码 放 过 程 中 , 必 存 在 两 个 自然 数 ; 和 j ,不 妨 设 i < j ,使 得 第 
i, i+1 层 方块 分 别 与 第 j,j +1 层 相同 .由 此 及 (2) 便 知 , 码 放 过 程 是 以 
1 -i 为 周期 的 .利用 周期 性 往 前 倒 推 , 便 知 ,第 ; - 1 层 与 第 j - 1 层 黑 
白 方块 相同 ,第 i ~ 2 层 与 第 ) - 2 层 相同 ,…, 第 工 层 与 第 ) ~ ;+1 层 





直 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 699 








Sx 路 浴 


相同 . 记 & = ji, 于 是 第 k+1,k+2 层 分 别 与 1,2 两 层 相 同 .由 于 第 
1 层 中 的 黑白 块 仅 与 第 2 层 相 邻 已 经 满足 题 中 要 求 , 故 知 第 & + 1 层 也 
是 只 与 第 &+2 层 相 邻 便 满足 要 求 , 从 而 第 上层 必 与 第 &+ 1 层 相 同 , 否 
则 将 破坏 奇偶 性 .再 由 对 称 性 又 知 , 第 上 & - 1 层 必 与 第 &+ 2 层 相 同 .这 
样 一 来 ,第 &,& - 工 层 分 别 与 第 1,2 两 层 相 同 . 从 而 第 & 层 仅 与 上 -1 层 
相 邻 就 满足 题 中 要 求 . 按 题 中 规定 , 码 放 过 程 到 此 为 止 ,矛盾 . 故 知 无 论 
怎样 选择 黑白 块 的 初始 状态 , 码 放 过 程 都 不 会 永 无 完结 . 

9.82 ”在 方 格 纸 鞋 有 17 个 涂 色 的 单位 方 格 , 试 证 可 以 用 一 些 和 矩形 
来 覆盖 它们 ,使 得 这 些 和 矩形 的 周 长 之 和 不 超过 100, 而 且 不 同 矩 形 中 的 
任何 两 个 点 之 间 的 距离 不 小 于 Y2. 

(第 50 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 我们 来 证 明 本 题 的 加 强 命题 ;在 方 格 纸 上 及 个 涂 色 的 和 矩 
形 (都 以 网 格 线 为 边 ) ,它们 的 周 长 之 和 为 !, 必 可 用 一 些 和 矩形 来 覆盖 它 
们 ,使 得 这 些 矩 形 的 周 长 之 和 不 超过 ! + 2(n - 1) ,而 且 不 同和 矩形 中 的 
任何 两 点 之 间 的 距离 不 小 于 V2. 

对 于 两 个 以 网 格 线 为 边 的 矩形 R| 和 R,, 如 果 存 在 点 己 和 Ri， 
Q E Ra2( 包 括 边 界 ) ,使 得 PG < V2, 则 称 矩 形 RI 和 R, 是 关联 的 . 易 
见 , 对 于 两 个 以 网 格 线 为 边 的 关联 和 矩形 ,总 可 将 点 PP 和 @ 取 在 各 自 所 在 
和 矩形 的 边 或 顶点 上 ,使 得 PQ = 0 或 1. 显然 ,对 于 两 个 涂 色 的 关联 和 矩 
形 , 按 题 中 要 求 , 只 能 用 1 个 矩形 来 覆盖 . 下面 就 用 归纳 法 来 证 明 加 强 命 
题 . 

当 ”= 工时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 ”雪上 时 成 立 . 当 m = 有 + 
1 时 ,如 果 所 给 的 &+ 1 个 矩形 互 不 关联 , 则 用 这 些 和 矩形 本 身 来 覆盖 便 满 
足 要 求 ,结论 当然 成 立 . 以 下 设 两 个 涂 色 矩形 R, 和 R, 是 关联 的 . 设 包 
含 Ri 和 R, 的 最 小 矩形 为 RR , 则 因 可 取 PE RI,QE R,, 使 PQ=0 
或 1, 故 知 RR 的 周 长 不 超过 Ri 与 R; 的 周 长 之 和 加 2. 如 果 撼 形 R 与 其 
余 & - ] 个 涂 色 和 所 形 中 的 某 个 有 公共 点 , 则 又 可 取 包 含 二 者 的 最 小 矩 
形 , 且 新 矩形 的 周 长 不 超过 原来 两 个 矩形 的 周 长 之 和 . 继续 下 去 ,直到 
所 得 矩形 与 其 他 涂 色 矩形 互 不 相交 为 止 ,当然 可 能 只 余下 -- 个 矩形 .应 
用 归纳 假设 便 得 所 和 欲 证 . 

9.83 ”能 和 否 将 1990 x 1990 的 方 格 表 中 的 每 个 小 方 格 都 涂 上 黑白 
两 色 之 一 ,使 得 关于 表格 中 心 对 称 的 两 个 方 格 涂 有 不 同 的 颜色 而 在 表 
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的 每 一 横行 和 每 一 纵 列 方 格 中 , 涂 有 黑白 两 色 的 方 格 都 各 占 一 半 ? 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

{ 解 ] 假设 我 们 已 经 将 方 格 表 涂 好 颜色 且 满 足 题 中 的 要 求 .将 黑 
格 写 上 + 1, 白 格 写 上 - 1 并 用 平行 于 网 格 线 的 十 字 线 将 表格 分 成 规格 
为 995 x 995 的 4 个 正方 形 , 分别 记 之 为 A},A,,A; 和 
As( 见 有 图 ). 这 四 个 正方 形 表格 中 的 每 个 都 有 奇数 个 广 四 局 央 
格 , 故 其 中 所 写 的 整数 之 和 不 为 零 . 因为 关于 表格 中 心 对 995 
称 的 方 格 中 涂 有 不 同 的 颜色 ,所 以 正方 形 A| 和 As 中 数 3395 393 
的 总 和 为 零 ,正方 形 A 和 A; 中 数 的 总 和 也 为 零 . 这样-- 来 ,A 与 A， 
4; 与 A3 中 各 有 一 个 所 填 数 之 和 为 正 .由 于 关于 行 和 列 的 条 件 是 对 称 
的 , 故 不 妨 设 A| 和 A, 中 的 数 之 和 都 为 正 . 

另 一 方面 ,每 行 中 黑 格 与 白 格 数目 相等 ,所 填 数 之 和 当然 为 零 , 巴 
盾 .所 以 ,满足 要 求 的 涂 色 法 不 存在 . 

9.84 ”一 个 n xn 棋盘 的 每 一 个 小 方 格 都 被 涂 上 nm 种 颜色 中 的 一 
种 , 且 任 意 两 行 都 不 能 涂 成 完全 一 样 的 ,然后 对 某 列 上 的 所 有 小 方 格 重 
新 涂 上 和 白色. 证明: 能 够 选择 这 样 一 列 ,使 得 这 样 重新 涂 上 白色 之 后 , 任 
意 两 行 仍然 没有 完全 一 样 的 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 

[证 ] 车 不 然 , 把 任何 一 列 涂 成 白色 之 后 都 会 有 两 行 变 成 相 
同 . 

用 nn 个 点 vi,v;，,…,v, 表示 第 1,2,…,n 行 .把 第 i 列 涂 成 白色 
(i = 1,2,…,n) 后 ,相同 的 两 行 所 对 应 的 点 之 间 连 一 条 线 , 并 标 上 数 
字 i( 如 果 有 两 个 以 上 的 行 相同 ,只 取 其 中 两 行 ). 这 样 就 得 到 了 一 个 
个 顶点 ,n 条 边 的 图 .这 个 图 一 定 有 一 个 图, 不 妨 设 vv …w vw , 且 设 
”wi 与 w 的 第 j 列 上 的 小 方 格 的 颜色 不 同 ,而 由 于 对 每 一 列 涂 上 白色 
之 后 ,只 连 了 一 条 边 , 故 w ,mw ，…，,w ,mw 在 第 j 列 上 的 小 方 格 颜色 相 
同 ,由 此 得 出 矛盾 . 从 而 命题 得 证 . 

9-85 ”校长 为 10 的 正方 体 是 由 500 个 黑色 单位 正方 体 和 500 个 白 
色 单 位 正方 体 砌 成 的 ,两 色 正 方 体 相 间 地 把 放 , 即 每 两 个 相 贴 的 面 均 为 
异 色 . 现 从 中 取出 100 个 单位 正方 体 ,使 得 300 个 平行 于 正方 体 的 棱 的 
1x1x10 的 小 柱 体 的 每 一 个 之 中 ,都 恰好 缺 掉 1 个 单位 正方 体 .求证 所 
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取出 的 黑色 单位 正方 体 的 个 数 是 4 的 倍数 
(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ]“ 设想 将 已 知 的 大 正方 体 划分 为 2X2 Xx 
2 的 125 个 小 正方 块 ,每 块 中 恰 有 黑白 各 4 个 单位 
正方 体 .将 每 块 中 的 8 个 单位 正方 体 按 它们 在 正 
方块 中 的 不 同位 置 分 别 刘 入 用 大 正方 体 的 相应 项 
点 命名 的 集合 之 中 (参看 上 图 ). 这样 一 来 ,我 们 就 
把 1000 个 立方 块 均 分 成 8 组 :MaA,Mp,Mc,Mp， 
MF ,Mr,Mc,MH, 其 中 Ma,Mc,MF 和 Mr 全 由 
黑色 单位 正方 体 组 成 而 另 4 个 集合 全 由 白色 单位 正方 体 所 组 成 . 

下 面 我 们 证 明 一 个 加 强 命题 :在 取出 的 100 个 单位 正方 体 中 ;分 别 
属于 Ma, Mc, MF, MH 的 正方 体 的 个 数 全 都 相等 (由 此 立 知 ,选取 的 黑 
色 单 位 正方 体 的 个 数 是 4 的 倍数 ). 

为 证 此 ,我 们 注意 , MA:U Ms 是 由 25 条 平行 于 棱 AB 的 1x1x10 
的 柱 体 中 的 所 有 单位 立方 体 组 成 的 ,而 每 条 这 样 的 柱 中 恰 取 出 1 个 单 
位 立方 体 , 故 知 从 MA U Ms 中 恰 取 出 25 个 立方 体 . 同 理 , 从 Ms U Mc 
中 也 恰好 取出 25 个 单位 立方 体 . 故 知 从 Ma 和 Mc 中 所 取出 的 单位 立 
方 体 的 个 数 相 等 . 同 理 可 证 从 Mr ,Mr 中 所 取 的 单位 立方 体 的 个 数 也 
都 与 它们 相等 . ; 

9.86 ”在 19 x 89 的 矩形 方 格 表 中 ,最 多 可 以 涂 黑 多 少 个 小 方 格 ， 
才能 使 得 在 任何 2 x 2 的 正方 形 中 都 至 多 有 两 个 黑 格 ? 

( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 将 矩形 中 的 19 行 方 





格 的 所 有 奇数 行 方 格 全 部 涂 黑 ，， ee 
如 右 图 所 示 , 则 显然 满足 题 中 要 ed 
求 且 共 有 890 个 黑 格 .由 此 可 知 ， ”3 
所 求 的 黑 格 个 数 的 最 大 值 不 小 于 

890 (a) 


下 面 我 们 来 证 明 , 在 满足 题 中 要 求 的 条 件 下 ,表格 中 的 黑 格 个 数 不 能 
多 于 890. 为 此 ,我 们 首先 指出 ,用 数学 归纳 法 容易 证 明 , 在 2x (2n + 1) 的 矩 
形 方 格 表 中 ,在 满足 题 中 要 求 的 前 提 下 着 色 , 表 格 中 至 多 有 2(n +1) 个 黑 
格 ,并 且 只 有 按 图 (b) 中 所 示 的 方式 着 色 , 才 能 使 表格 中 恰 有 2(n + 1) 个 圭 
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格 . 
再 用 数学 归纳 法 来 证 明 ,在 (2mw， 上岗 - 荔 

+ 1) x (2n + 1) 的 矩形 表格 中 (2 2 

思 ) ,如果 涂 黑 某 些 方 格 后 满足 题 中 

要 求 , 则 黑 格 数 不 大 于 (zz + 1)(2n + (b) 

1). 





当 m = 0 时 ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 m = 时 成 立 . 当 m = 有 +1 时 ， 
在 (2k + 3) x (2n + 二 矩形 表格 上 方 分 出 一 条 2 x (2n + 1) 的 带子 .如 果 带 
子 中 的 黑 格 数 不 超 过 2(n + 1) -1= 2x +1, 则 由 归纳 假设 知 在 下 方 的 (2k 
+ 1) x (2n + 1 的 表格 中 黑 格 数 不 超 过 ( + 1)(2n + 1) ,从 而 整个 (2 + 3) 
x (2n + 1) 表格 中 的 黑 格 数 不 多 于 (kk + 2)(2n + 1), 即 命题 成 立 .如 果 带 子 
中 黑 格 数 不 少 于 2(n + 1) , 则 由 上 段 讨论 知 黑 格 数 恰 为 2(0z + 1) 有 旦 只 能 像 
图 (b) 所 示 那 样 来 涂 色 . 这 时 ,我 们 可 将 (2& +3) x (22 +1) 矩形 表格 的 第 ] 
行 方 格 曾 下 ,其 中 恰 有 (2 + 1) 个 黑 格 .余下 的 (2& +2) x (2n + 1) 和 矩形 表格 
划分 成 E+1 条 2x (2n + 1) 的 带 形 表格 ,于 是 每 个 带 形 中 至 多 有 2Cn + 1) 
个 黑 格 .从 而 整个 表格 中 的 黑 格 数 不 超 过 (nn 十 1) ++ (2k&k + 2)(n +1) = (2k 
+ 3)(n + 二 才 (+2)(2n + 二), 即 命题 于 mm = +1 时 成 立 ， 

综 上 可 知 ,在 满足 题 中 要 求 的 涂 色 法 中 ,表格 中 最 多 有 890 个 黑 格 . 

9.87 ”已 知 8 个 单位 正方 体 的 48 个 表面 正方 形 中 有 任意 的 个 涂 上 
黑色 ,其 余 的 面 涂 上 白色 .用 这 8 个 单位 正方 体 总 可 以 砌 成 一 个 大 正方 体 ， 
使 其 表面 上 的 24 个 单位 正方 形 中 ,黑白 两 色 的 正方 形 各 占 一 半 . 求 n 的 所 
有 可 能 值 . 

(中 国 天 津 市 代表 队 测 验 题 ,1992 年 ) 
|[ 解 】 首先 ,我 们 将 8 个 单位 正方 体 涂 色 如 下 :前 5 个 正方 体 的 每 个 之 

上 都 有 2 个 白面 和 4 个 黑 面 且 两 个 白面 相对 ;第 6 个 正方 体 则 涂 成 2 黑 4 白 
且 两 个 黑 面 相对 ;后 两 个 正方 体 的 所 有 面 都 涂 上 白色 .这 时 ,8 个 正方 体 的 
48 个 表面 正方 形 中 有 22 个 黑 的 和 26 个 白 的 .由 于 在 上 述 涂 色 方式 中 , 黑 面 ” 
与 黑 面 相对 ,白面 与 白面 相对 ,所 以 无 论 怎样 砌 成 大 正方 体 ,其 表面 上 总 是 
恰 有 11 个 黑 正方 形 和 13 个 白 正方 形 , 即 无 法 满足 题 中 要 求 .可 见 , 之 23， 
同 理 可 证 ,” 所 25. 

下 面 我 们 来 证 明 , 当 23 入 n 过 25 时 ,总 可 以 砌 出 满足 要 求 的 大 正方 
体 . 
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先 将 8 个 单位 正方 体 以 某 种 方式 拼 成 大 正方 体 . 显然 ,只 须 讨论 它 不 
满足 题 中 要 求 的 情形 .不 妨 设 表面 上 黑色 正方 形 的 个 数 m 委 11. 

然后 注意 ,将 任 一 单位 正方 体 统 通过 它 中 心 且 垂直 于 一 组 相对 面 的 直 
线 旋转 90 时 ,总 有 一 个 原 在 大 正方 体 表面 的 单位 正方 形 转 人 内 部 ,而 与 这 
面相 对 的 单位 正方 体 则 由 大 正方 体内 部 转 到 表面 上 来 .所 以 ,在 这 一 操作 
之 下 ,m 的 改变 值 为 1,0, - 工 之 一 .又 因 总 可 对 一 个 单位 正方 体 进行 3 次 绕 
不 同 轴 的 转动 而 使 它 的 3 个 位 于 表面 的 正方 形 与 内 部 的 3 个 正方 形 互 换 ， 
所 以 总 可 用 24 次 转动 而 将 大 正方 体 的 24 个 表面 正方 形 与 内 部 的 互 换 .这 
时 ,大 正方 体 表面 上 的 黑色 单位 正方 形 的 个 数 为 m = n 一 mw 宇 12. 若 mm 


= 12, 问 题 就 解决 了 .以 下 设 m > 12. 记 第 i 次 转动 后 ,表面 上 的 黑色 正方 - 


形 的 个 数 为 mm ,于 是 有 | m+i - m; | 过 1. 因 为 mo=mll,ma=m > 
12, 故 知 必 有 mi ,1 夺 io 声 23, 使 m= 12. 可 见 ,经 io 次 转动 后 所 得 到 的 
正方 体 便 满足 要 求 . ， 、 

综 上 可 知 ,2 的 所 有 可 能 值 为 23,24 和 25. 

9.88 在 10x10 的 国际 象棋 棋盘 上 任 取 46 个 互 不 相 邻 的 小 方 格 , 求 
证 其 中 至 少 有 30 个 小 方 格 同色 . 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 1] 首先 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 ”在 5x5 的 正方 形 棋盘 内 任意 去 掉 4 个 方 格 后 ,余下 部 分 中 至 
少 有 15 个 方 格 是 彼此 相连 的 . 

引 理 的 证 明 ”从 5x5 的 棋盘 中 去 掉 4 个 方 格 ,其 上 至 少 有 1 行 和 1 列 
的 各 5 个 方 格 均 未 被 去 掉 . 若 还 有 1 行 或 1 列 方 格 是 完整 的 , 则 结论 显然 成 
立 . 否则 , 男 外 的 4 行 和 4 列 都 各 被 去 掉 1 个 方 格 .这 表明 去 掉 的 4 个 方 格 既 
不 同行 也 不 同 列 . 这 样 一 来 ,没有 方 格 被 去 掉 的 那 一 行 所 在 的 连通 部 分 中 ， 
至 少 有 1+2+t3+4+5= 15 个 方 格 . 

回 到 原 题 的 证 明 . 将 棋盘 分 成 25 个 2 x 2 的 正方 形 , 每 个 2 x2 的 正方 
形 视 为 一 个 大 方 格 .将 选 定 的 46 个 方 格 标 上 星 号 ,于 是 每 个 大 方 格 中 至 多 
有 2 个 星 号 .因而 至 少 有 21 个 大 方 格 中 各 有 两 个 星 号 ,是 这 两 个 星 号 所 在 
的 方 格 同色 .由 引 理 知 ,这 21 个 大 方 格 中 至 少 有 15 个 彼此 相 邻 .再 由 已 知 
条 件 又 知 , 相 邻 两 个 大 方 格 中 的 4 个 星 号 所 在 的 4 个 方 格 同色 . 从 而 这 1 个 
大 方 格 中 的 共 30 个 星 号 所 在 的 方 格 都 同色 . 

9.89 ”一 张 100 x 100 的 方 格 纸 上 涂 了 100 种 颜色 ,其 中 每 个 方 格 或 者 
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涂 上 了 其 中 的 一 种 颜色 ,或 者 没有 涂 色 . 如果 每 一 行 和 每 一 列 格子 中 所 涂 
的 颜色 全 都 不 同 , 则 涂 色 称 为 合格 的 . 如 果 已 按 合格 的 方式 为 (1)100 - 1， 
(2)100* - 2,(3)100 个 方 格 涂 了 色 , 能 和 否 继续 为 其 余 方 格 全 都 涂 上 颜色 ,使 
得 整 张 方 格 纸 上 的 涂 色 是 合格 的 ? 

(第 36 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] (1) 这 时 方 格 纸 上 只 余 1 个 空格 尚未 涂 色 . 因为 已 涂 的 颜色 是 
合格 的 , 故 这 个 空格 的 颜色 是 惟一 确定 的 ,当然 可 以 涂 上 这 种 颜色 而 使 整 
张 表 的 涂 色 是 合格 的 . 

(2) 这 时 方 格 纸 上 有 两 
个 未 涂 色 的 方 格 .虽然 比 (1) | 
”仅仅 多 了 ! 个 空格 ,但 情况 发 | 
生 了 根本 性 的 变化 , 即 对 某 些 
合格 的 涂 色情 形 , 无 法 继续 为 
两 个 空格 着 色 , 使 之 仍然 是 合格 的 .例如 我 们 用 如 下 的 4 x 4 的 小 方 格 表 去 
拼 成 100 x 100 的 大 方 格 表 . 我 们 把 上 面 第 1 个 方 格 表 称 为 异常 的 ,后 面 的 
方 格 表 称 为 正常 的 ,而 且 是 依次 用 连续 4 个 自然 数 轮换 排 成 的 .共有 25 种 
正常 的 4x4 数 表 . 显 然 ,用 它们 按 轮换 的 方式 可 拼 成 100 x 100 的 方 格 表 , 且 
当 用 颜色 去 代替 号 数 时 , 涂 色 是 合格 的 . 当 将 左上 角 的 由 11,2,3,4} 组 成 的 
正常 数 表 换 成 异常 数 表 时 ,相应 的 涂 色 仍 是 合格 的 .后 98 个 数 表 中 各 有 100 
个 , 寿 想 使 两 个 空格 填 上 数 后 所 得 的 数 表 仍 是 合格 的 ,只 能 分 别 填 和 人 1 和 
2. 但 显然 ,两 格 中 只 能 分 别 填 上 1 和 2. 但 因 第 1 列 有 1, 第 1 行 有 2, 故 左上 
角 的 空格 无 论坛 人 1 还 是 填 人 2 都 是 不 行 的 . 

(3) 这 时 也 不 一 定 能 继续 涂 色 ,使 整 张 方 格 纸 上 的 涂 色 是 合格 的 .例如 
见 如 下 涂 色 表 所 对 应 的 数 表 : 从 第 1 行 第 2 个 方 格 到 最 后 ,依次 填 数 1,2， 
…,99, 而 将 第 1 列 第 2 方 格 填 人 100. 则 这 个 数 表 是 合格 的 .但 左上 角 的 方 
格 中 无 论坛 哪 一 个 数 都 不 能 使 数 表 继续 是 合格 的 . 

9.90 ”将 一 个 2x 2 个 方 格 的 带 形 的 某 些 格 中 染 上 颜色 ,使 得 任何 2x 
2 的 方 格 中 都 没有 完全 染 上 颜色 ,以 P, 来 记 所 有 满足 条 件 的 不 同 染色 法 的 
数目 .求证 Piose 能 被 3 整除 ,并 求 能 整除 Pigeo 的 3 的 最 高 次 宕 . 

(捷克 和 和 斯洛伐克 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 以 a 表示 2 x n 带 形 的 满足 题 中 条 件 旦 最 后 两 格 都 染色 的 所 

有 不 同 染 色 法 的 数目 . 
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以 6b, 表示 最 后 两 格 没有 全 染色 的 染色 法 的 数目 , 则 有 


P= a,+pD,. 中 
人 由 题 中 条 件 ,任何 2 x 2 的 四 个 方 格 都 不 能 全 部 染色 , 则 有 递 推 关系 式 
Qa = 已 1， © 
XX pb, = a 1 十 QT 十 Cr 十 已 二 DO 1+ hb, 
即 b, = 3(a，i + b,_1). 3) 
由 四 ,四 得 
a 三 中 1=30c 2 + b,.2), 
所 以 dn 二 3( ,2 十 CH 出 
b, = 3(6,2 + b,_1). GB) 
由 中 ,@,@ 得 
忆 = 3(a 1 + a,2) + 3(6, 1 + 6, 2) 
已 = 3(P, ,+P,,). © 
容易 看 出 ,Pl = 4,，P, = 15. 
于 是 由 @ 可 递 推 地 计算 出 已 , 的 值 ， 
当 之 3 时 , 忆 总 是 3 的 倍数. 
特别 地 有 3| Plogo. 
因为 ”P| = 4,P; = 15,P; = 3 x 19, 
Ps = 3(3 x 19 + 15) = 3(191+ 5). 
于 是 314Pi,3|P,3|P; 有 94P;,， 9| Ps. 
因此 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 : 
3 1| Po 
且 3 P21, GD 
3 | 已. k= 1 ,2， 


因为 & = 2 时 ,GO 式 成 立 . 
假设 有 = 时 ,GD 式 成 立 ， 
则 当 & = +1 时 ,由 人 @ 
Pzn+1 = 3(P2 + P21), 
Pa = 3(P2rri; + Py). 
由 归纳 假设 知 ,中 式 中 第 一 式 对 = m+ 1 成 立 , 利 用 这 一 结果 及 归纳 假设 
又 可 证 明 GO 式 中 第 二 式 对 有 = m+ 1 成 立 . 
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于 是 名 式 对 所 有 上 成 立 . 

当 上 = 1989 时 ， 

1989 = 2 x 994+1, 
所 以 ,能 整除 Pivey 的 3 的 最 高 次 第 为 3*. 

9.91 ”在 一 张 无 穷 大 的 方 格 纸 上 将 其 中 个 方 格 涂 成 黑色 .在 时 刻 ; 
= 1,2,…, 按 以 下 规则 把 所 有 方 格 重新 涂 色 :使 每 个 方 格 都 涂 上 前 一 时 
刻 三 个 方 格 ( 即 格子 & 本 身 , 右 邻 方 格 与 上 邻 方 格 ) 中 多 数 方 格 所 涂 有 的 颜 
色 ( 如 果 这 三 个 方 格 中 至 少 有 两 个 是 黑 ( 日 ) 色 , 则 & 就 涂 成 黑 ( 日 ) 色 ). 试 
证 

(1) 经 过 有 限时 间 后 ,在 纸 上 不 再 有 黑 格 子 ; 

(2) 黑 格 子 的 消失 不 有 晚 于 时 记 上 = 7 

(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] (1) 我 们 总 可 以 在 方 格 纸 上 作 一 个 以 网 格 纸 为 边 的 m x m 的 
正方 形 ,使 得 ”个 黑 格 都 在 正方 形 内 .然后 将 m x m 正方 形 中 的 白 格 都 涂 
成 黑色 .注意 ,现在 每 次 按 规则 改 涂 颜色 所 得 到 的 黑 格 比 原来 同 次 改 涂 颜 
色 所 得 到 的 黑 格 绝 不 会 少 .而 这 个 ni x m 的 黑 正 方形 只 须 经 过 2m -- 1 次 
改 涂 后 就 全 变 成 白色 了 . 

(2) 用 M 表示 及 个 黑 格 的 方 格 纸 经 1 次 改 涂 后 所 有 黑 格 的 集合 .我 
们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 于 之 时 成 
立 . 当 方 格 纸 上 有 上 & 个 黑 格 时 ,我 们 在 方 格 纸 上 作 一 个 以 网 格 线 为 坐标 轴 
0 使 所 有 黑 格 都 在 第 一 象限 内 且 至 少 有 一 格 黑 格 的 下 底 在 x 轴 

至 少 有 一 个 黑 格 的 左边 在 y 轴 上 ( 见 右 图 ). 注 意 ,在 改 涂 颜 色 的 过 程 中 ， 
大 的 时 个 寺 信和 的 颜色 没有 影响 ;下 边 的 方 格 对 上 邻 方 格 的 颜色 也 
没有 影响 .因此 , 当 我 们 仅 考虑 除去 最 低 一 行 中 黑 格 之 外 的 黑 格 时 , 黑 格 的 
数目 不 超过 一 1. 于 是 由 归纳 假设 知 经 过 一 1 
次 改 涂 后 , 除 最 低 一 行 之 外 , 其 他 地 方 没 有 黑 加 号 要 本 是 
格 . 同 理 ,关于 列 进行 同样 的 论证 可 知 ,经 过 + 易 舌 寺 于 
] 次 改 涂 后 ,除了 最 左 一 列 之 外 ,其 他 地 方 也 没 FWHM 
有 黑 格 .将 二 者 结合 起 来 便 知 ,经 过 上 - 1 次 改 十 二 弥 和 二 二 六 
涂 之 后 , 方 格 纸 上 至 多 还 有 一 个 黑 格 , 就 是 第 一 EH GH 
象限 左下 角 的 方 格 , 亦 即 M,-! 至 多 有 一 个 格 思路 [二 [二 
子 .从 而 M, 必 为 空 集 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
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9.92 ”为 2m x 的 矩形 方 格 纸 的 每 个 方 格 都 涂 上 蓝 绿 两 种 颜色 之 


“一 , 且 使 两 种 颜色 的 格子 数 相等 ,同时 使 左下 角 的 方 格 是 蓝 色 , 右 上 和 角 的 方 


格 是 绿色 .把 所 有 蓝 格子 的 中 心 披 此 用 线段 连结 起 来 ,同时 把 所 有 绿 格 子 
的 中 心 彼 此 用 线段 连结 起 来 .求证 可 在 每 条 线段 上 都 标 上 箭头 ,使 所 得 的 
诸 向 量 之 和 等 于 零 向 量 . 
(第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 】 令 S = zz ,将 问题 分 为 S 为 奇数 和 S 为 偶数 两 种 情形 来 分 别 
证 明 . 
(1) 设 S 为 奇数 .这 时 我 们 证 明 , 可 以 标 上 箭头 ,使 得 所 有 蓝 向 量 之 和 
为 零 , 所 有 绿 回 量 之 和 亦 为 零 (两 个 蓝 格 中 心 之 间 所 连 的 向 量 称 为 蓝 向 量 ， 
绿 向 量 定义 类 同 ). 

将 S 个 蓝 格 中 心 任意 编号 为 Al ,A ,As ,并 按 下 述 方式 标 上 箭头 : 
若 上 为 奇数 , 则 A 一 Aj,i; 若 上 为 偶数 , 则 A;,; 一 A;,j = 1,2,…,S. 这 里 
约定 As = A4; .我 们 记 
可 | ， 当 有 & 为 奇数 ， 
LA 当 4 为 偶数 
对 任意 ,1 过 < 六 ,考察 S 个 向 量 的 集合 


M = {apl|j =1,2,…,S}. 
对 于 每 个 中 心 点 A, 恰 有 Mi 中 1 个 向 量 指向 它 ,也 恰 有 1 个 向 量 离开 它 . 因 
而 当 (k,S) = hh 时 ,这 S 个 向 量 恰 组 成 有 个 互相 没有 公共 顶点 的 首尾 相 接 
的 向 量 立 .因为 每 个 向 量 圈 中 所 有 癌 量 之 和 为 零 向 量 ,所 以 AM 中 所 有 向 量 
之 和 为 零 向 量 .从 而 所 有 蓝 向 量 之 和 为 零 向 量 . 同 理 ,所 有 绿 向 量 之 和 也 是 
零 向 量 . 
(2) 设 S 为 偶数 .把 年 形 左 下 角 和 右上 角 方 格 的 中 心 分 别 记 为 A 和 B， 
把 其 余 蓝 格 与 绿 格 的 中 心 分 别 记 为 A ,A,,…,As | 和 Bi,B,,…,Bo_1. 像 
(1) 中 一 样 地 为 连结 Al ,A,,…,As_| 及 B1,B,,…, Bs_1 的 线段 标 上 箭头 ， 
则 所 有 这 些 向 量 之 和 为 零 向 量 . 这 样 一 来 ,只 须 再 证 可 1 
为 所 有 形 如 AA;, BB,(j = 1,2,…,S -1) 的 线段 标 上 第 
头 ,使 相应 的 向 量 之 和 为 零 向 量 . 
任 取 一 对 关于 和 抑 形 中 心 对 称 的 方 格 , 设 其 中 心 为 
C 和 D. 若 两 个 方 格 异 色 ,例如 点 C 是 蓝 格 中 心 ,DD 是 绿 
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格 中 心 , 则 因 四 边 形 ADBC 为 平行 四 边 形 , 故 有 AC+ BD= 0 . 若 两 个 方 格 


同色 ,不 妨 设 都 是 蓝 色 , 则 有 AC+ AD= AB. 由 于 蓝 格 数 与 绿 格 数 相等 , 故 
对 称 蓝 格 的 对 数 与 对 称 绿 格 的 对 数 相等 . 而 对 于 每 对 对 称 的 绿 格 , 设 其 


中 心 为 K,L, 又 有 BK+ BL = BA. 从 而 有 AC+ AD+ BK+ BL= 0 .这 
就 证 明了 
2 (44 + BB,)=1. 

9.93 工 广 制造 的 玩具 呈 圆 环 状 ,上 面 串 有 3 颗 红 珠 和 7 颗 蓝 珠 . 
问 能 制造 出 多 少 种 不 同 的 这 种 玩具 ?( 如 果 两 个 玩具 上 的 红 蓝 珠子 在 圆 
环 上 的 排列 顺序 相同 或 将 一 个 翻 过 来 后 和 另 一 个 的 排列 顺序 相同 ,都 
视 为 同一 种 ) 

(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 3 颗 红 珠 将 7 个 蓝 珠 分 成 3 组 . 当然 ,可 能 有 一 组 或 两 组 的 
蓝 珠 数 为 零 . 故 知 所 求 的 不 同 种 数 恰 等 于 将 7 分 为 3 个 非 负 整数 之 和 的 
所 有 不 同 分 法 数 .对 7 的 分 法 只 有 下 列 8 种 :7+0+0,6+1+0,5+2 
+0,5+1+1,4+3+0,4+2+1,3+3+1,3+2+2. 故 知 工厂 共 能 
制造 出 8 种 不 同 玩具 . 

9.94 已 知 一 组 球 ,每 个 球 染 成 红色 或 蓝 色 ,每 色 至 少 有 一 个 球 ， 
每 个 球 重 工 磅 或 2 磅 ,每 种 重量 至 少 有 一 个 球 ,证明 有 两 个 球 具有 不 同 
的 重量 和 不 同 的 颜色 . 





(第 2 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 不 失 一 般 性 ,可 设 第 1 个 球 是 红色 的 ,第 2 个 球 是 蓝 色 的 . 
如 果 这 两 个 球 具有 不 同 的 重量 , 则 本 题 得 证 . 
如 果 这 两 个 球 具有 相同 的 重量 ,由 题 设 , 则 还 有 第 三 个 球 与 这 两 个 
球 重量 不 同 ,不 论 第 三 个 球 是 红色 还 是 蓝 色 ,总 能 和 第 一 个 或 第 一 个 球 
有 不 同 颜色 和 不 同 重量 ,本 题 也 得 证 . 
9.95 已 知 在 国际 象棋 棋盘 上 放 着 8 枚 棋子 ,使 在 每 条 水 平 线 与 
竖 直 线 上 各 有 一 枚 棋子 .求证 在 棋盘 上 的 所 有 黑 格 中 共有 偶数 枚 棋子 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] “将 行 自 上 而 下 编号 , 列 按 自 左 至 右 编 号 为 1,2,… ,8. 这 样 
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一 来 ,每 个 方 格 就 有 两 个 编号 ,将 二 者 加 起 来 ,因为 左上 角 的 方 格 为 白 
格 , 故 这 时 日 格 的 两 号 码 之 和 为 偶数 ; 黑 格 对 应 于 奇数 . 既然 所 放 的 8 
枚 棋子 每 行 每 列 都 恰 有 一 枚 , 故 它们 所 对 应 的 数 之 和 为 偶数 ,从 而 对 应 
于 奇数 的 黑 格 中 的 棋子 必 有 偶数 校 . 

9.96 . 某 工厂 生产 由 6 种 不 同 颜 色 的 纱 织 成 的 双色 布 .在 这 个 工 
三 生 产 的 所 有 双色 布 中 ,每 种 颜色 至 少 与 3 种 其 他 颜色 搭配 .求证 可 以 
选 出 3 种 双色 布 , 它 们 含有 全 部 6 种 颜色 . 

( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 

[证 1] 将 6 种 颜色 用 1,2,… ,6 编号 并 设 工厂 生产 的 双色 布 之 一 
为 56 色 .如 果 工 厂 还 生产 112,34| 或 113,241 两 种 双色 布 , 则 结论 成 立 . 
否则 ,不 妨 设 工厂 不 生产 12 和 13 两 种 布 .因为 每 种 颜色 要 与 其 他 3 种 
颜色 搭配 生产 双色 布 , 故 工厂 必 生 产 14,15,16 这 3 种 双色 布 . 

若 工 厂 生 产 双色 布 23, 则 114,23,56| 满足 要 求 . 若 工 厂 不 生产 23， 
则 因 也 不 生产 12, 故 工厂 必 生 产 双 色 布 25; 又 因 工 厂 不 生产 13, 故 工厂 
必 生 产 36. 于 是 114,25,36| 满足 要 求 . | 

[证 2] 用 6 个 点 A1,A;,…,As 来 分 别 代表 6 种 不 同 颜色 , 且 当 
两 种 不 同 颜色 搭配 生产 一 种 双色 布 时 ,就 在 相应 两 点 间 连 一 条 线段 .于 
是 得 到 一 个 有 6 个 顶点 的 图 ,其 中 每 个 顶点 的 度数 都 不 小 于 3, 即 每 点 
至 少 引 出 3 条 边 . 这 样 ,问题 就 化 为 证 明 图 中 存在 3 条 线段 ,它们 两 两 之 
间 没 有 公共 端点 . 

设 A1A; 是 图 中 的 一 条 边 . 因为 每 点 至 少 引出 3 条 边 , 故 在 以 A;， 
A4,As,As 为 顶点 的 子 图 中 ,每 点 至 少 引出 一 条 边 .不 妨 设 A;As 为 其 . 
中 一 条 边 . 

考察 顶点 A; 和 As. 每 点 度数 都 不 小 于 3. 若 AsAhs 存在 , 则 
1A1A;,A3A4,AsAel 即 为 所 求 . 若 A;As 不 存在 , 则 As 和 As 每 点 都 
至 少 同 前 4 点 引出 3 条 线 . 从 而 每 点 必 与 前 两 条 线段 之 一 构成 一 个 三 角 
形 . : 

(1) 阁 两 个 三 角形 有 一 条 公共 边 , 不 妨 设 为 和 人 A;A1A，。 和 
个 AeA1A2. 这 时 ,1AsAl,A6A,,A3A4| 便 满足 要 求 . 

(2) 者 两 个 三 角形 没有 公共 边 , 不 妨 设 为 人 A;A1A， 和 
全 AeA3As. 这 时 可 取 两 个 三 角形 之 间 的 一 条 连 线 , 设 为 4;A,. 于是， 
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1AsA4,A14;,A3A6| 便 满 足 要 求 ， 

9.97 910 瓶 红 . 蓝 墨 水 , 排 成 130 行 ,每 行 7 瓶 , 证 明 不 论 怎样 排 
列 , 红 、 蓝 墨水 瓶 的 颜色 次 序 必定 出 现下 述 两 种 情况 之 一 种 : 

(1) 至 少 有 三 行 完 全 相同 . 

(2) 至 少 有 两 组 (四 行 ), 每 组 的 现行 完全 相同 . 

(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[证 ] 910 瓶 红 、 蓝 墨水 , 排 成 130 行 ， 每 行 7 瓶 ， 每 个 位 置 有 红 、 蓝 

墨水 两 种 可 能 .所 以 有 


27 = 128 
种 不 同 的 排列 方式 . 
对 于 130 行 , 取 其 中 的 129 行 就 可 以 知道 必 有 两 行 A 行 和 B 行 , 黔 
水 瓶 的 排列 颜色 次 序 相 同 . 
这 样 剩 下 128 行 


(1) 者 这 128 行 每 两 行 颜色 ,次 序 都 彼此 不 同 , 则 必 有 一 行 C ,与 
A,B 两 行 的 颜色 同 次 序 . 

于 是 出 现 了 三 行 完 全 相同 . 

(2) 知 这 128 行 有 两 行 颜色 次 序 相同 , 设 为 C,D, 则 有 两 组 ,每 组 
两 行 ,A 和 8B 一 组 ,C 和 DD 一 组 颜色 次 序 完全 相同 . 

9.98 ”一 副 围 棋 共 有 180 个 白 子 和 181 个 黑子 ,把 这 些 围棋 子 全 
部 排 在 一 条 直线 上 ,证 明 必 定 可 以 找到 两 个 黑子 ,使 得 它们 中 间 ( 不 包 
括 其 日 身 ) 恰 有 178 个 或 181 个 围棋 子 ， 

(中 国 浙江 省 数学 夏令 营 ,1990 年 ) 

[证 ] 先 将 排 在 一 条 直线 上 的 361 个 棋子 编号 ,依次 为 x ,x,， 
… ,X361, 其 中 x; 表示 黑子 或 白 子 在 第 i 个 位 置 . 

考察 下 面 两 组 数 对 : 

第 一 组 : (zl Ti80), (X21, X181), (Xa X182),**, (X181» T3600), (X182, 
X361), 共 182 对 . 

这 一 组 每 一 对 棋子 中 恰 有 178 个 棋子 ， 

第 二 组 : (zs ,ri)，(Crls4y 2) ，，…， (x360, X178), (X361,X17), 共 
179 对 . 

这 一 组 每 一 对 棋子 中 恰 有 181 个 棋子 . 

由 于 x1 ,x2,… ,361 中 表示 黑子 的 有 181 个 ,所 以 第 一 组 和 第 二 组 
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中 共有 181 x 2 = 362 个 黑子 ,而 两 组 共有 182 + 179 = 361 对 ,由 抽 居 
源 理 ,在 第 一 组 或 第 二 组 中 必 有 一 对 全 是 黑子 . 

知 第 一 组 中 有 同 黑 的 一 对 棋子 , 则 这 两 个 黑子 中 间 恰 有 178 个 棋 
子 . 

若 第 二 组 中 有 同 黑 的 一 对 棋子 , 则 这 两 个 黑子 中 间 恰 有 181 个 棋 
子 . 

9.99 在 8x8 的 国际 象棋 棋盘 的 64 个 方 格 中 标定 16 个 方 格 ,使 
得 每 一 行 和 每 一 列 都 恰好 标定 两 个 方 格 . 求 证 可 以 把 8 枚 黑子 和 8 枚 白 
子 放 在 标定 的 方 格 中 ,每 格 放 一 枚 ,使 得 每 一 行 和 每 一 列 都 恰 有 一 枚 黑 
子 和 一 枚 白 子 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1933 年 ) 

[证 ] 用 方 格 的 中 心 点 来 代表 方 格 并 在 同行 或 同 列 的 每 两 个 标 
定 方 格 的 中 心 点 (以 下 称 为 标定 点 ) 之 间 连 一 条 线段 ,于 是 每 个 标定 点 
都 恰 连 出 两 条 线段 . 这样, 我 们 得 到 了 一 个 有 16 个 顶点 且 每 点 度数 都 
为 2 的 偶 图 .因此 ,这 个 图 可 以 分 解 为 一 个 或 几 个 互 不 相交 (没有 公共 
顶点 ) 的 圈 . 因 为 每 个 圈 的 边 都 是 水 平 与 竖 直 交替 出 现 的 , 故 每 个 圈 都 
有 偶数 条 边 ,从 而 也 有 偶数 个 顶点 . 

在 每 个 圈 的 顶点 交替 放 上 黑子 与 白 子 , 则 黑子 数 与 白 子 数 相 等 ,都 
是 8 枚 .而 且 同 一 行 或 同一 列 的 两 个 标定 点 是 同一 图 上 的 相 邻 顶点 , 当 
然 是 放 有 一 枚 黑子 与 一 枚 白 子 , 这 说 明 上 述 放 法 满足 题 中 要 求 . 

“ 9.100 在 正七 边 形 的 每 个 顶点 都 放置 一 枚 黑色 或 白色 的 棋子 ， 

求证 存在 3 个 顶点 是 一 个 等 腰 三 角形 的 3 个 顶点 日 3 点 所 放 的 棋子 同 
色 . 





(基业 数学 奥林匹克 1972 年 ) 
[证 1] 7 榴 棋 子 分 为 两 种 不 同 颜色 ,由 抽 居 
原理 知 ,其 中 必 有 4 枚 棋子 同色 ,而 这 4 枚 棋子 的 
位 置 必 有 两 个 是 相 邻 的 .不 妨 设 4 和 A， 都 是 白 
子 . 
因为 人 AI4A43 ,人 AAA;AS 和 人 AAA; 
都 是 等 腰 三 角形 , 故 车 A;,A;,4; 这 3 个 顶点 中 
有 1 个 项 点 放 的 是 白 子 , 则 它 与 A1,A, 这 3 个 顶 





712 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





点 即 为 所 求 .否则 ,43,45,473 点 放 的 都 是 黑子 而 人 434;47 为 等 腰 
三 角形 , 故 A3,As,A73 点 即 为 所 求 . 

[证 2] 像 证 1 中 一 样 地 可 证 7 枚 棋子 中 必 有 4 枚 同色 ,不 妨 设 为 
白色 . 

将 正七 边 形 的 所 有 对 角 线 都 连 出 来 并 将 共 21 条 线段 分 成 如 下 7 
组 : 

Aj:iAsAs,AsAo,Arhs|, As:|A1A3,AsAy,AsAel, 

A3:1AsA4,AiAs, AeAsl, Aa:|As3As,AsAo,ArArl; 

As:|AsAo,A3A7,A1Asl, Ao:{AsAs,AiAs,AsAsl, 

Ar: AiAe, AzAs,A3As}. 
易 见 ,每 组 中 的 3 条 线段 互相 平行 .每 组 中 的 3 条 线段 共 6 个 顶点 ,没有 
用 到 的 1 个 项 点 我 们 写 在 组 前 作为 组 的 代号 .显然 ,代号 点 与 组 中 任意 
1 条 线段 的 两 个 端点 恰 为 等 腰 三 角形 的 3 个 顶点 . 


因为 4 个 白 点 ( 即 白 子 所 在 的 点 ) 间 共 可 连 6 条 线段 , 且 其 中 至 多 


有 一 组 两 条 线段 平行 , 故 这 6 条 线段 至 少 属于 5 个 不 同 的 组 .而 4 个 白 
点 又 作为 4 个 不 同 组 的 代号 ,所 以 必 有 一 个 以 白 点 为 代号 的 组 中 ,有 1 
条 线段 的 两 个 端点 均 为 白 点 .显然 ,这 3 个 顶点 即 为 所 求 . 

[证 3] 由 抽 懂 原理 知 ,7 枚 棋子 中 必 有 4 枚 同色 , 设 它们 所 在 的 顶 
点 为 A,B,C,D. 

将 正七 边 形 的 所 有 对 角 线 都 连 出 来 . 易 见 ,图 形 中 的 21 条 线段 只 
有 3 种 不 同 长 度 .但 4 个 点 A,B,C,DD 之 间 连 有 6 条 线段 , 故 由 抽 届 原 
理 知 至 少 有 两 条 线段 长 度 相等 . 进一步 地 ,或 者 有 3 条 线段 长 度 相等 ， 
或 者 6 条 线段 可 分 成 3 组 ,每 组 中 的 两 条 线段 相等 . 若 为 后 者 , 则 长 度 最 
短 的 一 组 的 两 条 线段 是 正七 边 形 的 两 条 边 .如 果 这 两 边 没有 公共 端点 ， 
则 二 者 恰 为 一 个 等 腰 梯 形 的 两 腰 . 这 时 ,等 腰 梯 形 的 两 条 对 角 线 相等 ， 
但 上 底 和 下 底 不 相等 (作为 正七 边 形 顶 点 的 4 个 顶点 不 能 构成 矩形 )， 
矛盾 . 故 这 两 条 等 长 的 边 必 有 公共 端点 ,从 而 构成 一 个 等 腰 三 角形 . 若 
为 前 者 , 则 3 条 等 长 线段 中 必 有 两 条 有 公共 端点 ,问题 同样 地 解决 . 

9.101 桌 上 放 有 个 纸板 正方 形 和 个 塑料 正方 形 ,其 中 任何 两 
个 纸板 正方 形 都 没有 公共 点 ,包括 没有 公共 的 边界 点 ,在 塑料 正方 形 之 
间 也 是 如 此 .已 知 这 些 纸板 正方 形 的 顶点 集合 与 这 些 塑 料 正 方形 的 顶 
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点 集合 重合 , 问 是 否 一 定 有 某 个 纸板 正方 形 与 塑料 正方 形 重合 ? 
(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 设 点 A 是 这 2n 个 正方 形 的 凸 包 的 一 个 顶点 . 按 已 知 , 它 既 
是 一 个 纸板 正方 形 S 的 顶点 ,又 是 一 个 塑料 正方 形 工 的 顶点 .由 于 S 
与 了 的 并 集 在 点 A 的 张 角 小 于 180" ,所 以 , 若 S 与 工 不 重合 , 则 必 有 S 
的 一 个 顶点 落 在 T 的 内 部 . 又 因 这 个 顶点 也 是 某 个 塑料 正方 形 的 顶 
点 ,从 而 导致 两 个 塑料 正方 形 有 公共 点 ,矛盾 . 可见 ,S 与 工 必 重 合 . 

9-102 将 一 张 100 x 100 的 方 格 纸 的 上 沿 与 下 沿 相 粘连 , 左 沿 与 
右 沿 相 烙 连 ,做 成 “ 轮 环 状 ”( 形 如 轮胎 ). 试 问 能 否 在 其 上 选取 50 个 方 
格 ,每 个 方 格 各 放 1 枚 棋子 ,而 棋子 有 红 、 蓝 、 绿 三 色 , 使 得 每 枚 红 子 至 
少 可 出 击 两 枚 蓝 子 (位 于 具有 公共 边 的 两 格 中 的 异 色 棋子 可 以 互相 攻 
击 ) ,每 枚 蓝 子 至 少 可 出 击 两 枚 绿 子 ,每 枚 绿 子 至 少 可 出 击 两 枚 红 子 ? 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 如 果 可 以 放置 50 枚 棋子 满足 题 中 要 求 , 设 其 中 红 , 蓝 , 绿 棋 
子 的 个 数 分 别 为 a,b,c, 红 蓝 , 蓝 绿 , 绿 红 相 邻 棋 子 对 的 个 数 分 别 为 xz， 
y,z. 由 于 每 枚 红 子 至 少 可 出 击 两 枚 蓝 子 , 故 有 2a 才 x. 又 因 每 枚 蓝 子 
都 至 少 可 出 击 两 枚 绿 子 , 故 至 多 与 两 枚 红 子 相 邻 ,所 以 有 x 二 26. 同 理 
有 . 

2a 奈 T2b yzC2a. 
由 此 可 得 a =65=c. 但 a+b+c= 50 不 是 3 的 倍数 ,矛盾 .这 表明 题 
中 的 要 求 是 不 能 实现 的 . 

9.103 将 平面 上 每 点 都 涂 上 红 , 蓝 两 色 之 一 ,求证 存在 一 个 3 个 
顶点 同色 的 三 角形 , 它 的 两 个 内 角 分 别 为 垂 和 笃 , 且 这 两 个 角 的 夹 边 
长 为 1996. 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 

[证 1] 在 二 染色 平面 上 作 一 个 边 长 为 1996 
的 正七 边 形 AjA,A3AsAsAsAy, 由 抽 层 原理 知 ， i 
7 个 顶点 中 必 有 4 个 顶点 同色 .同色 4 点 中 必 有 两 “4 
点 是 相 邻 顶点 ,不妨 设 A| 和 A, 都 是 红 点 . 4 

(所 大 A4 和 Ae 中 有 1 个 是 红 点 ,不 妨 设 A， 4 
为 红 点 , 则 人 A1A2A4 即 为 所 求 . 人 区 
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(2) 阁 A4 和 A 都 是 蓝 点 ,4 和 47 中 有 1 个 蓝 点 ,不妨 设 A; 为 
蓝 点 ,于 是 入 434445 即 为 所 求 . 若 4; 和 47 都 是 红 点 , 则 全 Ai143A47 
即 为 所 求 . 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 三 角形 总 是 存在 . 

[证 2j 像 证 1 中 一 样 地 可 以 证 明正 七 边 形 的 7 个 顶点 中 至 少 有 
4 个 硕 点 同色 , 且 辣 色 4 点 中 至 少 有 两 点 是 相 邻 顶点 .不 妨 设 7 个 顶点 
中 至 少 有 4 个 红 点 且 A| 和 A, 都 是 红 点 . 

(1) 夺 有 4 个 相 邻 红 点 ,不 妨 设 为 Ai, A,, A; 和 A4, 于 是 
和 人 AiA;A; 即 为 所 求 . 

(2) 设 有 3 个 相 邻 红 点 而 且 没 有 4 个 相 邻 红 点 ,不妨 设 A|, A,, A 
都 是 红 点 ,但 A4,Ay 是 蓝 点 .这 时 As 和 Az 中 至 少 有 1 个 红 点 ,不妨 
设 As; 为 红 点 ,于 是 全 A,A;As 即 为 所 求 . 

(3) 设 没有 3 个 相 邻 红 点 ,于 是 A:,A7 都 是 蓝 点 ,这 时 ,A4,As 和 
A7 中 至 少 有 2 个 红 点 ,从 而 A4 和 A6 中 至 少 有 1 个 红 点 ,不 妨 设 A， 
为 红 点 ,于 是 全 A1A,As 即 为 所 求 . 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 三 角形 总 是 存在 . 

9.104 将 (n 一 1)x(n 一 1) 的 方 格 表 的 2 个 结 点 中 的 每 个 都 涂 
上 红 , 蓝 两 色 之 一 , 求 使 表 中 每 个 方 格 都 恰 有 两 个 红色 顶点 的 不 同 涂 色 
方案 的 种 数 .这 里 说 两 个 涂 色 方案 不 同 , 指 的 是 在 这 两 个 方案 中 ,至少 
有 1 个 顶点 两 者 异 色 . 

(第 37 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 将 第 1 行 的 个 结 点 中 的 每 点 都 涂 上 红 、 蓝 两 色 之 一 , 共 
有 2” 种 不 同 的 涂 色 方案 ,以 下 分 两 种 情形 来 分 别 计数 ， 

(1) 第 1 行 中 任何 两 个 相 邻 结 点 都 异 色 , 即 红 蓝 相间 地 涂 色 .有 两 
种 不 同 的 涂 色 方 案 . 这 时 不 难 发 现 , 第 2 行 结 点 的 涂 色 也 必须 红 蓝 相间 
的 涂 色 ,又 是 共有 两 种 不 同 的 涂 色 方案 , 依 此 类 推 , 每 行 结 点 都 是 只 有 
红 蓝 相间 的 两 种 涂 色 方案 .由 乘法 原理 知 整个 方 格 表 共有 2” 种 不 同 的 
涂 色 方案 . 

(2) 第 1 行 结 点 中 有 两 个 相 邻 结 点 同色 ,共有 2” -- 2 种 不 同 的 涂 色 
方案 .在 给 第 2 行 结 点 涂 色 时 ,容易 看 出 ,第 1 行 同色 的 两 个 相 邻 结 点 
下 方 第 2 行 的 两 个 相 邻 结 点 也 必须 同色 , 且 与 第 1 行 的 两 个 结 点 异 色 . 
由 此 立即 推 知 ,第 2 行 的 每 个 结 点 都 与 第 1 行 的 同 列 结 点 异 色 , 这 样 一 
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来 ,第 2 行 结 点 只 有 惟一 的 方案 可 以 满足 要 求 . 同 理 可 知 , 后 面 每 行 结 
点 的 涂 色 方案 都 是 惟一 确定 的 .所 以 ,这 种 情形 共有 2” - 2 种 不 同 的 涂 
色 方案 . 

由 加 法 原理 知 ,满足 题 中 要 求 的 不 同 涂 色 方 案 共 有 2**! -2 种 . 

9.105 能 否 将 ”棱柱 的 每 条 棱 都 徐 上 3 种 颜色 之 一 ,使 得 每 个 
面 上 都 有 3 种 不 同 颜色 的 棱 且 每 个 顶点 处 都 汇聚 着 颜色 各 异 的 棱 ? 试 
就 n = 1995 和 n= 1996 的 情形 给 出 解答 . 

(第 58 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] (1) 当 n= 1995 时 可 以 做 到 .首先 ,将 上 底 的 1995 条 边 按 
1,2,3 的 次 序 循环 涂 色 .然后 将 下 底 的 诸 边 涂 成 与 上 底 对 边 相 同 的 颜 
色 . 这 时 ,每 条 侧 棱 的 两 个 端点 处 的 已 涂 色 的 两 条 楼 的 颜色 分 别 相同 . 
显然 ,只 要 为 之 涂 上 另 一 种 颜色 就 可 以 了 . 

(2) 当 n=1996 时 , 因 1996 不 是 3 的 倍数 ,所 以 不 行 . 

者 不 然 , 设 存在 满足 题 中 要 求 的 涂 色 方式 .由 于 下 底 中 必然 3 种 颜 
色 俱 全 ,所 以 必 有 连续 3 条 边 分 别 涂 有 3 种 不 同 颜色 .不 妨 设 1,2,3 号 
边 分 别 涂 有 1,2,3 号 颜色 .因为 每 个 顶点 引出 的 3 条 棱 互 相 异 色 ,所 以 
由 1,2 号 边 之 间 的 顶点 引出 的 侧 棱 必 为 3 号 色 , 由 2,3 号 边 之 间 的 顶 
点 引出 的 侧 棱 为 1 号 色 . 从 而 与 下 底 2 号 边 相对 的 上 底 2 号 边 必 涂 有 2 
号 色 . 由 此 可 知 , 上 底 1,3 两 号 边 分 别 涂 有 1,3 两 号 颜色 . 又 因 每 个 侧 
面 3 色 俱 全 ,而 3 号 边 全 为 3 号 色 ,2 与 3 号 边 之 间 的 棱 为 1 号 色 , 从 而 
3,4 号 边 之 间 的 棱 为 2 号 色 . 这 又 导致 上 、 下 底 的 4 号 边 都 是 1 号 色 . 
这 样 一 来 ,上 下 底 的 边 只 能 是 1,2,3 色 循 环 出现 . 由 于 1996 不 能 被 3 
整除 ,此 不 可 能 . 

9.106 在 坐标 平面 上 ,具有 整数 坐标 的 点 构成 单位 边 长 的 方 格 的 
顶点 ,并 将 这 些 方 格 相间 地 涂 上 黑白 两 种 颜色 ,就 像 国 际 象棋 棋盘 那 
样 . z 

对 于 任意 一 对 正 整数 mx 和 nn, 考察 一 个 直角 三 角形 , 它 的 顶点 都 
是 整 点 ,两 条 直角 边 的 长 度 分 别 为 mx 和 且 两 条 直角 边 都 在 这 些 正方 
形 的 边 上 , 即 都 在 网 格 线 上 . 

设 Si 表示 这 个 三 角形 区 域 中 所 有 黑色 部 分 的 总 面积 , S, 表示 白 
色 部 分 的 总 面积 . 令 f(m,n)= | Si-S,|. 

(了 ) 当 m 和 辣 为 正 偶数 或 同 为 正 奇数 时 ,计算 Fa ,z) 的 值 ; 
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(2) 求 证 对 所 有 正 整 数 mx 和 nn ,都 有 
所 msm) 扩 二 max m,n ; 


“(3) 求 证 不 存在 常数 c ,使 对 所 有 正 整 数 mm 和 ,都 有 f(rm,n) 
<e. 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 

[ 解 ] (1) 设 个 ABC 为 一 个 直角 三 角形 ， 
它 的 3 个 项 点 都 是 整 点 且 两 条 直角 边 都 在 网 格 
线 上 ,了 A=90 ,AB=m,AC=n. 考 察 图 (4a) 
中 的 矩形 ACDB. 

对 于 任 一 多 边 形 P, 将 区 域 已 中 所 有 黑色 14 
部 分 的 总 面积 和 白色 部 分 的 总 面积 分 别 记 为 
Si(P) 和 S,(P). 

注意 , 当 m 和 同时 为 偶数 或 者 同时 为 奇数 时 ,矩形 ACDB 的 着 
色 关 于 矩形 的 中 心 为 中 心 对 称 .因此 有 

SIAABC)=SIARD),S (AAABC)=S(A 人 BCD)， 

由 此 可 得 
flm,n)= | SI(SABC)— S,( 人 ABC)| 
= 六 | S1(ACDB) - S;(4ACDB) | . 


因为 当 mx 和 同 为 偶数 时 ,矩形 ACDB 中 的 黑 格 与 白 格 个 数 相 等 ,而 
当 my 和 nn 闻 为 奇数 时 , 白 格 比 黑 格 多 1 个 ,所 以 有 


0, 当 m,n 均 为 偶数 ， 
As m,n | 


(2) 如 果 m 和 7 同 奇偶 性 , 则 由 (1) 知 (2) 中 
吉 论 成 立 , 故 只 须 再 讨论 mm 和 n 具有 不 同 奇偶 性 ， 
的 信用 不 妨 设 m 为 奇数 而 ”为 偶数 ， 如 图 (6 所 


B 





(a) 





示 . 在 边 AB 上 取 点 上 ,使 AL=m-1. m 

因为 m1 入 都 是 偶数 , 故 由 (1) 中 结果 有 
flim-1,n)=0, 即 有 SI( 人 ACL) A n C 
= S,( 公 ACL). 从 而 有 

fim,n)= | SI( 人 ABC)-— Ss( 人 A 人 ABC)| (b) 
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组 


=|SI(ALBC)-Sz(ALBC)| 委 SA 


= 二 二 方 maxj m,n 
> 全 > Max nti,ni. 
(3) 为 证 1 Am ,2 的 无 界 性 ,我 们 来 计算 f 
(2&+T,28) 的 值 .如 同 在 (2) 中 一 样 , 在 边 AB 上 
取 点 上 ,使 AL = 2k. 因 为 f(2k,2k)=0, 故 有 SI 
(全 ACL)= S,( 全 ACL), 所 以 





f+1,28)= | SI(ALCB) - S,(ALCB)|. | 茎 
注意 ,SA 人 ALCB = 上 .不 妨 设 线段 LC 全 在 黑 格 中 呈 吧 41 
( 见 图 (c)). 于 是 全 LCB 的 白色 部 分 由 2k 个 三 角 4 C 
形 

AABC,,i=1,2,2k -1,ALBC,, (©) 


组 成 ,其 中 每 个 三 角形 都 与 ABC 相似 .它们 的 总 面积 


S:(ALBC) = 了 5 | ( 瑟 ) +( 引 二 ) + ss + (二) | 
4k+1 


2 2 4 2 了 | — Jt: 
1 二 2 十 十 (2 是 )2| 17 





_ 1 
.4k(2k +1) 
由 此 可 得 ,全 上 LBC 的 黑色 部 分 的 总 面积 


_,._1 loo,_ 
Si( 人 LBC)=& 13(4+1)=15(8k 1). 
最 后 得 到 
: f(2k + 1,2k)=5 (2k -1). 
这 就 表明 | f(r ,nn)| m,nENI 无 界 , 即 (3) 成 立 . 
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10.1 在 平面 上 给 定 ”个 点 ,已 知 连 结 其 中 任何 两 点 的 直线 上 都 
含有 另 一 个 给 定点 ,求证 这 个 点 共 线 . 
(前 民主 德国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 M= 14 AAS = 11,2,…,111. 阁 Al,A,,…， 
A, 不 共 线 , 则 对 任意 i,j € S, 必 有 kE€ 5S, 使 A;,A;,Ai 不 共 线 . 记 A 
到 直线 AAA 的 趾 离 为 dip > 0, 并 令 
D = |qdix |i,jskES 且 A;,Aj,Ax3 点 不 共 


线 } , 则 DD 是 一 个 有 限 的 正 实数 集 . 不 妨 设 4d123 为 
DD 中 的 最 小 元 . 按 已 知 , 必 有 As € M, 使 4, 在 直 | ”> 
线 A,A; 上 .过 点 Aj 作 A1O | A,A; 于 O. 不 妨 


设 在 直线 A)A; 上 ,点 As 与 A; 在 点 O 同 侧 ( 如 “  ”“” “ 
图 ). 于 是 有 d341 < ai23 ,矛盾 . 

10.2 平面 上 给 定 n(n 宇 3) 个 点 Al,As,,…,A,, 其 中 任何 3 点 
都 不 共 线 .用 a 表示 所 有 和 角 A;AjAi 的 最 小 值 ,其 中 A;,Aj, A 是 3 个 
不 同 的 给 定点 .对 每 个 n, 求 a 的 最 大 值 ,并 确定 当 这 些 点 怎样 分 布 时 
取 到 最 大 值 . 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


[ 解 ] 考察 4 个 给 定点 为 一 个 正 边 形 的 n 个 顶点 的 情形 .这 时 ， 
正 n 边 形 的 每 个 内 角 为 <180" 连结 对 角 线 A14),j = 3,4,…,n - 


? 


1, 则 一 A2AiA 被 分 成 wn - 2 个 相等 的 角 . 于 是 每 个 角 都 是 J ,而 且 
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己 中 这 


易 见 ,a = 30 .所 以 ,所 求 的 a 的 最 大 值 不 小 于 1 
另 一 方面 , 设 ”个 给 定点 的 凸 包 是 头 边 形 ,其 中 3 过 mm 雪 .于 是 
这 个 凸 六 边 形 的 内 角 和 为 (wm 一 2)180"， 其 中 的 最 小 内 角 不 超过 


190“ 设 这 个 最 小 内 和 为 人 ALAsAs 于 是 其 他 n - 3 个 给 定点 都 
在 角 内 . 作 射 线 A2Aj,I = 4,5, ,7 , 则 这 些 射 线 将 AAA; 分成? 
-2 个 角 , 其 中 的 最 小 角 不 超过 om -2 180". 因为 mm 三 n, 故 有 


ni 2 Li < 从 而 有 一 ]180° << 180- , 即 有 wa < 二 18 
Mm (i 三 ; n 


综 上 可 知 ,所 求 的 a 的 最 大 值 为 684 ,是 在 个 点 为 正 边 形 的 








- 个 顶点 时 取得 . 


10.3 ”在 球 外 部 的 空间 中 分 布 着 9 个 点 .证 明 在 球面 上 能 找到 一 

个 点 ,使 从 此 点 看 到 9 点 中 的 点 数 不 多 于 3. 
(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] ”首先 注意 到 一 个 明显 的 事实 : 
设 a 为 过 球 心 O 的 任意 一 个 平面 ,此 时 平面 把 
空间 分 为 两 个 半空 间 , 而 / 为 过 球 心 DO 且 与 平面 < 垂 

直 的 直线 ,! 交 球 于 A,B 两 点 ,又 分 别 过 A,B 作 平面 [人 洒洒 
a 的 平行 平面 8 和 y, 且 它们 分 别 与 球面 切 于 A,B. 

显然 ,点 A 看 不 到 平面 a 上 的 点 和 点 B 所 在 半 
空间 的 所 有 点 . 

下 面 证 明 问 题 本 身 . 

设 已 知 点 为 Al ,AA2,"… ,Ao, 过 O 及 Al,A, 作 平 面 a, 则 A;,Asa, 
…, Av 这 七 个 点 分 别 落 在 平面 a 上 或 被 平面 a 所 分 成 的 两 个 半空 间 内 . 
显然 必 有 一 个 半空 间 有 不 多 于 三 个 点 , 设 点 A 在 这 个 半空 间 内 , 则 A 
就 是 所 求 的 点 . 

10.4 ”在 平面 上 有 100 个 点 :0O,Al,A;,,…,Aw, 其 中 任何 3 点 都 
不 共 线 .如 果 存 在 一 条 直线 , 它 经 过 点 O 且 在 该 直线 的 一 侧 有 48 个 点 ， 
问 是 否 存 在 一 条 直线 , 它 也 经 过 点 O, 但 在 此 直线 的 一 侧 有 (1)49 个 


‘ 





点 ?(2)47 个 点 ? 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
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[ 解 ] (1) 在 直线 一 侧 有 49 个 点 的 直线 是 存在 的 . 设 过 点 O 〇 且 在 
一 侧 有 48 个 点 的 直线 为 / .车 在 1 上 除 点 O 外 还 有 1 点 A;, 则 只 要 将 1 
稍 加 转动 ,使 得 点 A; 转 到 直线 ! 有 48 点 的 一 侧 即 可 .以 下 设 直线 /上 除 
点 O 外 没有 给 定点 ,于 是 另 一 侧 有 51 个 点 .让 直线 / 绕 点 O 顺 时 针 转 
动 .由 于 任何 3 点 不 共 线 , 故 直 线 ! 在 转动 过 程 中 ,每 次 都 是 越过 1 个 
点 .这 样 一 来 ,开始 时 直线 / 两 侧 点 数 之 差 为 3, 而 /每 越过 1 点 时 , 差 值 
增加 土 2. 当 让 线 ! 转 过 180° 时 ,/ 两 侧 的 点 刚好 对 调 , 差 值 变 为 - 3. 从 
而 在 转动 过 程 中 , 必 有 差 值 为 1 的 时 候 . 这 时 点 数 少 的 一 侧 恰 有 49 点 . 

(2) 在 直线 一 侧 有 47 点 的 直线 不 一 定 存在 ,或 者 说 在 某 种 情况 下 
不 存在 .考虑 极 坐 标 平面 上 的 单位 圆 . 记 极 点 为 O, 在 圆周 上 取 点 


A;(1,a;), 其 中 
15 = 1.2 … 49， 





i i - 49 
51 

不 难 验证 , 当 1 志 i 过 25 或 75 达 i 过 99 时 ,经 过 点 A; 的 直径 两 侧 分 别 
有 50 和 48 个 点 ; 当 26 志 71 之 74 时 ,经 过 点 A, 的 直径 的 两 侧 都 有 49 个 
点 .由 此 可 知 ,过 点 O 的 任何 一 条 直线 都 不 能 使 其 一 侧 只 有 47 个 点 . 

10.5 给 定 空间 中 的 = 个 点 ,其 中 的 任意 三 点 都 是 有 一 个 内 角 大 
于 120° 的 三 角形 的 顶点 . 试 证 可 以 用 A1,A,,… ,A, 来 标记 这 些 点 ,使 
得 每 个 AAA 都 大 于 120", 其 中 1 才 i<j<k 和 nn. 

(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 将 ”点 中 两 两 连 线 中 最 长 的 一 条 记 为 AIA, ,并 按 其 余 各 点 
与 4 的 距离 从 小 到 大 标记 为 A; ,A;,…,A,.1, 亦 即 有 Al1A; < AiA; 
< <A4A CAA 

我 们 指出 ,这样 的 编排 必 可 实现 , 即 不 会 出 现 AjA; = AiAi(i 尖 
7) 的 情形 .者 不 然 , 必 存 在 i 关 j, 使 人 AiA;A; = AAA. 于 是 由 已 
若 , 了 A:A1A; > 120". 另 一 方面 , 因为 A1A, 最 长 , 故 i<j<n 生 
AiAA, > 120°, 人 A1AjA, > 120" .因而 人 AAA,< 60 ,AAA， 
< 60". 因为 三 面 角 的 任 一 平面 角 小 于 另 两 个 平面 角 之 和 , 故 有 
人 A:A1A; < 120', 矛 盾 . 

由 上 述 论 证 可 知 , 了 AjA1A; < 120". 又 因 当 ;i<j 时 ,AlA, < 
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元 十 Tr,L = 0,51,.…,99. 








党 吵 区 


414i, 故 必 有 一 AI4Ai > 120 .于 是 当 1<i<7<A 委 7 时 , 便 有 
414A4i > 120", 44A4 > 120". 由 于 三 面 角 ( 包 括 退 化 为 平面 上 
一 点 引出 3 条 射线 的 情形 ) 的 三 个 平面 角 之 和 不 大 于 360", 故 有 
AAAA < 120". 又 因 AAA < 60 ,AAA < 60', 所 以 
AAA < 120". 从 而 得 到 AAA > 120". 

10:6 ”空间 中 给 定 5 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 .求证 其 中 必 有 两 
点 ,使 得 过 这 两 点 的 直线 穿 过 以 另外 3 点 为 顶点 的 三 角形 的 内 部 . 

《前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 从 $5 点 中 任 取 4 点 ,以 它们 为 项 点 作出 一 个 四 面体 .不 难看 
出 ,这 个 四 面体 的 4 个 面 所 在 的 4 个 平面 将 整个 空间 分 成 15 部 分 ,四 面 
体 是 其 中 之 一 .另外 的 14 部 分 可 以 分 成 3 组 : 

(1)4 个 三面 角 , 其 顶点 分 别 在 四 面体 的 4 个 顶点 有 是 分 别 与 四 面体 
的 4 个 内 三 面 角 对 顶 , 即 其 3 个 面 角 与 内 三 面 角 的 3 个 面 角 对 应 成 对 顶 
角 ; 

(2) 四 面体 的 每 个 内 三 面 角 无 限 伸展 后 减 去 四 面体 后 所 得 的 区 
域 ,共有 4 个 ; 

(3) 分 别 以 四 面体 的 6 条 棱 为 底 棱 的 6 个 “ 臂 形 "区域 , 其 中 每 个 区 
域 都 是 这 样 构成 的 :首先 将 四 面体 的 以 一 条 楼 为 公共 边 的 两 面向 形 外 
方向 延伸 ,构成 一 个 位 于 四 面体 外 的 二 面 角 ,然后 同 向 延伸 四 面体 的 另 
两 面 ,二 者 所 夹 的 上 述 二 面 角 的 内 部 即 为 一 个 臂 形 区 域 . 

如 果 第 5 点 在 四 面体 内 或 在 前 两 类 区 域 之 一 中 , 则 只 要 将 它 与 所 
在 区 域 所 属 的 三 面 角 的 角 顶 连 一 条 直线 即 满足 题 中 要 求 . 如果 第 5 点 
在 第 3 类 区 域 之 一 中 , 设 这 个 臂 形 区 域 的 底 棱 为 A;As, 则 直线 A;A， 
必 穿 过 人 人 AAA， 


10.7 ”在 平面 上 给 定点 Ao 入 个 向 量 a1,4,,…,a, 且 使 + a2 

+ … 十 Q， 一 0. 这 组 向 量 的 每 一 个 排列 4a; ， Qi Qi 都 定义 一 个 点 
集 : Ai， A,,…,A, = Ai， 使 得 a; = AoAl ,a = AiAz,', a = 
A,-14; .求证 存在 一 个 排列 ， 使 由 它 定义 的 所 有 点 41， Az, "A,- We” 


在 以 Ao 为 角 顶 的 某 个 60" 角 的 内 部 和 边 上 . 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
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[证 ] 因为 w+ as+…+a,=0, 故 可 
将 它们 适当 放置 ,使 得 其 端点 构成 巴 多 边 形 
AoAl…A, 设 人 AAA 过 ;<J<A 委 5 
一 1) 是 以 点 Ao,Al,…,A,_| 中 三 点 为 项 点 的 
所 有 三 角形 中 面积 最 大 的 一 个 .过 人 AAA 
的 每 个 顶点 分 别 引 它 的 对 边 的 平行 线 , 三 线 相 
交 得 到 公 DEF. 易 证 ,折线 A;A;,1…A) 完全 含 在 全 AjAD 中 (包括 边界 
在 内 ); 折 线 AAA 完全 含 在 人 AAL 中 ;折线 人 4 完全 
含 在 全 AAjF 中 .将 折线 AAA 中 的 向 量 按 反 序 放置 , 则 所 得 能 
折线 与 折线 A;A;,1…A)j 关于 线段 A;A 的 中 点 中 心 对 称 , 因 而 完全 含 在 
和 AAA 中 .将 折线 AAA 和 AxrAp41…A; 也 分 别 作 同 样 处 置 之 
后 ,就 得 到 一 条 完全 含 在 全 A;A Ai 之 中 的 闭 折线 .将 全 AAA 的 不 超 
过 60 的 内 角 的 项 点 平移 到 A ,就 得 到 了 问 量 组 的 满足 题 中 要 求 的 排 
列 . 

10.8 已 知 单位 正方 体内 有 1985 个 点 ,求证 从 中 可 以 选 出 32 个 
点 ,使 得 以 它们 为 项 点 的 每 条 闭 折 线 的 周 长 都 小 于 8 v3. 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 将 正方 体 的 每 条 棱 4 等 分 ,过 分 点 作 正 方 体 的 面 的 平行 平 


面 ,将 正方 体 分 成 64 个 棱 长 为 -的 小 正方 体 .因为 1985 = 64x 31+ 1， 
故 由 抽 层 原理 知 必 有 一 个 小 立方 体 中 (包括 周 界 ) 含有 32 个 已 知 点 ,其 
中 每 两 点 间 连 线 的 长 度 不 超过 地 3, 而 长 度 等 于 二 ,5 的 线段 至 多 4 


条 ,从 而 以 这 32 点 为 顶点 的 封闭 折线 的 周 长 小 于 32 x 二 号 = 8V3. 
10.9 已 知人 ABC 中 ,一 C = 90'. 求 证 对 于 全 ABC 内 的 任意 个 
点 , 必 可 适当 记 为 Pi,P;,… ,了 PP, ,使 得 
也 | P5 十 P,Ps 十 + P,_1P? < AB’. 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1986 年 ) 
[证 ] 我 们 证 明 如 下 的 加 强 命题 : 
AP1 + PP+ + P, iP + P,B’ < AB?. 人 人) 
当 n = 1 时 ,因为 CC = 90" ,故人 APIB 三 90", 所 以 有 AP? + PB2 云 
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AB*, 即 中式 成 立 . 设 n < 之 时 人 @ 式 成 立 ,证 nn = 时 @ 式 也 成 立 . 
过 点 C 引 CD 上 | AB 于 D, 不 妨 设 个 ADC 和 公 BDC 中 都 有 给 定 的 
点 .否则 , 坷 上 个 给 定点 都 在 全 ADC 内 , 则 可 从 点 D 引 AC 的 垂 线 ,这 样 
一 直 进 行 下 去 ,直到 把 上 个 给 定点 分 在 两 个 三 角形 中 为 止 . 
设 人 ADC 内 有 s(s < 之 上 有) 个 点 ,全 BDC 内 有 上 kk 一 ;个 点 .由 归纳 假设 
知 可 将 人 ADC 内 的 :个 点 标号 为 1,2,…,s, 将 全 BDC 内 的 & -个 点 
标号 为 ，+ 1,… ,上 ,使 得 
APT+ PIPi + :+ Ps iP$ + PsC < AC’, © 
CPSr1 + PeriPS12 + + PPit+ PB SBC. ©@ 
又 因 人 PsCPsi1 < 人 ACB = 90". 故 有 z 
Pep < PsC2 + Cp. @ 
将 外 , 吕 ,@ 结合 起 来 即 得 中 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
10.10 ”在 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 内 ,任意 给 定 9 个 点 , 试 证 明 在 
以 这 些 点 为 顶点 的 各 个 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角形 , 它 的 面积 不 大 于 
| 


1 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[证 ] ”用 对 边 中 点 的 连 线 将 正方 形 分 成 四 个 面积 为 二 的 小 正方 
形 ,把 9 个 点 分 成 四 部 分 ,那么 , 至 少 有 一 个 小 正方 形 的 内 部 或 边界 上 
至 少 有 三 个 给 定 的 点 . 令 这 三 点 为 A,B,C. 我 们 只 要 证 明 人 ABC 的 面 
积 不 大 于 面积 为 -的 小 正方 形 的 面积 的 一 半 即 可 ， 
(D 如 果 4 ,有 ,C 三 点 共 线 , 则 全 ABC 的 面积 为 0, 结 论 显然 正确 - 
(2) 如 果 在 全 ABC 中 ,有 一 边 平行 于 小 正方 形 的 一 边 , 则 结论 也 是 
显然 的 | 
(3) 如 果 人 ABC 的 三 边 都 不 平行 于 这 个 小 
正方 形 ,那么 过 这 三 个 顶点 作 三 条 直线 EF , GH， 
洒 平行 于 这 个 小 正方 形 的 一 条 边 , 如 图 , 由 于 
人 ABC 的 三 边 与 小 正方 形 的 边 不 平行 , 则 必 有 一 
边 与 这 三 条 直线 中 的 一 条 相交 ,不 妨 设 GH 交 AC 
于 D. 这 时 有 
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SAAhAK = SAABD 十 ABC 


1 1 
< 7 SGHFE + -3 So 


由 以 上 , 必 存 在 三 点 构成 的 三 角形 的 面积 不 大 于 喜 ， 

10.11 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 的 内 部 及 边 上 任 取 101 个 点 ,其 中 任 
何 3 点 都 不 共 线 .求证 其 中 必 存 在 3 点 ,以 它们 为 顶点 的 三 角形 的 面积 
不 大 于 0.01. 

(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 用 平行 于 底 边 的 49 条 平行 线 将 正方 形 均 分 成 50 个 矩形 ， 
于 是 每 个 和 矩形 的 面积 为 0.02. 101 个 点 分 布 在 50 个 矩形 (包括 边界 ) 
中 ,由 抽 展 原理 知 , 必 有 一 个 矩形 中 有 3 点 .这 3 点 为 项 点 的 三 角形 的 面 
积 不 超过 矩形 面积 之 半 . 当然 不 超过 0.01. 

10.12 ”在 正 1981 边 形 的 顶点 中 任意 标定 64 个 顶点 ,求证 必 存 在 
一 个 梯形 ,其 4 个 顶点 都 是 标定 点 . 

(第 44 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 易 见 , 正 1981 边 形 的 所 有 边 和 对 角 线 可 以 分 成 1981 组 平 
行 线 .64 个 标定 点 中 每 两 点 之 间 连 1 条 线 共 有 Ca = 32 x 63 = 2016 条 
线 .于 是 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 条 AB // DC ,从 而 四 边 形 ABCD 为 
梯形 ( 因 A ,B,C,D 都 是 正 1981 边 形 的 顶点 , 故 四 边 形 ABCD 不 能 是 
和 矩形). 

10:13 ”怎样 在 平面 上 放置 6 个 点 ,使 得 其 中 的 任何 3 点 都 是 一 个 
等 腰 三 角形 的 3 个 顶点 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 取 6 点 为 正 五 边 形 的 5 个 顶点 及 中 心 
O 即 可 . 4 4 

对 于 这 6 点 中 的 任何 3 点 ,车 其 中 有 点 O, 则 
点 O 到 其 余 两 点 距离 相等 ,当然 构成 一 个 等 腰 三 
角形 . 若 不 含 点 O, 则 为 正 五 边 形 的 3 个 顶点 .这 4 4 
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时 , 若 3 点 相连 ,显然 构成 一 个 等 腰 三 角形 ; 若 3 点 不 相连 , 则 必 有 两 点 
相连 而 第 3 点 与 二 者 均 不 相连 .在 这 样 3 点 为 顶点 的 三 角形 中 ,有 两 条 
边 是 正 五 边 形 的 对 角 线 ,当然 也 是 等 腰 三 角形 . 

10.14 ” 设 平 面 上 有 1990 个 相 异 的 点 ,是 否 可 专 作 一 个 正三 角形 ， 
使 其 中 995 个 点 在 内 部 ,其 余 995 个 点 在 外 部 . 

(中 国 浙江 省 数学 夏令 营 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 xOy, 使 得 y 轴 与 1990 个 已 知 点 中 任意 两 
点 的 连 线 均 不 平行 , 则 1990 个 已 知 点 的 横 坐 标 均 不 相同 . 

按照 横 坐 标的 大 小 , 顺 次 设 为 Ai(ziy),i = 1,2,…,1990, 且 

XI < zy < … x1900. 


作 直 线 1:7 = :225 了 工 9 , 则 ! 的 两 侧 各 有 995 个 已 知 点 .不 难看 
出 ,只 要 作 一 个 充分 大 的 正三 角形 ,使 其 一 边 在 1 上, 必 能 包含 /一 侧 的 
995 个 已 知 点 . 
10.15 ”在 楼 长 为 13 的 正方 体内 取 定 1956 个 点 . 问 能 否 在 此 正方 体 
中 框 出 一 个 棱 长 为 1 的 小 正方 体 来 ,使 得 在 它 的 内 部 没有 被 选 定 的 点 ? 
(第 19 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[ 解 】 用 三 组 分 别 平行 于 正方 体 的 面 的 平面 将 大 正方 体 均 分 成 
13 x 13 x 13 = 2197 个 楼 长 为 1 的 小 正方 体 . 由 抽 层 原理 知 ， 总 有 一 个 
分 出 的 楼 长 为 1 的 正方 体内 不 含 取 定 点 . 
10.16 设 A 和 B 是 平面 上 的 两 个 不 交点 集 , A UB 中 的 任何 3 点 
A ey 如 果 4 和 B 中 之 一 至 少 有 5 个 点 , 则 必 存 在 一 个 三 角形 , 它 


(第 26 届 国 际 教学 奥 林 匹 充 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 不 妨 设 1A| 实 5. 设 Pi1,P;,P3,Pys,P; 是 A 中 5 点 且 这 5 
点 的 凸 包 中 不 含 A 的 其 他 点 . 

(四 设 5 点 的 凸 包 为 五 边 形 PiP;,P3PsPs. 考察 人 PP,P;， 
全 PiP3Ps 和 入 PIP4Pi. 行 三 者 之 中 有 一 个 内 部 不 含 B 中 的 点 , 则 该 
三 角形 即 为 所 求 .车 3 个 三 角形 中 的 每 个 都 含有 B 中 的 点 , 则 五 边 形 内 

至 少 含 BB 的 3 个 点 ,从 中 任 取 3 点 便 满足 要 求 . 

(2) 设 5 点 的 凸 包 为 四 边 形 , 且 点 Pi 在 凸 四边形 P,P3PsPs 之 中 . 

考察 4 个 三 角形 :APiP;P;, 和 PiP;P,,APP,P, 和 和 人 PP,P, 若 4 


726 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





个 三 角形 之 一 中 没有 B 中 的 点 , 则 该 三 角形 即 为 所 求 . 若 4 个 三 角形 中 
的 每 个 内 部 都 含 B 的 点 , 则 可 在 每 个 三 角形 中 取 一 个 B 的 点 ,依次 记 
为 QQ Q;, Qs 不 妨 设 和信 Q1Q;Q; 和 人 QiQ;Qs 内 部 不 交 . 由 于 点 
Pi 至 多 在 1 个 三 角形 的 内 部 , 故 上 述 两 个 三 角形 总 有 1 个 满足 要 求 ( 见 
左下 图 ). 





(3) 设 点 P! 和 P; 含 在 全 P3PsP;s 之 中 ,考察 5 个 APIP3;P4， 
个 PiPsPs, 全 PiP;P;, 合 PPsPs 和 公 PiP,P; 则 类 似 的 讨论 可 知 结 
论 成 立 . 

10.17 ”在 边 长 为 12 的 正方 形 中 分 布 着 1990 个 点 ,求证 可 以 用 一 
个 边 长 为 11 的 正三 角形 盖 住 其 中 至 少 498 个 点 . 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 

[证 ] 由 于 1990 = 497x4+2, 故 由 抽 居 原理 知 ,只 须 证 明 边 长 为 

12 的 正方 形 可 被 4 个 边 长 为 11 的 正三 角形 所 覆 


六 
0.. 


我 们 将 边 长 为 11 的 三 角形 的 一 条 边 放 在 正 
方形 ABCD 的 边 AB 所 在 的 直线 上 ,使 三 角形 的 
为 一 条 边 过 正方 形 的 中 心 O( 见 图 ). 于 是 有 

6 





GB= HB- HG =6- 二 =6-283, 
V3 
FA=FHG-Ah4G=1-(2-GB)=GB-1=5-2V3， 


AM = FA'V3=5Vv3-6>6-2V3 = GB. 
这 样 一 来 ,将 全 EFG 绕 点 O 分 别 旋转 90" ,180" ,270" ,又 得 到 3 个 边 长 
为 11 的 正三 角形 .显然 ,这 4 个 三 角形 覆盖 了 正方 形 ABCD. 

10.18 已, P2，… 忆 为 平面 上 ”个 不 同 的 点 ,每 个 人 PPiP (Ci 尖 
j 关上 六 i) 的 面积 不 超过 1. 证 明 存 在 一 个 三 角形 ,满足 : 

(1) 它 的 面积 不 超过 4. 
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(2) Pi,P，…,P 都 在 这 个 三 角形 的 内 部 或 边界 上 . 
(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 者 Pi,P,,…, 了 PP, 在 同一 条 直线 ! 上 , 且 设 Pj,P;,,…,P, 按 
顺序 排列 . 
在 /外 取 一 点 P, 使 P 到 直线 / 的 距离 不 大 


于 5, 则 人 PP1P, 的 面积 不 大 于 个 


2 PP, ” ， Pp PP 
此 时 P,P;,… ,PP 都 在 全 PP1P, 的 边 上 . 
因而 全 PP 已 , 即 为 所 求 . 
若 Pi,P,,…, 了, 不 全 在 同一 条 直线 上 ,不 妨 设 在 所 有 的 人 PiPiP 
中 ,人 PP,P3; 的 面积 最 大 . 
过 人 PP: P3 的 顶点 分 别 作对 边 的 平行 线 ， 
构成 人 AlA,A;, 则 


一 < 
DAAi4A2A3 MAP P,P, 4. 


对 任意 的 P; ,由 于 
APP)P; < SDAP P,P 
所 以 已 必 与 A; 在 直线 A;A; 的 同一 侧 . 
同 理 , PP， 必 与 4， 在 直线 AlA3 同一 侧 . 
P; 必 与 A; 在 直线 A1Aj 同一 侧 . 
所 以 P; 在 全 AiA,A; 的 内 部 或 边界 上 . 
因此 全 A1A,A; 即 为 所 求 ， 
10.19 ”在 平面 上 给 定 n(n 宇 4) 个 点 ,其 中 任何 4 点 都 是 一 个 凸 
四 边 形 的 4 个 顶点 ,求证 这 个 点 是 一 个 西边 形 的 个 顶点 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 设 这 个 点 的 凸 包 是 多 边 形 M .车 M 的 边 数 小 于 n, 则 至 
少 有 1 个 给 定点 了 在 多 边 形 M 内 部 . 当 用 互 不 相交 的 对 角 线 将 多 边 形 
M 剂 分 成 若干 个 三 角形 时 ,点 P 必 落 在 某 个 三 角形 的 内 部 或 边 上 . 设 
这 个 三 角形 为 人 ABC, 则 A,B,C,P4 点 不 能 作为 某 凸 四 边 形 的 4 个 顶 
点 ,此 与 已 知 矛 盾 . 这 表明 多 边 形 M 为 症 n 边 形 , 即 n 个 给 定点 为 是 
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边 形 M 的 7 个 项 点. 

10.20 ”平面 上 分 布 着 ?2 个 点 ,已 知 对 于 其 中 任何 3 点 ,以 它们 为 
顶点 的 三 角形 的 内 部 和 边 上 都 不 含 这 2 个 点 中 的 其 他 点 ,求证 可 将 这 . 
n 个 点 适当 编号 为 A1,A,,…,A, ,使 得 Al1A2… 有 A, 为 凸 多 边 形 . 

(第 24 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] 考察 给 定 n 点 的 上 是 包 , 它 必 为 凸 n 边 形 . 若 不 然 , 则 至 少 有 
一 点 在 凸 包 内 部 或 边 上 ,这 必然 导致 这 点 在 某 个 以 3 个 给 定点 为 顶点 
的 三 角形 的 内 部 或 边 上 ,了 矛盾. 

因 凸 包 为 n 边 形 , 故 只 要 按 这 个 ”> 边 形 的 顶点 的 顺序 编号 为 Ai， 
A;,… ,A, 即 可 . 

10.21 ”在 平面 上 给 定 5 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 .求证 其 中 必 
可 选 出 4 点 ,它们 是 某 个 凸 四 边 形 的 4 个 顶点 . 

(第 10 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
(第 23 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 1] 考察 5 个 给 定点 的 凸 包 . 如 果 上 同 包 是 五 边 形 或 四 边 形 , 结 
论 显然 成 立 . 当 凸 包 是 三 角形 时 , 设 D,E 两 点 含 在 人 ABC 内 .这 时 直 
线 DE 恰 与 人 ABC 的 两 边 相 交 . 于 是 不 与 直线 DE 相交 的 一 边 的 两 个 
问 点 及 站,E 两 点 共 4 点 即 为 所 求 . 

[证 2] ”以 5 个 给 定点 中 的 每 3 点 为 顶点 作 


一 个 三 角形 , 并 设 和 ABC 是 其 中 面积 最 大 的 一 “* 
个 .分 别 过 点 A,B,C 作对 边 的 平行 线 ,3 条 线 两 6 
两 相交 得 到 全 FGH( 见 右 图 ). 若 男 两 个 给 定点 DD 


入 之 一 在 全 FGH 之 外 , 则 将 导致 面积 比 人 ABC FP 
更 大 的 三 角形 ,矛盾 . 故 DD,E 两 点 均 在 人 FGH 的 内 部 或 边 上 .这 时 , 直 
线 DE 至 多 与 人 ABC 的 两 条 边 相交 . 于 是 与 DE 不 交 的 一 边 的 两 个 端 
点 及 也 , 王 两 点 共 4 点 即 为 所 求 . 

10.22 ” 设 在 平面 上 给 出 了 1000 个 其 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 ， 
AM 是 这 些 正 方形 中 心 的 集合 . 试 证 可 以 标定 其 中 一 些 正方 形 , 使 得 集 
合 M 的 每 个 点 都 落 在 不 少 于 1 个 且 不 多 于 4 个 标定 正方 形 中 . 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 从 给 定 正方 形 中 标定 其 中 最 大 的 一 个 , 记 为 KK,. 然 后 再 从 
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中 心 不 在 Ki 中 的 所 有 正方 形 中 ,标定 最 大 的 一 个 , 记 为 并 .再 从 中 心 
不 在 K| 和 K, 中 的 所 有 正方 形 中 标定 最 大 的 K3. 继 续 这 个 过 程 ,直到 
没有 正方 形 可 标定 时 为 赴 . 易 兄 ,每 个 标定 正方 形 的 中 心 ,都 不 在 任何 
其 他 标定 正方 形 中 . 

设 某 个 给 定 正方 形 的 中 心 C 落 在 至 少 5 个 标定 的 正方 形 内 .过 点 
C 分 别 作 两 条 坐标 轴 的 平行 线 , 则 两 条 线 把 平面 分 成 4 部 分 .由 抽 居 原 
理 知 ,5 个 标定 正方 形 的 中 心 总 有 两 个 落 在 同一 部 分 中 . 设 这 两 个 中 心 
为 Oi 和 O: .不 妨 设 CO 和 CD: ,于 是 O| 必 含 于 以 0, 为 中 心 的 标定 
正方 形 中 ,此 与 标定 正方 形 的 选 法 矛盾 . 

10.23 ” 设 在 正方 形 内 部 有 一 个 凸 四 边 形 ,在 凸 四 边 形 内 部 有 一 
点 A. 已 知 正方 形 和 凸 四 边 形 的 各 4 个 顶点 及 点 A 共 9 点 中 的 任何 3 点 
都 不 共 线 ,求证 从 这 9 点 中 可 以 选 出 $ 个 点 来 ,使 得 它们 是 某 凸 五 边 形 
的 5 个 顶点 . 

(第 10 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 

[证 ] 我们 来 证 明 本 题 的 加 强 命题 :在 正方 形 内 部 有 一 个 三 角 
形 ,在 三 角形 内 部 有 一 点 A, 且 正方 形 的 4 个 顶点 .三 角形 的 3 个 顶点 及 
点 A 共 8 点 中 的 任何 3 点 都 不 共 线 ,求证 从 这 8 点 中 可 以 选 出 5 个 点 
来 .使 得 它们 是 某 凸 五 边 形 的 $ 个 顶点 . 

将 正方 形 和 三 角形 分 别 记 为 EFGH 和 和 
全 BCD. 连结 AB,AC,AD 并 延长 与 正方 形 的 周 
界 相交 , 则 3 个 交点 至 多 落 在 正方 形 的 三 边 上 ,至 
少 落 在 正方 形 的 两 边 上 , 例如 图 中 边 GH 上 没有 
交点 .这 时 A,B,G, 晶 ,C5 点 即 为 所 求 . 如 果 正 方 
形 的 两 条 边 上 都 没有 交点 , 则 更 存在 所 要 求 的 $ 
点 组 ,而 且 还 不 只 一 组 . 

10.24 ”在 平面 上 给 定 9 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 ,9 点 的 凸 包 是 
四 边 形 ,求证 9 点 中 一 定 存在 5 点 ,它们 是 一 个 凸 五 边 形 的 5 个 顶点 . 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1991 年 ) 

[证 ] 设 9 点 的 凸 包 是 四 边 形 A1A,A3As. 再 考察 内 部 5 点 As， 
Ai ,Ary,Asg,Ao 的 凸 包 . 

(二 符 S 点 的 凸 包 为 五 边 形 , 则 内 部 5 点 即 为 所 求 . 

(2) 奋 $ 点 的 西 包 为 三 角形 , 则 另 两 点 在 这 个 三 角形 内 .这 时 只 要 





E 
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用 到 其 中 1 点 就 行 了 . 

设 点 Ag 在 人 A4;444， 之 中 ,连结 AgA;， 
AsA6,As,Ay 并 分 别 延 长 到 四 边 形 AiA2A3A4 
周 界 之 外 . 显然 , 四边形 A1A;A3As 的 四 边 中 ， 
至 少 有 1 条 边 不 与 点 Ag 所 发 出 的 3 条 射线 相 艾 . 
例如 是 4;4;( 如 右 图 所 示 ). 易 见 , 五 边 形 4, 
AiA;AeAgAs 为 凸 五 边 形 ， 

(3) 设 内 部 5 点 的 凸 包 为 四 边 形 AsAcArsAs, 于 是 点 A 在 它 的 内 
部 .连结 对 角 线 4;47, 则 点 As 在 两 个 三 角形 人 4;:4647, 会 4547A48 
之 一 的 内 部 .从 而 化 为 (2) 的 情形 . 

综 上 可 知 ,9 点 中 总 有 5 点 是 一 个 晤 五 边 形 的 5 个 顶点 . 

10.:25 ” 设 非 凸 的 边 形 P 不 自 交 .我 们 考察 由 它 的 这 样 的 内 点 构 
成 的 集合 工 , 从 这 些 内 点 上 可 以 看 到 P 的 所 有 顶点 .求证 工 是 一 个 多 
边 形 , 其 边 数 不 大 于 xn. 





(第 35 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 作出 多 边 形 P 的 条 边 所 在 的 直线 , 则 每 条 直线 都 把 平面 
分 成 两 个 半 和 平面 .对 于 每 条 边 所 在 的 直线 ,都 选取 在 该 边 附 近 多 边 形 内 
部 所 在 的 半 平 面 .显然 ,能 同时 看 到 该 边 两 个 顶点 的 内 点 都 在 所 选 的 半 
平面 内 .由 此 可 见 , 能 看 到 边 形 P 的 所 有 顶 点 的 内 点 必 在 所 选 的 n 个 
半 平 面 的 交集 内 .因为 每 个 半 和 平面 都 是 凸 集 ,所 以 它们 的 交 必 为 凸 多 边 


形 .又 因 每 个 半 平 面 的 边界 直线 至 多 过 多 边 形 的 一 条 边 . 所 以 多 边 形 了 


至 多 有 n 条 边 . (集合 工 可 能 为 空 集 ) 

10.26 ”在 平面 上 给 定 6 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 . 试 证 在 给 定 
的 6 点 中 可 以 选 出 3 点 ,使 得 这 3 点 所 构成 的 三 角形 的 最 大 角 不 小 于 
120°. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,19S8 年 ) 

[证 ] ”考察 6 个 给 定点 的 凸 包 . 

(1) 设 上 是 包 为 是 六 边 形 . 因 为 凸 六 边 形 的 内 和 角 和 为 720", 故 它 必 有 
一 个 内 角 不 小 于 120". 

(2) 耕 凸 包 为 凸 五 边 形 或 凸 四 边 形 , 则 总 可 用 对 角 线 把 这 个 凸 多 
边 形 剖 分 成 3 个 或 2 个 三 角形 , 且 原 在 多 边 形 内 部 的 给 定点 必 在 某 一 个 
三 角形 内 .我 们 就 来 研究 这 个 内 部 含有 给 定点 的 三 角形 . 当 凸 包 为 三 角 
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点 
入 





请 一 洗 





给 吵 这 


形 时 ,这 一 点 成 立 更 是 不 成 问题 . 

设 点 hy 在 全 AjAzAs 之 内 ,A1,A;,A;,As 都 是 给 定点 , 连结 
AiA4,A2A 生 ,A344, 则 因 444A42 ,AAA4443 ,人 A43444AI 之 和 为 
360 , 故 其 中 必 有 一 个 角 不 小 于 120”. 

10.27 已 知 平面 上 6 点 中 的 任何 3 点 都 不 共 线 .求证 从 中 必 可 选 
出 3 点 作为 顶点 构成 三 角形 ,使 得 该 三 角形 中 至 少 有 一 个 内 角 不 超过 
30°. 

(第 26 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 考察 6 个 已 知 点 的 凸 包 . 

(1) 寿 凹 包 是 六 边 形 , 则 六 边 形 中 必 有 1 个 内 角 不 小 于 120". 设 这 
个 角 是 “ABC ,此 处 A,B,C 都 是 已 知 点 ,于 是 AABC 中 田 两 个 内 角 
之 一 不 超过 30". 

(2) 车 凸 包 的 边 数 不 超过 5 , 则 必 有 1 点 下 含 于 凸 包 之 内 . (如果 必 
要 ) 划分 为 着 1 个 三 角形 时 点 

下 必 合 于 某 一 个 三 角形 之 中 . 不 妨 设 点 下 含 于 和 人 ABC 之 中 .于 是 
LAFB+ BEC LCFA - = 360 ,3 个 角 中 必 有 1 个 不 小 于 120” .不妨 
设 人 AFB 之 120". 于 是 人 AFB 即 为 所 求 . 

10.:28 ”在 平面 上 给 定 5 点 ,其 中 任何 4 点 中 都 有 3 点 为 一 个 正三 
角形 的 3 个 顶点 ,求证 5 点 中 必 有 4 点 为 一 个 内 角 为 60° 的 菱形 的 4 个 
顶点 . 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 1] 在 A,B,C,D4 点 中 , 设 公 ABC 为 正三 角形 .车 结论 不 成 
立 , 则 在 B,C,D,E4 点 中 ,不 能 有 以 BC 为 一 边 的 正三 角形 , 故 其 中 的 
正三 角形 或 为 人 BDE ,或 为 人 CDE ,不妨 设 为 前 者 .再 考察 A,C,D， 
E4 点 ,其 中 某 3 点 为 正三 角形 的 3 个 顶点 . 若 此 正三 角形 以 AC 为 一 
边 , 则 与 人 ABC 拼 成 菱形 ,矛盾 ; 若 以 DE 为 一 过 则 又 与 全 DBE 拼 成 


. 艺 形 ,矛盾 . 


[证 2] 5 个 给 定点 共 可 组 成 5 个 不 同 的 四 点 组 . 按 已 知 ,每 组 中 都 
有 3 点 为 一 个 正三 角形 的 3 个 顶点 (以 下 简称 正三 角形 ), 共 有 5 个 正三 
角形 (包括 重复 计数 ). 由 于 每 个 正三 角形 恰 属 于 两 个 四 点 组 , 故 知 至 少 
有 3 个 不 同 的 正三 角形 .又 因 这 3 个 不 同 的 正三 角形 共 属 于 6 个 四 点 
组 , 故 由 抽 层 原理 知 必 有 两 个 正三 角形 属于 同一 个 四 点 组 . 显然 ,这 两 
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个 正三 角形 拼 成 一 个 萎 形 ,有 日 萎 形 的 1 个 内 角 为 60". 

[证 3] 若 5 点 中 至 多 存在 两 个 不 同 的 正三 角形 , 则 总 可 去 掉 1 点 
( 当 有 两 个 正三 角形 时 ,去 掉 公 共 顶 点 ), 合 余下 的 4 点 中 没有 正三 角 
形 ,此 与 已 知 矛 盾 . 故 5 点 中 至 少 有 3 个 不 同 的 正三 角形 .3 个 正三 角形 
共有 9 个 顶点 ,它们 都 是 给 定 的 5 点 中 的 点 .由 抽 居 原理 知 5 点 中 必 有 1 
点 , 它 至 多 是 1 个 正三 角形 的 顶点. 去掉 这 一 点 ,余下 的 4 点 中 有 两 个 不 
同 的 正三 角形 .显然 ,二 者 拼 成 一 个 菱形 ,其 内 角 之 一 为 60". 

10.29 设 S 是 正三 角形 ABC 三 边 上 所 有 点 的 集合 (包括 A ,B,C 
三 点 ), 若 把 S 任意 地 分 成 两 个 不 交 的 子 集 ,其 中 是 否 至 少 有 一 个 子 集 
中 含有 某 直 角 三 角形 的 三 个 顶点 ?证 明 你 的 论断 . 

(第 24 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 在 三 边 BC ,CA ,4AB 上 分 别 取 点 D， 

EE ,FF, 使 得 DC = 2BD,AE = 2EC,BF = 2FA. 


于 是 人 BDF ,全 CED, 公 AFE 都 是 直角 三 角形 . F 

设 S=SUS: ,SImsS: = .由 抽 展 原理 7 
知 , 卫 ,下 ,下 三 点 中 至 少 有 两 点 在 同一 子 集中 ,不 
妨 设 D,EE Si. 因 为 DE | CA , 故 若 在 CA 上 个 一 p 5 


角 三 角形 的 三 个 顶点 且 同 在 S| 中 . 若 在 CA - iEl 上 的 所 有 点 都 属于 
S;, 则 在 AB U BC - 14,C 上 只 要 还 有 S, 的 点 ,就 又 存在 同属 于 S72 
的 三 点 满足 要 求 . 否则 , 必 有 B,D,F 三 点 同属 于 Sj. 这 就 证 明了 对 于 
S 的 任 一 分 解 ,总 存在 某 直 角 三 角形 的 三 个 顶点 同属 于 一 个 子 集 . 
10:30 ” 设 S 是 由 平面 上 的 n 个 点 组 成 的 集合 (n 实 3) ,其 中 任何 
3 点 都 不 共 线 . 试 证 在 平面 上 存在 一 个 由 2n -5 点 组 成 的 集合 M ,使 得 
在 以 S 中 的 任何 3 点 为 顶点 的 三 角形 内 部 至 少 有 1 个 M 中 的 点 . 
(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 个 给 定点 中 每 两 点 确定 一 条 直线 ,这 样 的 直线 总 共 只 有 
有 限 多 条 , 故 可 在 平面 上 作 一 条 直线 1 ,使 它 与 上 述 直线 中 的 任何 一 条 
都 不 平行 .过 1 上 一 点 O 作 直线 1，| 人 1. 取 以 1 为 x 轴 ,/) 为 y 轴 的 
直角 坐标 系 ,于 是 n 个 给 定点 的 横 坐 标 互 不 相同 . 按 横 坐标 从 小 到 大 给 
n 个 给 定点 编号 , 记 为 Pi,P;,…,P,,P; = (zx;,y),i = 1,2,…,n. 于 
是 有 zi<r < <. 
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将 点 P， 到 直线 PP 的 距离 记 为 d(P;, P,P). 因为 任何 3 点 都 不 共 
线 ,所 以 dCP ,PP ) > 0. 令 


] 
d= mn 7 dP;, PP), 


并 在 平面 上 取 22 - 4 个 点 所 组 成 的 点 集 
T= |(x,y + d)|i= 2,3,…,n—1|. 

容易 看 出 ,对 于 任何 人 PPP, ,不 妨 设 1 科 之 1 之 4 夺 n,T 中 的 点 
(zy 一 4d),(zi,y+ qd) 中 必 有 1 点 在 会 P,P,P, 的 内 部 .从 而 知 集 丁 
县 有 题 中 要 求 的 性 质 . 

注意 , | 工 | = -2n - 4, 比 题 中 要 求 的 条 件 多 了 1 点 .下 面 我 们 设法 
将 工 中 点 去 掉 1 个 ,使 得 它 的 去 掉 不 影响 下 满足 题 中 要 求 . 考察 集 S 的 
凸 包 多 边 形 ,其 上 至 少 有 S 中 的 3 个 点 ,3 点 中 总 有 1 点 已 ,1<7< 1 
因而 , (zj,y -qd) 和 (zy + 4d) 中 必 有 1 点 不 在 5 的 凸 包 内 .去 掉 这 
一 点 ,余下 的 22 - 5 点 所 组 成 的 集合 便 满 足 题 中 的 全 部 要 求 . 

10.31 ” 试 证 对 于 任何 整数 宇 2, 在 平面 上 都 存在 2” i! 个 点 的 集 
合 ,使 得 其 中 任何 3 点 都 不 共 线 且 任 何 22 个 点 都 不 是 某 个 凸 2n 边 形 
的 全 部 顶点 . 

(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[证 ] 我 们 归纳 地 构造 集合 S,, 如 下 .首先 令 S，= {(0,0), (1， 
1)1. 对 于 nn 之 2, 设 S, 已 定义 好 . 取 实 数 MM 足够 大 ,使 对 任何 (x;,y;)， 
(zj; Y;), (Kh, Vee), (Xn, ) 和 S, ,都 有 


y+M—y -YY 
n—l1 > 9 Gh 
Xi; 二 2 Xi A 


并 令 
T, = S,+(27 1,M,)= {1(x+2" i,y+M,)|i (zr,y)E S| 和 S,, 
= S, U TT,. 显 然 ,| S,+1| = 2". 由 于 S, 中 任何 3 点 都 不 共 线 ,所 以 了， 
中 任何 3 点 也 都 不 共 线 .由 此 及 四 即 知 S, 中 任何 3 点 都 不 共 线 . 
设 是 使 S, 中 含有 27 个 点 为 某 个 凸 27 边 形 顶 点 的 最 小 自然 数 . 
作出 这 个 凸 22 边 形 ,并 在 过 坐标 最 小 与 最 大 的 两 个 顶点 之 间 连 一 条 对 
角 线 (或 边 ). 于 是 这 条 对 角 线 将 凸 2” 边 形 分 成 两 个 凸 多 边 形 ,其 中 至 
少 有 1 工 个 凸 多 边 形 的 边 数 不 小 于 n + 1. 不 妨 设 这 个 凸 多 边 形 位 于 对 角 
线 的 直方 且 它 的 n++1 个 顶点 是 Pi,P2, ,Pri,xl < T2 < 
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+1. 由 多 边 形 的 凸 性 知 
Vi Yi- 3 © 
i il itl 4， 
由 的 最 小 性 又 和 和 x1 ES TorlE Tt. 于 是 有 2 < 人 ,使 记 
E S ,PE T, .我们 断言 ,k = nn. 若 不 然 ,k < 7 于 是 由 多 有 
SR+1 Wk VR+t2™” k+l | ey 
gtl Xk Hk+2 k+l 
由 了 1 定义 知 存在 (x ri ,Yk+1), (rr29Y p+2) 和 S| ’ 使 得 (ri,;， 
wy) = (zt+22y + M1),i = 1,2. 从 而 由 @ 得 到 
DR+l Jk y hk+2 y tl , 
E+] 天 Et2 RE+l 
此 与 人 天 盾 . 这 表明 
P;:E€E S17 = 1,2,.…,n, 
即 有 个 项 点 在 S,- i 中, 辐 理 可 证 有 nn 一 1 个 顶点 在 S$,-; 中 . 北 推 地 可 
证 有 3 个 顶点 在 S; 中 ,此 与 | S21 = 2 政 盾 .从 而 证 明了 所 有 S, 中 都 不 
存在 27 个 点 ,它们 是 某 个 凸 2n 边 形 的 全 部 顶点 . 

10.32 ”在 平面 上 (或 空间 中 ) 给 定 有 限 集 Ko, 把 Ko 中 的 一 个 点 
关于 男 一 点 作对 称 映 射 所 得 到 的 一 切 点 都 加 入 Ko 中 ,得 到 集合 并, .类 
似 地 可 由 Ki 得 到 K,, 由 K, 得 到 K;, 等 等 . 

(1) 设 集合 Ko 由 距离 为 1 的 两 点 A 和 B 构 成, 问 最 小 取 何 值 时 ， 





在 集合 K, 中 存在 与 4 相距 1000 的 点 ? 
(2) 设 集合 Ko 由 面积 为 1 的 正三 角形 的 3 个 顶点 组 成 , 求 包含 K， 


的 最 小 凸 多 边 形 , 即 凸 包 的 面积 ,m = 1,2,… 
以 下 各 小 题 中 均 设 Ko 由 单位 体积 的 正四 面体 的 4 个 顶点 构成 . 
(3)Ki 的 凸 包 有 多 少 个 面 及 这 些 面 的 形状 如 何 ? 
(4) 开 | 的 凸 包 的 体积 是 多 少 ? 
(5) 求 集合 K; 的 凸 包 的 体积 ,2 = 1,2,…. 
(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] (1) 容易 看 出 ,集合 K, 由 直线 AB 上 与 4 有 整数 距离 且 与 


线段 AB 中 点 的 距离 不 超过 -> x 3" 的 所 有 点 组 成 ,x 1,2,…. 因为 
方 (3 +1) = 365 < 1000 而 方 (3 + 1) > 1000, 故 知 所 求 n 的 最 小 值 
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eg 吵 淮 


”不 相 邻 的 顶点 .将 Lo 关于 其 中 心 作 系数 为 3 的 


为 7 

(2)K, 的 凸 包 是 六 边 形 . 任 取 Ko 中 的 两 点 , 像 (1) 中 那样 作 次 对 
称 映射 , 即 可 得 到 这 六 个 顶点 . 

为 了 证 明 K, 的 所 有 点 都 在 由 六 个 “支点 ” 构 
成 的 凸 包 已 中 ,把 已 看 作为 以 六 边 形 的 3 组 对 边 
为 边界 的 3 个 带 形 之 交 (n = 1,2,…). 显然 ,初始 
正三 角形 是 3 个 带 形 之 交 ,其 中 每 个 带 形 的 两 边 恰 
为 三 角形 的 一 条 边 及 过 相对 顶点 所 作 的 平行 线 .而 
在 每 次 对 称 映射 之 后 ,3 个 带 形 仍 映 为 3 个 带 形 ,中 
心 线 不 变 但 宽度 增 大 到 3 倍 .从 而 3 个 带 形 之 交 , 即 K, 仍 为 六 边 形 . 

H, 的 面积 可 通过 与 人 ABC 同 向 位 似 及 反 向 位 似 的 三 角形 的 面积 
来 计算 , 它 等 于 广 (32"*1 一 1)， 

(3) 除 Ko 的 点 外 ,Ki 还 包含 作为 对 称 映 身 
的 象 点 而 来 的 12 个 点 .可 以 看 出 ,这 12 个 点 就 
是 Ki 凸 包 的 支点 .我 们 作 立 方 体 Lo, 使 得 已 知 
四 面体 ABCD 的 四 个 顶点 怡 为 它 的 一 组 4 个 互 








同 向 位 似 ,得 到 立方 体 L1 及 其 相应 的 不 相 邻 的 
顶点 A1,Bi,Ci,Di. 这 时 ,Kj 凸 包 的 12 个 支点 
恰 在 立方 体 LL| 的 12 条 棱 上 ,而 且 每 个 点 都 把 它 所 在 的 棱 分 成 1 : 2 两 
部 分 , 较 短 部 分 以 4, Bi,Ci ,DPI 之 一 为 端点 (参看 上 图 ). 如 果 在 上 | 的 
每 个 顶点 都 用 一 个 平面 切 去 一 个 锥 体 ,那么 剩余 部 分 的 多 面体 Mi 就 
是 Ki 的 向 包 ,这 里 所 用 的 平面 通过 从 该 顶点 发 出 的 3 条 楼 上 的 各 一 个 
文 点 .这 样 一 来 , 易 知 MI 有 14 个 面 ,其 中 位 于 上 L| 的 六 面 上 各 为 一 个 a 
x 2a 的 矩形 (4 为 正四 面体 ABCD 的 棱 长 ) , 共 6 个 矩形 , 另 有 8 个 正三 
角形 ,4 个 边 长 为 a 而 另 4 个 边 长 为 2a. 

(4) 计算 Mi 的 体积 ,可 以 从 立方 体 工 | 的 体积 ( = 81) 中 减 去 截 下 


的 8 个 锥 体 的 体积 (4 x 二 + 4x4 = 18 ) , 故 得 Mi 的 体积 为 63 


(5) 集合 K, 的 凸 包 AM, 类 似 于 Mi ,也 是 以 12 个 支点 为 顶点 的 凸 多 
面体 ,而 这 12 个 支点 分 别 是 由 四 面体 ABCD 的 顶点 对 进行 n 次 对 称 映 
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射 所 得 到 的 . M, 的 顶点 各 在 立方 体 L, 的 一 条 棱 上 ,并 把 每 一 条 楼 都 分 
成 (3* 一 1) : (3" +1) 的 两 部 分 ,L, 是 将 Lo 关于 中 心 作 系数 为 3" 的 同 


向 位 似 而 得 到 的 立方 体 . 类 似 于 (4) 可 得 ,M, 的 体积 为 二 (5 x 33” - 


37+1). 
10.33 ”在 平面 上 有 100 个 点 ,其 中 任何 两 点 的 距离 都 不 超过 1, 并 
且 任 何 3 点 为 顶点 都 构成 钝 角 三 角形 . 试 证 能 够 作出 一 个 半径 为 -> 的 
圆 ,使 得 所 有 这 些 点 都 在 这 个 圆 内 或 圆周 上 . 
(第 24 届 黄 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 设 在 100 个 给 定点 中 ,彼此 间距 离 最 远 的 两 点 是 A,B. 以 
线段 AB 为 直径 作 圆 S$ , 则 因 对 任何 给 定点 C, 和 全 ABC 为 钝 角 三 角形 , 故 
点 C 在 圆 $ 内 部 , 即 所 有 给 定点 都 在 圆 S 内 部 或 圆周 上 . 若 AB < 1 , 则 


圆 S 的 以 方 为 半径 的 同心 贺 即 为 所 求 


10.34 ”在 平面 上 给 定 25 个 点 ,其 中 任何 3 点 中 都 有 两 点 间 的 距 
离 小 于 工 求 证 其 中 必 可 选 出 13 个 点 来 ,使 得 它们 都 位 于 一 个 半径 为 1 
的 圆 内 . z 
(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] 设 在 给 定 的 25 点 中 ,两 点 之 间距 离 最 大 的 是 A 和 有 .于 是 
对 于 任何 异 于 A ,B 的 给 定点 C, 由 已 知 ,C 必 与 A,B 了 两 点 之 一 的 距离 
小 于 1. 对 于 其 余 23 个 给 定点 都 是 如 此 , 故 由 抽 展 原理 知 ,A,B 两 点 中 
必 有 一 点 ,不 妨 设 为 4, 与 它 距 离 小 于 1 的 点 至 少 有 12 个 .于 是 以 A 为 
心 ,1 为 半径 的 圆 中 至 少 有 13 个 给 定点 . 

10.35 ”在 平面 上 给 定 2 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 含 在 一 个 半径 为 1 
的 圆 内 .求证 这 个 点 全 都 含 在 同一 个 半径 为 1 的 圆 内 . 

(第 7 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1941 年 ) 

[证 ] 从 个 给 定点 中 任 取 3 点 .车 以 3 点 为 项 点 构成 的 三 角形 
是 锐角 三 角形 , 则 过 这 3 点 作 一 个 圆 ; 否 则 就 以 3 点 中 距离 最 远 的 两 点 
闻 的 连 线 为 直径 作 一 个 圆 . 于 是 每 取 一 个 3 点 组 ,就 可 作出 一 个 圆 , 共 
可 作出 有 限 多 个 不 同 的 圆 . 设 圆 S 是 其 中 半径 最 大 的 圆 之 一 , 它 从 属于 
3 点 组 14 ,B,CT 

下 面 往 证 ”个 给 定点 中 的 任何 一 点 都 不 在 圆 $ 之 外 . 若 不 然 , 设 有 
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给 定点 M 在 圆 S 之 外 . 

(1) 若 1A4 ,B,Cl 中 有 两 点 是 圆 S 的 对 径 点 , 设 AB 为 圆 $ 的 直径 ， 
则 线段 AB 是 过 A,B,M3 点 的 圆 的 弦 但 不 是 直径 , 故 后 者 的 直径 大 于 
S 的 直径 ,此 与 圆 S 的 最 大 性 矛盾 . 

(2) 大 全 ABC 是 锐角 三 角形 , 则 不 妨 设 点 M 与 点 C 在 直线 AB 同 
侧 . 从 而 过 M ,A,B3 点 的 圆 的 直径 大 于 圆 S 的 直径 ,矛盾 . 

按 圆 S 的 作法 可 知 , 它 的 半径 小 于 1, 从 而 与 圆 S 间 心 生 半 径 为 1 


的 圆 即 为 所 求 . 
10.36 已 知 平面 上 有 2n +3(n 实 1) 个 点 ,其 中 没有 三 个 点 共 线 ， 
也 疫 有 四 个 点 共 圆 , 能 不 能 通过 它们 之 中 的 三 点 作 一 个 圆 ,使 得 其 余 


272 个 点 一 半 在 圆 内 ,一半 在 圆 外 ?证 明 你 的 结论 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] 答案 是 肯定 的 . 

首先 在 这 2n + 3 个 点 之 中 一 定 可 以 找到 A ,B 两 点 ,使 得 其 余 2n 
+ 1 个 点 都 在 直线 AB 的 一 侧 . z 

按 任意 选 定 的 方向 通过 每 个 点 作 一 直线 ,这 样 的 直线 至 多 有 2n + 
3 条 ,其 中 有 一 条 最 靠 外 , 设 其 为 (1, 车 /1 上 有 所 设 的 两 点 ,那么 71 便 是 
所 求 的 直线 . 若 /1 上 只 有 所 设 的 一 点 A, 由 A 出 发 ,通过 其 余 的 每 个 点 
作 一 射线 ,这 2n + 2 条 射线 与 0 上 某 一 固定 射线 所 夹 的 角 , 有 一 个 最 
小 的 ,这 条 射线 所 在 的 直线 就 是 所 要 的 ,不 妨 设 它 上 边 的 第 二 点 是 B. 

线段 AB 在 其 余 2n + 1 个 点 张 开 的 角 必 然 各 不 相等 . 这 是 因为 已 
知 各 点 没有 四 点 共 圆 . 

将 此 2n + 1 个 角 按 大 小 依次 排列 为 

QI<Q<…<Q<QN<SQ < < Ql. 

而 对 应 于 Qi 的 点 C, 则 圆 ABC 即 为 所 求 ,此 时 对 应 于 Qj, Q,，,…， 
Q, 的 点 都 在 圆 外 ,对 应 于 CU Ca ,人 1 的 点 者 在 圆 内 . 

10.37 ”在 平面 上 给 定 一 个 有 个 点 的 点 集 . 已 知 点 集中 任何 两 
点 都 能 确定 平面 的 一 种 运动 : 当 第 1 个 点 移动 到 第 2 个 点 的 位 置 上 时 ， 
这 个 点 集 移动 得 到 的 点 集 仍 是 它 自 身 . 求 证 这 个 点 集中 所 有 点 全 都 位 
于 同一 个 圆周 上 . 
(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] 设 点 集中 个 点 的 重心 为 点 O. 因 为 点 集 在 规定 的 运动 下 
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所 得 的 点 集 仍 然 是 它 自 身 , 故 重心 O 是 运动 的 不 动 点 . 由 于 平面 的 基 
本 运动 只 有 两 种 :平移 和 旋转 ,而 平移 没有 不 动 点 , 故 知 所 规定 的 运动 
都 是 绕 重 心 O 的 旋转 .又 因 任何 两 点 都 规定 一 个 运动 , 即 绕 点 O 的 旋 
转 , 故 任何 两 点 距 点 O 的 踪 离 都 相等 .从 而 2 个 点 都 在 以 点 O 为 心 的 
同一 个 圆周 上 . 

10.38 ”在 正 1976 边 形 中 , 标 出 了 所 有 边 的 中 点 以 及 所 有 对 角 线 
的 中 点 , 问 最 多 有 和 多少 个 标 出 的 点 在 同一 个 圆周 上 ? 

(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 在 正 1976 边 形 中 ,共有 987 种 长 度 互 不 相同 的 对 角 线 . 其 
中 最 长 的 对 角 线 共有 988 条 ,它们 每 条 的 中 点 都 是 正 1976 边 形 的 中 心 
O. 其 余 的 每 种 对 角 线 各 有 1976 条 ,它们 的 中 点 在 一 个 以 O 为 心 的 贺 
上 .下 1976 边 形 的 各 边 中 点 也 在 一 个 以 O 为 心 的 圆 上 . 这 样 我 们 共 得 
到 987 个 同心 圆 ,每 个 圆 上 都 有 1976 个 标定 点 . 

任何 贺 $ , 它 与 这 987 个 圆 中 的 每 个 贺 至 多 交 于 两 点 ,即使 点 O 也 
在 S 上 , 圆 S 上 也 至 多 有 1975 个 标定 点 . 故 知 所 求 点 数 的 最 大 值 为 
1976. 

10.39 A 是 平面 上 n(x 之 2) 个 点 的 集合 .求证 存在 以 集合 A 的 
某 两 点 为 直径 两 端的 圆 面 ( 含 周 界 ) 由 至 少 含有 集合 A 中 的 | 专 | 个 
点 ,其 中 [zj 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 

(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 对 mn = 2, 结 论 显然 正确 . 

当 滨 3 时 ,考虑 把 集合 A 中 的 个 点 包含 在 圆 内 (包括 圆周 ) 的 
所 有 圆 中 最 小 的 一 个 圆 , 记 此 最 小 圆 为 圆 C. 

(1) 若 圆 C 上 只 有 和 集合 A 中 的 两 个 点 P,Q .我 们 证 明 这 两 点 恰好 
是 圆 C 直径 的 两 个 端点 . 

用 反 证 法 . 告 P,Q 不 是 直径 的 端点 , 设 集合 A 中 的 其 余 n -2 个 点 
A1,A2,… ,有 A,_2 对 线段 PQ 的 张 角 满 足 

PAIQ< /PAQSZ…T 了 人 PA QQ， 


如 果 人 PA1Q > 90", 则 以 PQ 为 直径 的 圆 C 也 包含 了 A 中 的 全 部 


点 且 半 径 比 圆 C 小 ,与 圆 C 最 小 矛盾 . 
如 果 一 PAIQ 三 90", 则 过 P,Q,Ai 三 点 的 圆 同 样 也 包含 了 A 中 
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的 全 部 点 ,由 正 艾 定 理 知 ,此 圆 半径 比 圆 C 的 半径 小 ,也 与 圆 C 最 小 矛 
盾 . 
所 以 P,Q 为 直径 的 两 个 端点 , 圆 C 是 满足 题目 要 求 的 圆 . 

(2) 现在 设 在 圆 C 上 至 少 有 含 A 的 3 个 点 . 

则 从 中 可 选 出 3 个 点 ,使 得 以 这 3 点 为 顶点 构成 的 三 角形 为 直角 三 
角形 或 锐角 三 角形 . 

否则 , 知 圆 C 上 任意 三 点 构成 的 三 角形 都 是 钝 角 三 角形 , 则 它们 
都 位 于 圆 C 的 一 段 劣 弧 PQ 上 ,我 们 可 作 一 个 比 圆 C 小 的 贺 , 它 包含 劣 
弧 PQ 及 A 中 的 点 ,这 与 圆 C 的 最 小 性 矛盾 . 

设 P,Q,R 为 集合 A 中 的 点 , 且 在 圆 C 上 ,全 PQR 为 直角 三 角形 
或 锐角 三 角形 ,于 是 以 PQ, QR , RP 为 直径 分 别 作 圆 , 则 这 三 个 圆 面 覆 
盖 了 图 C 及 其 内 部 ,从 而 也 就 覆盖 了 集合 A 中 的 2 个 点 ,因此 这 三 个 圆 
中 至 少 有 一 个 圆 含有 集合 A 中 的 至 少 [如 | 个 点 . 

10.40 ”空间 中 给 定 nn 个 点 (nn 宇 5), 其 中 任何 4 点 都 不 共 面 ,并 且 
人 它们 还 具有 如 下 性 质 : 只 要 有 某 个 球面 经 过 其 中 某 4 点 , 则 其 余 的 所 有 
点 都 位 于 该 球面 上 或 其 内 部 .求证 所 有 给 定点 全 都 位 于 同一 个 球面 上 . 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1988 年 ) 

[证 ] . 定点 中 选取 3 点 A,B,C, 使 其 余 的 所 有 点 都 在 平面 
ABC 的 同一 ee .这 是 可 以 办 到 的 实际 上 中 4 要 取 2 个 给 定点 的 凸 包 多 
面体 的 任何 一 个 面 上 的 3 个 顶点 就 行 了 .然后 任 取 一 个 给 定点 万 , 因为 
A,B,C,D 不 共 面 ,所 以 过 4 点 可 以 作 一 个 球面 >,. 按 已 知 ,其 余 的 所 
有 点 都 在 >， 上 或 其 内 部 . 

车 有 点 下 在 球面 >) 的 内 部 , 则 点 吕 位 于 A ,B,C,E4 点 所 确定 的 


球面 的 外 部 ,此 与 已 知 矛 盾 .所 以 ,所 有 给 定点 都 在 球面 3) 上. 
10.41 ”在 平面 上 任 给 5 点 ,其 中 任何 3 忆 个 闻 纹 ， 任何 4 点 不 共 
圆 . 奉 一 圆 过 其 中 3 点 且 另 两 点 在 圆 内 外 各 一 点 , 则 称 之 为 “好 圆 ” 若 
记 好 圆 的 个 数 为 n , 求 n 的 所 有 可 能 值 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1991 年 ) 
[ 解 】 在 5 点 中 任 取 两 点 A,B 并 过 这 两 点 作 一 条 直线 . 若 男 外 3 
点 C,D,E 在 直线 AB 的 同 侧 , 则 考察 <ACB ,一 ADB ,AEB .不妨 设 
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了 ACB < 4DB< AEB. 过 A,B,D3 点 作 圆 , 则 点 C 在 圆 外 而 点 EE 
在 贺 内 , 即 风 ABD 为 好 圆 . 显然 ,过 A,B 两 点 的 好 圆 只 此 一 个 . 若 C， 
DD,E 分别 在 直线 AB 的 两 侧 ,不 妨 设 C,D 在 直线 AB 的 上 方 而 玉 在 下 . 
方 生 有 ~ACB < ADB .如 果 玫 AEB + ADB < 180', 则 圆 ACB 是 
惟一 好 圆 ; 如 果 AEB + ~ACB > 180", 则 圆 ADB 是 唯一 好 圆 ;如 果 
LAEB+ /ACB < 180°,/ AEB + ADB > 180°, 则 圆 ACB ,ADB， 
AEB 都 是 好 圆 .这 就 是 说 ,过 两 个 固定 点 的 好 圆 或 者 1 个 ,或 者 3 个 . 

由 5 点 共 可 组 成 10 个 点 对 ,过 每 个 点 对 至 少 有 一 个 好 圆 , 故 至 少 有 
10 个 好 圆 (包括 重复 计数 ) .每 个 好 圆 恰 过 3 个 点 对 ,所 以 至 少 有 4 个 不 
同 的 好 圆 , 即 ”之 4. 

设 n > 4. 将 5 点 中 每 两 点 间 连 结 一 条 线段 , 则 每 条 线段 或 是 一 个 
好 圆 的 弦 ,或 是 3 个 好 圆 的 公共 弦 . 若 恰 有 5 个 好 圆 , 则 它们 共有 15 条 
弦 . 由 于 总 共 上 只 有 10 条 线段 县 每 条 线段 在 上 述 计数 中 的 贡献 为 1 或 3， 
10 个 奇数 之 和 为 偶数 ,不 可 能 为 15, 故 n 关 5. 若 至 少 有 6 个 好 圆 ,它们 
至 少 有 18 条 弦 . 这 时 贡献 为 3 的 线段 至 少 有 4 条 .4 条 线段 有 8 个 端点 ， 
故 其 中 必 有 两 条 线段 有 一 个 公共 端点 , 不妨 设 为 AB,AC. 于 是 圆 
ABD ,4CD 都 是 好 圆 . 这 意味 着 过 A ,DD 的 好 圆 至 少 有 两 个 , 当然 有 3 
个 . 同 理 ,过 A,E 的 好 圆 也 有 3 个 . 

设 AB,AC,AD,AE 中 最 短 的 一 条 是 AB ,于 是 人 ACB ,一 ADB ， 
人 AEB 都 是 锐角 . 若 点 C,D, 瑟 在 直线 AB 的 同 侧 , 则 过 A,B 的 好 贺 只 
有 一 个 ,所 以 这 3 点 必 分 别 在 直线 AB 的 两 侧 . 这 时 , 由 于 ACB， 
二 ADB ,了 人 AEB 中 任何 两 个 角 之 和 都 小 于 180" ,所 以 过 A,B 两 点 的 好 
圆 不 能 有 3 个 ,矛盾 . 

绽 上 可 知 , 好 圆 的 个 数 z = 4. 

10.42 在 平面 上 给 定 不 在 一 条 直线 上 的 个 点 ,nn 宇 3. 求 证 当 过 
每 两 点 引 一 条 直线 时 ,至 少 可 引出 n 条 不 同 的 直线 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 当 )”= 3 时 ,不 共 线 的 3 点 为 三 角形 的 3 个 顶点 ,恰好 可 引 
出 3 条 不 同 的 直线 ,结论 成 立 . 

为 了 完成 归纳 过 湾 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 : 

引 理 设 S 为 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 . 如 果 过 S$ 中 任何 两 点 的 直 
线 上 都 至 少 含有 S 中 的 3 个 点 , 则 S 中 的 所 有 点 共 线 . 
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这 是 著名 的 雪 和 尔 维 斯 特定 理 ,是 使 用 极端 原理 证 明 的 ,这 里 从 略 . 

设 当 nn = 此 实 3 时 结论 成 立 . 当 nn = 有 + 1 时 ,因为 k+ 1 个 点 不 
共 线 , 故 由 引 理 知 , 必 可 从 中 找 出 两 点 ,过 这 两 点 的 直线 上 不 含 其 他 给 
定点 .不 妨 设 这 两 点 是 Al 和 Aiii. 因 为 &+1 点 不 共 线 ,所 以 ,两 个 上 点 
组 |1A AAA AS At 中 至 少 有 一 个 不 共 线 ,不 妨 设 
为 前 一 组 .于 是 由 归纳 假设 知 A ,4A;,…,A: 间 至 少 可 连 出 条 不 同 直 
线 .再 加 上 直线 A1Aj,;i, 便 知 结论 于 n = + 1 时 成 立 . 

10.43 ”在 平面 上 给 定 22 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 . 试 证 可 以 
把 它们 分 成 11 对 ,使 得 连结 每 对 两 点 所 得 的 11 条 线段 间 至 少 有 5 个 不 
同 的 交点 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 为 证 本 题 , 我 们 要 使 用 如 下 的 著名 结果 : z 

引 理 在 平面 上 给 定 $5 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 , 则 从 5 点 中 必 
可 选 出 4 点 ,使 它们 是 一 个 凸 四 边 形 的 4 个 顶点 . 

当 我 们 把 引 理 中 的 4 点 接 凸 四 边 形 的 相对 顶点 分 成 两 对 时 , 连 线 
恰 为 该 凸 四 边 形 的 两 条 对 角 线 ,当然 有 1 个 交点 . 

作 一 条 直线 0 ,使 22 个 给 定点 都 在 2 的 同 侧 且 任何 两 个 给 定点 间 
的 连 线 都 不 与 1 平行 .然后 将 /1 向 有 点 的 一 侧 平行 移动 ,依次 得 到 直 
线 /2 ,L314,15, 使 得 直线 11 与 1 之 间 , 必 与 13 之 间 ,43 与 如 之 则 ,与 
ls 之 间 及 4s 之 外 的 给 定点 的 个 数 分 别 为 5,4,4,4,5. 

由 引 理 ,从 与 1; 之 间 的 5 点 中 可 以 取出 4 点 ,使 它们 是 一 个 是 四 


_ 边 形 的 4 个 顶点 .从 而 4 点 可 以 分 成 两 对 ,使 其 两 条 连 线 有 一 个 交点 


Pi. 然后 将 余下 的 1 个 点 和 ,与 /3 之 间 的 4 点 放 在 一 起 共 5 点 ,于 是 由 
引 理 知 从 中 又 可 选 出 4 点 分 成 两 对 ,使 其 连 线 又 有 一 个 交点 已 容易 
看 出 ,交点 已 在 4 与 2 之 间 , 交 点 PP 在 1 与 /3 之 间 . 这 样 继续 下 去 ， 
便 可 得 到 5 个 互 不 相 重 的 交点 . 

10.44 ”在 平面 上 给 定 200 个 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 .能 否 给 
这 些 点 从 1 到 200 编 上 号 码 , 使 得 当 i 依次 取 1,2,…,100 时 ,过 点 i 和 
100 + i 的 共 100 条 直线 两 两 都 相交 ? 

(第 33 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,在 平面 上 取 一 条 直线 4, 使 !; 上 有 两 个 给 定点 且 直 

线 上 两 侧 各 有 99 个 给 定点 .把 直线 /1 取 为 x 轴 , 不 妨 设 它 的 方向 是 水 


742 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





平 的 并 规定 逆 时 针 方 向 的 角 为 正 的 . 

过 位 于 直线 4 不 同 侧 的 任何 两 点 都 作 一 条 直线 , 则 共有 99* 条 直 
线 .以 直线 方 为 始 边 ,选取 这 些 直线 中 与 /1 夹 角 最 小 的 一 条 直线 , 记 为 
l2. 将 L1 和 1， 上 的 各 两 个 给 定点 分 别 编 号 为 (1,101) 和 (2,102). 将 平 
面 上 怡 过 2 或 102 中 一 点 的 所 有 直线 都 擦 去 .再 将 1, 作 始 边 ,选取 平面 
上 与 1; 夹 角 最 小 的 一 条 直线 , 记 为 i3. 如 此 继续 下 去 ,直到 选 出 直线 
/ioo 为 止 .分 别 把 直线 1; 上 的 两 点 编号 为 (i ,100+ 站) = 3,4,…,100， 
则 容易 验证 ,直线 1 ,/,,…, iio 中 的 任何 两 条 都 相交 . 

10.45 ”在 平面 上 给 定 3 点 ,从 中 任 选 两 点 连 一 条 线 并 作 连 线 的 中 
垂 线 ,再 作出 所 有 各 点 关于 此 中 垂 线 的 对 称 点 .然后 再 从 已 有 各 点 ( 包 
括 原 有 的 点 和 对 称 而 来 的 新 点 ) 中 选取 两 点 ,并 重复 上 述 所 有 过 程 . 这 
样 无 限 进行 下 去 .求证 在 平面 上 存在 一 条 直线 ,使 得 到 的 所 有 点 全 都 位 
于 此 直线 的 同一 侧 . 

(第 31 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 我 们 证 明 一 个 加 强 命题 :得 到 的 所 有 点 都 在 一 个 圆周 上 或 
一 条 直线 上 .由 这 个 命题 立即 可 以 推 知 原 命 题 成 立 . 

如 果 3 个 给 定点 共 线 , 则 显然 ,得 到 的 所 有 点 都 在 这 条 直线 上 .如 
果 3 个 给 定点 不 共 线 , 则 过 这 3 点 作 圆 S. 从 3 点 中 任 取 两 点 连 一 条 线 ， 
当然 是 圆 S 的 一 条 弦 . 它 的 中 垂 线 当然 过 圆 S 的 中 心 ,从 而 对 称 点 都 在 
圆 S 上 .继续 作 下 去 时 也 是 如 此 , 即 所 得 到 的 所 有 点 都 在 圆 S 上 . 

10.46 ”如 果 点 集 五 的 任意 一 点 关于 点 O 的 对 称 点 仍 属 于 互 , 则 
称 点 O 为 集 互 的 对 称 中 心 .求证 有 限 点 集 不 可 能 有 两 个 不 同 的 对 称 中 
心 ， 

《名 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1935 年 ) 

[证 ] 设 点 O 是 有 限 集 日 的 对 称 中心 . 因 瑟 为 有 限 点 集 , 故 有 一 
点 AE 万 , 它 到 点 O 的 距离 最 大 .于 是 , 当 以 点 O 为 心 ,OA 为 半径 作 
加 G 时 , 则 集 右 中 的 所 有 点 都 在 圆 内 或 圆 上 ,A 关于 点 O 的 对 称 点 A 
也 在 圆 G 上 HA € 有 H. 

如 果 点 O 是 集 互 的 异 于 点 O 〇 的 另 一 个 对 称 中心 , 则 AO’ 与 OA 
中 至 少 有 一 条 线段 的 长 度 大 于 广 AA“, 即 加 G 的 半径 .不 妨 设 AO” > 
方 AA. 设 点 A 关于 点 0 的 对 称 点 为 A”, 于 是 AA” = 24D' > AA”， 
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即 大 于 圆 G 的 直径 , 故 4 不 可 能 在 圆 G 之 内 或 圆 上 ,矛盾 ， 
10.47 ”在 空间 中 是 否 存在 点 集 M ,使 对 任 一 平面 5, 交集 M (1 6 
都 是 非 空 的 有 限 集 ? 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 存在 . 令 
M = {x,y,z)|x= t,y = 13 ,2 = 1 ,rt € RI, 
则 对 任 一 平面 o: Ax + By+ Cz + D = 0(A,B,C 不 全 为 0),M 们 o 中 
的 点 满足 方程 
: ~ Atr+Bi+CG+D=0. 
这 个 方程 对 任何 不 全 为 0 的 A,B,C, 总 有 实数 解 且 解 的 个 数 不 多 于 5， 
即 1 志 |MN ol 5. 
10.48 ”能 否 在 平面 上 放置 有 限 多 个 点 ,使 得 
对 于 其 中 每 一 个 点 ,都 恰 有 3 个 离 它 最 近 的 点 ? 
(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 可 以 做 到 . 右 图 中 共有 16 个 点 ,其 中 每 
个 点 都 恰 有 3 个 离 它 最 近 的 点 , 即 有 线 相连 的 3 个 
点 . 





10.49 ” 设 在 平面 上 给 出 一 个 正 五 边 形 
Ai1A,A3444;. 能 否 在 平面 上 选 出 一 个 点 集 ,使 
它 具 有 如 下 性 质 : 对 于 任何 一 个 不 在 正 五 边 形 内 
部 的 点 ,都 可 以 过 点 集中 的 某 两 点 连 一 条 线段 ， 
使 其 通过 该 点 ; 而 对 于 正 五 边 形 内 部 的 任何 一 
点 ,这 样 的 线段 则 都 无 法 作出 ? 

(第 31 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 右 图 阴影 线 所 示 的 点 集 ( 带 边 ) 即 满 
足 题 中 要 求 . 当然 , 光 要 这 个 集合 的 边界 点 而 不 要 内 点 的 点 集 , 也 满足 
题 中 要 求 . 

10.50 ”平面 上 给 定 一 些 点 ,其 中 任何 两 点 间 的 距离 都 大 于 2: 设 
集合 M 的 面积 小 于 r. 求 证 可 以 在 平面 上 将 集合 M 平 移 1 个 长 度 小 于 
1 的 向 量 , 使 平移 后 的 集合 不 含 这 些 给 定点 . 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 设 给 定 1 个 点 Al,A,,…,A, .以 每 个 A, 为 心 ,1 为 半径 作 
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圆 面 S;,i = 1,2,…,n, 并 令 

V; = 5S; (|\M,i = 1,2,…,7 
由 于 4A > 2,1 委 ;< 委 2 ,所 以 诸 Si 互 不 相交 .从 而 诸 V; 也 互 不 
相交 . 

另 一 方面 ,由 于 VCM,i=1,2,…,n, 故 有 VUV UU…UvV, 
CM. 所 以 VI U VyU… UV 的 面积 小 于 x. 将 每 个 贺 面 S(r > 1) 
都 平移 到 与 S| 重合 ,于 是 所 有 V; 都 平移 到 圆 面 S 中 .因为 S| 的 面积 
为 x 而 所 有 Vi; 的 面积 之 和 和 小 于 x, 故 存在 点 B 位 于 Si 的 内 部 ,使 点 
既 不 属于 V 也 不 属于 V.(i = 2,…,n) 的 平移 像 .由 此 可 见 , | BA | 
< 1 且 当 将 集合 M 平 移 一 个 向 量 B4;1 时 ,给 定点 A1, A;,,…,A, 都 不 在 
A 的 平移 像 中 . 

10.51 ”在 一 个 正方 体 的 表面 上 用 粉笔 标 出 100 个 不 同 的 点 . 试 证 
可 以 用 两 种 不 同 的 方法 把 方块 放 到 黑色 桌子 上 (并 且 使 两 次 所 放 的 位 
置 完 全 重合 ) ,使 得 两 次 在 桌子 上 留 下 的 粉笔 印痕 有 所 不 同 (如 果 粉 笔 
点 在 正方 体 的 棱 上 或 顶点 上 ,也 同样 产生 印痕 ). 

(第 31 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 车 不 然 , 则 所 有 可 能 的 印痕 ( 共 24 个 ) 都 相同 , 记 这 100 个 
给 定点 的 集合 为 S. 显然. 着 有 一 个 顶点 属于 S, 则 8 个 顶点 全 都 属于 
S. 故 S 中 非 顶 点 的 点 数 为 100 或 92. 

各 有 棱 上 1 点 属于 S, 则 另 11 条 棱 上 的 相应 点 也 属于 S ,这 12 个 点 
算 作 一 组 ; 若 有 某 面 的 中 心 属 于 S, 则 6 面 的 中 心 都 属于 S ,这 6 点 划 为 
一 组 ; 若 有 某 面 的 非 中 心 内 点 属于 S , 则 每 面 4 点 ,6 面 共 24 个 相应 点 都 
属于 S ,这 24 点 划 为 一 组 .但 这 些 组 的 点 数 为 6 的 倍数 , 故 S 中 非 顶点 
的 点 数 应 为 6 的 倍数 ,不 可 能 是 100 或 92 , 韦 盾 . 

10:52 ”一 个 圆 内 有 6000 个 点 ,其 中 任 三 点 都 不 共 线 . 

(1) 能 否 把 这 个 圆 分 成 2000 块 ,使 每 块 恰 有 三 个 点 ,如何 分 ? 

(2) 右 每 块 中 的 三 点 满足 :两 两 间 的 距离 为 整数 且 不 超过 9, 则 以 
每 块 中 的 三 点 为 顶点 作 三 角形 ,这 些 三 角形 中 大 小 完全 一 样 的 三 角形 

至 少 有 多 少 个 ? 





(中 国 浙 江 省 高 中 数学 竞赛 选拔 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] (1) 贺 内 6000 个 点 可 确定 Czoo 条 直线 . 
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因为 Cé000 是 一 个 有 限 数 ,所 以 一 定 存 在 着 圆 的 一 条 切线 ,使 它 不 
平行 于 Cioo 条 直线 中 的 任何 一 条 . 记 这 条 切线 为 /. 
将 ! 在 圆 上 作 平 行 移动 ,显然 6000 个 点 将 被 逐个 越过 ,这 是 因为 ， 
如 果 ! 同时 越过 两 个 点 , 则 连结 此 两 点 的 直线 必 与 /平行 ,这 与 ! 取 法 
不 合 .于 是 当 /越过 了 3 个 点 而 还 未 遇 上 第 4 个 点 时 , 作 圆 的 一 条 弦 1， 
同样 , 当 越 过 第 4,5,6 个 点 时 作 弦 4…… 如 此 可 作出 1999 条 弦 ,将 圆 分 
成 2000 块 , 每 块 恰 含 有 三 个 点 . 
(2) 首先 计算 边 长 为 整数 ,最 长 边 不 超过 9 的 三 角形 个 数 . 
设 三 边 长 4 过 5 过 cc 过 9,a,b,c 为 正 整 数 . 
当 c = 9 时 ,注意 到 a + > c, 则 
c = 9,6b = 5,a = 5, 此 时 有 1 个 三 角形 . 
c=9,b== 6,a = 4,5,6, 此 时 有 3 个 三 角形 . 
c= 9,6 = 7,a = 3,4,5,6,7, 此 时 有 5 个 三 角形 . 
c= 9,6 = 8,a = 2,3,…,8, 此 时 有 7 个 三 角形 . 
c= 9,6 = 9,a = 1,2,…,9, 此 时 有 9 个 三 角形 . 
即 c = 9 时 ,可 得 25 个 三 角形 . 
同 理 ,c = 8 时 可 得 20 个 三 角形 ,c = 7,6,5,4,3,2,1 时 ,可 得 不 同 
三 角形 的 个 数 依次 为 :16,12,9,6,4,2,1. 
所 以 边 长 为 整数 , 且 最 长 边 不 超过 9 的 大 小 不 同 的 三 角形 总 数 是 
1+2+4+6+9+12+16+20+25 = 95 个 . 
在 2000 个 三 角形 中 ,大 小 完全 一 样 的 三 角形 至 少 有 
| 2000 


2000 |+ 1 = 22 


~ 


> 


人 
广 . 
10.53 ”能 否 把 1965 个 点 放 到 边 长 为 1 的 正方 形 中 ,使 得 任何 位 
于 正方 形 内 , 边 分 别 平 行 于 正方 形 的 边 且 面 积 
为 = 的 矩形 内 部 至 少 含有 一 个 这 样 的 点 ? 
(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 在 正方 形 0 过 r,y 近 1 中 的 中 位 线 了 


y = 方 上 均匀 地 放置 200 个 点 Cy = 


Le 


[| I 
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k ] 一 一 中 中 者 | 一 一 1 PP 3 ; 
k 1 
个 1 一 一- 一 ov 
100 个 点 ， 共 200 个 点 Cl = | 二, 地 ) 1 1,2,…,1001 U 


k ye 本 
(6 ， 于) k=1,2,… ,1001 .依次 进行 下 去 , 当 w = 2,3,…,7 时 ,在 


每 条 直线 y = (2 -1)2” ， J» ”上 各 均匀 放置 点 








有 一 (元 十 ] pz :+1 -1 | k= 1 ,2,°* ,7 | 3 


其 中 m1,, 二 [200:27”*]. 当 = 7 时 ,在 128 条 相应 线段 上 各 放 一 
这 样 , 总 共 放 的 点 数 为 


yw = 200+2x100+4x50+8x25+16x12+32x6 

+ 64x3+128 = 1704. 
这 个 过 程 可 参看 上 图 . 

容易 验证 ,在 所 放 的 这 1704 个 点 之 间 ,不 能 再 挤 进 一 个 面积 为 305 
的 任何 拖 形 .实际 上 ,如 果 抢 形 与 中 位 线 y = 二 7 相交 ， 则 它 的 底 式 边 不 大 
Ta ,面积 不 大 于 1 x 世 i; 如 果 它 与 中 位 线 不 交 但 与 直线 y= 才 或 》 
= 六 相交 , 则 站 , 底 不 超过 地 , 依 此 类 推 .最 后 ,如 果 抵 


展开 如 = 555， n = 1,2,…,255 的 直线 都 不 相交 , 则 它 的 高 不 大 于 
1 
256: 

10.54 ”对 任意 自然 数 n 3 ,在 欧 氏 平面 上 都 存在 ”个 点 ,使 得 
其 中 任何 两 点 间 的 距离 是 无 理 数 而 每 三 点 构成 的 三 角形 非 退 化 且 有 有 
理 面 积 . : 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 考察 点 列 (i ,说 ) ,i = 1,2,…,n, 则 其 中 任意 两 点 (i ,i) 和 

(7 ,7) 之 间 的 距离 为 
Vj) + = |i-j|lvVl+(i+)). 

由 于 ii+ji< V1i+t (i+j)? 之 i+j+1, 故 知 这 个 夹 在 两 个 相继 正 整 
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9 路 得 


数 之 间 的 根 式 的 值 是 无 理 数 ,从 而 两 点 闻 的 距离 是 无 理 数 ， 

对 于 这 个 点 列 中 的 任意 三 点 (i 产 ) (人 产 ) 和 (8,k&*), 由 于 它们 是 
同一 条 抛物 线 y = x* 上 的 三 点 ,当然 不 共 线 , 即 此 三 点 组 成 的 三 角形 
为 非 退 化 的 , 它 的 面积 为 


的 绝对 值 ,当然 是 一 个 有 理 数 . 
10.55 ”将 边 长 为 m 的 正三 角形 用 平行 于 其 边 的 直线 把 它 分 成 n? 
个 边 长 为 1 的 小 正三 角形 . 试 证 存在 n € NN ,使 在 这 些小 正三 角形 的 顶 
点 中 可 以 选 出 1993n 个 顶点 ,其 中 的 任何 3 点 都 不 是 某 正 三 角形 的 3 个 
顶点 (这 种 正三 角形 的 边 不 一 定 平行 于 大 正三 角形 的 边 ). 
(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 将 已 划分 成 n* 个 小 正三 角形 的 网 


络 的 每 个 结 点 都 涂 上 红 (R), 黄 (Y), 蓝 (B)3 种 人 
颜色 之 一 (如 图 所 示 ) .容易 看 出 ,网 络 中 每 个 边 PAA 


长 为 1 的 正三 角形 的 3 个 顶点 的 颜色 都 互 异 ,而 A 
且 网 络 中 任何 成 正三 角形 顶点 的 3 个 结 点 的 颜 人 AY / A 


色 或 互 异 或 全 相同 . NAVA 
将 3 种 颜色 的 结 点 中 个 数 最 少 的 一 种 颜色 
的 结 点 去 掉 ,并 称 这 种 操作 为 “淘汰 ", 则 剩 下 的 两 种 颜色 的 结 点 不 少 于 


> 个 .以 这 些 结 点 为 顶点 的 任意 正三 角形 的 


顶点 颜色 都 相同 , 且 边 长 不 小 于 Y3. 
下 面 分 开 考察 所 剩 两 种 颜色 的 结 点 的 集合 . 显然 ,每 种 颜色 的 结 点 


集合 者 是 边 长 为 的 正三 角形 网 络 的 一 部 分 . 像 上 面 一 样 地 进行 三 
色 并 进行“ 淘汰 ", 至 少 剩 下 {( 闻 ) .号 个 点 ,由 它们 所 构成 的 正三 角形 
的 边 长 至 少 为 (V3)? = 这样 继续 下 去 ,在 进行 了 k 次 淘汰 之 后 , 剩 下 
的 结 点 数 不 少 于 (好 ) .要 , 且 它们 所 构成 的 正三 角形 的 边 长 不 小 于 
(3)*. 
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设 ”= 3”, 则 在 进行 了 k = 2m + 1 次 淘汰 之 后 ,所 余 的 结 点 中 的 
任何 3 个 点 都 不 能 是 某 正 三 角形 的 3 个 顶点 ,而 这 时 点 数 不 少 于 


3) (9) 


可 见 , 为 使 点 数 不 少 于 1993n ,只 须 


(人 $) 3x1993, 


由 此 解 得 可 之 log(s )*”99: 从 而 知 只 要 
n> 3e (4 ) 3*1%3), 
即 可 按 上 述 程序 选 出 19937 个 点 满足 题 中 要 求 . 

10.56 ”在 平面 上 给 定 一 个 有 限 点 集 , 其 中 任何 3 点 都 不 共 线 ,并 
且 对 于 集中 的 任何 3 点 A,B,C, 人 ABC 的 牌 心 也 在 此 集 之 中 . 求 所 有 
这 样 的 集合 . 

(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 设 点 集 M 满足 题 中 要 求 并 考察 点 集 M 的 西 包 . 

(1) 设 凸 包 多 边 形 的 边 数 不 少 于 $, 则 必 有 1 个 内 角 是 钝 角 . 设 A， 
B,C 是 该 多 边 形 的 3 个 相 邻 顶 点 且 一 ABC 为 钝 角 , 于 是 人 AABC 的 垂 
心 在 三 角形 外 ,也 在 凸 包 多 边 形 外 ,当然 无 法 属于 M ,矛盾 .可 见 ,M 的 
凸 包 至 多 有 4 条 边 . 

(2) 设 M 的 目 包 为 四 边 形 . 若 四 边 形 有 1 个 内 角 是 钝 角 , 则 像 (1) 
中 一 样 地 可 导出 矛盾 .由 此 可 知 凸 包 为 矩形 . 易 见 ,任何 矩形 的 4 个 顶 
点 所 成 的 集合 满足 要 求 . z 

如 果 集 M 还 有 一 点 EE 在 囊 包 和 矩形 ABCD 之 内 , 则 点 EE 和 和 矩形 的 一 
组 相对 顶点 A,C 所 构成 的 全 ACE 为 钝 角 三 角形 . 易 证 , 它 的 垂 心 在 抢 
形 之 外 ,矛盾 . 故 知 凸 包 为 矩形 且 满 足 题 中 要 求 的 点 集 M 只 此 一 种 , 即 
和 矩形 的 4 个 顶点 所 成 的 集合 . 

(3) 设 M 的 凸 包 为 三 角形 .由 (1) 知 ,当然 不 
能 是 钝 角 三 角形 . 若 凸 包 个 ABC 为 直角 三 角形 ， 

则 直角 顶点 C 又 是 垂 心 , 故 这 时 集 j14A,B,Cf+ 满 
足 题 中 要 求 ,而 且 由 (2) 的 证 明知 ,全 ABC 内 不 能 
再 有 M 的 点 . 若 人 ABC 为 锐角 三 角形 , 则 重心 如 3 C 
E M. 这 时 ,点 A,B,C 分 别 为 人 PDBC,AGCA， 
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个 HAB 的 重心 .可 见 ,点 集 |A ,B,C,HIl 满足 题 中 要 求 . 

车 M 中 还 有 第 5 点 史 , 不 妨 设 品 在 全 HBC 之 内 ,这 将 导致 人 DBC 
的 垂 心 在 全 ABC 之 外 ,了 矛盾. 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 至 少 有 3 点 的 点 集 共 有 3 种 : 

(任何 矩形 的 4 个 顶点 所 构成 的 点 集 ; 

(让 直角 三 角形 的 3 个 顶点 所 构成 的 点 集 ; 

(i 锐角 三 角形 的 3 个 顶点 及 垂 心 所 构成 的 点 集 . 

10:57 设 w,k EN,S 是 平面 上 ”个 点 的 集合 ,满足 条 件 

(1)S 中 任何 三 点 都 不 共 线 ; 

(2) 对 S 中 每 一 点 P,S 中 至 少 存在 & 个 点 与 P 距离 相等 . 

求证 上 < 方 + V2. 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 1] 对 于 S 中 任意 两 点 Ai ,A, ,由 (1) 知 在 线段 A;A; 的 垂直 平 
分 线 上 至 多 有 S 的 两 个 点 .于 是 ,在 所 有 这 样 的 垂直 平分 线 上 总 共 至 多 
有 S 的 2C7 个 点 (包括 重复 计数 ). 于 是 有 

2C% 宕 nC, 
亦 即 有 
k*—-k-2(n-1)<0. 
解 得 之 方 (1 + VTS -1 了)) < 地 + VIn. | 

[证 2j] 考察 以 S 中 任意 两 点 为 端点 的 线段 .一 方面 ,这 种 线段 共 
有 C2 条 . 另 一 方面 ,对 每 点 A; € S,i = 1,2,…,n, 有 一 个 以 A; 为 心 
的 圆 , 其 上 至 少 有 S 的 上 个 点 .从 而 这 个 圆 至 少 有 C$ 条 弦 ,它们 的 端点 
都 在 S 中 . 2 个 圆 至 少 有 2zC8 条 这 样 的 弦 ,而 每 两 个 圆 至 多 有 一 条 公共 
路 ,所 以 ,端点 属于 S 的 线段 至 少 有 zaCt - C2 .于 是 有 

C2 > AMC2 - C2, 
2(n -1) 宇 k(k— 1). 
由 此 解 得 之 村 (1 + V1l+8(n -1))< 本 + V2n. 


10.58 ” 设 Ow 是 空间 直角 坐标 系 ,S 是 空间 中 一 个 有 限 点 集 ， 
S.,S,,S.- 分 别 是 S 中 所 有 点 在 Ow 平面 ,O., 平 面 和 O, 平 面 上 的 正 投 
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影 所 成 的 集合 .求证 
1S1 雪 |S. | |13S.| .15S-|. 

注 “所谓 一 个 点 在 一 个 平面 上 的 正 投影 是 指 由 点 向 平面 所 作 垂 
线 的 牌 疼 。 

(第 33 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 1] 设 共 及 个 平行 于 O,, 平面 的 平面 上 有 S 中 的 点 ,这些 平 
面 分 别 记 为 M1, M;,…,M,. 对 于 平面 Mi ,1 过: 过， 设 它 与 O..,O.。 
平面 分 别 交 于 直线 /, 和 7, ,并 设 M; 上 有 个 S 中 的 点 .显然 ,mm 去 
| S, | . 设 M; 上 的 点 在 7, ,1, 上 的 正 投影 的 集合 分 别 为 A; 和 B;, 记 a; = 


A411 ,6 一 |B |, 则 有 mi 之 abi. 又 因 DDa= |S,|, 36=|S,|， 


Fn 


> m; = | S| , 故 由 柯 西 不 等 式 有 
|S;| * | S,| " 


证 


点 
集 


S.| = (b+bt+b) (artart+a)*. |S. | 

(Vabt Varb t+ Vanb) |S.| 

= (VablS| + Vabl S| + … + 
Vasp, S, | )” 

>(m+t+m+ "+n) = |S|2. 

[证 2] 如 果 S 中 任何 两 点 的 坐标 的 任 一 分 量 都 不 相同 , 则 | S| 
= | S,| = |S,| = | S;| ,所 求证 的 不 等 式 显然 成 立 . 

设 存在 两 点 A,BE S, 二 者 至 少 有 一 个 坐标 相同 ,不 妨 设 第 3 个 坐 
标 相 同 , 即 有 >。 = z ,但 第 2 个 坐标 不 同 且 过 .以 下 用 数学 归纳 法 
来 证 明 . 

设 当 点 数 n < 之 上 时 结论 成 立 . 当 nw = 上 时 ， 

令 Si = {(xr,y,z)| (rx,y,z)E S,y Ry,), 
S = f(r,y,z)| (ry xz)E S,y> vy!. 
则 Si 与 S; 均 非 空 且 Si U S; = S,Si 门 S; = 个 , 故 有 | S | << 开 ， 
| S; | <. 于 是 由 归纳 假设 有 
[sl ?<|Ss|.|s,|. |S.|, 个 
1s,|* < |S5). |S2,). 1S:-|， 
其 中 的 S1; ,Si1,,S1; ,S21 ,Sz,,S2. 的 定义 与 S,,S,,S. 相间 .注意 到 
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[syl<1Ss,|,|s,|< |S,|, ® 


1sS 1+1s = 15,|,| S|+ |S.|= |S.|, (3) 
由 中 和 四 便 有 
2| SS 过 201Sc 1sol |S1|: ls 152,|. 
| S21 )2 - 
<2|1S,|(| Sl: | S,. 1: | Si | . | S2, | )3 
< | S,| (| Si.|-: | S2. | + | S1. |- | $2. | ). 
二 
由 全 和 二 便 得 


1sl?=(|S|+|S,|)?= ISil*+|S|*+2|S.|:.|s,| 
<ISsS|(|Sil:|Sil+t+ |S|: | S|+ |Si|: |S;.| 
+ | 5S;, |- | S1. |) 
= |S,|(| Sil+ | S21)(| Si,|+ | 5S;.|) 
= 15.|. 1s,|.|s.|. 
这 就 完成 了 归纳 证 明 , 因 n = 1 时 结论 显然 成 立 . 
[证 3] 不 妨 设 S 中 的 点 都 是 整 点 ,用 Vi; 表示 S 中 形 如 (x ,i,j) 
的 所 有 点 的 集合 , 即 S 中 在 O, 平面 上 的 投影 为 (i,j) 的 所 有 点 的 集 
合 . 显然 有 


S 二 U V;. 
(i DES 
由 柯 西 不 等 式 : 
1si’*< >，12x >) [Vi|*= |5S,| 2) | vi [7. 
(DES, (ES GDES, 
今 


Xi 一 l(a,b)|la,b 全 V,},(i,7) 各 S,, 
和 大 二 


DES, 
则 |X| = >，| Vi 1. 定义 映射 f:X 一 > S, x S, 如 下 : 
(CES, 
f(x,i,j), (x ,1,7)) 一 ((x,1),(x ,i)), 
容易 看 出 ,f 是 单 射 .因而 
| X | 去 | sS, | . | S.。 | ， 


如 9 
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从 而 得 到 
1sl?*<|s.|.1s,|.|s.|. 

10.59 ”在 球面 上 给 定 个 点 . 试 证 可 将 球面 分 成 n 个 全 等 的 区 
域 , 使 得 每 个 区 域 中 恰 含 1 个 给 定点 . 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 1 个 给 定点 两 两 连 线 共有 Cs 条 ,这 些 连 线 的 垂直 平分 面 在 
球面 上 截 得 的 大 圆 至 多 C; 个 .此 外 ,过 每 两 点 作 大 圆 也 是 至 多 有 C3 
个 .由 于 这 两 种 圆 只 有 有 限 多 个 , 故 可 作 一 条 直径 ,使 它 的 两 个 端点 都 
不 在 上 述 这 些 大 圆 上 . 记 这 条 直径 为 MN. 

分 别 以 点 M 和 NN 为 南北 极 ,在 球面 上 建立 起 像 地 球 仪 那样 的 经 纬 
坐标 系 . 由 选 法 知 n 个 给 定点 的 经 度 和 纬度 分 别 互 不 相同 .因此 ,可 以 
作出 2n - 2 条 纬 线圈 ,将 球面 分 成 27 - 1 个 环 带 并 从 北向 南 依次 编号 
为 1,2,…,2n ~ 1, 其 中 1 号 和 2n -1 号 区 域 为 球 冠 ,使 得 每 个 奇数 号 
环 带 内 恰 合 1 个 给 定点 而 每 个 偶数 号 环 带 内 不 含 给 定点 . 

对 于 每 个 1 二 上 过 n ,用 经线 将 第 2k - 1 号 环 
带 等 分 成 # 份 ,使 给 定点 在 其 中 一 份 的 内 部 .将 < 
这 n 个 区 域 依 次 记 为 Al ,As,…, A, 使 给 定点 CT 
所 在 的 区 域 为 Au. 这 样 一 来 ,所 有 奇数 号 环 带 已 Ce 
划分 完毕 . 对 于 偶数 号 环 带 ,第 24 号 环 带 的 上 下 7 
两 个 环 带 已 划分 好 ,因此 2k 号 环 带 的 上 下 边界 上 + 
各 有 2 个 分 点 和 nn 段 圆 弧 . 将 其 上 的 分 点 按 相 领 
环 带 中 7 个 区 域 的 编导 次 序 依次 记 为 己 和 QQ 
对 每 个 1 之 j 过 n, 作 球面 上 过 P;,Q 两 点 的 大 圆 弧 将 两 点 连结 ,于 是 
这 守 条 弧 将 第 2& 号 环 带 划 分 成 个 区 域 : Bi ,Bo ，,…,B,. 

令 := AT U Bi; U 人 >; U 已 >， U … U 已 ?>; U Ai， 

一 i ,2， 1 
则 这 x 个 集合 都 是 连通 的 且 彼 此 都 全 等 ,每 个 区 域 中 恰 含 1 个 给 定点 . 

10.60 ”在 空间 中 是 否 存 在 不 在 同一 平面 上 的 有 限 点 集 M ,使 对 
M 中 的 任意 两 点 A ,B ' 都 存在 M 中 的 男 外 两 点 C， D, 使 直线 AB // CD 
但 二 者 不 重合 . 


娘 一 加 


点 
集 





(第 15 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 1] 取 M 是 某 正方 体 的 所 有 顶点 ,中 心 ,各 面 中心 以 及 各 楼 
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的 中 点 所 组 成 的 27 个 点 的 集合 即 满足 题 中 要 求 . 
[ 解 2] 取 M 是 某 正方 体 的 8 个 顶点 及 正方 体 的 中 心 关 于 一 组 相 
级 对 侧面 的 两 个 对 称 点 共 10 个 点 的 集合 即 满足 题 中 的 要 求 . 

10:61 令 为 大 于 5 的 整数 ,n 个 共 面 的 点 中 ,每 两 个 的 距离 均 
不 相等 ,将 每 一 点 与 和 它 趾 离 最 近 的 点 用 线段 相连 .证 明 没 有 一 个 点 与 
多 于 5 个 点 相连 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 假设 有 点 O 与 6 个 点 A,B,C,D,E,F 


相连 ,并 且 这 6 个 点 是 依 顺 时 针 排列 的 . D 

设 人 AOB = min| 一 AOB ,一 BOC， 
L COD,/ DOE, /EOF,/ FOAi, 0 
则 AOB 过 60". C 

又 设 OA > OB. B 4 


这 时 OA 不 是 O 与 它 最 近 的 点 的 连 线 . 
又 因为 AOB 过 60", 则 OA > AB, 所 以 O04 也 不 是 A 与 到 它 最 
近 的 点 的 连 线 .因此 O,A 不 能 用 线 相 连 , 即 O 点 至 多 与 5 个 点 相连 . 
10.62 ”在 半径 为 1 的 圆周 上 标 出 100 个 点 , 试 证 在 圆周 上 可 以 找 
到 这 样 的 点 , 它 到 所 有 标定 点 的 距离 之 和 大 于 100. 
(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 取 给 定 圆 的 一 条 直径 的 两 个 端点 A 和 B. 于 是 从 这 两 点 到 
任何 异 于 A,B 的 标定 点 的 距离 之 和 都 大 于 2. 因 而 从 A,B 两 点 到 100 
个 标定 点 的 距离 之 和 大 于 200. 从 而 A,B 两 点 中 至 少 有 1 点 ,从 它 到 
100 个 标定 点 的 距离 之 和 大 于 100. 
10.63 ”已 知 在 3x4 的 矩形 中 有 6 个 点 ,求证 
其 中 必 有 两 点 ,它们 之 间 的 距离 不 大 于 Y5. 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 用 右 较 所 示 的 粗 实 线 把 3x4 竹 形 分 成 
5 部 分 .由 抽 屡 原理 知 6 点 中 总 有 两 点 在 一 个 区 域 
中 .这 两 点 距离 当然 不 大 于 VS . 
10.:64 平面 上 最 少 要 有 多 少 个 点 ,才能 使 得 它们 两 两 之 间 的 距 
离 值 能 分 别 取 到 1,2,4,8,16,32,64 中 的 每 一 个 值 ? 
(第 45 居 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
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[ 解 ] 取 8 个 点 Ai,A;,…,Ag, 使 得 AlA， = 1,A,A; = 2,A3As 
= 4,…, A;As = 64 便 满足 要 求 .可 见 , 所 求 的 最 少 点 数 不 多 于 8. 

取 7 条 线段 ,其 长 分 别 为 1,2,4,8,16,32,64. 显然 ,其 中 任何 一 组 
线段 都 不 能 组 成 封闭 折线 .因此 , 当 尽 可 能 将 它们 首尾 相 接 时 ,端点 数 
总 比 线段 数 多 .1, 即 至 少 有 8 个 不 同 端点 . 

所 以 ,最 少 要 有 8 个 点 才能 满足 题 中 要 求 . 

10:65 ” 设 A 和 B 是 平面 a 上 的 两 点 , 且 在 直线 AB 的 同 侧 有 ?2 个 
不 间 的 点 Pi,P;,…,P, ,求证 由 A 和 B 到 P;(i = 1,2,…,n) 的 距离 所 
构成 的 集合 中 ,不 同 元 素 的 个 数 不 小 于 vn. 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 点 A 到 诸 P 的 不 同 距 离 共 有 rr 个 ,点 B 到 诸 P; 的 不 同 距 
离 共 有 ;个 .于 是 诸 P,; 都 位 于 以 A 为 心 的 r 个 半圆 上 ,也 都 位 于 以 B 为 
心 的 :个 半圆 上 .因为 这 两 组 半圆 都 位 于 连 心 线 4B 的 同一 侧 , 故 它们 
之 间 共 有 rs 个 交点 .显然 ,每 个 P; 都 属于 这 些 交点 的 集合 , 故 有 ? 志 
rs. 于 是 有 maxir,s| 实 Vn, 即 点 A 和 B 到 诸 P, 的 不 同 距离 的 个 数 不 
小 于 Yn. 

10.66 ”有 3n(n > 1) 个 点 等 分 一 个 圆周 ,从 这 37 个 点 中 任 取 nn 
+ 2 个 点 . 

求证 在 所 取 的 点 中 ,总 可 以 找到 两 点 ,使 得 在 这 个 圆周 上 的 连接 这 
两 点 的 两 段 弧 都 大 于 圆周 的 村 ， 

(中 国 江 苏 省 苏州 市 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[证 ] 在 2+2 个 取 点 中 任 取 一 点 A ,以 A 为 一 个 分 点 ,将 圆周 三 
等 分 ,另外 两 个 分 点 设 为 B,C. 


(1) 若 BC 内 有 所 取 的 点 , 设 其 中 一 点 为 DD, 则 
ABD 和 ACD 都 大 于 圆周 的 二 

(2) 若 BC 内 没有 所 取 的 点 , 则 w+2 个 点 必 有 一 。 
部 分 在 AB 上 , 另 一 部 分 在 AC 上 . ~ 

因为 AB 上 (包括 A,B 两 点 ) 至 多 有 n+ 1 个 点 ,所 以 至 少 有 -点 
在 AC 上 ,或 者 相反 ,在 AB 上 至 少 有 一 点 . : 


A 
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次 取 12 个 点 A1,A,,… ,Az, 使 得 它们 是 圆 内 接 正 


设 AB 上 距 A 最 远 的 点 为 E,AC 上 距 A 最 远 的 点 F. 这 时 ,EAF 上 
共有 n+ 2 个 所 取 的 点 , 且 EAF > 二 图 周 ， 

若 瑟 ,下 不 同时 在 已 ,C 的 位 置 上 , 则 EBCF > 六 圆周 . 

车 已 ,下 分 别 在 日 ,C 位 置 上 , 则 AB 或 AC 内 有 所 取 的 点 D, 不 妨 AC 
内 有 所 取 的 点 D, 显 然 有 BAD > 二 圆周 , ECD > 二 圆周 

综合 以 上 ;结论 成 立 . 

10.67 在 平面 上 有 12 个 点 ,其 中 任何 两 点 之 间 的 距离 都 不 超过 3 
厘米 .是 否 一 定 可 以 从 这 12 点 中 选 出 4 个 点 ,使 得 这 4 点 中 的 任何 两 点 
之 间 的 距离 都 不 超过 2 厘米 ? 

《基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 不 一 定 . 例 如 我 们 在 直径 为 3 的 全 上 依 


4, 





十 二 边 形 的 12 个 顶点 .显然 ,这 12 点 中 的 任何 两 点 
之 间 的 距离 都 不 超过 3. 。 
一 [nl 4 
另 一 方面 , 易 见 a /A 
AA; < AIA = 1].5 < 和 > 4 4 


V2 
一 4144 < AlA; < AlA。 < AlA- 二 3. 
在 这 12 个 点 的 任何 4 点 中 ,距离 最 远 的 两 点 间 的 统 上 至 少 还 有 两 点 ,所 


以 这 两 点 间 的 距离 不 小 于 A A = > 2, 即 这 4 点 不 满足 题 中 要 求 . 


10.68 ” 设 M 为 平面 上 的 有 限 点 集 , 求 证 其 中 必 有 一 点 , 它 在 M 

中 有 不 超过 3 个 离 它 最 近 的 点 . 
(第 39 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 设 M 中 两 点 间 的 最 小 距离 为 4 ,将 M 中 的 与 其 他 点 的 最 小 
距离 为 4 的 点 所 构成 的 集合 记 为 5S. 考察 S 的 凸 包 并 设 AE S 是 S 四 
包 多 边 形 的 一 个 顶点 . 设 与 A 踊 离 最 近 的 点 是 BB ;, B;,"…, B; BAB,, 
AB;、…,AB。 按 逆 时 针 方 向 排列 . 于 是 Bj,B,,…,B,E€ S. 因为 
人 BABjs1 之 60',j = 1,…,k 一 1, 而 了 BAB < 180', 故 得 之 3, 即 
与 点 A 最 近 的 点 不 超过 3 个 . 
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10.69 “平面 上 的 4 个 点 间 可 以 连 成 6 条 线段 ,求证 其 中 最 长 线段 
与 最 短线 段 的 比 不 小 于 V2. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 考察 4 点 的 凸 包 . 
(了 切 奉 凸 包 为 四 边 形 , 则 它 必 有 一 个 内 角 不 小 于 90'", 设 为 
全 AliA2A;3, 并 设 A1A, 为 人 人 AlA,A; 的 最 短 边 .于 是 由 正弦 定理 有 
AiA3 sinAIA,A; ~ snAlA,A; 


AiA2 sin414342 sin{ 90° 一 二 AIA2A3 ) 





= 2sin 方 AiAzA3 > Y2. 

(2) 阁 凸 包 为 三 角形 , 设 点 As 在 人 Al1A;A; 之 内 .连结 A,A,， 
A2A4,A3A4, 则 和 Ai1A4A2, 人 A3A4A3, 芝 A3A4Al 中 ,至 少 有 一 个 角 
不 小 于 120". 不 妨 设 人 A1AsAz 为 印 角 三 角形 , 其 中 人 AAA， 宇 
120". 于 是 像 在 (1) 中 一 样 地 可 证 ,全 AlA4A, 中 的 最 长 边 与 最 短 边 之 
比 不 小 于 Y3. 

综 上 可 知 ,最 长 线段 与 最 短线 段 之 比 不 小 于 Y2. 

10.70 ”平面 上 任 给 5 点 ,它们 之 间 的 最 大 距离 与 最 小 距离 之 比 记 
为 和 .求证 2sin54" 并 请 讨论 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 ， 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 

[证 ] 我 们 对 四 种 情形 分 别 给 出 证 明 . 

(1) 大 5 点 中 有 3 点 共 线 , 则 显然 有 4 宇 2 > 2sin54". 

以 下 设 任何 3 点 都 不 共 线 . 

(2) 车 5 点 的 点 包 为 凸 五 边 形 ABCDE , 则 五 边 形 必 有 一 个 内 角 不 
小 于 108" ,不 妨 设 人 B 宇 108", 昌 AB 志 AC. 记 8 的 补 角 为 a, 于 是 有 


SIN 





= 2sin54 ”， 
(3) 设 和 点 的 西 包 为 凸 四 边 形 BCDE , 则 点 A 必 会 在 全 BCD 或 
全 BED 中 ,不 妨 设 为 前 者 .于 是 BAC,CAD ,二 DAB 中 至 少 有 一 个 
不 小 于 120". 从 而 像 (2) 一 样 地 可 证 * > 2sin54”. 
(4) 设 两 点 A,B 含 在 人 CDE 中 ,于 是 像 (3) 一 样 地 可 证 1 > 
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2sin94 . - 

综 上 可 知 ,无 论 5 点 位 置 如何 , 总 有 4 之 2sin54" ,而 且 等 号 仅 可 能 
在 情形 (2) 中 出 现 , 充 分 必要 条 件 是 五 边 形 的 最 大 角 等 于 108", 即 5 点 
为 某 正 五 边 形 的 $ 个 顶点 时 不 等 式 中 等 号 成 立 . 

10.71 ”在 平面 上 任意 给 定 6 点 ,求证 在 两 两 连结 这 些 点 所 得 的 线 
段 中 ,最 长 线段 与 最 短线 段 的 长 度 之 比 不 小 于 Y3. 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[证 ] (1) 大 有 3 个 给 定点 共 线 ,不 妨 设 A, 在 线段 A1A; 上 是 
AlA, 过 A;A;, 于 是 AiA; 与 AiA， 之 比 不 小 于 2, 结论 当然 成 立 . 

(2) 者 有 3 个 给 定点 为 一 个 三 角形 的 3 个 顶点 且 三 角形 有 一 个 内 
角 不 小 于 120", 则 由 正弦 定理 知 这 时 结论 也 成 立 . 

考察 6 个 给 定点 的 凸 包 . 

(3) 若 凸 包 为 六 边 形 , 即 6 个 给 定点 为 凸 六 边 形 的 6 个 顶点 , 则 因 
六 边 形 内 角 和 为 720" , 故 必 有 一 个 内 角 不 小 于 120". 因而 由 (2) 知 这 时 
结论 成 立 ， 

(4) 若 6 个 给 定点 的 西 包 为 五 边 形 , 不 妨 设 点 下 在 凸 五 边 形 
ABCDE 之 内 .将 五 边 形 ABCDE 用 对 角 线 AC ,AD 分 成 3 个 三 角形 , 则 
点 下 必 在 其 中 一 个 三 角形 的 边 上 或 内 部 . 若 为 前 者 , 则 由 (1) 知 结论 成 
立 , 故 可 设 点 下 在 全 ABC 的 内 部 . 连结 F4,FB,FC, 则 人 AFB， 
了 BFC ,一 CFA 中 至 少 有 一 个 角 不 小 于 120". 从 而 由 (2) 知 结论 成 立 . 

(5) 当 6 个 给 定点 的 凸 包 为 四 边 形 或 三 角形 时 , 像 (4) 一 样 地 可 证 
本 题 结 论 成 立 . 

综 二 可 知 ,最 长 线段 与 最 短线 段 的 长 度 之 比 不 小 于 Y3. 

10.72 已 知 圆周 上 有 3k 个 点 ,它们 把 圆周 分 成 3k 段 弧 ,其 中 长 
度 为 1,2,3 的 各 有 上 条 .求证 这 些 点 中 必 有 两 点 为 对 径 点 ( 即 两 点 连 线 
为 直径 ). 

(第 16 局 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 ] 把 所 有 给 定点 涂 成 黑色 . 然后 增加 新 的 分 点 ,把 圆周 全 都 


分 成 长 为 1 的 弧 ,并 把 这 些 新 的 分 点 涂 成 白色 . 若 结论 不 成 立 , 则 每 个 


黑 点 的 对 径 点 均 为 白色 . 
任 取 一 条 长 度 为 2 的 弧 AC , 则 A 和 C 为 黑 点 ,其 中 点 B' 为 白 点 . 


于 是 点 B 的 对 径 点 B 为 黑 点 .考察 长 度 为 3k - 1 的 弧 AB. 设 在 其 上 长 
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度 为 1,2,3 的 弧 分 别 有 1,n2,n3 条 .因为 长 度 为 1 的 绝 的 两 个 端点 的 
对 径 点 都 是 白 点 , 故 在 BC 上 将 有 nl 条 长 度 为 3 的 弧 ,从 而 有 ”3 = 一 
nil. 又 因 nj+2n23 二 3n3 二 3k 一 1, 上 砍 有 2n3+ 2n3 = 2k 一 1, 两 端 奇偶 
性 秘 慎 . 

10.73 ”给 定 平面 的 ”个 相 异 点 :证明 其 中 距离 为 单位 长 的 点 对 
少 于 2 Vn 对 ， 

(第 39 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1978 年 ) 

[证 ] 对 于 平面 上 的 点 集 { Pi,…, PP,|. 

令 ei 表示 与 P; 相距 为 单位 长 的 点 P; 的 个 数 ,不 妨 设 e; 宇 1, 则 相距 
为 单位 长 的 点 对 的 对 数 是 


elt+e 十 :十 e 
FF= -i 


2 
设 C; 是 以 点 Pi 为 圆心 ,以 1 为 半径 的 圆 . 
因为 每 对 圆 至 多 有 2 个 交点 , 故 所 有 的 C; 至 多 有 
2C = mm 一 1) 
个 交点 


点 P; 作为 Ci 的 交点 出 现 Ce 次 .因此 


2 7 一 1) 之 > C2 


= 


= >) 2 D > 六 Se — 1)* 全 
j= 


1= | 


由 柯 西 不 等 式 及 (D 式 得 


DX 一 1) | < 7” > (。 ~- 1)*. 
之 hn 2n(n — 1) 








< 2n. 
于 是 有 
>,(e-1DD<w， V 13 
/一 1 
> 。 
E=! 3 
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<2Vn. 

于 是 问题 得 证 . 

10.74 ”在 平面 上 给 定 8 点 ,它们 都 在 某 贺 的 贺 内 或 圆周 上 ,求证 
其 中 必 有 两 点 的 距离 小 于 图 的 半径 . 

( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 1】 8 点 中 至 少 有 7 点 不 与 圆心 重合 .过 不 与 圆心 重合 的 7 点 
各 作 一 条 圆 的 半径 . 若 7 条 半径 中 有 两 条 重合 , 则 意味 着 这 条 半径 上 有 
两 个 非 圆心 的 已 知 点 ,它们 之 间 的 距离 当然 小 于 半径 . 

以 下 设 7 条 半径 互 不 相同 .于 是 它们 把 以 圆心 为 顶点 的 周 角 分 成 7 


个 角 , 从 而 其 中 必 有 1 个 角 小 于 60". 这 个 角 两 边 上 各 有 一 个 已 知 点 ,这 


两 点 间 的 距离 便 小 于 半径 . z 

[证 2] ” 作 这 个 圆 的 内 接 正六 边 形 , 使 得 正六 边 形 的 顶点 都 不 是 
给 定点 .以 正六 边 形 的 每 条 边 为 直径 分 别 作 6 个 圆 ,然后 再 以 圆心 为 
心 , 以 给 定 圆 的 半径 之 半 为 半径 作 一 个 圆 , 则 这 7 个 圆 覆 盖 了 给 定 圆 旦 
它们 的 半径 都 是 大 圆 半径 之 半 . 

现在 ,7 个 小 圆 盖 住 了 大 图 内 或 圆 上 的 8 个 点 . 
我 们 约定 , 当 给 定点 位 于 中 心 小 圆 与 某 边 上 小 圆 的 
相交 部 分 (包括 边界 ) 时 ,把 给 定点 算 在 边 上 的 小 圆 
中 .由 抽 居 原理 知 , 必 有 一 个 小 圆 中 有 两 个 给 定点 
且 当 这 个 小 圆 为 中 心 小 圆 时 ,给 定点 不 在 边界 上 ; 
当 给 定点 在 边 上 小 圆 时 ,给 定点 不 是 小 圆 与 大 加 的 
交点 . 故 知 位 于 同一 小 圆 中 的 两 点 间 的 距离 小 于 大 圆 的 半径 ， 

10.75 ”在 平面 上 给 定 n(n 之 3) 个 点 ,qd 是 其 中 两 点 之 间距 离 的 
最 大 值 ,距离 等 于 4 的 两 点 之 间 的 连 线 称 为 这 个 点 集 的 直径 .求证 这 
个 点 集中 的 直径 不 多 于 nn 条. 

(第 7 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 设 由 给 定点 A 引出 的 直径 有 k(k 实 3) 条 :AB1,AB,，,… 

AB, .于 是 有 
AB, = d,j = 1,2,.…,k, 
BB;<d,l<i<j<<k. 
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故 知 Bj ,有 , ,有 B 都 在 以 A 为 心 ,以 d 为 半径 的 
圆周 的 某 条 度数 不 超过 60" 的 圆 弧 上 ,不 妨 设 这 条 
的 两 个 端点 分 别 为 Bl 和 Bi. 因 4 为 直径 , 故 ? 
个 已 知 点 全 部 落 在 分 别 以 A ,BiB， 为 心 ,d 为 半 “ 
径 的 3 个 闭 圆 盘 的 交集 S 上 .由 于 B, 在 B1B, 上 , 故 
集合 S 与 以 B; 为 心 ,qd 为 半径 的 圆周 只 有 一 个 公 
共 点 A,S 中 的 其 他 点 全 在 此 圆 内 部 ,这 意味 着 由 B, 引出 的 直径 只 有 
一 条 . 同 理 可 证 ,由 B;,…,B_) 所 引出 的 直径 也 都 只 有 一 条 .从 而 当 把 
A 和 B;,,…,Bi_1 这 一 1 个 点 视 为 一 组 时 ,由 它们 所 引出 的 直径 总 数 恰 
为 2(k 一 1). 对 于 每 个 引出 直径 不 少 于 3 条 的 点 ,都 按 上 述 原 则 构成 一 
个 点 组 .容易 看 出 ,每 个 点 组 中 只 有 一 点 引出 的 直径 数 不 小 于 3, 其 他 
各 点 均 只 引出 1 条 直径 .所 以 ,这 样 的 点 组 两 两 不 交 . 显然 ,所 有 这 样 的 
点 组 分 好 之 后 ,余下 的 点 中 每 点 至 多 引出 两 条 直径 .可 见 ,2” 个 已 知 点 
至 多 引出 2n 条 直径 .但 在 这 个 计数 过 程 中 ,每 条 直径 被 计数 两 次 , 故 知 
点 集中 至 多 有 ”条 直径 . 

10.76 ” 试 证 在 半径 为 1 的 圆周 上 存在 1975 个 点 ,使 其 中 任意 两 
点 间 的 直线 距离 都 是 有 理 数 . 

(第 17 届 国 际 数学 奥林匹克 ， 1975 年 ) 

[证 ] 设 给 定 圆周 是 坐标 平面 上 的 单位 图 , 记 点 P; 的 幅 角 为 20,， 

则 有 





PP; = |2sin(0, -0)|=2| sinOi;cosO; — sinO;cosO; | . 
由 此 可 见 ,只 要 选取 9;,i = 1,2,…,1975, 使 得 sinb,cosb 都 是 有 理 数 
就 可 以 了 . 
对 于 任意 n € 六 ,我 们 有 


2 1\2 2 
7 一 ] 2n 
5 + (3 i =1. 
因而 , 当 sin6, 一 | + ] 1 时 ， cost,, = + 
要 令 











] "一 者 都 是 有 理 数 . 所 以 ,只 


n*—1 
0,, = arctg 二 -一 Fp ,7 二 1 ,2,……,1974， 
则 这 些 0, 所 对 应 的 点 书 , 便 满足 题 中 要 求 晶 都 在 上 半圆 上 . 
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10.77 ” 设 坐 标 平面 上 有 一 个 多 边 形 M, 且 M 的 面积 大 于 .求证 
在 M 中 必定 存在 n +1 个 点 ,P = (zi yy) = 1,2,…,n 十 1, 使 得 其 
中 任何 两 点 P;,P; 的 对 应 坐标 之 差 x; - zx; 和 y - y; 都 是 整数 . 

(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1988 年 ) 

[证 ] ”用 平行 于 坐标 轴 且 与 坐标 轴 距 离 为 整数 的 所 有 直线 把 坐 
标 平面 划分 成 方 格 表 , 每 个 方 格 的 面积 为 1. 将 多 边 形 M 涂 上 红色 ,并 
将 所 有 涂 有 红色 的 正方 形 都 平移 到 同一 个 正方 形 上 .可 以 证 明 , 此 正方 
形 堆 中 必 有 一 点 在 竖 直 方向 上 至 少 有 nn + 1 层 上 被 涂 上 了 红色 . 若 不 
然 , 则 这 个 正方 形 的 每 一 点 至 多 在 层 上 被 涂 上 红色 ,这 意味 着 这 些 正 
方形 中 被 涂 红 的 面积 之 和 不 超过 1, 即 M 的 面积 不 大 于 4, 矛盾 . 

巩 在 点 己 , 在 坚 直 方向 上 有 ”+ 1 层 被 涂 上 了 红色 .用 一 根 针 坚 直 
扎 在 局 点 上 并 穿 透 x + 1 层 涂 有 红色 的 正方 形 .于 是 在 至 少 +1 个 正 
方形 上 各 得 到 一 个 红 点 .然后 将 这 些 正方 形 移 回 原 处 , 则 在 M 中 得 到 
至 少 2 + 1 个 点 .显然 ,其 中 任何 两 点 的 坐标 之 差 都 是 整数 . 

10.:78 ”在 直线 上 依次 给 定 x 个 点 Al,A;,…,A, ,使 线段 A1A,， 


A 2A3, ,A 1 AAA， 的 长 度 都 不 大 于 1 .求证 对 每 个 自然 数 玫 < 3 1 ,总 
可 以 将 A,,A;,…,A,-1 中 的 & -1 个 点 涂 成 红色 ,使 红 点 将 线段 A1A， 


所 分 成 的 & 条 小 线段 中 ,任何 两 条 的 长 度 之 差 都 不 超过 1. 
(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 考察 集合 M = |A,,A;,…,A,_1| 的 所 有 上 -上 元 子 集 . 对 
于 每 个 这 样 的 一 1 元 子 集 S$, 记 它 的 点 将 线段 A1A, 分 成 的 & 条 小 线 
段 中 的 最 短 一 条 的 长 度 为 m ,k 条 线段 中 长 度 为 m 的 线段 条 数 为 户 之 
1 ,长 度 大 于 mm + 1 的 线段 条 数 为 .这样 一 来 , M 的 每 个 & - 1 元 子 集 
S 就 对 应 于 一 组 指标 (ni, p,g). 

显然 , 行 有 某 有 - 1 元 子 集 S 所 对 应 的 g = 0, 则 S 便 满足 题 中 要 
求 .否则 ,每 个 S 所 对 应 的 g 都 大 于 0. 由 于 -1 元 子 集 只 有 有 限 多 个 ， 
故 指标 m 的 最 大 和 值 wo 存在 .对 于 第 1 指标 m = mo 的 所 有 集合 , 取 其 
第 2 指标 p 的 最 小 值 po. 然 后 对 于 前 两 个 指标 为 py = mo, 三 po 的 所 
有 子 集 , 取 其 第 3 指标 g 的 最 小 值 go. 于 是 go > 0. 以 下 设 S 是 对 应 于 
指标 组 (m0, po, qo) 的 于 集 之 一 .为 简单 计 ， 把 这 组 指标 仍然 记 为 (m， 
户 ， 4). 

这 时 ,有 红 点 A; ,A;,A,, A, 使 得 44 = mm,AA,> m+1, 有 8 这 
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两 条 线段 之 间 不 再 有 这 两 类 线段 中 的 任何 一 条 .不 妨 设 线段 4.4, 在 
AjA; 的 右 方 . 

(1) 设 A; = A,. 因 为 AA, 一 AAA > 1, 所 以 点 A, 与 线段 AA, 中 
间 的 距离 大 于 方 , 故 知 必 有 非 红 点 的 给 定点 A,, 它 与 AA, 中 点 的 距离 
比 A, 近 . 令 S$ =S-14UIA 则 AA < AAAA < AA,. 从 
此 ,M 的 & 一 1 元 子 集 S 对 应 的 指标 组 或 为 (mx,p - 1,zr), 或 为 (mi， 
,x), 其 中 | > nm .无 论 哪 种 情形 ,都 与 集 S 的 选 法 矛盾 . 

(2) 设 点 A; 在 A, 左 方 ,线段 AA, 被 红 点 分 成 h 条 线段 ,h 之 1. 设 
A; 是 S 中 恰 在 A, 左 方 的 红 点 ,而 A, 是 位 于 A, 有 方 且 使 AA, 志 m+ 
1 的 第 1 个 非 红 点 .显然 有 4.A, > 户 , 令 S =S-1A,|U 1A,|. 考 察 
线段 A,A,. 夺 A,A, 太 w+1, 则 S 对 应 于 (mm ,p,g 一 1), 逆 盾 ; 若 A,A、 
> mt+1, 则 AjA, 被 红 点 分 成 的 线段 条 数 为 h - 1. 再 用 A,A, 代替 AA， 
重复 上 述 程序 并 一 直 进 行 下 去 , 则 或 在 某 一 步 出 现 矛 盾 , 或 者 化 为 两 条 
线段 有 公共 点 的 情形 .由 (1) 知 后 者 也 将 导致 矛盾 .这 就 完成 了 全 部 证 
上 明 . 

10.79 ”能 否 在 平面 上 取 7 个 点 ,使 得 在 其 中 的 任何 3 点 中 , 必 有 
两 点 间 的 距离 为 1? 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 设 点 Ai,A;,,A;,A4 是 一 个 内 角 为 60" , 边 长 为 1 的 萎 形 的 
4 个 顶点 ,其 中 A| 和 A; 是 锐角 的 顶点 .将 这 个 菱形 绕 点 A, 旋转 ,得 到 
菱形 A,A ,A'3A'4, 使 得 A;A'; = 1. 我 们 指出 ,1Aj,A;,A',,A;,A';， 
As,A's| 满足 题 中 要 求 . 

事实 上 ,对 于 这 7 点 中 的 任何 3 点 ,都 至 少 有 
阙 点 同属 于 下 列 两 个 四 点 集 之 一 :S = |41,4)，， 
A3,Asl ,T= iA1,A';,A'3,A'4|. 不 妨 设 S 中 有 
两 点 .在 由 S 中 的 点 组 成 的 6 个 点 对 中 ,两 点 间 的 
距离 有 5 个 是 1, 而 不 是 1 的 只 有 AiA;. 故 当 点 对 
不 是 (Al,A;3) 时 ,这 两 点 的 距离 为 1. 若 3 点 中 恰 
有 了 两 点 属于 S 且 恰 为 A 和 A3, 则 因 点 Ai 6 工 , 故 
3 点 中 也 有 两 点 属于 工 .类 似 地 可 证 ,这 两 点 间 的 
距离 或 为 ] 或 为 A1A'; 天 1. 若 为 前 者 ,问题 已 经 解决 ; 若 为 后 者 , 则 3 








们 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 763 


于 











点 为 A1,A;3,A'3, 其 中 A3A'3 = 1, 这 就 完成 了 证 明 . 

10.80 ”在 规格 为 3 x 4 的 矩形 中 分 布 着 4 个 点 .求证 其 中 必 有 基 
两 点 间 的 距离 不 大 于 售 ， 

(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ]” 取 和 矩形 的 一 个 顶点 为 原点 ,一 对 邻 边 为 坐标 轴 , 并 使 x 轴 
是 水 平 的 ,y 轴 指向 上 方 .我 们 把 xz 坐标 最 大 ,x 坐标 最 小 ,y 坐标 最 大 ， 
y 坐标 最 小 的 点 分 别称 为 右 点 , 左 点 ,上 点 和 下 点 .显然 , 当 右 点 移 到 算 
形 的 右边 , 左 点 移 到 左边 ,上 点 移 到 上 边 , 下 点 移 到 下 边 时 ,各 点 间 的 距 
离 不 会 变 小 .因此 只 须 分 别 考虑 下 列 几 种 情形 ， 

(1)4 个 给 定点 中 有 两 点 位 于 矩形 的 一 组 相对 顶点 上 . 这 时 ,分 别 
以 这 两 点 为 心 ,以 仿 为 半径 的 圆 覆盖 了 整个 矩形 , 故 第 3 个 给 定点 必 


然 与 前 两 点 之 一 的 距离 不 大 于 会 ， 

(2)4 个 给 定点 中 有 1 点 A 位 于 矩形 的 顶 
点 ,矩形 的 不 以 点 4 为 端点 的 两 边 上 各 有 一 点 * 
以 A 为 心 , 仿 为 半径 作 加 ,与 矩形 的 上 ,下 两 边 


分 别 交 于 下 和 G, 易 见 MF = GN = 车 .不 妨 设 
边 ME 上 的 给 定点 B 落 在 线段 EF 内 部 .以 点 B 
为 心 , 令 为 半径 作 圆 . 当 点 BB 从 点 EE 开始 向 点 FF 运动 时 , 圆 A 与 圆 有 之 
并 盖 住 矩形 的 部 分 随 之 减 小 .所 以 ,两 圆 没有 盖 住 的 部 分 是 上 图 中 阴影 
所 示 部 分 的 子 集 . 另 两 点 若 有 一 点 被 两 圆 之 并 盖 住 , 则 结论 显然 成 立 ; 
若 两 点 都 在 阴影 所 示 区 域 中 ,它们 的 距离 也 不 大 于 会， 


(3) 德 形 的 4 个 顶点 都 不 是 给 定点 ,于 是 4 
条 边 上 各 有 1 个 给 定点 .不 妨 设 AM,A4AQ,CN， 7 
CP 这 4 条 线段 中 AM 最 短 . 在 线段 CP 上 取 点 
AC, BC 宇 BC. 然 后 将 人 ABC' 绕 矩 形 对 角 线 。 | 过 xf 
交点 D 旋 转 ,使 边 AC” 落 在 MP 上 .这 时 点 也 落 









764 世界 数学 奥林匹克 解 古 大 辞典 





在 矩形 内 部 ( 见 上 图 ). 这 样 一 来 , 又 可 化 为 (1) 中 的 情形 (不 考虑 点 
D). 


综 上 可 知 ,总 有 两 点 间 的 距离 不 大 于 令 ， 

10.81 已 知 整个 空间 被 划分 成 3 个 集合 ,求证 其 中 必 有 一 个 集 
合 ,使 得 对 每 个 ac > 0, 该 集合 中 都 有 两 个 点 ,它们 之 间 的 距离 为 a. 

(第 24 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1983 年 ) 

[证 ] 设 空间 被 分 成 的 3 个 集合 是 Mi,M,M;. 若 结论 不 成 立 ， 
则 存在 3 个 正 数 a| 才 a; 志 a;, 使 对 i = 1,2,3, 集 合 M; 中 的 任何 两 点 
间 的 距离 都 不 等 于 a.. 

作 等 腰 三 角形 ABC ,使 得 AB = az = AC,BC = ai. 过 和 全 ABC 的 
外 心 DO 作 平面 4BC 的 垂 线 ,并 在 垂 线 上 取 点 万 ,使 P4 = DB = DC = 
a3. 于 是 得 到 四 面体 ABCD. 

(1) 设 集合 M1, M;,M 都 非 空 . 将 上 述 四 面体 平移 ,使 点 D € 
M;. 于 是 由 反 证 假设 知 A,B,C & M3. 若 以 点 DD 为 心 ,以 a; 为 半径 的 
球面 与 M2 不 交 , 则 B,C EE M1, 但 BC = a1, 此 与 反 证 假设 矛盾 , 故 球 
面 必 与 M; 相交 .于 是 可 以 将 四 面体 绕 点 忆 旋 转 ,使 得 4 € Mo. 这样 一 
来 ,由 反 证 假设 知 B,C € Mi ,又 导致 矛盾 . 

(2) 淖 Mi,M2, Mi 中 有 1 个 是 空 集 , 不 妨 设 Mi 是 空 集 . 易 见 ,这 
时 只 要 考察 等 腰 三 角形 ABC ,并 使 点 A € AM; 就 可 以 导出 矛盾 . 

10.82 ”在 平面 上 给 定 100 个 点 , 试 证 存在 有 限 多 个 圆 ,使 得 

(1) 每 个 给 定点 都 在 某 个 圆 内 ; 

(2) 属于 不 同 圆 内 的 任何 两 点 间 的 距离 都 大 于 1; 

(3) 所 有 圆 的 直径 之 和 小 于 100. 

(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 首先 ,分 别 以 每 个 给 定点 为 心 , 作 一 个 
直径 为 205 的 图 . 显然 ,作出 的 100 个 圆满 足 条 件 
(1) 和 (3). 

如 果 这 些 圆 中 存在 两 个 圆 O 和 O, ,它们 之 间 
的 距离 不 大 于 1, 则 用 覆盖 这 两 个 圆 面 的 最 小 圆 面 
来 代替 二 者 ( 见 图 ). 于 是 圆 的 个 数 减少 1 而 直径 之 
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和 至 多 增加 1. 如 果 这 些 圆 中 还 存在 两 个 加 ,它们 之 间 的 距离 不 大 于 1， 
则 又 可 重复 上 述 过 程 . 这样 继续 下 去 ,直到 任何 两 圆 之 间 的 距离 都 大 于 
1 为 止 .因为 开始 时 共有 100 个 圆 ,而 每 代 换 一 次 圆 的 个 数 就 减少 1, 故 
至 多 进行 99 次 代 换 后 必然 停止 .这 时 条 件 (2) 成 立 .又 因 开 始 时 100 个 
圆 的 直径 之 和 为 0.5, 而 每 代 换 一 次 直径 和 至 多 增加 1, 故 最 后 的 直径 
和 不 超过 0.5 + 99 = 99.5 < 100, 即 条 件 (3) 成 立 . 

10.83 ”将 长 度 为 3” 的 一 条 线段 三 等 分 ,并 将 其 中 的 第 1 和 3 两 部 
分 称 为 “标定 的 ”再 将 每 条 标定 线段 三 等 分 , 仍 将 其 中 的 第 1 和 3 两 部 
分 称 为 标定 的 .如 此 下 去 ,直到 分 出 长 度 为 1 的 标定 线段 为 止 .将 每 条 
标定 线段 的 端点 都 称 为 “标定 点 ”. 试 证 对 任何 整数 &(1 委 大 雪 32) ,都 
能 找到 一 对 标定 点 ,使 二 者 的 距离 等 于 大. 

(第 21 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

证】 显然 , 当 = 3” 时 ,可 选 所 给 线段 的 两 个 端点 ,这 两 点 当然 

都 是 标定 点 . 当 * < 3? 时 ,我 们 将 写成 共有 位 数字 的 三 进 表示 式 
k= C1C2 "a, 

其 中 a; € 10,1,2|,j = 1,2,:… 

下 面 我 们 用 逐步 加 长 选 定 区 间 的 办 法 人 笃 过 j 次 选取 后 ,所 选区 
间 的 长 度 恰 为 a1a，…a;0…0( 后 面 共 有 nn 一 ;个 零 ), 旦 两 个 端点 都 是 标 
定点 . 





A [a © a B, 全 Cc, 玖 ， 成 ， 石 ， Li 8. 8, C, CO, 二 


具体 选 法 如 下 : 
42 三 0, [Ao, Aoj, 
al = oo- = 1,LAo,Bi]— {Bl,B,], 
az = 2,[ Ao,B2], 
a; = 0,[Al,A,], 
aj = 1,[A, i = 1,[Ai,B;], 
Q2 二 人， [Al, B4j， 
a2 = 0,[ Ao,A,], 
下 : = 1, 140,B3] —— [B,B,], 
a; = 2,[Ao,Bsl. 


= 2， [ 4，， A,| 


心 
| 


766 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





第 一 次 选取 的 区 间 长 度 等 于 ci 且 所 选区 间 至 少 一 端 外 面 与 标定 区 间 
相 邻 .第 2 次 选取 时 ,原来 所 选区 间 的 端点 算 起 ,在 邻接 的 标定 线段 内 
选取 一 段 线 段 长 度 为 aa . 若 两 段 接 起 来 后 的 线段 两 端 均 不 与 标定 线段 
相 邻 , 则 将 它 平移 wa 所 在 位 数 的 一 个 单位 .例如 上 表 中 [Ao,Bi] 平 移 
至 LB1,Bi1,LAo,B;] 平移 至 [Bi,Ba] 就 是 这 样 处 理 的 .这样 一 来 ,所 
选 的 线段 长 度 为 a1a20…0( 共 nw -2 个 零 ) 且 至 少 有 一 方 与 标定 线段 相 
邻 .从 而 又 可 继续 进行 下 去 ,直到 最 后 , 选 出 一 个 长 度 为 a1a，…a 的 线 
段 , 它 的 两 个 端点 都 是 标定 点 , 即 为 所 求 . 

10.84 ”在 半径 为 1 的 圆周 上 .任意 给 定 两 个 点 集 A 和 已 它们 都 


由 有 限 段 互 不 相交 的 弧 组 成 ,其 中 B 的 每 段 弧 的 长 度 都 等 于 一 ,11 是 
个 自然 数 .用 A 表示 将 集合 A 沿 逆 时 针 方向 在 圆周 上 转动 还 弧度 所 
得 的 集合 ,j = 1,2,…-: 求 证 存在 自然 数 上 ,使 得 

上 4 NB) 宇 汪 1(A)1(B)， 


其 中 !(X) 表示 组 成 点 集 X 的 互 不 相交 的 弧 段 的 长 度 之 和 . 
(第 4 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1989 年 ) 
[证 ] 我们 把 圆周 上 的 点 集 瑟 沿 顺 时 针 方向 在 圆周 上 转动 迹 弧 
度 所 得 到 的 集合 记 为 下 .于 是 有 LA mn B) = 人 (Am B77). 
设 b1,…,b, 是 组 成 B 的 弧 段 .由 已 知 ,它们 两 两 不 交 且 每 段 长 度 
都 是 下 ,因此 有 


2 2 
Mica N B) = (4 NN B77) = (A N (Ub)) 
_ VV > 44 门 657) 


1= 上 7 


-VY SA no 


:= 1;7= 1 


= Pia NL Us 7)). @ 


因为 /(6b;) = 互 ,所 以 er 恰 是 整个 圆周 ,从 而 有 
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点 
集 








嫩 十 加 





中 入 


Zn ， 
L (AD 站 ( U67’)) = /(A). © 
将 @ 代 人 加 即 得 
wa 门 B) = (4). ® 
按 重 登 原理 ， 由 ® 便 知 至 少 存在 一 个 有 ,1 过 上 志 2m ,使 得 
人 (全 NN B) 之 2!(A) = 21(B)1(A). 
10.85 ” 试 证 对 每 个 m € N ,在 平面 上 都 存在 一 个 非 空 点 集 S 具 
有 如 下 的 性 质 : 对 于 任 一 点 A € S, 都 性 有 S 中 的 mm 个 点 ,使 它们 中 的 
每 点 与 A 的 距离 都 是 1. 
(第 13 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 我们 将 用 借助 于 向 量 组 的 构造 法 来 完成 本 题 的 证 明 . 对 于 
m 和 所 入 ,将 构造 一 个 有 2” 个 点 的 集合 ， 信之 洒 下 古村 求 


首先 ,我 们 用 归纳 法 来 构造 向 量 集合 1,zz，…xowj ,使 它们 满 
足下 列 条 件 : 


DN = 7 2m 
(2) 0 天 | ci 交 + catdzt+ + cmlw| 关 方 ,其 中 < € 10,1,-1|， 


= 1,2,…,m, 且 至 少 有 两 个 c, 异 于 零 . 
事实 上 ,只 要 令 
一 1 1 
z= (8-8),0<6 < 
便 可 使 上 上 述 条 件 (1》 成 立 ， 


若 向 量 x Wj, U2, ,UL 已 经 满足 二 ;的 条 件 (1) 和 (2)， 则 固定 它 
们 后 再 定义 向 量 


rl 一 (CN 地 一 2， 0< dn 过 池 ， 


使 对 所 有 系数 组 (ec， C7, …,Ce+1), 其 中 Ci € 1— 1 ,0,1 | 且 全 少 有 两 个 
异 于 零 ,都 成 立 表达 式 


一 一 一 一 1 
0 关 | cru 十 C2U2 十 十 CR 十 Cetiuati| 关 方 . 


由 于 上 式 仅 是 有 限 多 个 条 件 而 参数 ,1 € | 0, 才 | 却 有 无 限 多 种 先 
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法 ,所 以 总 是 能 办 到 的 . 

其 次 ,我 们 用 上 面 构造 的 向 量 集合 来 定义 有 2” 个 点 的 点 集 S. 考 
虑 2” 个 问 量 

QIRI 十 Q282 二 "二 Qu, 

其 中 w € 和 一 14,11,i = 1,2,…,m. 将 它们 的 起 点 都 放 在 坐标 平面 的 原 
点 并 把 它们 的 终点 的 集合 记 为 S. 则 点 集 S 就 满足 题 中 的 要 求 . 

第 一 ,这 2” 个 点 互 不 相同 .车 其 中 有 两 点 重合 , 则 意味 着 相应 的 两 
个 向 量 相 等 ,这 与 条 件 (1) 或 (2) 矛盾 . 

第 二 , 任 取 AE 所 尖 诺 的 站 于 的 系数 组 为 (B1,B，…,B,)， 
Bp; Ei-1,1) ,7 = 1,2,…,mm. 设 与 系数 组 (PB,…,B 1, 一 B,,Bi1, 
B) 对 应 的 点 为 Bi € S, 则 因 B; 与 A 所 对 应 的 系数 组 中 恰 有 一 一 个 系数 


不 同 , 故 由 条 件 (1) 便 知 ,B; 与 A 的 距离 为 |2B4;|=2|4;|=1,i= 
1,2,…,m. 这 说 明 S 中 有 xm 个 点 与 A 的 距离 均 为 1 

对 于 任何 点 CE S11B),B;,,…,B,,Ai, 它 所 对 应 的 系数 组 与 A 
的 系数 组 的 系数 中 至 少 有 两 个 不 同 , 由 条 件 (2) 知 C 与 4 的 距离 不 为 
1. 这 就 证 明了 集合 S 满足 题 中 要 求 . 

10.86 ” 求 所 有 整数 n > 3, 使 得 在 平面 上 存在 个 点 A， ,A 
4, 及 实数 1 ,r，，…,r, ,满足 下 列 两 个 条 件 

(AAA 中 任何 3 点 都 不 共 线 ; 

(2) 对 于 每 个 三 点 组 |A ,Ai, At 和 ii<7J<R 委 0 人 AAA 的 
面积 S;; = Ti+ r+ re. 





(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 为 方便 计 , 我 们 先 来 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 1 如 果 某 个 凸 四边形 的 4 个 顶点 依次 为 给 定点 A;, A;, A 
和 A; , 则 相应 的 4 个 实数 满足 关系 式 

六 十 j = 六 十 卫 ， 
引 理 1 的 证 明 连 结对 角 线 A;A 和 AA' ,于 是 有 
SiR 十 Dim = Son + Siw,. 
因此 有 
2rit+ r+2ritr, = r;+ Zr; + re + 2r7,. 


由 此 即 得 记 二 于 三 万 十 六 
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8 中 座 


引 理 2 ” 若 有 5S 个 给 定点 Al,A:,A3,A44,4s 满足 题 中 的 条 件 , 则 
相应 的 5 个 实数 六 1， 六 2， 太 3， 广 4， 大 5 中 至 少 有 两 个 数 相等 . 

引 理 2 的 证 明 考 察 5 点 的 凸 包 . 

中 设 凸 包 是 五 边 形 . 不 妨 设 其 顶点 依次 为 Al,As,A;,As,As. 于 
是 四 边 形 A1A,A3A4 和 AIA:A3A5 都 是 凸 四 边 形 .由 引 理 1 有 

六 十 7 二 站 十 7 二 r+ 75 
故 得 r4 = rs. 

(让 设 凸 包 是 四 边 形 ,不妨 设 点 As 位 于 四 边 形 A1A;A;3As 内 部 且 
契 在 全 424344 内 部 .于 是 四 边 形 AAA,A4 也 是 凸 四 边 形 .由 引 理 1 
有 
， , ritra= 72 十 7 三 ji 十 六， 

故 得 r3 = rs. 

( 则 设 凸 包 是 全 A1AsA3, 即 As,A; 位 于 公 A1AsA; 的 内 部 .于 是 
有 

124 十 S24 十 9341 = S15 + S23s + Sasl. 
因此 有 
2ri + ory + 2ryat 3ra = 2ri + 2r + 2r3 t+ 3rs. 
故 得 r4 = rs. 这 就 完成 了 引 理 2 的 证 明 . 

由 引 理 1 和 引 理 2 可 以 证 明 , 所 有 整数 n 之 $ 都 不 满足 题 中 的 要 
求 .车 不 然 , 设 五 点 组 1 A1,As,A;,As,As| 满足 题 中 的 条 件 ,于 是 由 引 
理 2 知 ,相应 的 $5 个 实数 ,ry,r3,ra,rs 中 必 有 两 数 相等 ,不妨 设 r4 一 


rss. 
(oa) 设 点 Al,A;,A; 在 直线 A,A, 的 同 侧 , 于 是 按 已 知 有 
9124 = 915，9234 = S235. 
由 此 可 得 A1A;// AsAs,AsA3// AsAs,; 从 而 Al,A;,A; 三 点 共 线 ,此 
与 条 件 (1) 矛盾 . 
(b) 设 A1,A; 在 直线 A4A5 的 同 侧 而 A; 在 另 一 侧 .这 时 有 
S124 = S125. 
因此 有 A1A; / AyA;. 由 此 又 可 得 到 
S145 = 9245. 


从 而 有 rr] 一 72. 又 因 43,A44: ,As 在 直线 AA, 的 同 侧 , 所 以 像 (a) 中 一 
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样 地 又 可 导出 矛盾 .这 就 证 明了 所 有 nn 之 5 都 不 能 满足 题 中 的 要 求 . 
当 nn = 4 时 , 取 单 位 正方 形 的 4 个 顶点 分 别 为 Al, As,A;,As, 取 
"1 = 一 73 = = 二 .容易 验证 ,这 4 点 和 4 个 实数 满足 题 中 的 要 
求 . 
综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 整数 只 有 1 个 ”= 4. 
10.87 ”在 平面 上 给 定 无 穷 多 个 点 .已 知 它 们 两 两 之 间 的 距离 都 
是 整数 ,求证 这 些 点 都 在 一 条 直线 上 . 
(第 19 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[证 ] 若 不 然 , 则 存在 3 点 4A,B,C, 使 3 点 不 共 线 且 AB = + 和 
AC = 都 是 整数 . 设 点 书 是 任 一 给 定点 . 则 由 三 角 不 等 式 有 
|P4- PBI 过 4B = ， 
即 | PA -~ PB | 是 整数 0,1,2,…,r 中 之 一 .因此 ,点 了 或 位 于 直线 
Ho = 直线 AB 的 垂直 平分 线 ， 
HH, = 直线 AB 
上 ,或 落 在 双 曲 线 
H;= 1X|| XA XB|= i|,i = 1,2,…,r-1 
之 一 上 . 同 理 , 点 已 又 或 者 位 于 直线 
Ko = 线段 AC 的 垂直 平分 线 ， 
K, = 直线 AC 
之 一 上 ,或 者 落 在 双 曲 线 
Ki = iX||XA- XC|=j|,j) = 1,2,…,s—1 
之 一 上 .由 此 可 知 , 任 一 给 定点 必 落 在 集合 
H; MN Kj,i = 0,1, ,rj = 0,1,,s OD 
之 一 上 .由 于 直线 AB 与 AC 不 重合 ,所 以 任 一 H; 与 任 一 K; 都 不 相同 . 
从 而 知 中 中 每 个 集合 都 不 多 于 4 点 , 故 知 集合 
AM = UH NK,) 
的 点 数 不 多 于 4(x + 1)(s + 1), 此 与 给 定点 有 无 穷 多 个 矛盾 . 
10.88 设 点 Ai,As,A3,As,As 都 位 于 单位 球面 上 ， 求 
min| AjAj 11 二 i < j 二 51 的 最 大 值 并 确定 取得 最 大 值 的 所 有 情形 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
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同 中 以 


[ 解 ] 记 球 心 为 O. 由 于 5 点 都 在 球面 上 , 故 可 以 用 人 AOA; 的 大 
小 来 代替 距离 4;4) . 显然, 当 取 5 点 为 球 的 内 接 正 八 面 体 的 S 个 项 点 
时 , 便 有 
min{ ZAOAj|1< IT<7 扫 51 = 了， OD 
min{AA [1<i<j<5= 5. © 


设 A1,A4A;,A;3,As,As 都 在 单位 球面 上 日 使 得 
min| 人 AOAj 11 < 过 5 三 了 四 

则 S$ 点 中 必 有 两 点 为 对 径 点 .事实 上 , 设 点 As 为 南极 , 则 由 图 知 另 4 点 
均 在 北半球 (包括 赤道 ). 取 以 球 心 O 为 原点 的 直角 坐标 系 , 使 点 A; 为 
(0,0, 一 11), 而 点 Ai 在 平面 y = 0 上 且 使 x > 0, 即 点 A| 在 上 半空 间 
两 个 卦 限 的 分 界面 上 .于 是 由 抽 居 原理 知 , 必 有 1 个 卦 限 中 (包括 边界 ) 
含有 两 个 给 定点 .由 @ 知 ,两 点 中 必 有 1 点 位 于 该 卦 限 的 “角落 ”( 即 球 
面 上 赤道 与 卦 限界 面 的 交点 ), 而 另 一 点 则 位 于 与 它 相 对 的 径 线 上 . 这 
样 一 来 ,这 两 点 中 的 每 点 都 是 两 个 卦 限 的 公共 点 . 同 理 , 点 Ai ,A;, A;， 
As 每 点 都 是 两 个 卦 限 的 公共 点 , 即 它们 分 别 位 于 将 北半球 分 为 4 个 圭 
限 的 4 条 径 线 上 . 若 其 中 有 1 点 不 在 赤道 上 , 则 它 的 两 个 邻 点 都 在 赤道 
上 (各 在 一 个 卦 限 的 角落 ), 恰 为 一 对 对 径 点 . 

由 于 总 有 两 点 为 对 径 点 , 设 为 A1,A,, 于 是 任意 第 3 点 A 都 不 能 


使 人 Ai O43 > 了 ,AAAzO43 > 了 同时 成 立 . 由 此 可 知 min 一 AOA ;的 
最 大 值 为 > . 当 5 点 取得 荫 大 人 时 其 中 必 有 阿 点 为 有 径 上 当 以 这 两 


点 为 两 极 时 , 另 3 点 均 在 赤道 上 且 两 两 对 球 心 O 的 张 角 都 不 小 于 全 . 

10.89 ”坐标 平面 上 两 个 坐标 过 和 y 都 是 有 理 数 的 点 称 为 有 理 点 . 
试 证 所 有 有 理 点 (rz,y) 可 以 分 成 两 个 点 集 A 和 日 ,使 得 集 A 与 任 一 条 
平行 于 y 轴 的 直线 仅 有 有 限 多 个 公共 点 , 集 B 与 任 一 条 平行 于 z 轴 的 . 
直线 仅 有 有 限 多 个 公共 点 . 

《中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 将 所 有 非 负 有 理 数 排 成 一 个 数列 .对 于 任 一 有 理 点 (x,y)， 

若 | y| 在 数列 中 的 项 数 不 超 过 | xz| 的 项 数 号 码 , 则 (rz,y) € 4; 若 
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| y| 的 项 数 大 于 | z | 的 项 数 号 码 , 则 (x,y) E B. 容 易 验 证 ,这 样 定义 
的 A 和 B 满足 题 中 的 全 部 要 求 . 

10.90 ”在 三 维 欧 氏 空间 内 任意 给 定 9 个 整 点 (坐标 都 为 整数 的 
点 ). 求 证 其 中 至 少 有 两 点 连接 的 线段 上 也 存在 整 点 . 

(第 32 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1971 年 ) 

[证 ] ”将 空间 的 整 点 的 坐标 按 奇偶 数 分 类 , 则 只 可 能 分 成 下 列 8 类 : 

( 奇 , 奇 , 奇 ),( 奇 , 奇 , 偶 )， ( 奇 , 偶 , 奇 ),( 奇 , 偶 , 偶 )， 

( 偶 , 奇 , 奇 ),( 偶 , 奇 , 偶 )， ( 偶 , 偶 , 偶 ),( 偶 , 偶 , 偶 ). 
因此 ,在 给 定 的 9 个 已 知 点 中 ,至 少 有 某 两 点 ( 设 为 已 和 Q) 的 同名 坐标 
具有 相同 的 奇偶 性 .于 是 线段 PQ 的 中 点 显然 是 一 个 整 点 . 

10:91 已 知 空间 中 一 个 凸 多 面体 的 所 有 顶点 都 是 整 点 ,此 外 ,在 
多 面体 的 内 部 , 面 上 和 棱 上 都 不 再 有 其 他 整 点 ,求证 多 面体 的 顶点 不 超 
过 8 个 . 

(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 任 取 多 面体 的 9 个 顶点 .每 个 顶点 有 3 个 整数 坐 
标 , 按 奇 偶 不 同 分 类 只 有 8 类. 故 由 抽 懂 原理 知 有 两 个 顶点 的 坐标 奇偶 
性 全 都 相同 .从 而 连结 这 两 个 顶点 的 线段 的 中 点 也 是 整 点 ,而 这 点 显然 
在 多 面体 的 内 部 , 面 上 或 棱 上 ,此 与 已 知 矛 盾 . 

10.92 ”三 维 空间 中 所 有 整 点 (3 个 坐标 都 为 整数 的 点 ) 的 集合 记 
为 械 .两 个 整 点 (rx,y,z) 和 (u,v,xw) 当 且 仅 当 | 之 -x+ ly 一 w+ 
|z 一 ww| = 工时 称 为 相 邻 .求证 存在 了 的 一 个 子 集 S ,使 对 每 个 PE 
工 ,点 己 以 及 已 的 所 有 邻 点 中 恰 有 一 点 属于 S. 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 显然 ,两 个 整 点 相 邻 , 当 且 仅 当 两 点 的 各 3 个 坐标 中 的 两 对 
分 别 相等 ,而 第 3 个 坐标 相差 1. 

今 S= i(zr,y,z)|7|x+2y+ 3z|, 

则 S 满足 题 中 要 求 .事实 上 ,对 于 任何 (4 ,wv,w) E TT, 它 有 6 个 邻 点 (4 
十 1 ozoh(a zz 土 lz) (azz 土 1). 这 了 7 点 所 对 应 的 7 个 整数 - 
xd+2+t3+yj =—3,—2,—1,0,1,2,3 
中 , 恰 有 一 个 是 7 的 倍数 ,从 而 相应 的 整 点 属于 S, 即 S 满足 题 中 要 

10.93 ” 设 在 整 点 平行 四 边 形 ( 即 4 个 顶点 都 是 整 点 的 平行 四 边 形 ) 
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的 内 部 或 边 上 还 有 另外 的 整 点 .求证 这 个 平行 四 边 形 的 面积 大 于 1 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
[证 ] 我 们 先 来 考察 整 点 三 角形 的 面积 . 设 非 退 化 三 角形 的 3 个 
顶点 分 别 为 z 
P(xz;,y),i = 1,2,3, 
其 中 x,,y 都 是 整数 .于 是 三 角形 的 面积 


S = 让 | X1(y2 - y3) + ray3 ~ y1) + xaly1 一 y2) | ， 


其 中 绝对 值 号 内 的 数 为 非 0 整数 , 故 S 之 >， 

按 已 知 , 整 点 平行 四 边 形 的 内 部 或 边 上 还 有 另外 的 整 点 . 若 在 内 
部 , 则 将 它 与 平行 四 边 形 的 4 个 顶点 分 别 连 线 ,可 将 平行 四 边 形 分 成 4 
个 整 点 三 角形 ,于 是 平行 四 边 形 的 面积 不 小 于 2. 若 另 外 整 点 在 边 上 ， 
则 将 它 与 不 在 该 边 的 两 个 顶点 连 线 而 将 平行 四 边 形 分 成 3 个 整 点 三 角 
形 , 故 知 平行 四 边 形 的 面积 不 小 于 当当 然 大 于 1. 

10.94 ”在 坐标 平面 上 , 横 纵 坐 标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 . 设 
Pitziyii = 1,2,…,6) 都 是 整 点 日 满足 : 

(Dizril<2,|y | 2,7 = 1,2,%,6; 

(2) 任何 3 点 不 共 线 . 
试 证 在 以 Pi,P;,…, Pe 中 三 点 为 项 点 的 所 有 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角 
形 的 面积 不 大 于 2. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[证 1] 设 存在 6 个 整 点 Pi,P;,…, Pse 满足 条 件 (1) 和 (2), 但 以 
它们 中 任何 三 点 为 顶点 的 三 角形 的 面积 都 大 于 2. 

春 6 点 中 至 多 有 1 点 在 过 轴 上 , 则 由 抽 层 原理 知 上 半 平 面 y>0 和 
下 半 平 面 y>< 0 中 至 少 有 一 个 半 平 面 , 不 妨 设 为 上 半 平 面 中 至 少 有 3 个 
给 定点 .显然 ,以 其 中 3 点 为 顶点 的 三 角形 的 面积 不 大 于 2 ,矛盾 . 这 意 
味 着 x 轴 上 恰 有 两 个 给 定点 . 同 理 ,y 轴 上 也 恰 有 两 个 给 定点 .这 4 点 
(可 能 有 重复 ) 中 若 包含 原点 , 则 另外 还 有 两 点 ,这 3 点 所 成 的 三 角形 的 
面积 不 大 于 2 ,矛盾 . 故 知 x 轴 与 y 轴 上 的 各 两 点 分 别 为 (- 2,0), (2， 
0),(0, - 2) 和 (0,2). 

这 样 一 来 ,第 5 点 不 在 坐标 轴 上 ,无 论 它 在 哪 一 象限 ,都 可 与 该 旬 
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限 边 上 的 两 点 构成 一 个 面积 不 大 于 2 的 三 角形 ,于 


下 器 
[证 2] 今 S= oa mm =0,+l, 圭 2, 则 | | 


PE S,i = 1,2,…,6. 将 S 中 除 原点 以 外 的 24 点 分 日 
成 4 组 如 图 (a) 所 示 . 由 抽 居 原理 知 4 组 中 必 有 ! 组 ， 
其 中 至 多 有 1 个 给 定点 ;不妨 设 第 I 组 中 至 多 有 1 个 
给 定点 . (a) 
再 把 S 中 的 25 点 分 成 3 组 如 图 (b) 所 示 . 既 然 第 
I 组 中 至 多 有 1 个 给 定点 , 则 其 余 至 少 5 点 分 属于 
Tf .i 两 组 .由 抽 必 原理 知 必 有 一 组 中 含有 3 个 给 定 
点 .显然 ,以 它们 为 顶点 的 三 角形 的 面积 不 大 于 2 | ) 


[证 3] 令 S= fn) | m,n = 0,+1,+2), 辆 


第 
则 已 E S,i = 1.2,…,6. 将 S 中 的 除 坐标 轴 上 的 点 
之 外 的 16 点 分 成 4 组 ,每 个 象限 中 的 4 点 为 一 组 ,如 入 


故 至 少 有 两 点 在 4 个 正方 形 上 .由 抽 展 原理 知 ,至 少 
有 一 个 正方 形 ,不 妨 设 为 正方 形 工 ,其 上 至 少 有 1 个 





再 将 S 中 的 25 个 点 分 成 3 组 如 图 (d) 所 示 : 

A= (m,na)lm=0,+1,t2,n = 1,2|, 

B= (m,n)l m=-2,-1,0,n =-2,— 1,0}, 

C= {m,n)|lm = 1,2,n = 0,+1,+2|. 
注意 ,这 时 上 述 第 荆 组 的 点 既 属 于 A 又 属于 C, 故 
A,B,C3 组 中 至 少 共有 7 个 给 定点 .由 抽 居 原理 知 
必 有 一 组 中 至 少 含有 3 个 给 定点 ,以 它们 中 3 点 为 项 
点 的 三 角形 的 面积 不 大 于 2. 

[证 4] ”如果 之 轴 上 没有 给 定点 , 则 像 证 1 中 第 
2 段 那 样 可 证 结论 成 立 . 

设 xz 轴 上 至 少 有 1 个 给 定点 ,不 妨 设 在 正 半 轴 
(包括 原点 ) 上 至 少 有 1 点 .于 是 可 像 图 (e) 所 示 那 样 
将 S 中 的 25 点 分 成 3 组 ,其 中 正 半 轴 上 的 3 点 既 属于 (d) 
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B 又 属于 C. 这 样 一 来 ,A,B,C 3 个 集合 中 共 含有 
7 个 给 定点 , 故 由 抽 展 原理 知 其 中 必 有 一 个 集合 中 
至 少 含 有 3 个 给 定点 . 
[证 5] 令 
S = {m,n)|lm,n =—-2,—1,0,1,2|, 
Al= {m,n)|m =-2,--1,0,1,2;n = 1, 





A2 = {(m,n)|m =-2,-1,0,1,2;n = 一 


A;3= {|(m,n)im =-2,- 1;n =—2,-—1,0,1,2i, 
As= {m,n)|m = 1,2;n =—2,- 1,0,1,2}, 
As= {m,n)|lm,n = 0,1,2!1, 
{m,n)im =-2,-1,0;n = 0,1,2!, 
{Cm,n)| m,n =—2,— 1,01!, 
Ag = {|(m,n)|m = 0,1,2;n =— 2,- 1,0|. 
容易 看 出 ,S 中 的 25 个 整 点 中 每 点 至 少 属于 Al,A,,…,As 中 的 3 个 集 
合 , 从 而 每 个 给 定点 也 至 少 属 于 这 8 个 集合 中 的 3 个 集合 .这 样 一 来 ,8 
个 集合 中 至 少 共 有 18 个 给 定点 (包括 重复 计数 ). 于 是 由 抽 懂 原理 知 其 
中 必 有 工 个 集合 中 至 少 含有 3 个 给 定点 . 
10.95 ” 试 证 在 平面 上 存在 一 个 圆 ,其 内 恰好 有 1982 个 整 点 . 
(第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


[证 ] ” 取 点 已 ( 5, 二 ), 则 所 有 整 点 到 点 P 的 距离 各 不 相同 ， 
事实 上 ,车 有 整 点 (a.6),(c,d), 合 得 


(a -2+(e- 村 ) = (ec-J72+ (4-1), OD 


> > 
上 中 


则 有 
2(c -a)y2= eatd -b+ $6 -qd). (JI 


若 c 夭 ac, 则 四 趟 磊 端 为 无 理 数 而 万 端 为 有 理 数 ， 下 慎 . 故 必 有 = = 
从 而 鸳 式 化 为 


d” -b+ 和 (bd)=0， 
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(qd- (dt+b+$)=0. 3) 


由 于 d 和 4 都 是 整数 , 故 @ 式 右 端 第 2 个 因子 不 为 零 , 所 以 有 d = 0b， 
即 有 (cc ,2) = (ec,a). 

将 所 有 整 点 到 点 P 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 行 有 

di,d2,°"" ,dd1982, 4d 1983,°""， 

取 ,使 djogy < rr< aios, 则 当 以 点 已 为 圆心 ,以 > 为 半径 作 贺 时 ,所 
得 的 圆 内 恰 有 1982 个 整 点 . 

10.96 ”在 坐标 平面 上 求 作 一 个 凸 集 , 使 得 它 含 有 无 限 多 个 整 点 ， 
但 它 与 任何 一 条 直线 的 交集 至 多 含有 限 多 个 整 点 . 

(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 在 坐标 平面 上 令 
M= lz)lyVz-isy 和 zi， 
则 AM 满足 题 中 要 求 . 事 实 上 ,对 于 任何 zz € 2Z, 直 线 x = 4 与 M 的 交 为 
长 度 为 上 的 线段 ,其 上 当然 有 上 个 整 点 .从 而 M 中 含有 无 穷 多 个 整 点 . 
男 一 方面 , 当 k = V2 时 ,直线 y = kzr + 5 至 多 舍 有 1 个 整 点 .否则 ,对 
于 其 上 的 两 个 整 点 (x1 ,kxi + 56) 和 (zz,&r + 65), 我 们 有 
| Wzx) + 5b)— (V2xrs + 5)| = V2 | zi 一 ;| ， 
这 意味 着 V2 为 无理 数 ,矛盾 . 当头 V2 时 ,直线 y = kz + 45 与 集合 M 
之 交 是 1 条 线段 ,其 上 的 整 点 当然 至 多 有 有 限 多 个 . 
10.:97 设 KK 是 坐标 平面 上 的 凸 区 域 , 它 关 于 原点 对 称 且 面积 大 
于 4. 求 证 在 K 内 存在 一 个 整 点 (m,n) 关 (0,0). 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 用 与 坐标 轴 距 离 为 偶数 的 两 组 平行 线 , 将 坐标 平面 分 成 内 
部 不 交 的 边 长 为 2 的 正方 形 . 记 位 于 第 1 象限 且 以 原点 为 1 个 顶点 的 2 
x 2 的 正方 形 为 Q. 将 其 他 所 有 与 K 有 交 的 正方 形 都 平移 到 正方 形 Q 
上 .因为 Q@ 的 面积 为 4 而 的 面积 大 于 4, 所 以 K 在 诸 正 方形 中 的 部 分 
将 出 现 重 伙 , 即 K 中 存在 两 个 不 同 的 点 A 和 B, 使 得 二 者 的 纵 坐 标 之 差 
与 横 坐 标 之 差 均 为 偶数 . 由 于 K 关于 原点 对 称 , 故 点 A 关于 原点 的 对 
称 点 A E K. 又 因 BE€ 天 ,K 为 凸 集 , 故 线段 AB 含 在 K 中 ,特别 地 ， 
AB 的 中 点 ME K. 易 见 , M 为 整 点 且 AM 不 是 原点 . 

10.98 求 最 大 正 整 数 ”, 使 在 坐标 平面 上 存在 ”个 整 点 ,其 中 任 
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何 3 点 都 构成 一 个 三 角形 , 且 三 角形 的 重心 不 是 整 点 . 
(第 19 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 设 点 (>， ，y1 ) ; (zy ) (x3,y3) 是 3 个 整 点 , 则 以 它们 为 
顶点 的 三 角形 的 重心 的 坐标 为 


1 1 
(二 (xi ft x2 73) ,3 (1 十 y2 十 y3) ). 


容易 验证 ,下 列 8 个 整 点 

(0,0),(0,3),(3,1),(3,4),(1,0),(1,3),(4,1),(4,4) 中 的 任何 3 
点 都 构成 一 个 三 角形 且 其 重心 不 是 整 点 . 故 知 所 求 的 最 大 正 整数 ”六 
8. z 

为 一 方面 ,我 们 来 证 明 , 任 何 9 个 整 点 都 不 满足 题 中 的 条 件 . 若 不 
然 , 设 有 9 个 整 点 满足 题 中 的 条 件 . 对 于 整 点 (zx,y), 设 xz,y 除 以 3 的 余 
数 为 ,xr;, 此 处 rl 和 ,为 非 负 整 数 , 则 称 整 点 (zx,y) 为 (xj,r,) 型 的 . 
这 样 ,我 们 就 把 平面 上 的 全 部 整 点 分 成 了 9 类 .由 于 同类 中 的 3 点 为 项 
点 的 三 角形 的 重心 也 是 整 点 , 故 上 述 9 个 整 点 中 的 任何 3 点 都 不 属于 同 
一 类 .因此 ,这 9 点 至 少 分 属于 这 9 类 中 的 5 类 .从 S$ 类 中 各 选 1 点 ,得 到 
5 个 互 不 同类 的 点 ,这 5$ 点 的 横 坐 标 只 有 3 个 不 同 值 :0,1,2. 若 5 点 中 有 
3 点 模 坐 标 相同 , 则 因 互 不 同类 , 纵 坐 标 必 分 别 为 0,1,2, 从 而 以 这 3 点 
为 顶点 的 三 角形 的 重心 为 整 点 ,此 不 可 能 , 故 5 点 的 横 华 标 必然 分 别 取 
3 个 值 , 且 个 数 分 别 为 2,2,1. 因 为 重心 是 否 整 点 是 平移 不 变 的 , 故 不 妨 
设 对 应 于 个 数 1 的 整 点 为 (0,0) ,于 是 另外 4 个 整 点 的 横 坐 标 有 两 个 为 
1 ,两 个 为 2. 将 横 坐 标 为 1 和 2 的 6 类 分 成 3 组 

1(1,1),(2,2)1,1(1,0),(2,0)| ,1(1,2),(2,1)1. 

由 抽 必 原理 知 另外 4 点 中 必 有 两 点 属于 闻 一 组 .这 两 点 加 上 点 (0,0) 所 
构成 的 三 角形 的 重心 为 整 点 ,矛盾 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 大 正 整 数 n = 8. 

10.99 ”在 坐标 空间 中 给 定 37 个 整 点 ,其 中 任何 3 点 都 不 共 线 , 求 
证 其 中 必 有 3 点 ,使 得 以 它们 为 项 点 的 三 角形 的 重心 也 是 整 点 . 

(第 19 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1977 年 ) 

[证 11] 令 每 个 整 点 (zy，z) 都 对 应 于 一 个 三 元 数组 (r(x)， 
r(y),r(z)), 其 中 r(x) 是 z 除 以 3 的 非 负 余数 ,r(y),r(z) 的 意义 与 
此 相同 .因为 r(x) € 10,1,21, 故 由 抽 民 原理 知 37 个 给 定 整 点 中 至 少 
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有 13 个 点 所 对 应 的 r(x) 相同 . 同 理 ,这 13 个 点 中 至 少 有 5 个 点 所 对 应 
的 xr(y) 相同 , 亦 即 有 5 个 整 点 所 对 应 的 ~(z),r(y) 都 相同 .考察 这 5 
点 所 对 应 的 r(xz) 的 值 . 硅 有 3 点 对 应 同一 个 值 , 则 这 3 点 便 满 足 题 中 要 
求 . 夺 对 应 于 每 个 值 的 点 至 多 两 个 , 则 对 应 于 0,1,2 的 点 至 少 各 有 1 个 . 
显然 ,这 样 的 3 个 点 便 满足 题 中 要 求 . 

[证 2] 像 证 1 中 一 样 地 将 整 点 (x,y,z) 对 应 于 三 元 数组 (x(x)， 
r(y),r(z)); 如 果 给 定 的 37 个 整 点 中 有 3 个 点 对 应 于 同一 个 三 元 数 








组 , 则 以 这 3 点 为 顶点 的 三 角形 的 重心 也 是 整 点 .如 果 对 应 于 任 一 三 元 
数组 的 整 点 至 多 两 个 , 则 37 个 给 定点 中 至 少 有 19 个 整 点 ,它们 所 对 应 


的 三 元 数组 互 不 相同 . 
因为 不 同 的 三 元 数组 共有 27 个 ,可 以 将 它们 分 成 互 不 相交 的 9 组 . 
(12,7,0),(2,7,1),(2,7,2)1 ,i,7 = 0,1,2. 
由 抽 懂 原理 知 上 述 19 个 整 点 中 必 有 3 点 ,它们 对 应 的 3 个 三 元 数组 属 
于 9 组 中 的 同一 组 . 易 见 ,这 3 点 便 满足 题 中 要 求 . 
10.100 设 S 是 一 个 非 空 点 集 , 它 的 所 有 点 都 是 整 点 .此 外 ,还 给 
定 一 组 有 限 多 个 有 整数 坐标 的 非 零 加 量 组 .已 知 当 将 向 量 组 中 的 所 有 
问 量 的 起 点 都 放 在 S 中 的 任 一 点 时 ,它们 的 终点 中 属于 S 的 比 不 属于 
S 的 多 .求证 S 必 为 无 穷 点 集 . 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 设 S 为 有 限 点 集 , 于 是 其 中 必 有 两 点 A 和 日 ,使 A 的 纵 坐 
标 是 所 有 点 的 纵 坐 标 中 最 大 的 且 在 纵 坐 标 同 为 最 大 的 所 有 点 中 ,A 的 
横 坐 标 最 大 ; 电 的 纵 坐 标 是 所 有 点 的 纵 坐 标 中 最 小 的 且 在 纵 坐 标 辣 为 
最 小 的 所 有 点 中 ,B 的 横 坐 标 最 小 . 
首先 把 给 定 的 所 有 向 量 的 起 点 都 放 在 点 A , 按 已 知 ,满足 y>0 和 
y=0,z >0 的 器 量 数 少 于 半数 .然后 再 把 所 有 向 量 都 放 在 点 B, 又 知 
y<0 和 y=0,z<0 的 向 量 也 少 于 半数 ,矛盾 . 
10-101 设 S 为 平面 上 所 有 整 点 的 集合 .求证 对 于 S 中 的 任何 3 
点 A,B,C, 都 有 异 于 它们 的 第 四 点 D E S ,使 得 线段 AD ,BD ,CD 的 
内 部 不 含 S 中 的 点 .对 于 S 中 的 任何 4 点 ,同样 的 结论 是 否 成 立 ? 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 点 A,B,C 的 坐标 分 别 为 (al,as), (61,6;) 和 (0， 
0). 邻 4a = (a2,b;), 于 是 43 一 a， db = bd,a sb; EE ZH(a’,, 
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b;,) = 1. 由 此 有 (a ;一 63,60'2) = 1. 取 整数 ; ,使 得 
sb' ;三 1(mod a’'s— 6b.;) 
并 令 y= da'，b，s+1, 则 有 
(y,y— a) = (yy 一 pb) = 1, 
(y— ay- 6) = (y- a, — b2) 
= (1l+avd(b’ 2s — 1),a2— b2) 
= (1l,as— b2)= 1. 由 
由 名 和 中 国 剩余 定理 ,有 整数 x 满足 
| y), 


Sx 号 党 


+ 汪 aj + 1(mod y ~ a;), 
+ 尘 b + I(mod y — 6,). 
于 是 整 点 (x ,y) 满足 条 件 
(x,sy) = (rr-arvy—-a)= (xr-bi,y~- 6)=1. 四 
把 点 (zy,y) 记 为 万 .因为 两 个 整 点 (ztyyl)， (zzyy2) 的 连 线 内 部 无 整 
点 的 充分 必要 条 件 是 (zz 一 zy 一 yw) = 1, 所 以 由 人 @ 知 线段 AD， 
BD ,CD 内 部 均 不 含 S 中 的 点 . 

取 S 中 的 4 个 点 :A(0,0),B(0,1),C(1,0),D(1,1). 对 于 任 一 点 
P(x,y) € S, 数 对 (z,y) 的 奇偶 性 必 于 (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) 之 
一 相同 ,从 而 点 了 与 这 点 的 连 线 中 点 属于 S. 这 表明 4 点 时 结论 不 再 成 
立 . 

10.:102 设 工 是 坐标 平面 中 的 一 个 子 集 .定义 如 下 : 

L = |1(41lr +2y,597 + 15y)| x,y € QZ 
试 证 每 个 以 原点 为 中 心 ,面积 等 于 1990 的 平行 四 边 形 至 少 包 含 集 上 中 
的 两 个 点 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥 林 还 克 候 选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 下 是 以 (0,0),(41,59),(43,74),(2,15) 为 顶点 的 平行 
四 边 形 , 它 的 4 个 顶点 都 属于 上 ,和 且 下 中 其 他 点 都 不 属于 上 L .将 下 在 坐标 
平面 上 向 各 方向 平移 , 便 形 成 以 下 为 基本 区 域 的 网 络 , 网 络 的 结 点 都 
是 工 中 的 点 .下 的 面积 








0 0 1 
SFr = 141 39 11 = 497. 
2 13 i 
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设 忆 是 以 原点 为 中 心 ,面积 等 于 1990 的 平行 四 边 形 . 以 原点 为 中 
心 ,相似 比 为 方 的 位 似 变换 . 记 平行 四 边 形 已 的 位 似 象 为 已 , 则 已 的 


面积 为 1990 x 地 = 497 二 > 497. 这 样 一 来 , 当 将 平行 四 边 形 P" 被 网 
络 所 分 成 的 诸 块 都 平移 到 基本 区 域 下 中 时 , 必 有 两 点 重要 . 设 这 两 点 
是 D'(x] ,Vy1) 和 门 (za ，y2 )， 由 于 平移 是 没 网 格 线 移动 的 ， 所 以 点 
M(xri~ zy -2) EL. 

男 一 方面 ,因为 D'1,D’,; € P’, 所 以 Di(2x1,2y1),D;,(2x,,2y,) 
E P. 又 因 P 是 以 原点 为 心 的 平行 四 边 形 ,所 以 Di(- 2zr3, -2y) € 
P. 从 而 线段 D1D; 的 中 点 ME P, 日 M 关 (0,0). 这 就 证 明了 平行 四 
边 形 P 中 至 少 含 有 上 中 的 两 个 点 . 

10.103 ”在 坐标 平面 上 给 定点 集 

S= |(zr,y)| r= 1,2,…,1993,y = 1,2,3,4|. 
已 知 工 CS 且 荆 中 任何 4 扣 痢 不 是 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 ， 求 | 开 | 的 
最 大 值 . 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 按 下 图 所 示 的 方式 选取 点 集 To, 具体 方 法 是 以 4 列 为 周 
期 ,每 4 列 都 是 选取 10 个 点 .因为 1993 = 4x498+1, 故 | To| = 10x 
498 + 3 = 4983, 且 To 中 任何 4 点 都 不 是 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 . 可 见 ， 
所 求 的 | 了 | 的 最 大 值 不 小 于 4983. 





下 面 证 明 ,对 于 任何 TC S, | 工 | = 4984, 点 集 工 都 不 能 满足 题 中 
要 求 . 

引 理 ] 对 于 集合 S1 = (x,y)|x,y = 1,2,3| 的 任 一 7 元 子 集 
AM ,其 中 总 有 4 点 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 . 

只 要 注意 集合 Si 中 有 一 列 3 点 全 在 M 中 ,很 容易 完成 引 理 的 证 
明 , 这 里 从 略 . 

引 理 2 ”对 于 集合 S; = 1(x,y)|xz = 1,2,3,4,y= 1,2,31 的 任 
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一 9 元 子 集 M, 其 中 总 有 4 点 是 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 . 

引 理 2 的 证 明 若 不 然 , 则 由 引 理 1 知 ,集合 S; 的 第 1 列 和 第 4 列 
的 各 3 点 全 在 M 中 .另外 3 点 分 属于 S, 的 中 间 两 列 ,总 有 一 列 中 至 少 
有 M 中 的 两 点 . 易 见 ,无 论 这 两 点 在 本 一 列 和 怎样 分 布 ,总 是 与 第 1 列 
或 第 4 列 中 的 相应 两 点 构成 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 ,矛盾 . 

引 理 3 设 S = (xz,y)|xz,y = 1,2,3,4}, 则 S; 的 任 一 11 元 子 
集中 总 有 4 点 是 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 . 

引 理 3 的 证 明 5; 的 16 个 点 排 成 4 行 4 列 的 点 阵 . 设 有 MCS， 
| M1 = 11 且 M 中 任何 4 点 都 不 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 .于 是 由 引 理 
2 知 ,S3 的 第 1,4 两 行 和 1,4 两 列 中 的 每 行 每 列 都 至 少 含 M 中 的 3 点 ， 
而 3 点 中 显然 至 少 有 ! 点 是 “ 角 点 ”. 从 而 Si 中 的 4 个 角 点 至 少 有 两 个 
在 M 中 ,至 多 有 3 个 在 M 中. 

(1) 设 M 中 恰 念 两 个 角 点 ,这 时 两 个 角 点 
必 为 大 正方 形 的 一 组 相对 顶点 ,不 妨 设 为 (1， 

4) 和 (4,1). 由 于 另 两 个 角 点 不 在 M 中 , 故 边 水 
上 的 另外 8 点 全 在 M 中 .从 而 标 有 * 号 的 4 点 * 
是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 ,了 矛盾 . 支 

(2) 设 M 中 恰 含 3 个 角 点 .不 妨 设 右 下 方 
的 角 点 不 在 M 中 .这 时 第 1,4 两 行 和 
第 1,4 两 列 上 M 中 的 点 的 分 布 只 有 两 
种 不 同情 形 如 下 .这 时 每 个 图 中 已 各 有 
9 点 . 夺 在 第 1 列 或 第 1 行 上 再 取 一 点 ， 

则 必 导 致 4 点 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶 

态 , 玫 盾 . 故 知 M 的 另 两 点 只 能 取 在 内 部 4 点 之 中 .于 是 无 论 哪个 图 
中 , M 都 有 1 点 取 在 画 “x” 的 位 置 上 ,从 而 又 导致 4 点 是 一 个 正方 形 的 
4 个 顶点 ,矛盾 .这 就 完成 了 引 理 3 的 证 明 . 

回 到 原 题 的 证 明 . 设 有 TCS,1T| = 4984, 但 
是 工 中 任何 4 点 都 不 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 .由 引 
理 3 知 ,点 集 S 中 的 任何 连续 4 列 组 成 的 4x4 的 子 集 
中 都 至 多 含 了 的 10 点 .从 而 每 连续 4 列 中 都 恰 含 了 
的 10 点 且 第 1 列 的 4 点 全 在 全 中 .这 又 导致 第 5 列 的 
4 点 也 全 在 荆 中 .这 样 一 来 ,第 2,3,4 这 3 列 中 还 有 工 的 6 点 .显然 , 任 
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何 一 列 中 若 有 了 的 3 点 ,都 将 导致 有 4 点 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 . 故 
第 2,3,4 列 的 每 列 中 都 恰 有 了 的 两 点 . 

易 见 ,第 2 或 4 列 的 两 点 若 相 邻 或 为 上 下 两 端点 ,都 将 导致 有 4 点 
是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 . 故 两 列 的 各 两 点 都 只 能 是 该 列 中 的 1,3 两 点 
或 2,4 两 点 且 两 列 又 不 相同 .不 妨 设 4 点 如 上 图 所 示 . 这 样 一 来 ,了 的 点 
无 论 在 第 3 列 的 哪个 位 置 ,都 导致 有 4 点 是 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 ,了 矛 
盾 . 

综 上 可 知 , 所 求 的 | 工 | 的 最 大 值 为 4983. 

10.104 在 半径 为 1 的 圆 内 任 给 14 个 点 ,求证 其 中 必 有 两 点 的 距 
离 小 于 0.72. 

(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[证 ] 以 0.36 为 半径 , 作 已 知 单位 圆 的 同 
心 圆 ,然后 将 圆 环 分 成 12 等 份 . 这样 共 得 到 13 
部 分 :一 个 小 圆 内 部 (小 圆周 划 给 外 面 诸 部 分 ) 和 
12 个 全 等 的 曲 边 梯形 (如 图 ). 

14 个 给 定点 分 布 于 13 个 区 域 中 ,由 抽 居 原 
理 知 其 中 必 有 两 点 落 在 同一 个 区 域 中 .这 两 点 就 
满足 题 中 的 变 求 . 

事实 上 ,如 果 小 圆 内 有 两 个 已 知 点 , 则 两 点 间 的 距离 小 于 直径 
0.72. 如 果 两 点 已 和 Q 落 在 同一 个 曲 边 梯形 中 ,连结 PQ .OP 、OQ ,由 
余弦 定理 有 


Et 一 3 


点 
集 





PQ = OP + OQ ~ 2OP. OQcos/ POQ. 
记 OP=p,0Q=g, 人 POQ=Q, 于 是 0.36<p,q<1,0<9< 下 .不凡 
设 p 之 gq, 于 是 义 有 
PQ =p +g ~2pgqcosd<p +g -2pgcos 
=p +g ~—y3pgq=(p- gq) + (2-Y3)pg 
< 和 (1-d) +(2-Y3)g=g*—yY3g+] 
= (40-9 ) + 1 <(0.867-0.36)?+0.25 


2 
=0.507 +0.25=0.507049<0.722. 
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故 得 PQO<0.72. 

10.105 ” 设 平 面 上 的 有 限 点 集 S 中 至 少 有 3 个 点 ,对 于 S 中 任意 
两 个 不 同 的 点 A 和 B, 线 段 AB 的 垂直 平分 线 都 是 集 S 的 一 条 对 称 轴 . 
求 所 有 这 样 的 点 集 S. 


中 次 


(第 40 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,每 个 正 ” 边 形 的 ”个 顶点 所 成 的 集合 都 满足 题 中 的 
要 求 ,其 中 =3,4…. 下 面 我 们 来 证 明 ,这 些 点 集 就 是 满足 题 中 要 求 的 
全 部 点 集 . 

设 有 ”点 集 S= 1Ai,A,,…,A,| 满 足 题 中 要 求 ,其 中 % 之 3. 设 点 
集 S 的 重心 为 M. 对 于 任意 的 1 过 i<j 志 ,因为 线段 A.A; 的 垂直 平 
分 线 1 为 点 集 S 的 对 称 轴 , 即 在 关于 直线 / 的 反射 变换 之 下 集 S 不 变 . 
所 以 重心 M 关于 1/ 与 自己 对 称 , 即 点 M 在 直线 1 上 . 从 而 有 AM = 
AM .再 由 i 和 j 的 任意 性 即 得 A1M = A，M =…= A,M .这 表明 S 中 
的 2 个 点 都 在 以 重心 M 为 圆心 的 一 个 贺 上 .从 而 这 zn 个 点 是 一 个 圆 内 
接 多 边 形 当然 是 一 个 凸 n 边 形 的 个 顶点 .不 妨 设 这 个 凸 n 边 形 为 
AriA,…A,. 

考察 线段 A1A;. 它 的 垂直 平分 线 /| 过 重心 M .这 时 点 A, 在 直线 
AlAs 的 一 侧 , 而 点 A4,…, A, 都 在 直线 A1A; 的 另 一 侧 . 既 然 由 为 5 
的 对 称 轴 .所 以 点 A 只 能 与 它 自己 对 称 , 即 点 42 在 直线 /| 上 .从 而 
有 AiA; = A,A;. 同 理 可 证 

AiAs= AsA3= A3As4=…… = A,_1A,= A,A. 

由 此 可 知 ,S 中 的 x 个 点 恰 为 一 个 正 % 边 形 的 个 顶点 . 

综 上 可 知 ,满足 题 中 要 求 的 所 有 点 集 就 是 平面 上 的 所 有 正 n 边 形 
的 7 个 顶点 所 成 的 集合 ,其 中 n=3,4,…. 

10:106 在 平面 上 是 否 存 在 两 个 不 交 的 无 限 点 集 A 和 B 满足 下 
列 条 件 : 
(DD) 在 AUB 中 ,任何 3 点 都 不 共 线 ,任何 两 点 间 的 距离 都 不 小 于 
工 ; 

(2) 任 何 一 个 顶点 都 在 B 中 的 三 角形 的 内 部 都 有 A 中 的 点 ,任何 
一 个 项 点 都 在 A 中 的 三 角形 的 内 部 也 都 有 B 中 的 点 ? 

(第 37 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
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[ 解 ] 这 样 的 两 个 点 集 不 存在 . 
若 不 然 , 设 存在 满足 题 中 要 求 的 点 集 A 和 B. 我 们 把 AUB 中 的 


尽 称 为 标定 点 . 
引 理 ”对 任意 目 然 数 2 之 3. 都 存在 一 个 以 标定 点 为 顶点 的 多 边 
形 ,使 在 它 的 内 部 及 边界 上 共有 2” 个 标定 点 . 


引 理 的 证 明 任 取 2 个 标定 点 , 设 它 们 的 凸 包 为 多 边 形 已 | 己 … 
P,, ,于 是 mw 之 3. 因 为 任何 两 个 标定 点 之 间 的 距离 都 不 小 于 1, 故 以 每 
个 标定 点 为 心 ,以 1 为 直径 的 圆 两 两 不 交 . 因 此 , 凸 包 多 边 形 的 内 部 及 
边界 上 所 含 的 标定 点 只 有 有 限 多 个 .不 妨 设 点 数 有 之 m. 

考察 直线 PP: 并 设 多 边 形 在 射线 PP; 的 左 侧 ,将 射线 PiP; 绕 
点 Pi 逆 时 针 和 转动 ,由 于 任何 3 个 标定 点 都 不 共 线 ,所 以 在 转动 过 程 中 ， 
每 次 只 有 1 个 标定 点 越过 射线 到 右 侧 .等 到 有 & - 2” 个 点 越过 射线 后 
就 停止 转动 ,于 是 射线 左 侧 恰 有 nn 个 点 .显然 ,这 ?个 点 的 凸 包 多 边 形 
即 为 所 求 . 

回 到 原 题 的 证 明 ,在 上 面 的 引 理 中 取 = 9, 且 设 对 应 的 多 边 形 的 
内 部 及 边界 上 的 9 个 标定 点 中 A 中 的 点 多 于 B 中 的 点 . 

(0 设 9 个 标定 点 中 至 少 有 6 点 属于 A ,于 是 B 中 的 点 至 多 3 个 . 
取 A 中 的 6 点 A;,A,,…,As. 

各 ;14 A;, …, A61 的 凸 包 为 六 边 形 , 不妨 设 为 六 边 形 
AihA2A3AsAsAho. 这 时 ,4 个 三 角形 人 人 A144;A3,， 个 A3AsA;， 
和 454ks4! 和 全 A1A;3A; 的 内 部 互 不 重 秋 ,不 可 能 都 含有 B 中 的 点 . 

若是 包 为 五 边 形 AlA,A;A4A;, 则 人 44 46， 人 42A43A46， 
入 434446, 和 会 444545 中 不 可 能 都 含有 B 中 的 点 . 

若 凸 包 为 四 边 形 44474344， 则 人 AAA ， 人 AAA 
全 A3AsAs, 合 AsAjA; 中 不 可 能 都 含有 B 中 的 点 . 

若是 包 为 全 A1AsAi, 不 妨 设 A 在 人 A1A,As4 的 内 部 . 于 是 
全 AjAsAs, 公 AsAxAh;, 全 AxiA1A, 和 公 A,A;As 的 内 部 互 不 重要 ,不 
可 能 都 含有 B 中 的 点 . 

无 论 哪 种 情形 ,都 与 反 证 假设 矛盾 . 

(iD)9 个 标定 点 中 有 5 个 A 中 的 点 Al , A;,A;,A4, As. 

若 |1A As, A3, A4, As| 的 凸 包 为 五 边 形 A;A,A;AsA;, 则 
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AAA)A,AAiA4A, AAASAI 中 至 少 各 含 B 中 1 荆 点 ,分 别 记 为 
Bi,B;,B3. 这 时 ,全 Bi1B,B; 中 不 含 A 中 的 点 ,矛盾 . 

车 凸 包 为 四 边 形 Ai1A;yA3As, 则 人 A1AsA;, 人 A,A3A;， 
和信 A;3AsAs 和 全 AsyAjAs 中 各 含 B 中 一 点 Bi,B,,B3, Ba, 但 这 4 点 的 
点 包 中 至 多 含 A 中 1 点 ,了 矛盾 . 

若 凸 包 为 人 AAA, 不 妨 设 A; 在 和 人 AIAA44 中 . 于 是 
AAAAAAIAIAAAIA AAA)AIA ,人 AAAIAS 中 不 可 能 


综 上 可 知 , 题 中 要 求 的 点 集 A 和 8B 不 存在 . 
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第 十 一 章 ”各 种 集合 问题 


11.1 在 右 图 所 示 的 方 格 网 中 , 每 一 孔 的 矿 才 
是 :1 x 1. 问 能 否 把 这 个 网 表示 为 以 下 集合 的 并 集 : 
(1) 每 条 长 度 都 为 5 的 8 条 折线 . 
(2) 每 条 长 度 都 为 8 的 5 条 折线 ? 
(第 17 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] (1) 上 面 4 条 横 线 每 条 左 端点 连 一 节 竖 线 ; 
右面 4 条 坚 线 的 下 端点 向 左 方 连 一 节 横 线 , 即 得 8 条 长 为 5 的 折线 . 

(2) 除去 正方 形 的 4 个 顶点 外 ,边界 上 的 12 个 结 点 每 点 引出 3 条 
线 , 故 它们 都 应 是 折线 的 端点 ,但 5 条 折线 只 有 10 个 端点 .所 以 要 把 图 
形 分 成 5 条 折线 是 不 可 能 的 . 

11.2 ”能 否 在 平面 上 放置 1000 条 线段 ,使 得 每 一 条 线段 的 端点 都 
严格 地 位 于 其 他 线段 的 内 部 ? 

(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 因为 有 只 有 有 限 条 线段 , 故 可 适当 选取 直角 坐标 系 ,使 坐标 
轴 不 与 任何 一 条 已 知 线段 平行 . 

1000 条 线段 至 多 有 2000 个 不 同 端点 . 取 其 中 z( 或 y) 坐标 最 大 的 
闪 点 , 则 它 不 能 是 任何 一 条 已 知 线段 的 内 点 .所 以 , 题 中 要 求 的 放置 法 
是 不 能 实现 的 . 

11.3 ”在 长 度 为 1 的 线段 上 标 出 了 一 些 区 间 , 不 论 是 同一 区 间 还 
是 不 同 区 间 中 的 任何 两 点 的 距离 都 不 等 于 0.1, 求 证 所 标 出 的 区 个 的 
长 度 之 和 不 超过 0.5. 






潜 囊 咏 注 装 六 


(第 42 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
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Sk 吵 座 


[证 ] 将 线段 用 分 点 Xo < XI < 二 2 < < X10 等 分 为 10 个 小 区 
间 [z yz ,i 二 1,2,…,10. 我 们 把 这 10 个 小 区 间 称 为 标准 区 间 并 从 
[到 10 编 号 . 易 见 ,已 标定 的 区 间 的 长 度 都 不 超过 0.1, 且 其 中 每 一 区 间 
至 多 与 两 个 标准 区 间 相 交 . 现 将 奇数 号 的 标准 区 间 向 右 平移 0.1, 将 偶 
数 号 区 间 向 左 平 移 0.1. 原 有 的 标定 区 间 随 之 平移 ,所 得 的 各 部 分 与 原 
来 的 所 有 区 间 互 不 相交 . 故 知 所 有 标定 区 间 的 长 度 之 和 的 2 倍 不 超过 
1 . 

11.4 设 集 合 M 是 由 一 条 直线 上 & 段 互 不 相交 的 线段 组 成 的 , 且 
对 任何 长 度 不 大 于 ! 的 线段 ,都 可 放 在 直线 上 ,使 其 两 个 端点 都 属于 
M ,求证 组 成 集合 M 的 段 线段 的 长 度 之 和 不 小 于 - 

(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 设 上 条 线段 依次 为 [ai,b;] 目 当 i < j 时 ,b; < a,l 志 i< 

j 之 上 . 令 d; = 6b; 一 a;, 则 要 证 的 结论 是 
> 让 0 
令 M; = [a; 一 0 -ai<r < 1y 所， 
M. = [0,d,}],i = 1,2,.…,k. 

易 见 ,集合 (线段 )M; 的 长 度 为 d; + dj. 按 已 知 ,对 于 任何 长 度 /不 超过 
1 的 线段 ,都 可 把 它 放 在 直线 上 ,使 其 两 个 端点 都 在 M 中 .如 果 它 的 两 
个 端点 都 在 M 的 同一 段 线 段 [a; ,0 中, 则 2E Mi; ;如果 它 的 两 个 端点 
分 属于 两 条 线段 [a;,b;|] 与 [Law ,< j, 则 1 EE M;. 这 意味 着 [0,1] 
CU Ms- 因而 有 


之 /di+ > (di+d)>1. 


由 此 即 得 Q@ 式 ， 
11'5 已 知 在 半径 为 n € N 的 圆 内 有 4n 条 长 度 为 1 的 线段 ,i 为 
某 条 直线 ,求证 必 有 另 一 条 直线 , 它 或 者 平行 于 1 ,或 者 垂直 于 /, 且 至 
少 和 圆 内 的 两 条 已 知 线段 相交 . 
(比利时 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 设 直线 1/ | 1, 则 每 条 长 度 为 1 的 线段 在 直线 1 和/ 上 的 投 
影 之 和 不 小 于 1. 从 而 4n 条 已 知 线段 在 直线 1 和 六 上 的 投影 长 度 的 总 
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和 不 小 于 42 .因此 ,两 条 直线 / 与 / 中 至 少 有 1 条 ,不 妨 设 / 上 的 投影 
长 度 之 和 不 小 于 2n. 因 4n 条 线段 都 在 圆 内 ,所 以 直线 ! 上 至 少 有 1 点 
忆 , 它 至 少 在 某 两 条 线段 的 投影 上 .显然 ,过 点 已 所 作 直 线 ! 的 垂 线 就 至 
少 与 两 条 给 定 线段 相交 , 即 它 满足 题 中 的 要 求 ， 

11.6” 设 M 是 一 个 八 面体 棱 长 的 集合 ,这 个 八 面体 的 所 有 面 都 是 
全 等 的 四 边 形 ,求证 /M 至 多 有 3 个 元 素 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 】 显然 ,这 个 八 面体 共有 16 条 棱 . 由 欧 拉 公式 知 , 它 有 10 个 


设 w 是 引出 i 条 棱 的 顶点 数 ,于 是 有 
v3+ va+ := 10, 中 
3v3 二 4v4 十 … = 32. OD 
从 两 式 中 消去 va ,得 到 
V4+2vs+ 3v6+ .= 2. (3) 


因此 有 让 委 2,u 委 1 = 0,i1 = 6,7,…. 从 而 再 由 外 得 v3 > 0. 
车 结论 不 成 立 , 则 M 有 4 个 元 素 . 因为 八 面体 的 所 有 面 都 是 全 等 
的 四 边 形 , 故 每 个 面 的 4 条 边 都 互 不 相同 . 设 A 是 引出 3 条 棱 的 顶点 ， 
以 A 为 项 点 的 3 个 面 分 别 为 ABCD，, ADEF, AFGB. 记 AB = a,BC = 
b,CD = c,DA = d. 因 为 ABCD 和 AFGB 全 等 ,AF 与 AB 相 邻 , 故 AF 
= b 或 d; 又 因 ABCD 和 ADEF 全 等 , 故 AF = c 或 a ,矛盾 . 
11.7 ”能 否 在 校长 为 1 的 正四 面体 的 表面 上 选取 一 个 由 若干 条 线 
段 组 成 的 有 限 集 , 使 得 四 面体 的 任何 两 个 顶点 都 可 用 由 这 个 集中 的 某 
些 线段 组 成 的 折线 来 连接 且 这 个 集中 线段 的 长 度 之 和 小 于 1 + 3? 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
|[ 解 ] 可 以 做 到 . 例如 可 选取 6 条 线段 的 集合 {AM ,BM ,MO， 
ON ,CN ,DN| ,其 中 点 M,N,O 分 别 为 BE,CF 和 楼 BC 的 中 点 而 BE 
和 CF 分别 为 人 ABC 和 全 BCD 的 高 . 当 将 这 6 条 线段 所 在 的 四 面体 的 


两 个 侧面 铺 平时 ,这 6 条 线段 的 位 置 如 图 所 示 . 6 FF Dp 
显然 ,四 面体 的 任何 两 个 顶点 都 可 用 由 这 组 吧 

线段 中 的 某 几 条 所 组 成 的 折线 来 连接 . 因而 , 只 bp AN 

须 再 验证 6 条 线段 的 长 度 之 和 小 于 1+ VY3. 这 时 ，4 pF Cc 
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MO + ON = 十,BM+ CN = 只 .又 因 AM = DN, 故 只 须 再 证 AM < 
二 + 如. 由 勾 股 定理 有 
_ 1 3 2 了 1 V3Y 
AM? = AF* + FM- = 1 +ic= 16< (二 + 呈 ) ， 
两 边 开 平方 即 得 所 欲 证 . 
11.8 ”已 知 一 条 直线 上 的 一 组 线段 ,它们 的 长 度 之 和 小 于 1. 试 证 
对 于 此 直线 上 的 任何 一 个 x 点 集 , 总 可 以 将 个 点 沿 直线 平移 一 个 长 
度 不 超过 二 的 向 量 ,使 得 平移 后 的 ”点 中 的 任何 一 点 都 不 属于 任何 一 
条 已 知 线段 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 设 MM 是 已 知 线段 的 并 集 , 则 ,JM 的 长 度 小 于 1. 设 P(i = 1]1， 
2,…,n) 是 直线 上 的 nn 个 已 知 点 ,并 用 I 表示 以 P; 为 中 点 ,长 度 为 n 的 


”线段 . 易 见 ,M 1 是 长 度 和 小 于 1 的 若干 条 线段 的 并 集 . 


设 w 表示 以 向 量 P 户 | 为 位 移 的 平移 ,i = 1,2,…,n. 因为 在 平移 

之 下 线段 长 度 不 变 , 故 有 oq;(1;) = 五 . 令 

I =Ug(M NN 1;),， 
则 了 是 长 度 之 和 小 于 的 线段 的 并 集 , 且 工 C 五 . 因为 有 长 度 为 m, 所 
以 存在 点 Qi E DI 一. 

记 以 向 量 已 | @Q, 为 位 移 的 平移 为 p, 则 9 便 满 足 题 中 的 要 求 . 若 不 
然 , 必 有 Pi ,使 p(P; )E M. 又 因 gp(P; )E€E1, 故 有 pgp(P;)EMnN 
1 .于 是 按 平移 p 和 gp; 的 定义 便 知 

Qi = op(P1) 一 pl pi (CPi )) 一 pi Cp Pi )) 

CC pi M 门 I ) C1, 
此 与 Qi 多 1 矛盾 . 

11.9 ”在 三 维 空 间 中 给 定 一 点 O 及 由 总 长 等 于 1988 的 若干 条 线 
段 组 成 的 有 限 集 4 , 试 证 存在 一 个 平面 与 集 A 不 相交 且 到 点 O 的 距离 
不 超过 574. 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 , 1988 年 ) 
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[证 ] 以 点 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 并 将 所 给 的 线段 分 别 向 3 
条 坐标 轴 投 影 . 设 A 中 共有 ) 条 线段 且 它 们 在 3 条 轴 上 的 投影 长 分 别 


为 zx, y;, zi,i = 1,2,… ,Nn. 记 = DERS Dy z= 1 。 于 是 
由 柯 西 不 等 式 有 


+ryte= (Oa ,) + (Dy) + (Ds) 


:= 1 


一 -na + Yiy; + ziz;) 


i= b=1 


< VY ya + yf + z?)(x? + y? + x?) 


:= ll;= 1 





第 
2 
= (> VAR ) 和 
= 1988’. QD 条 
不 妨 设 rz = minlz,y,z| ,于 是 由 中 有 问 
1988 是 
< < 2X574. 
人 





从 而 在 zx 轴 上 的 区 间 [ -574,574] 内 必 有 一 点 不 在 n 条 给 定 线段 的 投 
影 上 .过 这 点 作 与 x 轴 垂 直 的 平面 便 满足 题 中 的 要 求 . z 

11.10 考虑 一 条 直线 上 的 奋 干 个 子 集 的 有 限 组 ,其 中 每 个 子 集 
都 是 两 个 闭 区 间 的 并 集 ,并 且 任 何 3 个 子 集 都 有 1 个 公共 点 .求证 这 条 
直线 上 存在 一 点 , 它 属于 这 个 有 限 组 中 的 至 少 一 半 子 集 . 

(第 12 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 显然 ,只 须 证 明 在 直线 上 的 2” + 1 个 子 集中 必 存 在 n+1 

个 子 集 ,其 交集 非 空 . 设 这 2n + 1 个 子 集 分 别 为 . 
E;= [a,b Ule,d;}j,i = 1,2,…,2n+1, 

其 中 a; < 5; 过 c < di 不 妨 设 疝 和 过 扩 委 秋思 

考察 点 b,41. 

(1) 车 对 所 有 i > n +1, 均 有 a 过 5, ,1, 则 

br Elabl CE,i=n+l,n+2,.…,2n+1, 


2n+1 
bE NE. 
由 此 可 见 , 点 5,+1 即 为 所 求 . 
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(2) 若 有 2; > 天 十 1 ,使 得 Qi > brl , 则 对 所 有 in+1, 均 有 [a;， 
b;:|] 门 E; = 仿 . 由 已 知 , 对 任何 1 志 ij 之 志和 n+ 1, 均 有 [Ci ,di ] 0 
[co sdi,] Nn FE; 天 OO, 当然 更 有 [ci ,di ] 站 Le » di, 天 OO. 令 
d = _min di, 则 显然 有 

d < 站 [cd CAE 
可 见 , 点 d 即 为 所 求 . 

综 上 可 知 ,直线 上 总 存在 1 点 , 它 属 于 有 限 组 中 的 至 少 一 半 子 集 . 

11.11 ”在 平面 上 给 定 7 条 直线 ,其 中 任何 两 条 都 不 平行 ,求证 必 
能 从 中 选 出 两 条 直线 ,使 二 者 之 间 的 夹 角 小 于 26". 

(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 大 不 然 , 则 任何 两 条 直线 的 夹 角 都 不 小 于 26 

设 第 1 条 直线 与 第 2 条 直线 的 交点 为 M ,并 将 另外 5 条 直线 都 平移 
到 过 点 M ,于 是 任何 两 条 直线 移动 前 后 的 交角 不 变 . 但 移动 后 的 7 条 直 
线 交 于 一 点 M ,它们 把 以 M 为 顶点 的 周 角 分 成 7 对 内 部 互 不 重 释 的 对 
顶 角 .由 于 任何 两 条 直线 的 交角 都 不 小 于 26" , 故 这 些 直线 交 成 的 14 个 
角 的 总 和 不 小 于 

14 x 26° = 364" > 360°, 
矛盾 . 

11.12 ”能 否 在 直线 上 划 定 一 组 长 度 均 为 1 的 闲 区 间 , 使 得 它们 两 
两 之 间 没 有 公共 点 ,但 任何 无 穷 等 差 数 列 ( 和 任何 公差 和 任何 首 项 ) 都 总 
有 某 些 项 落 在 这 些 区 间 上 ? 

(第 18 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 


[ 解 ] 令 卫 =[1,2],12= [2 二 ,3 二 | ,= [3 了 ,4 巡 | 


1 -~ E +1 让 | ,…, 并 令 1_, 是 与 1, 关于 原点 对 称 
的 区 间 . 于 是 {1, | n= 士 1, 二 +2,…| 就 是 一 组 长 度 均 为 1 的 区 间 , 其 中 
1 与 也 之 间 的 距离 是 55 (7 > 0, 当 ”< 0 也 有 类 似 结果 ) 


设 1a,1 是 任 一 无 穷 等 差 数 列 ,不妨 设 公差 为 d > 0. 如 果 ia,| 中 的 
任何 一 项 都 不 落 在 | 中 的 那些 区 间 圭 , 则 4 > 1. 取 自然 数 有 ,使 得 
< d+1, 于 是 4 -上 > 10. 因为 当 区 间 的 号 码 ”趋向 无 穷 时 , 相 邻 
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区 间 之 间 的 距离 趋 于 零 , 故 有 自然 数 NN ,使 当 n 实 N 时 ,从 了 开始 的 
+ 2 个 区 间 之 间 的 有 + 1 个 距离 之 和 小 于 qd -上 .这 时 ,车 有 fa,1 中 的 某 
项 a,, 落 在 与 1,i4(n > N) 之 间 的 空隙 中, 则 从 44i 起 到 了 ,4 止 的 
k 个 区 间 再 加 上 k +1 个 空 阶 ( 包 括 ,41 之 前 及 144 之 后 的 两 个 空 阶 在 
内 ) 的 长 度 之 和 小 于 4a, 而 从 4 起 到 ,p41 止 加 上 中 和 间 的 个 空 际 的 
长 度 之 和 大 于 上 +1, 当然 更 大 于 d .可见 a4i 必 落 在 1,441 中 .这 就 验 
证 了 区 闻 组 人 ,上 满足 题 中 的 要 求 . 

11.13 已 知 50 条 线段 在 一 条 直线 上 ,求证 下 列 两 条 结论 至 少 有 
一 条 成 立 : 

(1) 其 中 某 8 条 线段 有 公共 点 . 

(2) 存在 8 条 线段 ,使 它们 两 两 没有 公共 点 . 


第 

” “(第 6 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 各 十 

[证 1 设 AiBi 是 50 条 线段 中 有 最 小 右 端点 的 线段 . 如果 至 少 fl - 
有 8 条 线段 包含 有 Bi, 则 (1) 成 立 .如 果 包 含 Bi 的 线段 至 多 7 条 , 则 至 | 又 
少 有 43 条 线段 不 包含 B1, 显 然 , 它 们 都 在 Bi 的 右 方 . 着 


我 们 再 从 余下 的 至 少 43 条 线段 中 选取 有 最 小 右 端 点 的 线段 
A2B. 于 是 可 类 似 地 推 知 或 者 有 8 条 线段 含有 B, ,或 者 在 B; 右 方 至 少 
有 36 条 线段 .继续 这 样 推理 , 则 或 者 在 某 一 步 找到 属于 8 条 线段 的 点 ， 
或 者 最 后 得 到 7 条 两 两 不 交 且 在 直线 上 从 左 向 右 排列 的 线段 A,B;(i = 
1,2,…,7) 之 后 ,至 少 还 有 一 条 线段 在 点 Bj 的 右 方 , 这 时 当然 有 8 条 线 
段 两 两 不 交 , 妈 (2) 成 立 . 

[证 2] 设 直线 是 左右 放置 的 , 当 线 段 a 的 左 端点 在 线段 2 的 左 端 
点 的 左 方 时 ,我 们 称 线段 a 在 b 的 左 方 .用 自然 数 1,2,…,7 按 如 下 方式 
给 这 50 条 线段 编号 . 首先 ,将 所 有 线段 中 最 左边 的 一 条 编号 为 1 (如 果 
这 样 的 线段 多 于 1 条 , 则 任 取 其 中 1 条 ). 然 后 在 接 下 去 的 每 一 步 中 ,都 
从 所 有 尚未 标号 的 线段 中 取出 最 左边 的 1 条 ,并 且 这 样 来 给 它 编号 :如 
打 这 条 线段 与 所 有 已 标号 的 线段 都 不 相交 , 则 标 上 号 码 1; 如 果 这 条 线 
段 与 右 干 条 已 标号 的 线段 相交 ,但 这 些 相 交 线 段 的 标号 所 构成 的 集合 
是 11,2,…,71 的 真子 集 , 则 给 这 条 线段 标 上 不 同 于 所 有 相交 线段 号 码 
的 一 个 号 码 ; 如 果 在 某 一 步 中 取出 的 线段 与 编号 分 别 为 1,2,…,7 的 线 


” 段 都 相交 , 则 因 这 7 条 线段 都 在 它 的 左 方 , 故 所 取 线 段 的 左 端点 属于 8 


条 线段 , 即 (1) 成 立 .否则 ,编号 过 程 可 一 直 进 行 下 去 ,直到 第 50 条 线段 
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组 


we 小 


编 完 号 码 为 止 . 这 时 由 抽 居 原理 知 ,其 中 必 有 8 条 线段 导 码 相同 .这 意 
味 着 有 8 条 线段 两 两 没有 公共 点 , 即 (2) 成 立 . 

11.14 ”平面 上 给 定 一 个 由 有 限 多 条 线段 组 成 的 集合 , 所 有 线段 
的 长 度 之 和 为 1. 求 证 存在 一 条 直线 1 ,使 得 已 给 的 线段 在 /上 的 投影 之 
和 小 于 二 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] ”到 一 条 与 任何 一 条 给 定 线段 都 不 垂直 的 直线 作 x 轴 并 将 

所 给 的 线段 按照 斜率 从 小 到 大 排 成 一 列 

Caan RL AA ds 人 
其 中 负 的 下 标 表示 该 线段 斜率 为 负 , 非 负 下 标 表示 斜率 非 负 , 经 过 平移 
可 将 这 些 线段 按 @ 中 的 次 序 首尾 相 接 而 得 到 一 条 折线 AB. 记 线段 AB 
中 点 为 O. 将 折线 关于 点 O 作 中 心 对 称 , 得 到 一 个 凸 多 边 形 ,其 周 长 为 
2 ,每 条 边 与 其 对 称 的 边 平行 . 

这 个 多 边 形 的 最 小 宽度 , 即 其 中 各 对 平行 边 之 间 的 距离 的 最 小 值 
记 为 d. 以 点 'O 为 心 ,qd 为 直径 的 圆 一 定 完全 含 于 凸 多 边 形 内 ,至 多 与 
多 边 形 的 边 相 切 . 从 而 圆 O 的 周 长 小 于 多 边 形 的 周 长 , 即 有 xd < 2,4d 
2 


取 直 线 / 与 距离 为 4 的 一 组 平行 对 边 垂直 , 则 所 有 给 定 线 段 在 1 上 
的 射影 之 和 不 超过 4d < < 


x 。 
11.15 ”证明 在 平面 上 不 能 有 这 样 7 条 不 同 的 直线 ,这 些 直线 的 交 
点 中 ,至 少 有 6 个 点 每 点 恰 为 三 条 直线 的 交点 ,并 且 至 少 有 4 个 点 每 点 


恰 为 两 条 直线 的 交点 . 


< 


(第 34 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1973 年 ) 

[证 ] 由 于 平面 上 任意 两 条 直线 至 多 有 一 个 交点 ,所 以 若 有 7 条 
直线 , 则 至 多 有 C4 = 21 个 交点 , 即 有 21 个 不 同 的 直线 对 . 

对 于 三 条 直线 的 交点 应 对 应 3 个 不 同 的 直线 对 , 即 有 6x3 = 18 个 
直线 对 . 

对 于 两 条 直线 的 交点 , 则 对 应 1 个 直线 对 , 即 有 4 x 1 = 4 个 直线 
对 . 

这 时 共有 18 + 4 = 22 > 21 个 直线 对 ,出 现 矛 盾 . 
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因此 , 题 中 要 求 的 7 条 直线 不 存在 . 
11.16 ”能 否 将 整个 空间 表示 成 无 数 条 两 两 蜡 面 的 直线 的 并 集 ? 
(第 42 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 可 以 做 到 . 先 作 一 条 直线 a ,再 过 a 上 的 两 个 不 同 点 , 作 两 
条 垂直 于 4 且 互 不 平行 的 直线 和 .考察 这 样 的 一 个 平面 集合 ,其 中 
的 所 有 平面 都 相互 平行 ,都 平行 于 a 但 既 不 平行 于 5 也 不 平行 于 c. 在 
每 一 个 这 样 的 平面 上 ,过 它 与 直线 b,c 的 交点 连 一 条 直线 , 则 所 得 的 诸 
直线 (包括 a 在 内 ) 两 两 异 面 .最 后 ,再 令 空间 绕 着 轴 a 作 一 切 可 能 的 旋 
转 . 如 此 得 出 的 直线 的 全 体 即 满足 题 中 的 要 求 . 

11.17 平面 上 是 否 有 100 条 不 同 的 直线 ,它们 恰好 有 1985 个 不 
同 的 交点 ? 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 存在 . 作 直 线 
t= (ry) r= j,i = 0,1,.…,72; 、 
l; = |(x,y) | y= ;~ 73| ,1 = 73,74,.…,98, 

则 这 些 直 线 间 的 不 同 交点 数 为 73 x 26 = 1898. 

然后 选取 第 100 条 直线 ,使 它 与 上 述 99 条 直线 惟有 87 个 新 的 不 同 
交点 .为 此 ,应 该 使 它 与 前 99 条 中 的 12 条 直线 交 于 已 有 的 交点 而 与 其 
余 的 87 条 直线 交 于 新 的 交点 .所 以 我 们 选 这 第 100 条 直线 为 直线 +y 
= $. 相 交 而 得 的 交点 中 的 (0,$),(1,4),(2,3),(3,2),(4,1),($,0) 是 
与 前 99 条 中 的 12 条 直线 (1,,j = 1,2,3,4,5,6,73,74,75,76,77,78) 的 
交点 ,这 6 点 已 被 计数 过 ,而 其 余 交 点 都 是 新 的 . 可见, 这 100 条 直线 恰 
有 1985 个 不 同 的 交点 . 

11.18 ” 试 证 在 三 维 空间 中 , 自 原点 引出 的 两 两 之 间 的 夹 角 都 不 


小 于 地 的 射线 不 多 于 27 条 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 右 不 然 , 则 存在 28 条 射线 ,两 两 之 间 的 夹 角 都 不 小 于 -4 


以 每 条 射线 为 中 心 轴 , 作 以 原点 O 为 顶点 ,母线 与 轴 夹 角 为 名 的 贺 锥 ， 


于 和 古 这 些 圆 锥 的 内 部 不 相 重 全 . 
以 原点 O 为 心 作 一 个 单位 球面 , 则 上 述 圆锥 在 球面 上 截 得 28 个 内 
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部 互 不 重 答 的 球 冠 .每 个 球 冠 的 面积 为 2r( 1 -- cos 秋 ) .因为 cos 冰 < 
0.925, 所 以 


28 x 2x (1 -cos 到 ) > 56r x 0.075 = 4.2x > 4x， 


8 


矛盾 .因而 两 两 夹 角 不 小 于 二 的 射线 不 多 于 27 条 . 


11.19 若 9 条 直线 中 的 每 一 条 都 把 正方 形 ABCD 分 成 两 个 面积 
比 为 的 四 边 形 . 
求证 这 9 条 直线 中 至 少 有 3 条 直线 通过 同一 个 点 . 
(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 阁 = 1, 则 每 条 把 正方 形 分 成 两 个 面 
积 比 为 1 : 1 的 直线 都 过 正方 形 的 中 心 ,结论 显然 
成 立 . 
右 & 尖 1, 注 意 到 一 直线 把 正方 形 分 成 两 个 四 * 
边 形 , 则 其 面积 比 为 中 位 线 的 比 . 
设 ,N,F,M 分 别 为 正方 形 ABCD 的 4 边 4 
AB,BC,CD,DA 的 中 点 . 
在 EF, MN 上 分 别 取 P,P,， P;, Ps( 见 图 )， 使 得 
MP; k MP l 





一 


则 过 PI ,P2, Ps, Ps 的 直线 把 正方 形 分 成 面积 比 为 的 四 边 形 . 
由 于 有 9 条 直线 过 Pi , P; ,Pi,P44 个 点 , 则 必 有 3 条 直线 过 同一 


11.20 ”平面 上 有 4 +s 条 直线 ,其 中 hh 条 是 水 平 线 ,s 条 直线 满足 
(1) 它们 都 不 是 水 平 线 . 
(2) 它们 中 的 任意 两 条 都 不 平行 . 
(3)h + s 条 直线 中 任何 三 条 直线 都 不 共 点 , 且 这 4h + ;条 直线 恰好 
把 平面 分 成 1992 个 区 域 . 
求 所 有 的 正 整 数 对 (有 ,s). 
(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
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[ 解 ] 由 于 一 条 直线 把 平面 分 成 两 个 区 域 . 
若 n 条 直线 把 平面 分 成 a, 个 区 域 , 则 nn + 1 条 直线 分 成 的 cri 个 
区 域 满足 : 
Qntl = Qa, + (n+ 1), 
al 三 2. 
由 此 推 得 
an 一 QI+(2+3+… 十 1) = 1 + 2 + 1 


于 是 s 条 直线 把 平面 分 成 1+ 外 :过 也 个 区 域 
又 条 平行 线 与 这 ;条 直线 又 分 成 4(s + 1) 个 区 域 ( 即 每 加 一 条 水 
平 线 ,增加 s + 1 个 区 域 ). 所 以 有 
hls+1)+1+ 下 = 1992. 





(s+1)(2h+s)=2x1991=2x11x 181. 
对 上 述 不 定 方程 可 列 出 下 表 






保卫 中 入 次 号 





所 以 满足 要 求 的 正 整数 对 (上 ,s) 为 
(995,1),(176,10),(80,21). 

11.21 如果 知 干 条 直线 分 布 在 一 个 平面 上 ,其 中 任何 两 条 不 平 
行 ,任何 3 条 都 不 共 点 , 则 称 这 组 直线 是 正常 分 布 的 . 

已 知 对 于 任何 4 条 正常 分 布 的 直线 而 言 , 由 其 中 每 3 条 直线 所 围 成 
的 总 共 4 个 三 角形 的 外 接 圆 都 共 点 . 间 能 否 存 在 45 条 正常 分 布 的 直线 ， 
使 得 由 其 中 每 3 条 直线 所 围 成 的 所 有 三 角形 的 外 接 圆 都 共 点 ? 

(圣彼得堡 代表 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 存在 .过 点 O 作 两 条 互相 垂直 的 直线 /| 和 1,. 在 交角 的 平 

分 线 土 取 一 点 己 并 以 OP 为 直径 作 圆 ,与 直线 上 1 ,7 分 别 交 于 A| 和 也， 
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9 o> 浴 


然后 在 线段 OA | 内 部 取 点 A, 并 过 3 点 O,As,P 作 
圆 交 直线 1, 于 点 B,. 记 直线 Ai 了 | 与 A;B; 的 交点 
为 Mi. 过 点 Mi 作 M1A3 | OA; 于 点 A3 并 过 3 点 
O,A;,P 作 圆 交 直线 /; 于 B3. 记 直 线 A;B， 与 
A3B; 的 交点 为 My. 易 见 ,1 ,Da,AiBi,AsB;， 
A3B; 这 5 条 直线 是 正常 分 布 的 .一 般 地 , 当 已 得 到 
直线 A,_1B,_| 与 A;B; 的 交点 M,_| 时 , 便 过 M,_| 作 
Mi AN LOA 于 点 AN 并 过 3 点 O,Aji1,P 作 圆 交 直 线 1, 于 点 
Biy1. 记 直线 4B 与 AUBit 的 交点 为 Mi .这样 继续 下 去 ,直到 得 到 直 
线 448B43 为 止 .显然 ,这 45 条 直线 是 正常 分 布 的 . 

往 证 这 45 条 直线 (1 站 0 = A;B;,i = 1,2,…,43) 中 的 任何 3 
条 直线 (1; ,1; ,li) 所 围 成 的 三 角形 (i 六 ) 的 外 接 圆 都 必 过 点 已 .首先 , 考 
察 4 条 直线 (1 ,1;,4;,1;, 其 中 3 夺 i < 7 委 45. 按 已 知 ,三 角形 (1 2 让， 
(1 2 7),(1 27)), (2 77) 的 外 接 辐 共 点 . 由 作 图 过 程 知 , 三 角形 
(1 2 站 ),(1 27) 的 外 接 圆 交 于 点 O 和 已 .因此 上 述 公共 点 只 能 是 点 O 





或 点 书 . 但 是 三 角形 (1 i j) 的 外 接 圆 已 经 与 直线 1 交 于 点 A ,Aj_2， 


从 而 不 能 再 过 点 O. 故 知 上 述 4 圆 的 公共 点 必 为 点 P. 再 考察 4 条 直线 
000 其 中 3 委 1< JJ < 和 过 45. 由 上 面 结 果 知 三 角形 (1 ij)， 
(1 &), (1 j 上 ) 的 外 接 贺 都 过 点 P 且 点 P 为 3 圆 的 惟一 公共 点 ,因而 
由 已 知 可 知 三 角形 (i ) 的 外 接 圆 也 过 点 P. 这 就 证 明了 我 们 所 作出 的 
45 条 直线 满足 题 中 要 求 . 

11.22 ”在 坐标 平面 上 能 否 存在 一 个 含有 无 穷 多 条 直线 4) ,1,,…， 
1,，,… 的 直线 族 , 它 满足 条 件 : 

(1) 点 (1,1) En = 1,2,…; 

(2)ksi1 二 a 一 b, ,其 中 ,1 是 直线 1 ,i 的 斜率 ,a, 和 6, 分 别 是 
1, 在 xz 轴 和 y 轴 上 的 截 距 ,n = 1,2,…; 

(3)kkati DO = 1,2,.? 
并 证 明 你 的 结论 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 满足 条 件 (1),(2),(3) 的 直线 族 不 存在 . 
震 不 然 ,直线 /的 方程 为 
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y—-1= k(xr— 1). (人 
由 此 可 得 人 一 1 二 ,6 一 1 — k, ,a b, 一 k, -i 一 kt+1 都 存在 ， 


故 有 到, 天 0,5 = 1,2,.…. 
对 于 2 1, 我 们 与 


k+l k, 一 一 到 ， 
| 
k, 一 k,, 一 3? 
1 k,_i 
1 
k; 一 天 | 二 一 一 ， 
2 1 ki 
相 加 得 到 
1 ] 1 
ba = 站 © 
由 于 k, 关 0 及 (3), 有 kil > 0, 可 见 诸 &, 同 号 ,不 妨 设 ,> 0， 


nC 一 1,2,…. 叉 因 k+l! 一 k, 一 < ,, 故 有 一 > 下 , 即 数列 二 | 
k+l k, k, 


k, 
递增 .所 以 ,由 加 有 


Ri < ki 


由 此 可 知 , 当 n> kf 时 ,k,41 之 0, 巴 盾 . 所 以 ,满足 条 件 (1),(2),(3) 的 
直线 族 不 存在 . 
[ 解 2] 满足 条 件 (1),(2),(3) 的 直线 族 不 存在 . 
若 不 然 , 设 满足 条 件 的 11,,1 存在 ,直线 /, 的 方程 为 
+ 1 n= ,2 全 
因 / 过 (],1) 点 , 故 有 














n _ Un 
Uy 十 有 Qnbn ,an 一 b, _ 1 » 0 a, — 1 
由 此 及 3 可 得 
bn 1 . 
kn = a lal 出 
由 条 件 (2) 及 @ 可 得 
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ko © 
因 所 有 a, ,5b, 都 存在 , 故 ,天 1, 从 而 及 天 0. 于 是 由 条 件 (3) 知 所 有 &, 
下 k, >0,n = 1,2,…, 于 是 由 癸 知 1k,| 为 递减 数列 ,从 而 极 
限 lim&A, = 存在 .因此 有 
lim(k, — k,+1) = 0. © 
另 一 方面 ,由 (5) 又 有 


nu 


此 与 @ 矛 盾 . 所 以 ,满足 题 中 要 求 的 直线 族 不 存在 . 

11.23 ”已 知 平面 上 有 4 条 直线 ,其 中 任何 两 条 都 相交 ,任何 三 条 
都 不 交 于 一 点 .于 是 在 每 条 直线 上 都 交 得 3 个 交点 ,它们 从 直线 上 截 出 
两 条 线段 , 共 得 到 8 条 线段 . 问 这 8 条 线段 的 长 度 能 否 分 别 为 

(1)1,2,3,4,5,6,7,8? 

(2) 互 不 相同 的 自然 数 ? 

(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] (1) 知 8 条 线段 长 可 以 分 别 为 1,2,3,4， 
5,6,7,8, 则 由 于 三 角形 中 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 故 
知 长 度 为 1 的 线段 不 能 作为 三 角形 的 边 , 从 而 只 能 
是 图 中 BC 与 CD 之 一 ,不 妨 设 BC = 1. 这 样 一 来 ， 
因为 BF 与 CF 都 是 整数 , 故 必 等 长 .在 全 BFC 中 应 
1 


败 呆 浴 











用 余弦 定理 得 cosF = 1 - Br 再 于 全 EFD 中 应 
用 余弦 定理 又 有 
2 Fp2 2 _ , EFF. FD z 
ED = EF +FD -2EF -FD+ pi s/o 


由 于 EF < BF,FD < CF = BF, 故 上 式 右 端 最 后 2 30 
一 项 不 是 整数 ,从 而 ED 不 是 整数 ,矛盾 KX 
(2)8 条 线段 的 长 度 可 以 是 互 不 相同 的 自然 数 2 2 

( 见 右 图 ). 
11'24 ”空间 中 是 否 存 在 满足 下 列 条 件 的 直线 集合 M: 
(1) 经 过 空间 中 的 每 点 都 怡 好 有 AM 中 的 两 条 直线 ; 
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(2) 对 于 空间 中 的 任何 两 点 ,都 可 用 各 段 均 在 M 中 的 直线 之 上 的 

折线 将 两 点 相连 . 
(第 18 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 存在 .下 面 我 们 来 构造 一 个 这 样 的 集合 M. 

在 空间 引入 直角 坐标 系 , 让 集合 M 由 两 族 直 线 构成 :第 1 族 为 空 
间 中 平行 于 x 轴 的 所 有 直线 ;第 2 族 这 样 来 构成 :对 所 有 实数 a, 过 平面 
x = a 上 的 所 有 点 在 平面 上 作 彼 此 平行 的 直线 ,使 得 过 点 (a ,0,0) 的 直 
线 在 平面 OYZ 上 的 投影 为 直线 z = ay,a € R. 易 见 ,两 族 直 线 彼此 横 
截 旦 过 空间 中 每 点 恰 有 两 族 的 各 1 条 直线 . 

下 面 我 们 来 验证 集 M 中 的 直线 满足 条 件 (2), 即 对 于 空间 中 任何 


两 点 P(xri,y1,x1) 和 QGCrz,y,zz), 都 可 用 满足 题 中 要 求 的 折线 来 连 
针 


< ， 


(1) 当 zr 关 zz 时 ,第 2 族 中 分 别 过 点 忆 和 Q 的 直线 ww 和 7 不平 
行 , 因 此 它们 在 OYZ 平面 上 的 投影 相交 , 设 交 点 为 (0,6,c). 于 是 第 1 
族 中 过 点 (0,65,c) 的 直线 与 直线 六 和 n 都 相交 , 设 交点 分 别 为 M,K. 
易 见 ,折线 PMKQ 便 满足 题 中 要 求 . 

(2) 当 zrl = xz 时 ,点 Q 的 坐标 为 (zi, ,zz). 考 察 点 SCxi + 1， 
yJ，z1) .显然 ,线段 PS 位 于 第 1 族 中 过 点 已 的 直线 上 .然后 因 点 S 与 Q 
的 xz 坐标 不 同 ,于 是 由 (1) 知 存在 满足 要 求 的 折线 连结 点 S 各 QQ. 再 加 
上 线段 PS 即 得 所 求 . 

“11*25 ”在 平面 上 给 出 了 ”条 直线 (mn > 2), 其 中 任何 两 条 都 不 平 
行 ,任何 3 条 都 不 共 点 .已 知 可 将 平面 绕 着 某 点 O 旋转 某 个 角度 a < 
180 ,使 得 每 一 条 所 引出 的 直线 都 重合 于 另 一 条 直线 的 原来 位 置 . 试 求 
所 有 可 能 的 ”. 

(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] (1) 当 ? 为 奇数 时 , 正 ? 边 形 的 m 条 边 所 在 的 n 条 直线 便 满 
足 题 中 要 求 , 故 知 大 于 1 的 奇数 n 都 合 平 要 求 . 

(2) 若 nn 含有 大 于 1 的 奇 因 数 , 即 = p "9, 其 中 > 1 为 奇数 ， 
4 之 2, 则 可 从 正 户 边 形 出 发 ,进行 如 下 加 工 :在 每 一 个 顶点 附近 都 以 完 
全 相同 的 方式 切 出 g - 1 条 新 边 来 , 旦 这 gq - 1 条 边 加 上 原来 1 条 边 共 


g 条 边 中 ,任何 两 边 夹 角 都 不 是 ^ 的 整数 倍 .于 是 得 到 一 个 边 形 . 它 
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的 n 条 边 所 在 的 n 条 直线 满足 题 中 要 求 . 

(3) 设 n= 2*,k = 2,3,…. 设 有 nn 条 直线 满足 题 中 要 求 . 取 定 其 中 
1 条 直线 为 1, 然后 将 男 外 n -1 条 直线 按 逆 时 针 方 向 与 恒 来 角 从 小 到 
大 排序 为 1,, 13，,… ,4,. 按 题 中 要 求 , 当 这 n 条 直线 转 过 a < 180" 角 时 ， 
每 条 直线 都 怡 重合 于 原来 另 一 条 直线 的 位 置 . 设 这 时 /) 到 了 原来 /,, 的 
位 置 , 则 (mx 一 1)ij n,m 一 1 过 nn;, 故 有 (m1) 7 二 2*"1, 即 当 n 条 直 
线 旋转 180" 时 ,也 重合 于 原 直 线 组 ,从 而 这 些 直线 必 可 两 两 配对 ,每 对 
直线 平行 ,此 与 题 中 要 求 矛 盾 . 

综 上 可 知 , 凡 大 于 2 且 不 能 写成 2(k = 2,3,…) 形式 的 所 有 自然 
数 n 都 满足 要 求 . 

11.26 ”在 面积 是 5 个 平方 单位 的 矩形 中 ,放置 着 9 个 面积 是 1 的 


矩形 .求证 其 中 必 有 两 个 矩形 的 重 检 部 分 的 面积 不 小 于 误 ， 
(第 19 届 黄 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[证 ] 若 不 然 , 则 任何 两 个 矩形 的 重 矢部 分 的 面积 都 小 于 - ， 


我 们 任意 给 9 个 矩形 编号 并 设想 9 个 矩形 是 依次 放 上 去 的 . 先 放 ! 
号 矩形 盖 住 了 大 和 矩形 面积 为 1 的 部 分 ;然后 放 2 号 和 矩形 ,大 矩形 被 盖 住 


的 部 分 的 面积 的 增加 值 大 于 -9 .类 似 地 , 当 已 放 好 A 个 矩形 ,而 又 放 上 


去 & + 1 号 矩形 时 ,大 矩形 被 盖 住 面积 的 增加 值 大 于 2 二 <. 从 而 当 9 个 
矩形 都 放 上 去 时 , 盖 住 的 总 面积 
8 ， 7 


S>1+ 训 + 言 +…+ 才 ==5， 
此 与 已 知 矛 盾 . 

11:27 ” 设 在 坐标 平面 上 给 出 了 无 穷 多 个 和 矩形 ,它们 的 顶点 的 坐 
标 都 形 如 

(0,0),(0,7),(n,0), (n,m), 
其 中 关 和 7 都 是 正 整数 ,求证 总 可 从 这 些 和 矩形 中 选 出 两 个 矩形 ,使 得 一 
个 矩形 包含 在 另 一 个 矩形 之 中 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1934 年 ) 
[证 1] 我 们 把 矩形 位 于 横 轴 上 的 边 称 为 底 ,位 于 纵 轴 上 的 边 称 
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因为 矩形 的 底 的 长 度 n 都 是 正 整 数 , 故 其 中 必 有 最 小 的 , 记 为 2 
我 们 任 选 一 个 底 长 为 1 的 矩形 , 设 其 高 为 mi. 男 外 再 取 mj 个 矩形 .如 
果 这 m1 个 矩形 中 ,有 一 个 矩形 的 高 大 于 m1 , 则 这 个 矩形 就 含有 前 面 
的 底 为 2 ,高 为 mi 的 矩形 . 如果 所 取 的 mr! + 1 个 矩形 的 高 都 不 大 于 
p11 , 则 每 个 矩形 的 高 的 值 都 是 11,2,…, ni1 中 之 一 .由 抽 居 原理 知 其 
中 必 有 两 个 矩形 的 高 相等 ,从 而 底 较 长 的 矩形 包含 底 较 短 的 矩形 . 

[证 2] (1) 如 果 给 定 和 矩形 中 有 两 个 矩形 底 相 等 或 高 相等 , 则 一 定 
是 一 个 包含 为 一 个 . 

(2) 设 给 定 和 矩形 中 的 任何 两 个 矩形 的 底 和 高 都 不 相等 . 任 取 一 个 
矩形 R , 记 其 底 和 高 分 别 为 n 和 zz. 于 是 其 他 矩形 中 , 底 长 小 于 的 至 
多 有 一 1 个 ,高 小 于 m 的 至 多 有 m -1 个 ,总 共 至 多 有 n+ m 一 2 个 . 
所 给 的 矩形 有 无 穷 多 个 , 故 必 有 一 个 矩形 Ri 的 底 大 于 ,高 大 于 mm, 即 
有 RCRI. 

11:28 ”在 平面 上 给 定 ”个 矩形 ,它们 的 各 边 都 与 已 知 的 互相 垂 
直 的 两 条 直线 平行 .已 知 这 些 和 矩形 中 的 任何 两 个 都 有 公共 点 ,求证 存在 
一 点 属于 所 有 这 些 和 矩形 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 取 以 两 条 互相 垂直 的 直线 为 坐标 轴 的 直角 坐标 系 , 并 将 n 
个 已 知 和 矩形 记 为 Rj ,R ,有 民 , 记 德 形 尺 ,的 上 底 和 下 底 纵 坐 标 分 别 为 
y; 和 yy ;;R; 的 左边 和 右边 的 横 坐 标 分 别 为 xz; 和 zz = 1,2,…,nn. 令 


To = maxlzi, zr Trl, 
ro = minir ,yr 2 ,7 ,|, 
yo = mindy, yy,Y,), 
y0 = maxly 1,y2, ,yn|. 
因为 任何 两 个 扼 形 都 有 公共 点 , 故 有 x0 之 xo,y 6 所 yo0. 考察 点 PP = 


(zo,y0), 易 见 对 任何 i 都 有 
2i SE To SE 工 。 < Ty 宇 Wy0 yi 
这 意味 着 (zo,yo) € R;,i = 1,2,…,n, 即 点 P 属于 所 有 这 些 和 矩形 . 
11.29 ” 求 最 小 正 整数 ,使 对 任 给 的 个 边 长 都 是 不 超过 100 的 
正 整 数 的 矩形 中 ,总 存在 3 个 矩形 R, R;,R;, 使 得 Ri 可 放 在 Rs 中 ， 


第 
各 十 
种 
集 
合 
问 
题 






世界 数学 奥 林 瑟 克 解 题 大 辞典 | 803 





R; 可 放 在 Rs 中. 
(中 国 天 津 市 代表 队 测 验 赢 ,1992 年 ) 


外 [ 解 ] ”将 每 个 矩形 对 应 于 坐标 平面 上 的 一 个 整 点 (z,y), 其 中 
埋 和 ?> 分 别 为 矩形 的 宽 和 长 ,1 委 工 东 y 委 100. 
考察 如 下 的 两 个 集合 : 


= {(i,100—i+1)|i= 1,2,…,50!, 
= {(i,100— 2)|i= 1,2,.…,50|. 
六 卫 个 集合 中 每 个 部 和 有 0 个 元 来 每 个 中 的 50 个 加 点 所 对 应 的 矩形 都 
互 不 包含 ( 指 不 能 将 一 个 放 人 另 一 个 之 中 ). 因 此 , 若 从 这 两 个 集合 中 的 
整 点 所 对 应 的 100 个 矩形 中 取 3 个 矩形 , 必 有 两 个 矩形 在 同 --- 集 合 中 ， 
这 两 个 矩形 便 不 满足 题 中 要 求 . 这 表明 所 求 的 最 小 正 整 数 ” 101. 
当 有 101 个 矩形 时 ,考察 如 下 的 50 个 各 在 一 条 曲 尺 形 折线 上 的 整 
点 集合 : 
AM = ii (i+1,7),,(100— i+1,7),(100—i+1,i+1), 
,100—i+1,100— ;i+1)1,i = 1,2,.…,50. 
易 见 , | M; | = 203 - 4i 且 每 个 M; 中 的 任何 两 个 整 点 所 对 应 的 矩形 都 
是 小 的 可 以 放 人 大 的 .给 定 的 101 个 矩形 分 属于 这 $0 个 集合 ,由 抽 履 原 
理 知 其 中 必 有 3 个 和 矩形 所 对 应 的 整 点 属于 同一 个 集合 ,这 3 个 矩形 便 满 
足 题 中 要 求 . 
综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 正 整数 ”= 101. 
11.30 ”在 平面 上 给 定 有 限 多 个 多 边 形 , 其 中 每 两 个 多 边 形 都 有 
公共 点 .求证 存在 一 条 直线 与 所 有 多 边 形 都 相交 . 
” (第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 任 作 一 条 直线 /并 将 所 有 多 边 形 都 投影 到 /上 ,每 个 投影 都 
是 一 条 线段 .由 已 知 条 件 知 任何 两 条 投影 线段 都 有 公共 点 . 
将 这 些 投影 线段 分 别 记 为 AB;,i = 1,2,-…,n. 把 直线 / 视 为 数 
轴 , 并 设 A; < B,,i = 1 人 = min1B,B,,…,B,| ,不 妨 设 B 
= Bi 于 是 B; 之 Bi,i = 2,3,…,n. 男 一 方面 , 必 有 A; 太 Bi,i = 2,3， 
,11 .否则 , 若 有 ?0， 使 A; > Bl, 则 线段 A1BI 与 A; ,Bi 没有 公共 点 ， 
矛盾 .可 见 ， B 是 所 及 条 线段 A.B 的 公共 点 ， 过 B 作 直线 / 的 簿 线 ， 则 
它 与 所 有 多 边 形 都 相交 . 
11.31 ”在 一 张 方 格 边 长 为 1 的 方 格 纸 上 给 定 一 个 西 32 边 形 , 它 
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的 所 有 顶点 都 在 方 格 纸 的 结 点 上 , 问 这 个 多 边 形 的 最 小 可 能 周 长 是 多 
少 ? 
(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 把 凸 32 边 形 A1A，…A3z 的 每 条 边 视 为 一 个 向 量 , 于 是 得 
到 32 个 向 量 且 它 们 满足 条 件 : 

(1) 每 一 个 向 量 的 起 点 和 终点 都 在 方 格 纸 的 结 点 上 ; 

(2) 任何 两 个 向 量 的 方向 不 同 ; 

(3) 所 有 向 量 之 和 等 于 零 向 量 . 

反之 , 若 有 一 组 32 个 向 量 满足 条 件 (1) 一 (3), 则 它们 必 能 组 成 一 
个 以 结 点 为 顶点 的 西 32 条 形 . 因而 ,我 们 的 问题 就 化 为 求 满足 条 件 
(1) 一 (3) 的 32 个 向 量 的 长 度 之 和 的 最 小 值 . 

我 们 把 所 有 向 量 的 起 点 都 移 到 一 个 结 点 O, 即 
右 图 中 正方 形 的 中 心 . 右 图 中 恰好 画 有 32 个 向 量 ，| 仆人 | 14 


而 且 容 易 看 出 ,无 法 再 夯 出 以 O 为 起 点 ,以 其 他 结 NS 

点 为 终点 的 向 量 ,使 它 的 长 度 为 图 中 最 长 向 量 的 长 EC 

度 短 些 . 故 知 所 求 的 最 小 值 即 为 4+4Y2+8Y5+8 | 机 娘 六 站 
11.32 设 vj ,v2,… ,vjg8g9 为 一 组 共 面 向 量 ， 


且 有 | vw | 过 1,i = 1,2,…,1989. 求 证 可 以 找到 6 E -1,1} ,i = 1,2， 
> wi | 去. 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 更 一 般 地 ,用 n 代替 1989 并 用 归纳 法 来 证 明 . 

当 n = 1,2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 于 n = 上 之 2 时 成 立 , 当 n= 
天 十 上 时 ,在 回 量 wv ,wv;,wv3 所 导致 的 6 个 向 量 + vl ,+ wv), 十 v3 中 ,总 
有 两 个 向 量 的 夹 角 不 大 于 60" ,于 是 二 者 之 差 的 模 不 大 于 1, 即 1 Ul, U2, 
v31 中 总 有 两 个 向 量 v ,vv 及 es € 1-1,1| ,使 得 | v; + ev | 牵 1. 不 妨 设 
i = 1,7 =2. 于 是 由 归纳 假设 知 于 上 个 向 量 | ww + su ,v3,… ,vorj|, 存 

在 e1,e3,e4，,…,en 马 | 一 1,1j ,使 得 

[el(vit ev2) + e3v3 + + ervn | SY3. 


这 表明 nw = & + 1 时 结论 成 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
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11.33 “在 平面 上 给 定 1980 个 不 全 共 线 的 向 量 ,其 中 任意 1979 个 
向 量 之 和 都 与 这 些 向 量 之 外 的 另 一 个 向 量 共 线 .求证 这 1980 个 向 量 之 
组 ” ”和 是 零 向 量 . 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] ” 记 这 1980 个 向 量 之 和 为 S .因为 这 1980 个 向 量 不 全 共 线 ， 
故 可 取 其 中 两 个 向 量 a 和 5, 使 二 者 不 共 线 .于 是 存在 常数 | 和 &,, 使 
得 


一 全 


S= ka, S= kb. 
由 此 知 Ri = = 0, 即 S 为 零 问 量 . 

11.34 是 否 存 在 由 1991 个 两 两 互 不 平行 的 向 量 组 成 的 向 量 组 ， 
使 得 对 于 其 中 的 任何 两 个 向 量 , 都 存在 组 中 的 第 3 个 向 量 与 这 两 个 向 
量 都 垂直 ? 

(第 32 届 乌 克 兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 存在 .在 平面 上 取 995 对 向 量 ,使 得 

(1) 每 对 中 的 两 个 向 量 互相 牌 直 ; 

(2) 不 同 对 中 的 任何 两 个 向 量 都 不 平行 . 
然后 再 取 第 1991 个 回 量 垂直 于 这 个 平面 .容易 验证 ,这 1991 个 向 量 组 
成 的 向 量 组 便 满足 题 中 的 要 求 . 

11.35 ”已 知 平面 上 者 干 条 向 量 的 起 点 都 在 点 O, 这 些 向 量 的 长 
度 之 和 等 于 4, 求 证 可 以 从 中 选 出 一 些 ( 也 可 以 是 一 条 ) 向 量 , 使 得 它们 
之 和 问 量 的 长 度 大 于 1. 

(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 作 以 点 O 为 原点 的 直角 坐标 系 并 把 每 个 向 量 都 分 别 投影 
到 z 轴 和 y 轴 上 .因为 向 量 的 两 个 投影 长 度 之 和 不 小 于 它 本 身 的 长 度量 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 向 量 平行 于 坐标 轴 , 所 以 这 些 向 量 在 两 条 
坐标 轴 上 的 投影 长 度 之 和 不 小 于 4. 

考察 这 些 给 定向 量 在 4 条 半 轴 上 的 投影 长 度 之 和 ,其 中 最 大 的 1 个 
不 小 于 1. 若 它 大 于 1, 则 显然 ,投影 落 在 这 条 半 轴 上 的 所 有 向 量 之 和 的 
长 度 大 于 1; 若 它 等 于 1 , 则 在 4 条 半 轴 上 的 投影 长 度 之 和 都 等 于 1 ,从 
而 每 条 向 量 都 在 坐标 轴 上 .将 位 于 正 半 x 轴 与 正 半 y 轴 上 的 所 有 向 量 
求 和 ,其 长 度 为 V2 当然 大 于 1 
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11.36 “在 平面 上 给 定 2 个 向 量 , 它 们 的 长 度 都 等 于 1,72 个 同 量 之 
和 是 零 向 量 .求证 可 以 把 这 些 向 量 编号 ,使 当 = 1,2,…,n 时 ,前 个 
向量 之 和 的 长 度 不 大 于 2. 

(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 把 所 有 向 量 都 放 到 某 一 点 O. 我 们 先 来 证 明 如 下 的 引 
理 : 

引 理 “如果 已 经 选 好 个 向 量 , 它 们 的 和 = OS,k<n-2， 
1s| 过 1, 则 可 以 从 其 余 向 量 中 或 者 选择 1 个 向 量 a, 使 得 
1s+ aj 过 1, 或 者 可 选择 两 个 向 量 65 和 5c ,使 得 |s+b| 志 2， 
[stb+ec|l. 

引 理 的 证 明 ”如 果 在 其 余 向 量 中 有 向 量 a ,使 
得 一 (as) 三 120", 则 有 |s+ wa | 委 1. 和 否则 ,因为 直 
线 OS 的 两 侧 都 有 给 定 的 向 量 , 故 可 在 两 侧 向 量 中 
各 选 一 个 向 量 , 使 每 个 向 量 都 是 该 侧 中 与 ; 夹 角 最 
大 的 向 量 . 不 难看 出 ,这 两 个 向 量 中 至 少 有 一 个 与 > 
夹 印 角 ,否则 所 有 向 量 的 和 不 会 为 零 向 量 . 记 这 个 向 
量 为 5 ,于 是 90' 之 了 (5,s) < 120°. 将 所 选 的 另 一 侧 的 向 量 记 为 < , 则 
又 有 240° > 了 (6,s) + 人 (s,c) > 180". 因而 有 (6,c) > 120"， 
Ab+c)>120 且 16+cl< 1 从 而 有 |s+6l< 2， 
1st+b+c | 志 1, 引 理 证 毕 . 

当 ) = 1,2,3 时 ,结论 显然 成 立 . 当 宇 4 时 , 任 取 一 个 向 量 作为 
a 1, 于 是 由 引 理 知 ,或 者 存在 a;, 使 | a1 + as| 志 1, 或 者 存在 oa， 
使 得 |a 1+az|<Y2,lai+a2+a;| 达 1. 将 上 述 过 程 进 行 若 于 次 
后 , 即 可 把 ”个 向 量 全 部 排 好 月 显然 满足 比 题 中 更 强 的 要 求 ,因为 我 们 
证 明了 题目 中 的 常数 2 可 以 改 为 V2 . 


11.37 ” 设 平面 M 上 的 直线 ! 过 点 O,OB, ,OB,,…,OB, 都 是 平 
面 M 上 的 单位 向 量 且 点 P,P;,…, PP, 都 在 直线 /1 的 同一 侧 . 试 证 当 7 
为 奇数 时 , 必 有 
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3 中 党 


| OP + OP; + + OP, | 衬 1， 


其 中 | OB | 表示 向 量 OF 的 长 度 . 
(第 15 居 国 际 数学 奥林匹克 ， 1973 年 ) 


[证 ] 因为 这 个 向 量 都 是 单位 向 量 ,所 以 _ 
它们 的 终点 P,P,…,P, 都 在 以 O 为 心 的 单位 。 。 | 
圆 的 半圆 上 ， 不 妨 设 这 个 点 在 半圆 上 是 按 泛 时 , AN 
针 方向 排列 的 ( 见 右 图 ). 下 面 ,我 们 用 数学 归纳 ，- 
法 来 证 明 . 0 


当 n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 当 n = 2k 一 I 
时 命题 成 立 . 当 n = 2k + 1 时 ,考虑 中 间 的 2k -1 个 向 量 如 = OP,,; 
= 2,3,…,2k, 则 由 归纳 假设 知 有 

[| = | za + us3t+ + ua |>1. 

此 外 ,这 2& - 1 个 向 量 的 和 向 量 v 的 方向 显然 在 刀 与 wz 之 间 . 

令 刀 = a) 十 本 时 二 OP， 十 OP , 则 向 量 忆 恰 落 在 二 POP 
的 平分 线 上 .所 以 ,向 量 w 与 v 的 夹 角 为 锐角 .再 由 向 量 加 法 运算 的 平 
行 四 边 形 法 则 便 知 | w+ v| > | v| , 亦 即 有 : 

[OP + OP + …+ OPypni| = [w+ v|> | | 1 

这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

11.38 设 zyza， ,二 , 都 是 实数 是 x 十 . 十 -+ 二 1. 求证 
人 存在 ” 个 不 全 为 零 的 整数 a,, | a Is i=1, 

,7 ,使 得 


Cant ent ta |< (3. 0 


(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 ， 1987 年 ) 
[证 ] 对 于 c;€ 10,1,…,k 一 1i, 令 


Cis 当 >， = 0， 
bp; = : 1 = 1,2,.",n. 
1 全 当 x, 0, 1 2 1 OO) 
考察 所 有 的 和 
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S(LDID DO) 一 pIxl 十 bx 十 … 十 bi, 
一 crixril+re| zz)|+ cj 三 0 
由 柯 西 不 等 式 有 
nl 上 六 1 
S(b1,6207 6b) ES (DO) (DT) SE- Dn. ©® 
1 i= |! 


1 - 


将 闭 区 间 [0,(k -~ 1) Yn]j 均 分 成 gr 一 1 个 小 区 间 , 每 个 小 闭 区 间 的 长 度 
为 人 二 了 当 计 a 取 遍 集合 10,1,…,k 一 1} 时, S(651,62,…,b,) 


共有 k” 个 值 .由 抽 居 原理 便 知 ,至 少 有 两 个 S 值 落 在 同一 个 小 区 间 中 ， 
记 这 两 个 和 数 为 S(51,5;,…,b,) 和 S(6 0 人 令 ai = 六 一 
b.,i 二 1,2,…,n, 则 有 


十 入 





| S(a1,a2, ,a4,)| = |-S(61,60 2, ,0 ,)— SCO 0 0) 各 
且 由 因 知 | wo| 雪 有 -15 二 27 是 
11.39 ”在 平面 上 给 定 若干 点 ,对 其 中 某 些 点 A,B 可 作 向 量 AB， 

并 且 对 任何 给 定点 ,以 它 为 起 点 的 向 量 数 都 等 于 以 它 为 终点 的 向 量 数 ， 
求证 所 有 向 量 之 和 等 于 零 向 量 . 


(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 1] ”在 平面 上 取 定 一 点 O 并 把 所 作 的 每 一 个 向 量 AB 都 写成 
OB- OA 的 形式 . 按 已 知 ,每 一 向 量 OM 前 面 出 现 正 号 与 负 号 的 次 数 同 
样 多 ,当然 其 和 为 零 向 量 . 


[证 2] 从 向 量 AB 出 发 .因为 分 别 以 B 为 起 点 和 终点 的 向 量 数 相 
等 , 故 知 必 有 以 B 为 起 点 的 向 量 BC . 同 理 ,又 有 从 C 点 发 出 的 向 量 CB， 
依次 进行 下 去 ,因为 只 给 了 有 限 个 点 , 故 后 面 的 点 必 与 前 面 某 点 相 重 . 
于 是 若干 条 向 量 首尾 相 接 构成 一 圈 . 其 和 当然 为 零 向 量 . 把 这 些 向 量 去 
掉 后 ,如 果 还 有 向 量 , 则 仍然 满足 题 中 的 条 件 , 故 又 可 得 到 -一 个 向 量 首 
尾 相 接 的 图,…. 进行 有 限 步 后 当然 停止 . 

11.40 ”在 平面 上 是 否 存在 一 个 由 互 不 相同 的 向 量 a,, a;,…， 
a , 所 构成 的 有 限 集合 ,使 得 对 于 集合 中 的 任何 一 对 不 同 向 量 , 都 存在 
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直 ? 


集合 中 的 另 一 对 回 量 ,使 得 两 对 加 和 量 的 和 相等 ? 
(第 41 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 我 们 引入 直角 坐标 系 并 设 所 有 向 量 的 起 点 都 在 原点 .考察 
这 些 向 量 中 x 坐标 最 大 的 两 个 不 同 向 量 ( 如 果 z 坐标 最 大 的 向 量 不 少 
于 3 个 , 则 取 其 中 y 坐标 最 大 的 两 个 ). 显然 ,其 他 的 任何 两 个 向 量 的 和 
回 量 ,或 者 x 坐标 较 小 ,或 者 x 坐标 与 这 两 个 向 量 之 和 相向 ,但 y 坐标 
较 小 .由 此 可 知 , 满 足 题 中 要 求 的 向 量 组 不 存在 . 

11.41 问 在 平面 上 是 否 存在 

(1)4 个 同 量 ,其 中 任何 两 个 不 共 线 且 任 何 两 个 向 量 之 种 与 男 外 两 
个 向 量 之 和 都 垂直 ? 

(2) 91 个 非 零 问 量 , 其 中 任何 19 个 向 量 之 和 均 与 其 余 向 量 之 和 生 


(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 点 O 是 正三 角形 ABC 的 中 心 ,P 为 其 内 切 圆 上 异 于 


切 点 的 任意 点 , 则 4 个 向 量 PA, PB, PC , PO 便 满 4 
足 要 求 . AN 
二 


记 OA = a ,08B=5,0OC=C,PO= > 于 是 有 fg 
by, 












-2 一 一 可 


PA=rt+a,PB=r+b,PC=rtc,atb+e= 


6. 从 而 有 





一 (27 — c) (27 十 c = 0. 
(2) 假设 存在 满足 要 求 的 91 个 向 量 的 向 量 组 G, 记 这 91 个 向 量 的 


和 为 OS . 若 其 中 19 个 向 量 之 和 为 OX, 则 点 X 位 于 以 线段 OS 为 直径 的 
圆周 C 上 . 


首先 证 明 ,从 向 量 组 G 中 不 能 选 出 5 个 向 量 a as a3, 61,8>， 
使 得 a 天 CQ 7 ， ai 天 a3; 7 天 a 3, bi1 关 bz. 车 不 然 , 则 可 以 任 取 出 17 


个 向 量 ,其 和 为 g ,并 构成 6 个 向 量 OX; = g+ ai+ DG 1,2,3,} 
= 1,2) ,它们 的 终点 X; € C 且 有 


XX ,, 一 OX ， 一 OX,, 一 b, 一 bp,i 一 1 ,2 ,3. 
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意味 着 3 个 相等 的 向 量 将 形成 圆周 C 上 3 条 互 不 相同 的 弦 , 此 不 可 


tt 


TT 
EY 


上 述 结果 表明 ,在 向 量 组 G 中 

( 不 存在 5 个 互 不 相同 的 向 量 ; 

(ii) 不 存在 4 个 互 不 相同 的 向 量 ; 

(ii) 不 存在 3 个 互 不 相同 的 向 量 , 使 其 中 有 两 个 向 量 在 G 中 至 少 
各 有 两 个 . 

由 题 中 条 件 知 ,向量 组 G 中 的 向 量 不 全 相同 . 再 由 上 面 分 析 论 证 
便 知 , G 中 不 同 的 向 量 只 能 有 两 个 或 3 个 , 且 若 为 3 个 , 则 必然 是 一 种 向 
量 有 89 个 而 另 两 种 各 有 1 个 . 设 G 中 有 个 向 量 x 和 不 同 于 x 的 y 和 
z ,其 中 46 志 区 所 89. 令 OYi1 一 18 x+ y,OY;= 18x+ zx,OY;= 17 
z+ y+ z,OYs= 19 工 .于 是 有 

六 (OZ + OF) = 18 x+ (y+ =) = 方 (OYs + OF,). 
这 表明 两 条 不 重合 的 弦 YjY; 和 Yi;Y4 交 于 中 点 ,所 以 二 者 均 为 圆 C 
的 直径 .由 此 知 y 天 > 且 产 = 89. 由 于 YY 为 直径 , 故 O7 与 OY, 重 
直 . 但 OY, 与 另外 72 个 向 量 的 和 也 垂直 , 故 有 

18 x+ z= 71X+ > 

由 此 得 到 x = o ,此 与 已 知 矛盾 ， 

最 后 , 设 向 量 z 在 G 中 有 90 个 ,而 另 一 个 向 量 为 y 尖 工 . 令 O2Z = 
18 z+ y, 07, = 19z, 则 点 Zi 和 2 都 在 圆周 C 上 .因为 OZ 与 72 工 
垂直 而 OZ, 与 72 x 平行 , 故 得 72 x = 19 工 ,矛盾 . 

11.42 ”给 定 一 张 4 x 4 的 方 格 表 , 试 证 可 以 从 中 选 定 7 个 方 格 并 
在 每 个 方 格 中 画 一 个 星 号 ,使 得 在 划 去 表 中 的 任何 两 行 与 任何 两 列 方 
格 之 后 ,在 剩 下 的 方 格 中 至 少 还 有 一 个 星 号 ,并 请 证 明 , 若 在 方 格 表 中 
所 画 的 星 号 至 多 6 个, 则 总 可 以 画 去 两 行 和 两 列 方 格 后 ,使 得 剩 下 的 方 
格 都 是 空 的 . 

(第 1 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 显然 , 右 图 中 所 画 的 7 个 星 号 便 满足 题 中 的 要 求 . 
当 表 中 的 星 号 至 多 6 个 时 ,不 妨 设 恰 有 6 个 .由 抽 居 原理 知 , 表 中 心 
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穆 征 他 裕 潜入 








有 一 行 方 格 中 至 少 有 两 个 星 号 . 划 掉 这 一 行 , 其 余 3 
行 中 至 多 有 4 个 星 号 . 于 是 由 抽 屋 原理 又 知 ,这 3 行 
中 必 有 两 行 , 其 中 至 多 画 有 两 个 星 号 . 把 另 一 行 划 掉 
并 把 有 星 号 的 至 多 两 列 划 掉 ,所 余 的 方 格 就 全 是 空 
了 . 

11.43 在 8x8 的 国际 象棋 棋盘 上 放 有 15 枚 棋 
子 , 它 们 各 占据 1 格 且 使 得 在 每 行 每 列 中 都 至 少 有 1 枚 棋子 . 斌 证 总 可 
以 从 中 拿 掉 1 枚 棋子 ,使 得 剩 下 的 棋子 仍 可 满 是 上 述 条 件 . 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 

[证 ] 知 不 然 , 则 每 枚 棋子 都 或 者 是 某 一 行 中 惟一 的 棋子 ,或 者 
是 某 一 列 中 惟一 的 棋子 .因为 共有 15 枚 棋子 , 故 由 抽 居 原理 知 , 或 者 存 
在 & 枚 棋子 ,它们 都 是 所 在 行 惟一 的 一 枚 ,或 者 存在 8 枚 棋子 ,它们 都 是 
所 在 列 惟一 的 一 枚 .这 样 一 来 ,棋盘 上 的 棋子 数 不 可 能 多 于 8 枚 ,此 与 
已 知 矛 盾 . 

11.44 ”在 方 格 纸 上 任 意 标定 n 个 方 格 ,求证 其 中 可 以 选 出 不 少 
于 -4 个 方 格 , 使 它们 两 两 之 间 既 没有 公共 边 也 没有 公共 顶点 ， 

(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 

[证 】 像 右 图 所 示 那 样 ,将 方 格 纸 上 的 方 
格 分 成 4 组 , 则 同 组 的 任何 两 个 方 格 都 既 没 有 
公共 边 也 没有 公共 点 .2 个 标定 方 格 分 属于 4 
组 ,由 抽 居 原理 知 ,其 中 必 有 一 组 方 格 的 个 数 


不 少 于 半 .这 组 方 格 当然 满足 题 中 要 求 . 
11.45 ”依次 拼接 1977 个 相同 的 正方 

块 ( 拼 接 时 ,一 个 正方 形 的 边 与 男 一 个 的 边 相 

重合 ), 能 否 拼 成 一 条 闭 链 ? 








(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 设 1977 个 相同 的 正方 块 可 以 按 要 求 拼接 成 一 条 闭 链 . 这 
时 ,任何 两 个 相 邻 的 正方 形 的 中 心 连 线 的 长 度 都 等 于 正方 形 的 边 长 且 
或 为 水 平 ,或 为 竖 直 . 
将 闭 链 中 每 相 邻 两 个 正方 形 的 中 心 都 用 线段 连结 起 来 , 便 得 到 一 


”条 闭 折线 , 它 的 每 条 边 都 或 为 水 平 或 为 竖 直 的 , 且 每 条 边 长 都 是 正 整 数 
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( 设 正 方形 边 长 为 1). 因而 它 的 周 长 必 为 偶数 而 不 能 为 1977, 了 矛盾 .这 
表明 题 中 所 要 求 的 闭 链 是 不 能 实现 的 . 

11.46 ”在 8x8 个 方 格 的 国际 象棋 棋盘 的 一 些 方 格 中 标 上 星 号 ,使 得 

(1) 每 两 个 标 有 星 号 的 方 格 都 既 无 公共 边 又 无 公共 顶点 ; 

(2) 每 一 个 未 标 星 号 的 方 格 至 少 与 1 个 标 星 号 的 方 格 有 公共 边 或 
公共 顶点 . 

问 最 少 要 在 多 少 个 方 格 中 标 星 号 ?说 明理 由 . 

(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[ 解 】 右 图 中 标 有 9 个 星 号 ,显然 满足 题 中 
的 要 求 . 而 在 图 中 标 有 9 个 对 号 . 无 论 在 棋盘 上 
的 哪个 方 格 中 标 上 星 号 ,都 至 多 与 这 9 格 中 的 1 
格 有 公共 边 或 公共 顶点 .从 而 为 了 满足 题 中 的 要 
求 ,至 少 要 在 9 个 方 格 中 标 上 星 号 . 综 上 可 知 ,为 
满足 题 中 要 求 ,最 少 要 标 上 9 个 星 号 ， 

11.47 用 18 块 1x2 的 骨牌 布 满 6x6 个 
方 格 的 正方 形 . 试 证 无 论 怎样 摆 放 ,总 存在 一 条 “裂缝 ”, 即 存在 正方 形 
的 一 条 网 格 线 , 它 不 穿 过 任何 一 块 骨 牌 . 

(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 则 存在 一 种 摆 放 法 ,使 得 正方 形 方 格 板 的 任何 一 
条 网 格 线 都 至 少 穿 过 一 块 骨牌 . 

因为 正方 形 共 有 36 个 方 格 ,每 条 网 格 线 分 正方 形 所 得 的 两 部 分 都 
各 有 偶数 个 方 格 , 所 以 每 条 网 格 线 至 少 穿 过 两 块 骨牌 .注意 到 每 块 骨 牌 
至 多 被 一 条 网 格 线 所 穿 过 , 便 知 10 条 网 格 线 至 少 要 穿 过 20 块 骨牌 .但 
骨牌 总 共 只 有 18 块 ,矛盾 .从 而 证 明了 无 论 怎样 摆 放 ,都 存在 着 裂缝. 

11.48 ”在 n xn(n 宇 2) 的 方 格 棋盘 上 ,任意 放 人 2n 枚 棋子 ,每 
枚 棋子 都 放 在 一 个 方 格 的 中 心 ,求证 其 中 必 有 4 枚 棋子 放 在 一 个 平行 
四 边 形 的 4 个 顶点 上 . 


1 十 流 





沉 瑟 史 洒 等 入 


(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1993 年 ) 
[证 ] 设 第 i 行 放 有 rx; 枚 棋子 ， 于 是 有 > 六- = 27 .将 第 ; 行 中 前 


i 一 1 点 (棋子 所 在 格 的 中 心 点 ) 与 最 后 一 点 分 别 配 成 点 对 ， 共 得 x; -1 


个 点 对 .显然 ,这 六 -= 工 个 点 对 中 两 点 间 的 距离 互 不 相同 .从 1 到 7 求 
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和 ， 便 得 ， 行 共有 点 对 数 为 > (rr ~ 1) =， 注意 ,每 个 点 对 中 两 点 间 


的 距离 只 能 取 1,2,: nl ,这 -1 个 值 之 一 ( 方 格 边 长 取 为 1)， 由 抽 
层 原理 知 , 上 述 n 对 点 中 必 有 两 对 点 ,使 点 对 中 两 点 的 距离 相等 .显然 ， 
这 两 对 点 不 在 同一 行 ,当然 构成 一 个 平行 四 边 形 .， 

11.49 ”在 n xn 的 方 格 表 的 菜 些 方 格 中 夯 有 星 号 .已 知 当 任意 划 
去 某 些 行 (但 不 是 所 有 行 ) 后 ,都 还 存在 某 一 列 ,其 中 恰 有 1 个 未 被 划 去 
的 星 叶 (特别 地 ,如 果 任 何 一 行 都 未 被 划 去 , 则 也 应 当 有 某 一 列 中 恰 有 
1 个 星 号 ). 试 证 当 任 意 划 去 某 些 列 (只 要 不 是 全 部 ) 后 ,也 都 存在 某 一 
行 , 其 中 恰 有 1 个 未 被 划 去 的 星 号 . 

(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 首先 , 表 中 有 茶 一 列 中 恰 有 1 个 星 号 , 设 这 一 列 是 第 ji 列 ， 
这 惟一 的 星 号 在 2 行 , 记 它 的 位 置 为 ( ,ji1). 于 是 第 j 列 的 其 他 方 格 
中 均 无 星 号 .然后 划 掉 第 i 行 , 按 假设 ,应 有 第 j, 列 中 恰 有 1 个 未 被 划 
去 的 星 号 , 设 它 的 位 置 为 (i,,j;). 于 是 第 j, 列 中 除 (i1,j),(i2,j2) 两 
个 方 格外 ,其 余 的 方 格 中 均 无 星 号 .再 划 去 第 i, 行 ,又 可 找到 第 j; 列 ， 
其 中 恰 有 一 个 未 被 划 去 的 是 号 , 记 它 的 位 置 为 (i3,j;). 继续 这 个 过 程 ， 
直到 最 后 为 止 , 可 以 找到 个 既 互 不 同行 又 互 不 同 列 的 方 格 (i ,ji ) ,上 
= 1,2,…,n ,其 中 每 个 方 格 中 都 有 星 号 ,而 且 在 方 格 (i,,,j)(m > 大) 
中 都 没有 星 号 . 

不 妨 设 i4 = 7 = 二 上 ,k= 1,2,…,n. 于 是 上 述 的 结论 就 化 为 : 主 对 
角 线 上 的 n 个 方 格 中 都 有 星 号 而 主 对 角 线 下 方 的 方 格 中 都 没有 星 号 . 
这 样 一 来 , 易 见 ,第 ” 行 惟有 1 个 星 号 在 (” ,2 ) 中 . 当 从 表 中 划 去 某 些 
列 区 1 ,12 一 ,ml 之 n) 时 , 设 n 列 中 未 被 划 去 的 列 的 最 大 号 码 是 h， 
则 第 有 行 就 恰 有 惟一 的 未 被 划 去 的 星 号 ,位 于 方 格 (h,h) 中 . 

11:50 ”在 正方 形 的 方 格 棋盘 上 放 棋 子 , 使 在 经 过 任意 一 个 方 格 
的 中 心 且 平行 于 棋盘 正方 形 的 一 边 或 对 角 线 的 每 条 直线 上 者 至少 有 一 
枚 棋子 (棋子 放 在 方 格 中 心 ). 问 在 (1)8 x 8 个 方 格 ;(2)n x 2 个 方 格 的 
棋盘 上 最 少 需要 放 多 少 枚 棋子 ? 

(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 由 下 图 中 的 例子 可 知 在 8 x 8 的 棋盘 上 , 放 16 枚 棋子 就 够 

了 .对 寺 一 般 的 n, 当 为 偶数 时 , 放 2n 枚 , 当 ) 为 奇数 时 , 放 27 +1 枚 
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就 够 了 . 

另 一 方面 , 当 2” 为 偶数 
时 ,图 中 的 2” 条 虚线 互 不 相 
交 , 故 至 少 要 2n 枚 棋子 才能 
满足 要 求 . 当 ?2 为 奇数 时 , 除 
了 图 中 的 2n -2 条 虚线 每 条 
上 至 少 有 一 点 之 外 ,A,B， 
C,D4 点 间 有 6 条 线 , 而 这 6 
条 线 上 至 少 要 有 3 个 不 同 的 点 , 故 棋 盘 上 至 少 要 有 2n + 1 个 点 . 

综 上 可 知 , 当 为 偶数 和 奇数 时 ,棋盘 上 最 少 要 分 别 放 2n 和 2n + 
1 枚 棋子 才能 满足 要 求 . 

11.51 在 2n x2n 个 方 格 的 正方 形 棋 盘 的 任意 32 个 方 格 中 各 放 
一 枚 棋子 ,求证 可 以 选 出 n 行 和 n 列 , 使 得 所 放 的 3n 枚 模子 都 在 这 ? 行 
和 ?7 列 中 . 





(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[证] 设 第 ; 行 有 mm; 枚 棋子 ,; = 1,2,…,2n, 于 是 有 mi + ma 十 
十 2% 二 34 .不 妨 设 区 | 之 mr; 这 … 之 m2w. 于 是 又 有 ml + m2 十 
十 1, 宇 27n. 若 不 然 , 则 有 rt 十 m2 +… + mm, 记 2n 一 1. 由 抽 展 原 
理 知 mi ,m2,…,m; 中 必 有 一 个 m; 志 1. 从 而 当然 有 mx, 过 1. 由 递减 假 
设 知 ma 委 P2200 1 委 王 并 4 之 mn 1. 由 此 可 得 p41 十 1m,42 十 
二 72， 7 . 
选 定 前 1 行 之 后 ,后 n 行 至 多 有 nn 要 棋子 , 故 可 选取 ” 列 将 后 2 行 
中 的 所 有 棋子 所 在 的 方 格 都 包括 在 内 .显然 ,这 nn 行 n 列 便 满足 要 求 . 
11.52 ”在 一 块 6x6 个 方 格 的 棋盘 上 互 不 重合 地 放置 了 11 块 1 x 
2 的 骨牌 ,每 块 骨 有 牌 恰好 覆盖 两 个 方 格 .求证 无 论 这 11 块 骨牌 怎样 放 
置 ,总 能 再 放 人 一 块 骨 牌 ,使 它 与 原 有 的 骨牌 没有 重 符 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 若 不 然 , 则 每 个 空格 的 邻 格 中 都 是 骨牌 .将 棋盘 下 面 5 行 中 
所 有 空格 的 集合 记 为 A ,上面 5 行 中 上 骨牌 的 集合 记 为 B. 于 是 有 
(1)A 中 每 个 方 格 的 上 邻 方 格 是 骨牌 ; 
(2) 不 同 空格 必然 对 应 于 不 同 的 骨牌 ,否则 两 个 空格 相 邻 ,可 以 放 
人 一 块 骨 牌 . 
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这 样 一 来 ,确定 了 一 个 从 A 到 B 的 映射 ,而 且 是 单 射 .从 而 有 | A| 
之 1B8| 志 11. 又 因 最 上 面 一 行 中 至 多 有 3 个 空格 , 故 有 | A | 宇 11. 因 此 
有 |1A|1= | B81 = 11. 这 意味 着 11 块 骨牌 全 在 上 5 行 中 .于 是 第 6 行 全 
是 空格 ,当然 可 以 再 放 人 1L 块 骨牌 ,有 矛盾. 

11:53 在 22x22 的 棋盘 上 ,任意 地 取 3z 个 方 格 ,证 明 可 以 在 棋 
盘 上 放 ” 枚 车 ,使 得 每 个 取 定 的 方 格 上 有 一 枚 车 或 至 少 被 一 校车 控制 
住 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 用 数学 归纳 法 . 

当 n = 1 时 ,结论 显然 . 

假设 结论 对 2(n -1) x 2(n -1) 的 棋盘 成 立 . 

考 虚 2n x 2n 棋盘 . 

如 果 有 一 行 ,一 列 中 没有 取 定 的 方 格 ,由 于 | 好 | = 1, 所 以 必 有 一 
行 中 取 定 的 方 格 个 数 不 小 于 2, 同样 也 必 有 一 列 中 到 定 的 方 格 个 数 不 
小 于 2. 去 掉 上 述 两 行 两 列 , 剩 下 的 2(2 -1)x2(2 -1) 的 棋盘 至 多 有 
3(2 一 1) 个 取 定 的 方 格 , 根 据 归纳 假设 ,可 放 n -1 枚 车 ,使 得 每 个 取 定 
的 方 格 上 有 一 枚 车 或 至 少 被 一 枚 车 控制 住 .对 于 原来 的 棋盘 ,只 要 在 上 
述 删 去 的 ,至 少 有 两 个 取 定 的 方 格 的 行 与 列 的 交叉 处 再 放 一 枚 车 ,就 可 
达到 同样 的 要 求 . 

如 果 找 不 到 一 行 一 列 均 没有 取 定 的 方 格 ,那么 不 妨 假定 每 一 行 都 
至 少 有 一 个 取 定 的 方 格 .由 于 3n = 2n + 7 ,所 以 必 有 7 行 (或 更 多 的 
行 ), 每 行 怡 有 1 个 取 定 的 方 格 .不 妨 设 前 行 每 行 恰 有 1 个 取 定 的 方 
格 , 并 且 这 些 方 格 在 前 n 列 .在 后 4 行 的 前 n 列 中 放 n 枚 车 ,每 两 枚 车 不 
同行 也 不 同 列 , 这 些 车 就 能 满足 我 们 的 要 求 . z 

11.:54 已 知 棱 长 为 100 的 正方 体 由 一 百 万 个 单位 正方 体 堆砌 而 
成 ,这 些小 正方 体 的 棱 彼此 相 接 构成 大 正方 体 的 框架 . 由 一 个 单位 正方 
体 的 一 个 顶点 引出 的 彼此 互相 垂直 的 三 条 棱 称 为 一 个 标 架 . 问 整个 杠 
架 能 否 分 成 两 两 没有 公共 棱 的 一 组 标 架 ? 
(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 在 空间 中 引进 直角 坐标 系 , 取 大 正方 体 的 一 个 顶点 为 坐标 
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的 某 些 结 点 (单位 正方 体 的 顶点 ) ,使 得 框架 中 的 每 条 大 校 ( 由 单位 正方 
体 的 棱 接 成 的 长 为 100 的 线段 ) 上 恰 有 一 个 标定 点 .例如 ,可 将 坐标 之 
和 为 101 倍数 的 所 有 点 标定 , 便 满足 上 述 要 求 . 

对 任 一 非 标定 点 A ,构造 以 A 为 顶点 的 标 架 P(A):; 标 染 P(A) 的 
三 条 校 分 别 位 于 框架 的 过 A 点 且 互 相 垂直 的 三 条 大 棱 上 ,并 且 分 别 指 
向 该 大 棱 上 的 惟一 标定 点 .这 时 ,整个 框架 恰好 分 解 成 两 两 无 公共 棱 的 
一 组 标 架 . 

11.:55 ”在 无 限 大 的 国际 象棋 棋盘 上 放 着 一 枚 马 , 试 求 出 马 在 走 
了 2n 步 后 可 能 到 达 的 所 有 方 格 . 

(第 16 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[ 解 】 在 棋盘 上 引入 以 马 所 在 的 方 格 中 心 为 原点 ,坐标 轴 平 行 于 
网 格 线 , 方 格 边 长 为 1 的 直角 坐标 系 .于 是 棋盘 上 的 每 个 方 格 对 应 于 坐 
标 平 面 上 的 一 个 整 点 . 

注意 , 马 从 方 格 (x,y) 出 发 有 8 种 不 同 走 法 ,可 以 分 别 走 到 方 格 (x 
+ 1,y+2),(rTi+2,y+t1),(x 一 1,y 圭 2),(x 一 2,y+1). 易 见 ,无 论 
直 样 走 1 步 ,两 个 坐标 之 和 的 奇偶 性 都 要 改变 . 从 而 走 2n 步 之 后 ,其 坐 
标 和 与 原 出 发 点 的 坐标 和 奇偶 性 相同 .因此 , 当 马 从 原点 出 发 走 2n 步 
后 而 到 达 方 格 (z,y) 时 ,总 有 2|(z+y). 此 外 , 马 每 走 1 步 ,其 横 坐 标 
和 纵 坐 标的 改变 值 均 为 - 2, - 1,1,2 之 一 ,而 两 个 坐标 之 和 的 改变 值 
为 -3, -1,1,3 之 一 . 故 当 走 2n 步 后 ,其 坐标 (zx,y) 满足 关系 式 

[zl 委 42|y 委 4 zl+ 1 过 67. 

可 见 , 马 从 原点 出 发 走 2” 步 后 ,其 所 在 方 格 中 心 的 坐标 都 属于 

S， = {ry lxl,|yl4n,| rl+ yl 6n,2| (zyy),zr， 

yE€ 72 | 

当 n = 1 时 ,从 原点 出 发 走 1 步 可 以 到 达 的 方 格 有 8 个 ,在 下 图 中 
用 壳 点 表示 .再 走 1 步 可 以 到 达 的 方 格 在 图 中 用 对 号 / 表示 .它们 的 集 
合 为 SI -zy) 站 zl= |y| = 2 下 耐用 数学 归纳 法 来 证 明 , 当 ) 
之 2 时 , 马 从 原点 出 发 走 2n 步 后 所 能 到 达 的 所 有 方 格 的 集合 恰 为 S,. 
由 对 称 性 知 ,只 须 就 x 宇 y 宇 0 的 情形 来 证 明 . 今 


n 一 (zyy) | (x,y) € 9,. 工 之 yy 二 01. 
当 n =2 时 ,对 于 (zr,y)ES2-9Si(r-4,y-2)ES, 且 当 (>x， 
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y) 关 (6,4) 时,(x 一 4,y 一 2) 关 (2,2). 因 








为 从 原点 出 发 走 两 步 可 到 达 (z -4,y-2)， FTTTTD 
所 以 再 走 两 步 -4,y-2)~(z-2y- HH 和 
1) 一 (z,y). 由 于 马 走 两 步 可 以 回 到 原 处 ， 上 省 二 上 并 
所 以 凡 两 步 可 走 到 的 方 格 4 步 均 可 走 到 .此 -十 
外 ,对 (2,2),(6,4) E S'2,4 步 均 可 走 到 : 上 中 
(0,0) 012) = 2,0) = (4D) > 022) HT 





(0,0) — (1,2)— (3,1)— (5,2) — (6,4). 
可 见 ,n = 2 时 结论 成 立 . 

设 n = 点 时 成 立 . 当 nn = 上 +1 时 ,与 上 类 似 地 可 知 ,只 须 考察 SA 
中 的 方 格 (x,y). 这 时 , (x 一 4,y 一 2) € Si ,而 由 归纳 假设 知 马 从 原点 
出 发 经 2k 步 可 以 走 到 方 格 (x - 4,y 一 2). 从 而 知 再 走 两 步 即 共 走 2(& 
+ 1) 步 即 可 到 达 (z,y). 这 就 证 明了 n = + 1 时 结论 也 成 立 . 

综 上 可 知 , 马 从 原点 出 发 走 2x 步 后 可 以 到 达 的 所 有 方 格 的 集合 为 
S;, 但 当 n = 1 时 为 Si -i{(x,y)| zi= | yl = 21 

11-56 ”将 右 图 所 示 的 方 格 板 沿 网 格 线 
剪 成 知 于 个 多 边 形 ,使 任 一 多 边 形 中 都 不 包 
含 2x2 个 方 格 的 正方 形 , 问 最 少 要 把 方 格 板 
分 成 多 少 个 多 边 形 ? 

(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,为 使 剪 出 的 多 边 形 中 不 含 
2 x2 个 方 格 的 正方 形 , 对 于 图 中 标 出 的 36 个 
点 中 的 每 点 ,都 至 少 有 一 条 剪 线 通 过 . 

我 们 把 以 36 个 标定 点 之 一 为 端点 的 小 正方 形 的 边 称 为 内 边 , 则 过 
每 个 标定 点 有 4 条 内 边 且 过 不 同 标 定点 的 内 边 互 不 相同 , 故 图 中 共有 
144 条 内 边 . 现 设 将 方 格 板 已 前 成 n 个 多 边 形 且 满足 题 中 要 求 , 于 是 每 
个 标定 点 引出 的 4 条 内 边 至 少 有 两 条 在 前 线 上 . 从 而 图 中 不 在 前 线 上 
的 内 边 不 多 于 72 条. 我们 再 将 n 个 多 边 形 沿 这 些 不 在 剪 线 上 的 内 边 一 
一 剪 开 , 则 每 剪 开 一 条 内 边 , 至 多 增加 一 个 多 边 形 .但 都 剪 完 之 后 , 恰 得 
到 84 个 多边 形 , 故 有 72 + nn 宇 84. 所 以 nn 宇 12. 

为 一 方面 , 当 将 给 定 的 方 格 板 按 术 平 线 前 成 12 个 矩形 时 ,显然 满 
足 题 中 要 求 . 故 知 最 少 要 分 成 12 个 多 边 形 . 
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11.57 ”在 nn xn 方 格 纸 的 每 个 方 格 中 都 填 人 一 个 数 ,使 得 每 行 和 
每 列 数 都 成 等 差 数 列 . 这 样 填 好 数 的 方 格 纸 称 为 一 个 等 差 密 码 表 . 如 果 
知道 了 这 个 等 差 密码 表 中 的 某 些 方 格 中 的 数 就 能 破译 该 密码 表 , 则 称 
这 些 方 格 的 集合 为 一 把 钥匙 ,该 集合 中 的 方 格 数 称 为 钥匙 的 长 度 . 

(1) 求 最 小 自然 数 ; ,使 得 在 n x n(n 宇 4) 方 格 纸 中 任 取 ;个 方 格 
都 组 成 一 把 钥匙; 

(2) 求 最 小 自然 数 ,使 得 在 n xz2(2 疡 4) 方 格 纸 的 两 条 对 角 线 上 
任 取 # 个 方 格 都 组 成 一 把 钥匙 . 

(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1994 年 ) 

[ 解 ] (1) 首先 , 当 已 知 方 格 纸 的 第 1 行 和 第 1 列 的 2n -1 个 方 格 

中 的 数 都 是 0 时 ,不 能 惟一 确定 等 差 密码 表 . 这 时 ,n x 2 个 方 格 中 都 是 


0 的 数 表 和 下 面 的 数 表 都 是 等 差 的 : 
0，0， 0， 0， 0 
0， 1， 2， 3， “nn-1 
0， 2， 4， 6， ,2(n—1) 
0，3， 6， 9， 


3(n 一 工 ) 


0, 7 -1,27-1)3n -1),.…, (nm -1) 

这 表明 所 求 的 最 小 自然 数 * 宇 2n. 

男 一 方面 ,对 于 任意 取 定 的 2 个 方 格 , 若 已 知 这 27 个 方 格 中 的 
数 , 则 由 抽 懂 原理 知 必 有 1 行 中 至 少 有 两 个 取 定 方 格 , 从 而 这 一 行 的 > 
个 数 都 可 确定 .因为 这 1 行 中 至 多 有 个 取 定 方 格 ,所 以 余下 nn 一 1 行 
中 至 少 还 有 个 取 定 方 格 ,从 而 又 有 1 行 中 至 少 有 两 个 取 定 方 格 .于 是 
这 1 行 数 又 被 确定 .由 于 两 行 数 已 被 确定 , 故 知 密码 表 被 惟一 确定 , 即 
任 取 2n 个 方 格 都 是 一 把 钥匙 . 可见 ,所 求 的 最 小 自然 数 ; 为 2n. 

(2) 当 取 定 一 条 对 角 线 上 的 ?个 方 格 , 且 这 2 个 方 格 中 的 数 都 是 0 
时 ,所 有 方 格 都 是 0 的 数 表 与 下 面 的 数 表 都 满足 题 中 要 求 : 


0， ] ， 2 ， 0, n—l 
-1, 0， 1 ， ， ) 2 


一 2， 一 ]， 0 ， … ， 1 一 3 
—(n 一 1)， — (7 一 2)， — (2 一 3)， ”9 0. 
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x 中 


这 表明 所 求 的 最 小 自然 数 1 之 n+ | 

男 一 方面 ,当选 定 n + 1 个 方 格 时 , 必 有 两 个 方 格 在 同一 行 , 于 是 这 
1 行 中 的 n 个 数 都 被 确定 .由 于 这 1 行 中 只 有 两 个 取 定 方 格 而 n+ 1 宇 
5, 故 这 1 行 之 外 至 少 还 有 3 个 取 定 方 格 ,其 中 总 有 两 个 方 格 位 于 不 同 
列 .于 是 这 两 列 的 各 nn 个 数 都 被 确定 ， 从 而 整个 密码 表 惟 一 确定 .可 见 
所 求 的 最 小 自然 数 1 = n+1. 

11.58 (1) 在 7x7 个 方 格 的 正方 形 中 ,标定 个 方 格 的 中 心 ,使 
标定 点 中 的 任何 4 点 都 不 是 边 平行 于 网 格 线 的 矩形 的 四 个 顶点 , 求 & 
的 最 大 值 . 

(2) 对 于 13 x 13 个 方 格 的 正方 形 解 同样 的 问题 . 

(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] (1) 设 在 7x7 个 方 格 的 正方 形 中 已 标定 上 点 且 满足 题 中 要 
求 , 其 中 第 i1 行 有 x; 个 标定 点 ,于 是 有 TI X22 二 "二 X77 二 上 上 . 

按 已 知 , 如 果 在 某 行 已 标 出 两 点 ,那么 在 其 余 的 每 行 中 都 不 能 再 标 
出 具有 同样 横 坐 标的 两 点 .这 意味 着 正方 形 中 所 有 的 同行 两 点 组 的 横 
坐标 对 互 不 相同 .由 于 方 格 的 横 坐 标 有 7 个 不 同 值 , 故 不 同 的 横 坐 标 对 
共有 C3 = 21 个 .从 而 有 

Ci + C2 + e+ C2 S21, 
Xf+ x7 二 十 X942+ 衣 . 中 
由 柯 西 不 等 式 有 

XI + 13 + + 3 之 闻 (z + x2 + + 17) = 了 好 ， 也 

由 中 和 人 @ 得 到 
k*~7k-7x42<<0. 全 
由 @ 解 得 之 方 (7+7 VTT24) = 21, 即 至 多 


标定 21 个 方 格 的 中 心 . 
为 使 上 = 21,@ 式 中 应 为 等 号 , 即 应 有 zi = 


列 法 ”举例 如 右 图 ,其 中 恰 有 21 个 标定 点 , 故 知 所 
求 的 上 & 的 最 大 值 为 21. 
(2) 设 在 13 x 13 的 正方 形 中 已 标定 & 个 点 且 满 足 题 中 要 求 , 则 与 
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上 面 推理 过 程 平 行 地 可 得 & 委 52. 

此 外 ,为 构造 使 上 = 52 的 例子 ,我 们 仍 
然 使 用 字典 排列 法 . 右 图 中 恰 标 定 了 52 个 
点 且 满 足 题 中 要 求 , 故 知 所 求 的 & 的 最 大 值 
为 52. 

11.59 “在 坐标 平面 上 放置 着 若干 个 
同样 大 小 的 正方 形 纸 片 , 每 个 正方 形 的 边 
都 平行 于 坐标 轴 , 并 且 平 面 上 的 任何 一 点 
都 至 多 被 两 个 正方 形 纸 片 所 逆 盖 ,求证 可 
以 将 这 些 正 方形 纸 片 分 成 3 组 ,使 得 同 组 的 任何 两 个 正方 形 纸 片 都 不 
相交 . 





(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] ”我们 对 正方 形 纸 片 的 个 数 ”使 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 ? 
= 3 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 于 n = 时 成 立 . 当 n = 上 有 +1 时 , 设 正 
方形 纸 片 S 是 位 置 最 左 的 之 一 . 按 归纳 假设 , 除 掉 S 后 的 & 个 正方 形 可 
以 分 成 3 组 ,使 得 每 组 中 的 任何 两 个 正方 形 都 不 相交 . 由 于 S 至 多 与 另 
外 个 正方 形 中 的 两 个 相交 , 故 在 上 面 3 组 中 ,至 少 有 1 组 中 的 正方 形 
纸 片 全 都 与 S 不 相交 .显然 ,只 要 把 S 分 在 这 样 一 组 中 即 满足 题 中 的 要 
11.60 ”规格 为 n x 的 黑板 被 方 格 网 分 成 ?个 小 方 格 ,其 中 的 大 
行 方 格 与 / 列 方 格 的 交 称 为 这 块 黑板 的 一 个 kx 1 子 式 ,k& + 7 称 为 该 子 
式 的 半 周 长 .已 知 若干 个 半 周 长 均 不 小 于 2 的 子 式 盖 住 了 黑板 的 主 对 
角 线 ,求证 它们 至 少 盖 住 了 黑板 上 的 一 半 方 格 . 
(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 对 每 个 i,1 < i 过 nn, 考 察 主 对 角 线 上 的 第 ; 个 小 方 格 , 它 
被 菜子 式 盖 住 .取出 该 子 式 过 对 角 线 上 第 i 个 小 方 格 的 一 行 和 一 列 方 
格 , 它 们 共有 k&; + 1; 个 方 格 (对 角 线 上 的 第 i 格 被 计数 两 次 ). 于 是 共 取 
得 诸 子 式 的 行列 方 格 .因为 有 +4 宇 ,i = 1,2,…,n, 故 知 取出 
的 这 x 行列 方 格 总 数 ( 包 括 重 复 计数 ) 


D+) 7. 
1 


另 一 方面 ,由 于 所 取出 的 4 行列 方 格 恰 分 布 在 里 板 的 行 4 列 上 
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各 一 行 一 列 , 即 所 取 的 这 4 行 和 n 列 方 格 分 别 互 不 相交 , 故 知 在 上 面 的 
计数 过 程 中 ,每 个 方 格 至 多 被 计数 两 次 ( 行 一 次 , 列 一 次 ). 所 以 , 选 出 的 
这 行 ” 列 方 格 中 至 少 有 六 邓 2 个 互 不 相同 的 方 格 , 即 它们 至 少 盖 住 黑 
板 的 一 半 方 格 . 

11.61 试 证 在 规格 为 6x6x6 的 正方 体形 状 的 盒子 中 可 以 放 人 
52 个 1 x 1 x 4 的 柱 体 ,但 不 能 放 人 人 53 个 ( 柱 体 的 各 面 应 平行 于 盒子 的 
面 ). 

(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[证 ] 将 盒子 分 成 3 部 分 :下 部 是 1 个 6x6x4 的 长 方 体 , 上 部 是 
1 个 6x4x2 和 1 个 6x2x2 的 长 方 体 .第 1 个 长 方 体 中 可 放 36 个 柱 
体 ,第 2 个 长 方 体 中 可 放 12 个 柱 体 而 第 3 个 长 方 体 中 则 可 放 4 个 柱 体 . 
共 放 入 了 52 个 柱 体 . 

另 一 方面 ,将 6x6x6 的 正方 体 分 成 27 个 2x2x2 的 x 
小 正方 体 并 将 它们 相间 地 涂 上 黑色 与 白色 .这 时 ,共有 14 从 
个 黑 的 和 13 个 白 的 2x2x2 的 正方 体 .然后 再 把 每 个 2x | 
2 x2 的 正方 体 分 成 8 个 单位 正方 体 . 从 而 共有 112 个 黑 的 
和 104 个 白 的 单位 正方 体 .每 个 1 x1x4 的 柱 体 放 人 盒子 
中 后 , 恰 占 有 2 个 白色 单位 正方 体 , 故 至 多 能 放 人 52 个 柱 体 ,当然 不 能 
放 人 53 个 柱 体 . z 

11.62 ”用 和 个 单位 正方 体形 成 一 个 棱 长 为 n 的 大 正方 体 ,任意 


从 中 选取 多 于 六 x2 个 单位 正方 体 标 上 记号 . 试 证 可 以 找到 一 个 直角 三 


角形 , 它 的 3 个 顶点 丝 位 于 有 记号 的 单位 正方 体 的 中 心 而 两 条 直角 边 
分 别 平行 于 正方 体 的 楼 





( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 
[证 ] 车 不 然 , 则 任何 3 个 标定 的 单位 正方 体 的 中 心 都 不 能 构成 
满足 要 求 的 直角 三 角形 . 考察 一 个 标定 正方 体 所 在 的 两 两 交 成 直角 的 
3 个 1x1xn 的 小 柱 体 . 易 见 ,3 个 柱 体 中 至 少 有 2 个 中 不 再 包含 其 他 
的 标定 单位 正方 体 .我 们 来 计算 这 种 至 多 含 1 个 标定 单位 正方 体 的 小 
柱 体 的 总 数 .一 方面 ,由 于 标定 单位 正方 体 的 个 数 多 于 过 ww? 个 ,而 过 其 
中 每 个 单位 正方 体 至 少 有 两 个 这 种 小 柱 体 且 过 不 同 的 标定 单位 正方 体 
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的 这 种 小 柱 体 又 互 不 相同 ,从 而 这 种 小 柱 体 的 个 数 多 于 32 个 . 另 一 方 
面 ,在 大 正方 体 中 ,不 同 的 小 柱 体 的 总 数 为 3n* 个 (每 个 方向 都 有 于 
个 ), 矛 盾 ， 
11.63 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 内 作 若 干 个 圆 .已 知 这 些 圆 的 周 长 之 
和 等 于 10, 求 证 存在 一 条 直线 至 少 与 其 中 的 4 个 圆 相交 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 将 所 给 的 圆 都 投影 到 正方 形 的 一 条 边 上 . 显然 ,每 个 圆 的 
投影 都 是 一 条 长 度 等 于 直径 的 线段 . 因为 这 些 圆 的 周 长 之 和 等 于 10， 
所 以 这 些 贺 的 投影 长 度 之 和 等 于 由 > 3. 又 因 正 方形 的 边 长 等 于 1, 故 
由 重奏 原理 便 知 ,这 条 边 上 至 少 有 1 点 被 不 少 于 4 个 圆 的 投影 所 覆盖 . 
过 此 点 作 正 方形 这 条 边 的 垂 线 , 则 它 必 与 覆盖 此 点 的 至 少 4 圆 相 交 . 可 
见 , 这 条 垂 线 即 为 所 求 . 
11.64 ”在 坐标 平面 上 ,纵横 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 . 试 证 存 
在 一 个 同心 圆 的 集合 ,使 得 
(1) 每 个 整 点 都 在 此 集合 的 某 - 圆周 上 ; 
(2) 此 集合 的 每 个 圆周 上 ,惟有 一 个 整 点 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 


[证 ] 取 点 P( 2, 二 ) ,我 们 指出 ,任何 两 个 不 同 整 点 到 点 了 的 


距离 都 不 相等 .事实 上 , 设 整 点 (a ,5b5) 和 (c,d) 到 点 P 的 距离 相等 , 即 
有 





2 
(a -27+(o- 访 ) = (c -2+ (4- 二 )， 
2e a) f= oatd -+ d). oh 
因为 Y2 为 无 理 数 而 中 式 右 端 为 有 理 数 , 故 @ 式 两 端 必 同 时 为 零 , 所 以 
有 


c = a， @ 
ce 由 -ad =0 @ 

将 @ 代入 @ 并 化 简 ,得 到 : 
(4-6)(d+6-3)=0. 四 
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E 中 和 党 


由 于 4&5 和 4 都 是 整数 , 故 四 式 左 端 第 2 个 因子 不 为 零 , 所 以 6 = d. 从 
而 整 点 (a ,6) 与 (c,d) 重合 , 即 所 有 整 点 与 点 PP 的 距离 互 不 相等 . 

现 将 所 有 整 点 到 点 P 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 ;d1,d2,…， 
d, ,…. 显然 ,以 点 忆 为 心 ,分 别 以 d1,d3,…,d,,… 为 半径 所 作 的 同心 
圆 的 集合 便 满足 题 中 要 求 . 

11:65 ”在 平面 上 给 出 了 若干 个 相交 的 圆 面 ,它们 之 并 集 的 面积 
是 1. 求证 从 中 可 以 选 出 某 些 两 两 不 重合 的 圆 面 来 ,使 它们 的 面积 之 和 
不 小 于 二 

(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 将 以 O 为 心 ,r 为 半径 的 圆 面 记 为 C(O ,r) .首先 取 给 定 圆 
面 中 半径 最 长 的 圆 面 之 一 , 记 为 CCO ri) .然后 在 不 与 CCO ,ri ) 相 
区 的 所 有 已 知 圆 面 中 选取 半径 最 长 的 圆 面 , 记 为 C(O,,r,). 接 着 再 于 
既 不 与 C(Oi,ri) 也 不 与 C(O,,r;) 相交 的 所 有 陨 面 中 选取 半径 最 长 
的 圆 面 C(O;,r;). 继 续 这 个 过 程 直 到 无 圆 面 可 选 为 止 . 设 取 得 的 贺 面 
依次 为 

CO r CGO rp C(O, ,r,,), OQ 


则 它们 互 不 相交 且 面 积 之 和 不 小 于 二， 

实际 上 ,对 任意 zx € S, 此 处 S 表示 已 给 的 所 有 图 面 之 并 集 , 有 已 
知 圆 面 C(O ,r) ,使 得 zE C(O,r). 若 C(O,r) 已 是 中 的 圆 面 , 问 
题 就 简单 了 . 若 不 然 , 设 C(O,r) 与 @ 中 的 圆 面相 交 的 最 小 号 码 是 7， 
则 过 7;. 既 然 C(O.,r) 门 C(O;,r;) 关 信 , 故 知 C(O,r) CC C(O.,, 
37;), 从 而 及 人 C(O,,37,). 由 x € S 的 任意 性 即 知 

S cuUc(o ,37;). © 
者 记 C(O;,r;) 的 面积 为 6 , 则 C(O;,3r,) 的 面积 为 96, .GO) 式 意味 着 
9(O1t+O t+ ) 宇 1 


由 此 即 知 ,C(Oi,r1),C(O2,r2),… ,C(O,,,r,) 的 面积 之 和 不 小 于 
. 


9 
11.66 已 知 平面 上 有 若 十 个 圆 ,其 中 任何 两 个 都 不 相交 或 内 切 ， 
且 每 个 圆 都 至 少 和 另外 的 6 个 圆 相 切 , 求证 这 些 圆 的 集合 是 无 限 
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集 . 
(奥地利 一 波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 则 这 些 圆 只 有 有 限 多 个 ,其 中 必 有 1 个 半径 最 小 的 
圆 , 记 其 圆心 为 O. 按 已 知 , 它 至 少 与 6 个 贺 相 切 , 记 这 6 个 图 的 圆心 分 
别 为 O1,O;,…,0O6 并 且 是 按 道 时 针 方 向 排列 的 , 记 圆 O 和 0O; 的 半径 
分 别 为 r 和 r+;,i = 1,2,…,6. 考察 人 OOIOD; .显然 有 OO = r + rj， 
OO; = rr+r,OIO0, 三 ri+r 因 最 小 , 故 O10O; 为 最 大 边 ,从 而 知 
了 O100; 宇 60'. 同 理 ,0O;,0O0;, 人 O300s, 人 O0400s, 人 人 OsO0O6 和 
了 O60O01 均 不 小 于 60". 由 于 它们 的 和 为 360", 故 知 它们 都 等 于 60". 从 
而 六 | 一 7 一 3 一 1 太一 1 太一 16 一 -~, 即 它们 的 半径 都 取 最 小 值 . 

对 于 任 一 给 定 圆 A ,如 果 存 在 一 串 给 定 圆 ,以 圆 O 为 头 而 以 圆 A 
为 尾 ,其 中 每 相 邻 两 圆 都 相 切 , 则 称 圆 A 与 圆 O 是 “连通 的 ”. 易 见 , 当 
圆 4 与 圆 D 连 通 时 , 圆 A 的 半径 也 是 ~. 将 所 有 与 圆 DO 连通 的 圆 所 成 的 

合 记 为 M,M 中 的 圆 的 所 有 圆心 的 集合 记 为 S , 则 不 属于 M 的 给 定 
圆 与 M 中 的 任何 圆 都 不 相 切 , 且 M 中 的 圆 的 半径 都 是 ，. 

考察 集合 S 的 凸 包 . 设 点 B 是 凸 包 多 边 形 的 一 个 顶点 , 则 圆 B 至 
多 与 M 中 的 3 个 圆 相 切 . 从 而 圆 B 至 多 与 3 个 给 定 圆 相 切 ,矛盾 . 

11.67 三维 欧 氏 空间 是 否 能 表示 为 无 公共 点 的 圆周 的 并 集 ? 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 】 首先 证 明 , 去 掉 两 点 P,Q 的 球面 S 可 以 表示 成 无 公共 点 的 
圆周 的 并 集 . 设 球面 S 的 过 点 P,Q 的 两 个 切面 相交 于 直线 /或 平行 .过 
S 上 任 一 点 与 直线 ! 作 平 面 ( 当 两 切面 平行 时 则 过 S 上 任 一 点 作 二 者 的 
平行 平面 ) ,每 个 这 样 的 平面 都 与 S 截 得 一 个 圆周 , 且 这 些 圆周 彼此 无 
公共 点 ,它们 的 并 集 为 S - {P,Qji. 

设 K 是 过 原点 O 和 点 A(2,0,0) 的 半径 为 1 的 圆 .对 于 0< -< 2， 
球面 S. = 1P1a(P,O) = ri 与 氏 恰 有 两 个 公共 点 .由 上 段 证 明知 S， 
去 掉 与 K 的 两 个 交点 后 可 表 为 无 公共 点 的 圆周 的 并 集 . 因此 ,以 原点 
为 心 ,半径 为 2 的 开 球 与 点 A 的 并 集 M = (US-) UK 可 以 表 为 无 
公共 点 的 圆周 的 并 集 . 

将 M 沿 z 轴 平移 ,每 次 平移 4 个 单位 ,得 到 成 糖 戎 芦 形 的 一 串 无 公 
共 点 的 球 .过 x+ 轴 上 每 点 作 x 轴 的 垂 面 , 则 每 个 切面 都 与 这 一 串 球 交 于 
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] 点 或 交 于 1 个 圆 面 .显然 ,平面 去 掉 相 区 部 分 后 可 表 成 一 系列 同心 圆 
的 并 集 . 这 样 一 来 ,就 把 整个 三 维 欧 氏 空间 表 成 了 无 公共 点 的 圆周 的 并 
集 . 

11.68 ”对 于 怎样 的 ,可 以 在 圆周 上 放置 100 条 贺 弧 ,使 得 其 中 
每 一 条 弧 都 恰好 同 其 他 & 条 弧 相 交 ? 

(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 已 按 题 中 要 求 放 好 了 100 条 弧 ,我 们 来 讨论 & 应 满足 的 
条 件 . 为 此 ,我 们 首先 对 这 些 弧 的 长 度 作 些 调整 . 因为 两 条 弧 是 否 相 交 ， 
只 和 弧 的 终点 和 起 点 有 关 , 而 与 强 的 长 短 无 关 , 故 可 作 如 下 调整 : 

(1) 如 果 有 某 条 弧 被 包含 在 另 一 条 红 之 中 , 则 可 将 大 弧 比 小 弧 多 
出 的 部 分 去 掉 ,使 得 两 条 弧 完 全 重合 . 

(2) 我 们 约定 ,每 条 弧 的 走向 都 是 顺 时 针 方 向 .如 果 两 条 弧 相 交 ， 
而 在 第 2 条 弧 的 起 点 与 第 1 条 弛 的 终点 之 间 没 有 其 他 弧 的 起 点 或 终点 ， 
则 将 这 两 点 合并 为 1 点 . | 

(3) 我 们 假定 这 些 弧 禾 盖 了 整个 圆周 . 于 是 由 (2) 知 每 条 弧 的 终 
点 ,都 至 少 是 另 一 条 弧 的 起 点 . 设 这 100 条 弧 共 有 个 不 同 的 起 点 , 则 
调整 这 些 点 间 的 距离 ,使 得 它们 恰 为 圆 内 接 正 ” 边 形 的 ”个 顶点 . 

设 以 Mi 为 起 点 的 弧 a 的 长 度 是 c ,以 第 2 个 点 M2: 为 起 点 的 弧 8 
的 长 度 是 5, 则 显然 有 5 宇 a ,和 否则, 弧 必然 包含 8, 而 这 与 (1) 矛盾. 由 
此 党 着 圆周 递 推 一 图 ,我 们 便 得 到 一 串 首尾 相 接 的 这 样 的 不 等 式 . 从 而 
知 所 有 强 的 长 度 都 相等 . 若 记 圆 的 周 长 为 n, 则 弧 长 /过 . 设 以 点 MM,， 
Mi,… ,MM 为 起 点 的 弧 的 条 数 分 别 为 a ,a;,… ,a , 则 同 以 M; 作为 起 
点 的 一 条 弧 相交 的 弧 的 条 数 为 

Qt tatt tat+t+artit+ a 1. 


按 题 意 , 它 应 该 等 于 .因而 ,对 任何 i ,都 有 


Qi-tt aiittt +at+an/= k+l1l. 中 
将 中式 对 ;= 1,2,…,n 求 和 , 便 得 
(21 + 1) x 100 = (k + 1)n. 2 


可 见 ,(&+1) 必 可 整除 (27 + 1)100. 这 表明 它 不 能 是 8 的 倍数 . 又 因 27 
+1 守 3,n 太 100, 故 有关 1. 易 见 , 对 于 2 过 上 之 99, 有 是 有 +1 不 是 8 的 
倍数 的 情形 ,都 可 由 @ 式 解 出 /1 和 ,然后 安排 100 条 弧 使 之 满足 题 中 
要 求 . 
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对 于 & = 1 的 情形 ,我们 可 以 在 圆 上 选取 $0 条 弧 互 不 相交 ,然后 在 
每 条 弧 上 再 放 上 1 条 弧 与 之 重合 .这 100 条 弧 显 然 满足 要 求 . 

注意 ,上 面 推导 中 我 们 假定 了 100 条 弧 覆 盖 了 整个 贺 周 .下 面 我 们 
来 证 明 , 在 这 些 弧 没有 覆盖 整个 圆周 的 情况 下 ,对 + 1 为 8 的 倍数 的 
情形 也 是 不 可 能 的 . 

这 时 ,我 们 可 以 给 所 有 弧 按 起 点 先后 编 上 号 码 , 使 第 1 条 弧 和 第 
100 条 强 不 相交 .于 是 ,第 1 条 统 必 与 第 2,3,…,k + 1 条 绝 相 交 , 从 而 这 
k& + 1 条 弧 两 两 相交 ,而 与 其 他 弧 都 不 相交 .这样 一 来 ,100 条 弧 必 可 分 
成 若干 组 ,每 组 恰 有 & + 1 条 弧 , 即 (& + 1)|100. 但 100 不 是 8 的 倍数 ， 

此 不 可 能 . 
综 上 所 述 , 当 目 仅 当 1 志 记 99 且 kk+1 不 是 8 的 倍数 时 ,可 以 在 
圆周 上 放置 100 条 弧 满 足 题 中 的 要 求 . 

11.69 已 知 2? 个 由 0 和 1 组 成 的 有 限 数列 ,其 中 任何 一 个 数列 都 
不 是 另 一 个 数列 的 开头 部 分 ,求证 这 些 数 列 的 长 度 (项 数 ) 之 和 不 小 于 
n* 2". 

(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] 满足 题 中 要 求 的 数列 组 称 为 “正规 组 ”, 组 中 数列 按 其 长 度 
大 于 ,等 于 或 小 于 x 而 分 别称 为 长 数列 ,标准 数列 和 短 数列 . 

对 于 任 一 正规 组 ,如 果 其 中 没有 短 数列 , 则 结论 显然 成 立 . 如 果 其 
中 有 短 数列 ,那么 其 中 也 必 有 长 数列 . 否则, 任 一 短 数列 至 少 有 两 种 可 
能 在 其 尾部 补 上 一 些 0 或 1 而 成 为 标准 数列 且 仍 然 保持 数列 组 的 正规 
性 ,从 而 得 到 一 个 由 多 于 2” 个 标准 数列 组 成 的 正规 组 ,此 不 可 能 . 可 
见 , 只 须 对 既 含 短 数 列 又 含 长 数列 的 正规 组 来 证 明 本 题 的 结论 . 

对 于 任 一 数列 a, 记 其 长 度 为 | < , 设 正 规 组 中 有 短 数列 * 和 长 
数列 1s < 2< 站 , 则 有 站 下 六 2. 在 正规 组 中 去 掉 
数列 s 和 7, 添上 数列 :0…0 和 1 ,其 中 0…0 为 标准 数列 , 则 新 组 仍 为 
正规 组 且 组 中 数列 的 长 度 之 和 不 增 ,但 组 中 至 少 增加 一 个 标准 数列 .如 


琳 组 中 仍 有 短 数列 , 则 又 可 重复 上 述 的 代 换 过 程 ,直到 组 中 不 含 短 数列 … 


为 止 .由 于 每 次 代 换 都 保持 正规 组 的 长 度 之 和 不 增 而 最 后 所 得 的 正规 
组 的 所 有 数列 长 度 之 和 不 小 于 n. 2”, 故 知 原 正规 组 中 所 有 数列 的 长 
度 之 和 也 不 小 于 n2”. 、 

11.70 ” 设 集 合 A 的 元 素 都 是 以 0 和 1 为 项 的 有 限 数列 .如果 在 任 
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何 一 个 以 0 和 1 为 项 的 无 限 数列 中 都 可 以 取出 其 中 一 段 数 来 ,使 它 丛 为 
A 的 某 元 素 , 则 称 A 为 基 集 . 试 证 在 所 有 8 项 的 这 样 数列 中 ,能 取出 不 
多 于 51 个 数列 ,使 它们 构成 一 个 基 集 ， 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 令 
al = {10,0,.…,01 ,a = {1,1,.…,1|, 
a3 = {1,0,1,0,1,0,1,0!; 
六 = 10,0,1,8 = 1,2,,32; 
ci = 11,1,0,1,7} ,i = 1,2,.…,16, 


其 中 pi ,pp3 表示 32 个 不 同 的 项 的 数列 , yi ， 7， ，…， Yi6 表示 16 
个 不 同 的 4 项 数列 .再 令 

A= ay,a2sa3b13 .02,7 ,D325 C1 C2 C10} , 
则 | A| = 51 且 为 一 个 基 集 . 

事实 上 ,如 果 一 个 无 穷 数 列 中 的 任何 连续 8 项 都 不 是 ai ,ay ,ai 之 
一 , 则 其 中 必 有 无 穷 多 个 0, 无穷 多 个 1 且 必 有 相 邻 两 项 相同 . 

若 有 相 邻 两 项 同 为 0, 则 必 有 连续 3 项 为 10,0,1| ,从 而 必 有 连续 8 
项 为 某 己 ; 若 其 中 有 相 邻 两 项 相同 且 没 有 相 邻 两 项 同 为 0, 则 必 有 连续 
4 项 为 j1,1,0,1}, 从 而 必 有 连续 8 项 为 某 c; ,这 就 表明 A 为 基 集 . 

1171 议 & 之 6 为 自然 数 ,ma = 2k -1 工 工 为 所 有 7 元 数组 (zi， 
ZX2，,… ) 的 集合 ,其 中 x; € 10,1| ,i = 1,2,…,n. 对 于 x = (zlyz2， 
yi 本 ,定义 


d(x,y) = Dir- yl. 


特别 地 有 d(x,zx) = 0. 设 有 一 个 由 耳 的 2* 个 元 组 成 的 子 集 5, 使 对 任 
何 x € TT, 都 存在 惟一 的 y € S, 使 得 d(x,y) 二 3. 求 证 n = 23. 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 由 于 zzz,z)=0<3, 所 以 S 中 任何 两 个 元 素 的 距离 都 大 

于 3. 因而 当 将 S 中 的 元 素 z 的 n 个 分 量 改变 1 个 ,2 个 或 3 个 (1 变 为 0 

或 0 变 为 1) 时 ,所 得 的 元 素 都 在 T- S 中 , 且 S 中 的 不 同 元 素 按 上 述 

办 法 所 得 的 元 素 也 互 不 相同 . 按 假设 知 , 对 每 个 + € 全 ,都 有 惟一 的 y 

E S, 使 得 d(x,y) 三 3, 所 以 荆 - S 中 的 每 个 元 素 都 可 由 S 中 的 元 素 
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按 上 述 办 法 生成 .从 而 有 
2* = 24(C5 + Cit C+ C0%). 
由 于 nn = 2k 一 1, 故 有 
3.24 ~ Ek(2k* — 3k + 4). QD 
若 3 愉 , 则 有 = 2”*. 由 于 和 守 6, 所 以 m 宇 3. 于 是 2k* 一 3k+4 是 4 的 
倍数 但 不 是 8 的 倍数 .从 而 由 中 可 得 
2k* — 3k+4= 12. 

这 个 方程 无 解 , 所 以 为 3 的 倍数 . 记 上 = 3h = 3:24,g 之 1, 于 是 
式 化 为 

23 2 = RCI18A2 - 9h + 4). © 
当 g 之 3 时 ,18h* 一 9h + 4 是 4 的 倍数 不 是 8 的 信和 数 . 由 名 知 有 18h? 


9h +4 = 4, 无 解 .从 而 g = 1 或 2,h = 2 或 4. 代 人 人 回 式 知 hh =2 不 


是 根 而 h = 4 是 根 .所 以 得 到 nn = 2k 一 1 = 6h-1 = 23. 
11*72 已 知 3 个 无 穷 的 自然 数 项 的 数列 cl a,… ,a,,，…;61,b;， 


“obs , C2， ,Cn，" ,求证 必 能 找到 两 个 下 标 p 和 ,使 得 Up 之 


ay by 之 bcop 之 co， 
(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ]  ” 先 考 察 数列 1a,1 .如果 ia,| 无 界 , 则 它 必 有 一 个 严格 递增 
的 子 列 , 如果 ja,} 有 界 , 则 数列 中 的 无 穷 多 项 只 取 有 限 多 个 不 同 的 值 ， 
故 由 抽 履 原理 知 {a,} 有 一 个 子 列 ,其 中 的 项 都 相等 .因此 ,数列 ja,| 总 
有 一 个 不 减 的 子 列 
Qu An Qn 0 
考察 数列 15,1 的 下 标 与 中 相同 的 子 列 16, |. 这 也 是 一 个 以 自然 
数 为 项 的 数列 . 按 与 上 段 相同 的 程序 可 证 16, | 中 又 可 抽出 一 个 不 减 的 
子 列 ; 
b, bw,» Dy ,i OO) 
再 考察 数列 i } 的 下 标 与 @ 相同 的 子 列 并 从 中 再 抽出 一 个 不 减 的 子 
列 .在 最 后 这 个 子 列 中 任 取 两 个 下 标 g < p, 由 上 面 的 选 法 便 知 
dp 之 pp 之 四 cp 之 cr 
11.73 给 出 2 半 个 缘由 0 和 1 工 组 成 的 不 同 数列 ,它们 的 长 度 都 为 
2. 已 知 对 其 中 任何 3 个 数列 ,都 可 以 找 出 自然 数 关 ,使 得 3 个 数列 的 第 
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m 项 都 是 1 ,求证 存在 自然 数 上 ,使 得 全 部 2 个 数列 的 第 项 都 是 1， 
而 县 上 是 惟一 的 . 

组 (第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 对 于 任何 一 个 长 度 为 和 且 每 项 都 是 0 或 1 的 数列 xz, 把 其 中 
为 0 的 项 改 为 1, 为 1 的 项 改 为 0 所 得 的 数列 称 为 数列 + 的 反 数列 , 记 为 
Zz; 对 于 任何 两 个 这 样 的 数列 x 和 y, 把 二 者 的 对 应 项 相 乘 所 得 的 数列 z 
称 为 数列 zx 和 y 的 乘积 , 记 为 zy. 我 们 把 给 定 的 2 个 数列 的 集合 记 为 
S .本题 的 证 明 可 以 分 为 三 步 给 

引 理 1 x € S 的 充分 必要 条 件 是 x 和 S. 

如 果 xz, 区 ES, 则 x 区 = 0, 因 而 它们 与 男 一 个 y 各 S 这 3 个 数列 
的 任何 一 项 都 不 能 同时 为 1, 矛盾 . 

如 果 有 xz,x 和 S, 则 因 所 有 由 0 和 1 组 成 的 长 度 为 ”的 数列 恰 可 
按 数 列 与 反 数列 为 一 对 分 成 2*-! 对 ,每 对 至 多 有 1 个 数列 属于 S , 故 将 
导致 | S| < 2 一 ! ,了 矛盾 . 

引 理 2 如 果 z,yES, 则 zyE 3S. 

右 不 然 , 则 由 引 理 1 知 zE SS. 考察 x,y,zy 这 3 个 数列 .对 于 Xxy 

中 任 一 个 值 为 1 的 项 ,zy 中 同 标号 的 项 为 0, 从 而 x 和 y 中 同 标号 的 项 

至 少 有 1 个 为 0. 这 就 是 说 ， 这 3 个 数列 的 任何 一 组 同 标号 的 项 都 不 能 
全 为 1 ,矛盾 . 

引 理 3 S 中 的 所 有 数列 的 乘积 数列 zo 是 由 1 个 1 和 一 1 个 0 组 
成 的 . 

由 引 理 2 知 zo € S$S, 故 zo 不 能 全 由 0 组 成 . 知 xo 中 至 少 有 两 个 1， 
则 S 中 的 所 有 数列 在 这 两 个 位 置 上 的 项 都 是 1. 因而 S 中 的 数列 个 数 
至 多 为 2” ,矛盾 . 

由 引 理 3 知 , zo 中 惟一 的 1 的 位 置 就 是 所 有 x € S 在 该 位 置 都 是 
1 的 惟一 位 置 . 

11.74 设 $S 是 所 有 7 项 数列 fa|,a,,…,ajs| 的 集合 ， 其 中 所 有 oa， 


都 是 0 或 1.S 中 两 个 元 素 je 上 | 的 距离 定义 为 了 1 a 已 | 本 是 


S 的 子 集 ,其 中 任何 两 个 元 素 的 距离 都 不 小 于 3. 求证 最 多 含有 16 个 
元 素 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
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[证 ] 车 | Ti 全 17, 则 由 于 每 个 a, 都 只 有 0 和 1 两 个 不 同 值 , 故 
不 同 的 (a1,a3,a3) 只 有 8 种 .从 而 由 抽 懂 原理 知 工 中 必 有 3 个 不 同 元 
素 的 前 3 项 相同 .考察 这 3 个 数列 的 第 4,5,6,7 项 .由 抽 居 原理 知 ,每 项 
都 有 3 个 数列 中 的 两 个 数列 取 值 相同 .由 于 3 个 数列 只 能 组 成 3 个 不 同 
的 数列 对 , 故 再 由 抽 居 原理 使 知 必 有 两 个 数列 在 后 4 项 中 的 两 项 取 值 
相同 ,从 而 二 者 之 间 的 距离 不 大 于 2, 此 与 已 知 了 矛盾 .这 表明 T 中 至 多 
有 16 个 元 素 . 
下 面 ,我们 来 构造 一 个 含有 16 个 元 素 的 子 集 人 ,使 其 中 每 两 个 元 
素 之 间 的 距离 都 不 小 于 3: 
(0,0,0,0,0,0,0),(1,1,1,1,1,1,1), 
(0,1,1,1,0,0,0),(1,0,0,0,1,1,1), 
(0,0,0,1,0,1,1),(1,1,1,0,1,0,0), 
(0,1,1,0,0,1,1),(1,0,0,1,1,0,0), 
(0,0,1,0,1,0,1),(1,1,0,1,0,1,0), 
(0,1,0,1,1,0,1),(1,0,1,0,0,1,0), 
(0,1,0,0,1,1,0),(1,0,1,1,0,0,1), 
(0,0,1,1,1,1,0),(1,1,0,0,0,0,1). 
易 见 ,左边 一 列 8 个 数列 中 ,任何 两 个 数列 都 至 少 有 3 项 不 同 ,至 多 有 4 
项 不 同 .右边 一 列 8 个 数列 亦 然 且 每 行 的 两 个 数列 互补 , 即 7 项 全 不 相 
同 .从 而 知 这 16 个 数列 中 的 任何 两 个 数列 的 距离 都 不 小 于 3. 
综 上 有 可知 ,TT 中 最 多 有 16 个 元 素 . 
11.75 ”考虑 个 不 同 元 素 ai ,as,,… ,a, 的 非 序 对 的 集合 .其 中 如 
有 3 个 非 序 对 ajaj ,ajai ,axai, 便 称 为 形成 了 一 个 三 角形 .已 知 4m 去 
nn” ,求证 必 有 可 选 出 m 个 非 序 对 而 它们 之 间 不 形成 任何 三 角形 . 
(第 26 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1965 年 ) 
[证 ] 将 2 个 元 素 分 成 两 组 
ja， 2 | y {ap +4) ,Ge 9 
, 其 中 及 = | 如 | .然后 考察 非 序 对 
aiajsi = ,2 ,hj =h+1l,h+2,.,n. 中 


显然 ,对 于 任何 3 个 元 素 , 其 中 总 有 两 个 在 同一 组 中 ,二 者 之 间 没 有 组 
对 . 故 吕 中 的 非 序 对 不 形成 任何 三 角形 . 此 外 ,@ 中 非 序 对 的 个 数 为 
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[至 ](n- [至]). 当 为 偶数 时 , 恰 为 车 ; 当 为 奇数 时 ， 
生 ](， [号 ])= 为 下 起 过客 的 最 大 
整数 .因此 ,@ 中 所 给 出 的 所 有 非 序 对 表明 所 求证 的 结果 是 正确 的 . 

11-:76 ” 设 集 S 含 及 个 元 素 ,Al,A,,…, A 是 S 的 不 同 子 集 , 它 
们 两 两 的 交 非 空 , 而 S 的 其 他 子 集 不 能 与 A ,入 > 9 ,A 都 相交 . 求证 k 
= 221. 

(第 25 届 美 国 兽 特 南 数学 竞赛 ,1964 年 ) 

[证 ] 由 于 S 有 nn 个 元 素 ,所 以 共有 2" 个子 集 ,把 这 2” 个 子 集 分 
成 2"! 组 ,每 两 个 互 为 补 集 的 子 集 做 为 一 组 

如 果 上 > 2"-1, 这 时 所 有 的 Al,A,,…, Ax 中 必 有 两 个 子 集 是 同一 
组 的 互 为 补 集 的 子 集 , 这 两 个 子 集 的 交 是 空 集 ,与 题 设 矛 盾 . 

如 果 & < 2 ,那么 我 们 可 以 从 S 中 除去 Al,A,,… ,A 之 外 还 能 
选取 一 对 互补 的 子 集 关 和 Y. 于 是 至 少 有 一 个 A;(i = 1,2,…,k) 符合 
A:NMNMX=CG,， ACY. 

同样 至 少 有 一 个 A;(j = 1,2,…,&) ,符合 
AMNNY=O, AS 三 X. 
由 此 推 得 
ANACXNY=. 
这 仍 与 题 设 矛盾 . 
因此 只 有 = 2”!. 
11:77 ”给 定 1978 个 集合 ,每 个 集合 都 含有 40 个 元 素 . 已 知 其 中 每 
两 个 集合 都 恰 有 1 个 公共 元 素 ,求证 全 部 1978 个 集合 有 1 个 公共 元 素 . 
(奥地利 一 波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 Au 为 给 定 集合 之 一 . 因为 | Ao| = 40, 而 它 与 另外 的 
1977 个 集合 中 的 每 个 都 恰 有 1 个 公共 元 素 , 故 由 抽 懂 原理 知 必 有 a 和 
Ao, 使 男 外 的 1977 个 集合 中 至 少 有 50 个 集合 含有 它 . 设 这 些 集合 为 
Al,A;,…,Aso. 、 
对 于 任 一 给 定 集合 B, 因 为 1 B| = 40, 而 它 与 Ao ,4 ,As 中 的 
每 个 都 有 1 个 公共 元 素 , 故 由 抽 居 原理 知 有 A;,A;,0 志 i < jj 过 50, 使 
得 B,A;,A 含有 间 一 个 元 素 5. 这样 一 来 ,fa,b| 己 A; 门 4;. 但 A; 丫 
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A; 只 有 1 个 元 素 , 故 有 4 = w, 即 1978 个 集合 中 的 每 个 集合 都 含有 a. 
11:78” 设 A1,A;,…,As 是 有 限 集 合 S 的 50 个 子 集 ,其 中 每 个 子 
集 都 含有 集合 S$ 的 半数 以 上 的 元 素 . 试 证 存在 子 集 8CCS, 它 至 多 含有 5 
个 元 素 且 和 集合 A ,A;,…,Aso 中 的 每 一 个 都 至 少 有 1 个 公共 元 素 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 设 |S| = ,于 是 
[A|>3,7= 1,2,.,50. 中 
因此 有 
[Ai|l+ |As|+ + |Aso| > 25n. GO) 
由 抽 屠 原理 知 必 存 在 cl € S, 它 至 少 属于 所 给 50 个 子 集中 的 26 个 . 设 
余下 的 24 个 子 集 为 A; ,A;,,…, Ai , 则 由 中 又 有 
[Ml+t |As|+t .+ |Ain| > 12n. 
从 而 由 抽 居 原理 知 又 有 a, S, 它 至 少 属于 这 24 个子 集中 的 13 个. 
同 理 ,存在 as € S, 它 属于 余下 的 11 个子 集中 的 6 个 ;存在 a € 5S， 
它 属于 第 3 次 余下 的 5 个 子 集中 的 3 个 .最 后 ,由 @ 知 存在 as € S， 
它 属 于 余下 的 2 个 子 集 之 交 . 令 日 = lalyaz,aiyadyasl, 则 日 即 为 
所 求 . 

11.79 ” 设 集合 M 由 奇数 个 元 素 组 成 ,如 果 对 于 MM 中 的 每 个 元 素 
,都 有 惟一 确定 的 子 集 有 H, 忆 M 与 x 对 应 ,并 且 满 足 条 件 : 

(1) 对 于 每 个 x€ M, 都 有 x € HH,; 

(2) 对 于 任意 的 x+,y € M,y € 日 , 当 且 仅 当 x € HH,. 
求证 至 少 有 1 个 五 的 元 素 个 数 为 奇数 . 

: (中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 

[证 ] 当 x 关 y 自 x+€ H, 时 , 记 为 (x,y), 称 为 元 素 x 的 一 个 元 
素 对 .于 是 每 个 元 素 x 共有 | 日 , | - 1 个 元 素 对 . 

者 绪论 不 成 立 , 则 所 有 昌 , 都 有 偶数 个 元 素 . 因 市 每 个 元 素 都 有 奇 
数 个 元 素 对 .因为 集 M 有 奇数 个 元 素 ,所 以 元 素 对 总 数 为 奇数 . 另 一 方 
面 ,由 (2) 又 知 , 当 (z,y) 为 过 的 一 个 元 素 对 时 ,(y,z) 也 是 > 的 一 个 元 
素 对 , 故 元 素 对 总 数 又 应 该 是 偶数 ,矛盾 . 这 说 明 至 少 有 一 个 刀 .中 售 
有 奇数 个 元 素 . 

11.:80 设 EN, 求 最 大 的 k€ NN ,使 得 ;元 集合 中 存在 & 个 不 
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同 的 子 集 , 其 中 任何 两 个 子 集 的 交集 非 空 . 
(前 甫 斯 拉夫 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
组 [ 解 ] 设 S= ial,a2,…,a,| ,考察 S 的 食 ai 的 所 有 子 集 . 显然 ， 
才 ”这 类 子 集 的 个 数 与 {a2,a3,… ,a| 的 所 有 子 集 的 个 数 相等 , 即 为 2? . 

任何 两 个 这 种 子 集 之 交 当然 非 空 , 故 有 康之 2 

男 一 方面 ,对 于 S 的 任何 一 组 2 + 工 个 子 集 ,我 们 将 S 的 全 部 2” 
个 子 集 分 成 2 对 , 即 每 个 子 集 MC S 与 它 关 于 S 的 补 集 S - M 为 一 
对 , 则 由 抽 居 原理 知 2 汪 ! + 1 个 子 集 中 必 有 两 个 子 集 属于 上 述 2"”! 对 
中 的 同一 对 ,从 而 其 交 为 空 集 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 大 自然 数 & = 2 

11:81 设 2 元 集合 X 的 某 些 三 元 子 集 组 成 集合 S , 且 S 中 每 两 个 
元 素 ( 子 集 ) 之 间 至 多 有 1 个 公共 元 素 . 试 证 存在 集合 A 己 X, 使 得 | A| 

之 [V2n1l 且 S 中 的 任何 元 素 都 不 是 人 的 子 集 . 
《中国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 在 X 的 不 包含 S 中 任何 元 素 的 子 集中 ,A 是 元 素数 最 多 
的 一 个 ,| 4 | = 4. 对 于 每 个 x EXX-A,A 了 U jz 中 必 包 含 S 中 的 一 
个 元 素 . 否则 与 a 的 最 大 性 矛盾 . 

设 xz,yEX-A,ry 则 A U jzrl 与 A4U yl 分 别 包 含 S 中 
的 元 素 s(x) 和 s(y). 显 然 ,s(xz) 关 ss(y). 按 已 知 ,二 者 至 多 有 1 个 公共 
元 素 , 所 以 ,相应 的 A 中 的 两 个 二 元 子 集 也 不 同 , 即 s(x)- iri 关 ss(y) 
一 {yi .这 样 一 来 ,我 们 就 定义 了 一 个 由 六 A 到 A 的 所 有 盖 元 子 集 的 


集合 的 单 射 : 
X-ADzrl—* s(xr)- {riCA. 
从 而 有 
2 -as 巡 C2. 
+ 二 > V2n. 


2 
因为 a € NN, 所 以 a 宇 [ V2n]. 
11.82 试 证 任 一 有 限 集 的 全 部 子 集 可 以 排 定 次 序 ,使 得 任何 相 
邻 两 个 子 集 都 相差 一 个 元 素 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 集合 A 共有 个 元 素 , 于 是 A 共有 22 个 不 同 子 集 .我 们 
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对 元 素数 ”用 数学 归纳 法 来 证 明 . 
当 刀 = 工时 ,4 只 有 两 个 子 集 :4 和 个 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 对 7 
二 下 成 立 并 记 m = 2*. 当 nn = 必 +1 时 , 设 B 有 k+1 个 元 素 . 任 取 bE€ 
B, 并 记 A = B 一 461, 则 由 归纳 假设 知 ,A 的 mx 个 子 集 可 以 排 成 一 
行 
AAA 中 
使 得 
| (44)U(4 -AT=1 =12 -1 © 
集合 B 共有 2m 个 子 集 , 除 中 中 的 六 个 之 外 的 另 六 个 是 AU io 
= 1;,2,…，,7 .将 它们 排序 如 下 : 
AAA AU AU 容易 看 出 ， 
这 一 排序 满足 题 中 要 求 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
11.83 ”将 集合 S 划分 为 两 两 不 交 的 子 集 A1,A;,…,A, ,又 划分 
为 两 两 不 交 的 子 集 B) , B，,,…,B, .已 知 任何 两 个 不 交 的 子 集 A; 与 B; 的 
并 集 A; U Bi 中 至 少 含有 ?= 个 元 素 ,1< ij 所 ,求证 S 中 的 元 素 个 数 


2 2 
至 少 为 . 它 能 否 等 于 了 ? 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 & 是 集合 Al,A,,…,A,,Bi,B;,…,B, 的 元 素 个 数 的 最 
小 值 ,不 妨 设 | A|| 一 .如 果 & 过 > , 则 | 全 | 之 了 一 1,2,…,n. 因 
) 
为 Al,Az，…,A, 两 两 不 交 , 故 有 | S| 之 人 .以 下 设 k < .因为 了 3， 
B,，…,B, 两 两 不 交 , 故 至 多 有 上 个 B 与 A| 相交 .不 妨 设 
AlMN BG, = 1,2,.,m,m Ak, 


, ANMNB= Oj)= m+t+1l,m+2,.,n. 出 
按 已 知 有 
[Bl>n kj = m+l1,,n. OO 
又 由 上 & 的 定义 有 
|B, | kj = 1,2,,m. 四 


由 人 和 多 便 得 
[|S| 宇 km + (nk)(n-m)= n(n k)-m(n — 2k) 
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2 | 2 
> ne 有-An-20)= 瑟 + 人- > 区 


2 
这 就 证 明了 不 论 上 为 何 值 ,总 有 | S | 之 2 


» n” 
另 一 方面 , 设 n 为 偶数 是 | S| = 艺 . 将 S 的 本 个 元 素 排 成 3 X 
的 矩形 表 如 下 : 
Cl CI2， ” ， Ci23 ， &123+1， 机 
CC21C22， , 423， &22+1， “2 


表 中 共有 ， 列 , 其 中 第 j jg 个 元 素 构成 的 集合 记 为 A,; 表 中 共有 
号 行 ,其 中 第 ; 行 的 个 元 素 的 前 一 半 和 后 一 半 元 素 所 成 的 集合 分 别 
记 为 B2;-1,B2;. 容易 验证 , 这 样 定义 的 集合 A1l,As,…,A，, 和 Bi， 
Bi,…,B, 满足 题 中 要 求 且 恰 有 | S| = 车， 


11.84 设 "&E N 且 满足 & 委 2 ,把 从 1 到 ?的 整数 列 重复 A 
次 而 得 到 nk 项 的 数列 ; 
1,2,° ,nn,1,2, ,nn , 27 OQ) 
从 左 向 右 每 次 取 个 数 ,得 到 个 子 序列 B,B,,…,B,, 求 证 在 BI， 
B,,…,B, 中 ,最 多 只 有 个 两 两 相交 非 空 . 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 数列 中 有 上 项 为 1. 因 为 二 了, 故 任何 两 个 值 为 1 的 
项 都 属于 不 同 的 B;. 于 是 当 把 全 部 个 含有 1 的 子 列 取 出 时 ,就 得 到 上 
个 两 两 相交 非 空 的 子 列 . 
Tk + 1 个 子 列 中 , 必 有 两 个 不 交 . 设 (k,n) = 产 , 记 


= 和 ,于 是 | ln 这 意味 着 前 1 组 i1,2,…,n! 这 in 个 数 恰好 组 成 前 


交 一 ~ = ;个 子 列 :Bl,B,,…,B,. 这 样 一 来 ,我 们 可 以 把 Bl,B,,…， 
B, 分 万 组 : 
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Bi,B,,…,B.; Bg, , Bass'; Beonp)s1,",B,. 
由 抽 尾 原理 知 ,任意 选 定 的 & + 1 个子 列 , 必 有 /+ 1 个 属于 上 述 n 组 
中 的 同一 组 ,不妨 设 为 第 1 组 .注意 ,组 中 的 s 个 子 列 互 不 相同 .由 此 可 
见 ,不 妨 设 mr = 1, 即 (k,n) = 1. 这 样 一 来 ,> 个子 列 互 不 相同 .从 而 以 
j 为首 项 的 数列 恰 有 1 个 ,我 们 重新 给 它 以 符号 B,j = 1,2,…,n. 显 
然 , 这 n 个 子 列 的 关系 是 对 称 的 . 

对 于 任 给 的 +1 个 子 列 , 不 妨 设 其 中 有 Bi. 若 其 中 还 有 n 一 2& 十 
1 个 数列 B2,B21… 忆 , 中 之 一 , 则 它 与 及 不 交 . 和 否则 ,其余 的 和 个 
子 列 都 属于 1B1,B,,，…, Bi-1, Bi Bl. 将 这 204 一 1) 个 子 列 分 
成 一 1 对: 

(1B;,Biril,i = 1,2,…,k—1. © 
由 抽 层 原理 知 ,& 个 子 列 中 必 有 两 个 属于 @ 中 的 同一 组 . 显然 二 者 不 
交 . 

综 上 可 知 ,最 多 有 个 子 集 两 两 相交 非 空 . 

11.85 ”从 了 2 个 元 素 cal ,ea ,a, 中 取 两 个 组 成 一 对 , 共 组 成 2 对 
Pis Pz2，"”… ,py. 如果 ta;,aji 是 其 中 一 对 , 则 两 对 p; 与 p 中 恰好 有 1 个 公 
共 元 素 ,求证 每 个 元 素 恰 好 属于 其 中 两 对 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 设 包含 mw 的 数 对 的 个 数 为 di ,k = 1,2,…,n, 于 是 有 

dit+dy+'*+d, = 2n. QD) 

对 于 每 个 di ,在 di 个 数 对 中 ,任何 两 个 数 对 p;,p, 都 以 由 为 公共 
元 素 . 按 已 知 条 件 ,|a;,aj! 是 数 对 之 一 时 ,两 对 p; 和 p, 恰 有 1 个 公共 元 
素 , 从 而 有 

Ca + Ca ++C En 
由 此 及 Q 得 到 
df + ds + + d% A 4n. © 
由 均值 不 等 式 和 中 ,@ 有 
47 = (di+ dy+ + d) Sn(drt+ ds3t+:…+ cz ) < 47 ， 

这 意味 着 上 述 不 等 式 中 等 号 成 立 ,从 而 必 有 dj = d; = … = d,, = 2, 即 
每 个 元 素 ww 恰 含 于 两 个 数 对 之 中 ， 

11.86 已 知 整个 空间 被 分 成 互 不 相交 的 5 个 非 空 集合 ,求证 必 有 
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潜 吾 中 注 兴 入 


| 十 加 





一 个 平面 , 它 至 少 与 其 中 的 4 个 集合 有 公共 点 . 
( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
组 [证 ] 阁 不 然 , 则 任何 一 个 平面 至 多 与 集中 的 3 个 集合 相交 .在 5 
个 集合 中 各 取 1 点 ,5 点 分 别 为 A,B,C,D,E, 则 其 中 任何 4 点 都 不 共 
面 ,因而 其 中 任何 3 点 都 不 共 线 . 
考察 以 AB 为 公共 交 线 的 3 个 平面 ABC ,ABD 和 ABE ,不 难看 出 ， 
其 中 必 有 一 个 平面 ,使 得 另 两 点 分 别 属于 该 平面 将 空间 分 成 的 两 个 半 
空间 中 .不 妨 设 点 D 和 分别 位 于 平面 ABC 的 两 侧 .从 而 直线 DE 与 平 
面 ABC 相交 , 记 交 点 为 .由 于 A,B,C 3 点 分 属于 3 个 集合 ,而 平面 
ABC 只 与 3 个 集合 相交 ,所 以 点 下 必 属 于 点 A ,B,C 所 在 的 3 个 集合 之 
一 ,不 妨 设 下 与 A 属于 同一 个 集合 .这 样 一 来 ,4 点 DD,F;E,B 所 决定 
的 平面 便 与 4 个 集合 相交 ,矛盾 . 
11.87 ”能 否 把 空间 划分 为 1979 个 全 等 且 互 不 相交 的 子 集 ? 
(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 
可 以 实现 .在 空间 中 引入 直角 坐标 系 并 令 
;= (xz,y,z) | [x] i(mod 1979)1 = 0,1,2,.…,1978. 
二 礁 下 这 1979 个 子 集 满 足 题 中 要 求 . 
11.88 ” 设 Al,A,,…,Aio66 均 是 有 限 集 X 的 子 集 , 是 1A;| > 


方 | X| ,1 硅 7 信 1066. 证 明 必 存在 六 的 十 个 元 素 x， ，,"… ,X10 ;使 得 每 个 


至 少 含有 |， TXT2, 了 十 1 中 的 一 个 元 素 ( 这 里 | S | 表示 集合 S 含有 的 
不 的 个 开 ) 
(第 41 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 设 X= xj,x2,…,xwml,]X| = m. 又 设 n; 是 使 得 zx; € A， 
之 下 标 j 的 个 数 . 设 M 是 使 得 zx; € A; 之 有 序 对 (i,j) 的 个 数 ， 则 


M= n+n2t + n, 


= |Ai|+ |A2j + + | Aioe6| z 
> 1066 . LX 
= $33m. 


所 以 必 有 一 个 n;, 设 为 nl > 533. 
设 B1,…,B, 是 所 有 不 包含 t| 的 子 集 Aj, 设 Y= [zz 
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则 
S = 1066 -~ n! 532, 

上 且 ” 每 一 1B|> | YL 

含有 zz 的 已 的 个 数 可 以 假定 不 少 于 含有 任 _ 其 他 zi 的 B, 的 个 
数 . 

设 C1,C;,…,C, 是 所 有 不 包含 x; 的 Bj ,仿照 上 述 方法 ,可知 1 委 
265. 

继续 采用 这 种 方法 , 则 第 4 次 所 考察 的 集合 序列 Di,D;,… ,DD, 中 
所 含 集 合 的 个 数 将 不 多 于 132; 第 5 次 至 第 10 次 所 考察 的 序列 中 所 含 
集合 的 个 数 将 分 别 不 多 于 65,32,15,7,3 和 1. g 

这 样 我 们 就 得 到 了 所 要 求 的 元 素 zl ,2,…, x10. 上 

11.89 设 Ai,A;,…,A,(n 宇 4) 是 平面 上 的 nn 个 凸 集 ,其 中 每 3 一 
个 集合 都 有 1 个 公共 点 ,求证 必 有 1 点 属于 全 部 ”个 集合 . 划 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 当 = 4 时 , 取 了 ENA,i = 1,2,3,4, 并 考察 {P,P,， 
P;3, P| 的 凸 包 . 

(1) 若 4 点 的 凸 包 是 凸 四 边 形 PP; P; P, , 则 对 角 线 PP; 和 P,P 
交 于 点 书 . 由 凸 性 知 线段 PP; 含 于 As 门 Ay, 故 有 PE Am A4. 同 理 
PEAI 站 4A, 即 点 尸 为 AAA3,A4 的 公共 点 . 

(2) 若 4 点 的 凸 包 为 人 PP; P; ,点 Ps 位 于 三 角形 内 部 (这 个 三 角 
形 也 可 能 退化 为 一 条 线段 或 一 点 ) , 则 由 凸 性 知 , 人 PP: P3C 44 ,所 以 
Pi € 44:, 即 P 为 4i,4 ,43 ,44 的 公共 点 . 

综 上 可 知 ,n = 4 时 命题 成 立 . 

设 命题 于 n = 上 时 成 立 . 当 n 一 有 + 1 时 ,考察 下 列 上 个 集合 : 

B; = Ai 站 Ai = 1,2,…,k. 
显然 ,它们 都 是 凸 集 ,而 且 因 为 1!A1,A,,…, Ais1l| 中 任何 4 集 都 有 公共 
扎 ，, 而 


各 
种 
集 
合 
问 
是 





B; 站 Bi 站 B;, 一 A; 门 A; { A 门 +， 


所 以 1B1, Bs,,… ,Bl 中 任何 3 个 集合 都 有 公共 点 .从 而 由 归纳 假设 知 
Bi,B2 ,Be 有 公共 点 , 亦 即 4 ,44 有 公共 点 , 即 命题 于 
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=&+1l 时 成 立 . 
11.90 “对 于 任意 正 整数 上 , 试 求 最 小 正 整 数 FA ) ,使 得 存在 5 个 
组 ”集合 Si,S:,Si,S4,S5 ,满足 下 列 条 件 : 
网 (1)|S;| = k,i = 1,2,3,4,5; 
(2)S 站 Si = OSe = S), = 1,2,3,4,5; 
(DIUS| = /Ak). 
又 问 当 集合 个 数 是 正 整 数 n(n 宇 3) 时 ,结果 如 何 ? 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 仪 就 第 二 问 求解 . 
由 (2) 知 ,/() 个 数 中 的 每 个 数 在 个 集合 中 至 多 出 现 [ 专 | 次 ， 
而 n 个 集合 共有 nk 个 数 , 故 有 


FE) 之 一 下 





又 因 FE) 是 正 整 数 ,所 以 

nk 十 3 
[全 | | 
下 面 用 构造 法 来 证 明 上 式 中 等 号 成 立 . 当 7 为 偶数 时 , f(k) = 

2 上 ,结论 显然 成 立 .以 下 设 n 为 奇数 ,nn = 2m + 1(m 实 1), 于 是 中式 


f(k) 之 中 








化 为 
FL) = 24+1+| 和 = © 
设 k = pm + g, 其 中 0 之 g < m,p 之 0. 于 是 @ 式 又 可 改写 成 
AD= I ® 


2k+p+1, 当 g>0. 

设 2k 十 p+ 1 个 数 为 QL 2," A2k+ p+l ,并 构造 一 个 项 数 为 nk 的 
数列 如 下 : 它 由 m 段 组 成 ,前 g 段 每 段 各 有 2k + p +1 项 为 al,a;,…， 
a2p+p+l; 司 m 一 gq 段 每 段 各 有 2k + pp 项 为 a1 ,a，,… ,az4+。. 注 意 , 当 4g 
= 0 时 ,这 里 只 用 了 az41, 个 不 同 的 数 . 记 这 样 排 成 的 数列 为 


by ,sb2s DOR pt) gt+(2k+ pm oa): 
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今 

S; = 10 = 1,2,%,k},i = 12， 由 
则 这 组 集合 满足 条 件 (2) ,从 而 他 式 成 立 ， 

对 于 7 = 1,2,…,7 一 1, 显然 有 5S; 门 S = 了， 
故 只 须 验证 S, 门 S = 人 7. 由 多 有 

S, = {br; [j= 1,2,.,ki. 
因为 21mk = (2k+ p+ti)g+t+(2k+p)(m-g-1)+k+ pp, 上 故 有 bz 
= agiptjsj = 1,2,…, 上 ,从 而 
S, = farrpr;|j= 1,2,.,k!. 

由 此 可 见 ,S, 门 S = .从 而 证 明了 @ 式 中 等 号 成 立 . 

11.91 设 X 是 一 个 有 限 集合 ,法 则 f 使 得 X 的 每 一 个 偶 子 集 
FE( 元 素数 为 偶数 的 子 集 ) 都 对 应 一 个 实数 f( 上 EE), 且 满足 条 件 

(1) 存在 一 个 偶 子 集 中 ,使 得 f(D) > 1990; 

(2) 对 于 X 的 任何 两 个 不 交 的 偶 子 集 A ,有 ,都 有 

AUB)= f(A)+ f/f(B) — 1990. 

求证 存在 X 的 子 集 P 和 Q ,满足 

(DPNQ= 0O,PUQ= X; 

(ii) 对 PP 的 任何 非 空 偶 子 集 $, 都 有 1(S) > 1990; 

(ii 对 Q 的 任何 偶 子 集 T, 都 有 f(T) 二 1990. 

(第 5 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1990 年 ) 

[证 1] 因为 集合 X 为 有 限 集 , 故 它 的 偶 子 集 也 只 有 有 限 多 个 ,所 
以 fAE) 必 能 取得 最 大 值 且 由 (1) 知 此 最 大 值 大 于 1990. 设 P 是 使 
f(E) 取 得 最 大 值 的 所 有 偶 子 集中 元 素数 最 少 的 一 个 偶 子 集 , 并 记 QQ = 
XX 一 P, 则 PP 和 Q 即 为 所 求 . 

设 S 是 已 的 任 一 非 空 偶 子 集 . 若 FS) 委 1990, 则 由 (2) 知 

f(P-S)= f(P)- f(S) + 1990 > f(P), 

此 与 已 的 选 法 矛盾 . 故 必 有 :AS) > 1990. 

设 工 是 Q 的 任 一 偶 子 集 . 若 AT) > 1990, 则 由 (2) 知 

f(PUT)= AP)+ AT)- 1990 > f(P), 

矛盾 . 故 必 有 f(T) 委 1990. 

[证 让 由 (2) 知 f() = 1990, 再 由 (1) 知 | X| 衬 2. 当 |X|=2 
时 ,显然 ,P = X,Q = 地 便 满足 题 中 要 求 (i) - (ii). 以 下 设 |X| 实 3. 
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令 g( 正 ) = f(E) - 1990, 则 g 满足 条 件 ,对 任何 两 个 不 交 的 侦 子 


集 4 和 B, 都 有 
g(AUB)= g(A)+g(B). 中 
网 同时 还 有 


ff(E) > 1990<>g( 开 ) >0,f(F)< 1990¢ 3g(F) 0. 
届时 = | aa 上 六 3, 并 简 记 
gi = gl(laiyal) ,i A j,i, = 1 2，…，7， 
于 是 对 任何 1 志 i<j 过 上 之 ,可 以 写 
g(laisal U tarsant) = g(lai,arl U fa,an}). 


由 名 便 得 
Bi + Bp = Bi + &,,. (2 
考察 方程 组 
TI XT Bl) 
Z2 + 73 二 823， 
Tyt TX 7 B13 
解 得 
1 (gt + 813 一 823) 
2 沁 (g1, + g23 一 813)， 
《3 一 六 (gb + gn 一 ED 
一 般 地 ,定义 


1 
二 遇 (814 十 Bok 一 812),k 一 4,3,." ,7. 
于 是 当 关 m 且 3 声 上 有 ,m 过 nn 时 ,由 定义 和 @ 式 便 有 
I 
天 + Ti 一 7 (gi 十 B28 + B 1m + B27nm — 2g81;) 


1 
= 5 (gt gm) + (gar + B81,) -2gD] 


1 
L(g + Sn 十 (g1 + Bom ) 和 2812] 
一 Bm 
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当 有 ,7 之 一 为 1 或 2 时 ,同样 的 关系 式 也 成 立 . 这 样 一 来 ,对 于 任何 1 
委 & 芭 六 委 1 ,者 有 
6 十 Tm 二 Re- ®) 
令 
gllal) = zxi,i = 1,2,°…,n, 出 
就 把 g 的 定义 范围 扩充 到 X 的 所 有 单元 素 集 . 这 时 , 令 
P= la€ Xlg(a) >0!, Q= lb6€ XI|g(b)<0!, 
则 PP 和 QQ 满足 题 中 要 求 (i) -- (iii). 
显然 有 PP 站 Q= ,PU QQ = X. 对 于 P 的 任何 非 空 偶 子 集 S = 
aa alyaa 由 四 ,四 ,四 有 
g(S) 一 gl(lail,a2!) 十 … 十 ga yaoe) 
= g(al) + g(a2) + + ga) + g(ag) > 0. 
对 于 Q 的 任何 偶 子 集 工 , 同 理 可 证 
g(T)< 0. 
这 就 验证 了 条 件 (iD 一 Gii). 
11.92 设 2EN 而 Ai,4，…,A 是 集合 旦 的 一 族 子 集 且 满 
足 条 件 
(1) 每 个 A; 中 怡 含有 27 个 元 素 ; 
(2) AAA 和 ii<7J 和 22+1) 恰 含有 一 个 元 素 ; 
(3) B 中 每 个 元 素 至 少 属于 两 个 子 集 A; 和 A; ,1 所 i < 所 2n 
+1. 
试问 对 怎样 的 2 € N, 可 以 将 B 中 的 每 一 个 元 素 巾 上 一 张 写 有 0 
或 1 的 标签 ,使 得 每 个 A; 中 恰好 有 个 元 素 贴 有 标签 0? 说 明理 由 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 首先 我 们 指出 ,由 条 件 (1) 一 (3) 可 以 导出 更 强 的 条 件 : 
(3 )B 中 每 个 元 素 怡 好 属于 有 A,A,,…,A,,,1 中 的 两 个 . 
硅 不 然 , 不 妨 设 有 bE€ B, 使 得 bE€ A 门 Aj 门 hj. 
因为 对 任何 i 半 j,A; 站 A; 恰 有 一 个 元 素 , 故 知 


nn (WA) an dar]y [An (VA)] 
中 至 多 有 2n - 1 个 元 素 . 另 一 方面 ,由 (3) 又 知 A 中 每 个 元 素 至 少 属 
于 另外 的 某 个 A;(i 天 TD ,所 以 Al 站 ( 这 A ) 中 又 应 有 2n 个 元 素 , 巴 
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盾 . 
由 (3 ) 知 ,对 于 每 个 a € B,a 都 对 应 于 由 两 个 不 同 正 整数 组 成 的 
一 个 数 对 .具体 地 说 ,者 a € A; 人 门 4;, 则 令 a 与 1i,j1 相对 应 .显然 ,这 
个 对 应 是 个 双 射 . 
若 能 按 要 求 为 B 中 的 数 标 上 0 和 1, 则 在 上 述 数 组 中 恰 有 一 半 与 0 
对 应 .这 样 的 数组 的 个 数 为 


方 Clan = 六 (2n + 1)2n = (2n +1). 


可 见 ,n 必 为 偶数 . 

下 面 ,我 们 用 构造 法 来 证 明 ,对 于 偶数 ”, 确 能 给 出 满足 要 求 的 标 
数 法 .为 此 ,我 们 把 一 个 圆周 用 2n + 1 个 点 均 分 成 2n + 1 等 分 .在 这 些 
点 依 逆 时 针 硕 序 标 上 1,2,…,2n + 1. 对 于 任何 1 过 i < j 之 2n+1, 看 
i 与 ; 在 圆周 上 的 步 弧 , 若 i 与 ;之 间 有 奇数 段 浙 , 则 给 1i,j| 所 对 应 的 a 
6 也 标 上 数 1; 若 有 偶数 段 弧 , 则 标 上 数 0. 由 于 ”为 偶数 ,因此 不 论 ;为 
何 值 ,4A; 中 的 元 素 都 恰 有 一 半 标 数 0 而 另 一 半 标 有 数 1. 

11.93 设 自然 数 nw >6. 给 定 2 元 集合 X, 任 取 X 的 产 个 互 不 相 
同 的 5 元 子 集 A1,A;,,…A, ,求证 只 要 

尹 一 下 一 2)(7 一 7 一 
m1 > 2 DD 2 3)(4 15) 四 


党 


就 必 有 A A ,Aie(1<i<iz<…<ioS<mm), 使 得 | UA =6. 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1997 年 ) 

[证 ] 阁 不 然 , 设 有 满足 外 式 的 mE N, 有 六 的 mm 个 互 不 相同 的 
5 元 子 集 ,其 中 任何 6 个 的 并 集 的 元 数 都 不 是 6. 将 这 xm 个 5 元 子 集 所 
成 的 类 记 为 S 并 记 

T={B|18|=4 且 存在 AES, 使 得 BCA1. 
对 于 BE 了 ,考察 X 的 子 集 
IXIXECX-A4A)CBUIXDEST 

将 这 个 子 集 的 元 数 记 为 a(B). 

对 于 任 给 的 AE S ,考察 含 于 A 中 的 4 元 子 集 B. 显 然 , 每 个 A 都 
恰 含 5 个 不 同 的 4 元 子 集 B. 由 反 证 假设 知 ,每 个 z-E (XX- A) 至 多 与 
4 个 BCA 各 组 成 一 个 属于 S 的 5 元 子 集 . 此 外 ,每 个 XE A 怡 与 B= 
A 一 1X1 组 成 一 个 属于 S 的 5 元 子 集 ( 即 A ), 故 得 
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> a(B)4(n—5)+5. 3 
BoA 
| Bi =4 


将 上 述 不 等 式 对 所 有 AE S 求 和 并 注意 每 个 BET 恰 被 重复 计数 a 
( 吾 ) 次 ,所 以 得 到 


和 2) a(B) = (0(B)Y. 四 


另 一 方面 ， 每 个 AES 对 其 5 个 子 集 BET 的 xc(B) 计 数 各 贡献 
1 ,所 以 





> va( 了 8) = = Sm. 由 
HET 
将 鲜 与 由 结合 起 来 并 按 柯 西 不 等 式 ， 即 得 ， 
(47 — 15)7 之 > >， 2) a(B) = 2 (a(B)Y - 和 二 
tes MA, BET fF 
> 0 (Pe(B)) = iCSm) : 
n 1 站 
nm <tc = _ n(n-1)(n-2 tn 3)(4n = 15) 是 
此 与 已 知 条件 沾 矛盾 . 


11.94 设 S=11,2,…,151 从 S 中 取出 ?个子 集 Ai A>，… 
A, ,满足 下 列 条 件 : 

(DD)A;|=7,7=1,2,. ,nn 

(DANA, | <3,1<i<j<n; 

(iii) 对 S 的 任何 3 元 子 集 M ,都 存在 某 个 A ,1 委 4 委 ”使 得 M 
CCA. 
求 这 样 一 组 子 集 个 数 w 的 最 小 值 . 

(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 者 有 a€S 至 多 属于 6 个 子 集 A; ,A;,…A; , 则 每 个 A; 
中 除 a 之 外 还 有 6 个 元 素 , 共 可 组 成 含 a 的 三 元 组 的 个 数 为 C2 = 
于 是 6 个 子 集 共 可 组 成 不 同 的 含 a 三 元 组 的 个 数 至 多 90 个 . 

男 一 方面 ,S 中 所 有 不 同 的 含 c 三 元 组 的 个 数 为 C2 =7x13=91 
>90, 无 法 使 (iii) 成 立 .所 以 为 使 条 件 (i)-( 曾 ) 成 立 ,S 中 的 每 个 数 都 至 
少 属 于 7 个子 集 .这 样 一 来 , 必 有 nr 宇 15. 
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用 字典 排列 法 可 以 写 出 满足 题 中 要 求 的 15 个 7 元 子 集 如 下 : 


{1,2,3,4,5,6,7| 9 


组 {1,2,3,12,13,14,151, 
全 
类 11,4,5,10,11,14,15}, 


11,6,7,10,11,12,131!, 
12,4,6,9,11,13,15| ， 
12,$,7,9,11,12,141| ， 
13,4,7,9,10,13,14} ， 
13,5,6,9,10,12,151. 


{1,2,3,8,9,10,11!, 
{1,4,5,8,9,12,131, 
11,6,7,8,9,14,15 | ， 
12,4,6,8,10,12,141， 
(12,5,7,8,10,13,15|, 
13,4,7,8,11,12,15| ， 
13,$,6,8,11,13,141 ， 


综 上 可 知 , 子 集 个 数 n 的 最 小 值 为 15. 
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第 十 二 音 ”组 合 几 何 


12:1 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 有 知 干 个 圆 面 ,每 个 圆 的 直径 都 小 
于 0.001, 任 何 两 圆 面 上 的 任意 两 点 间 的 距离 都 不 等 于 0.001. 求 证 这 
些 圆 面 所 覆盖 的 总 面积 不 超过 0.34. 
(第 $ 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 我 们 把 所 有 已 知 圆 面 的 并 集 称 为 图 形 下 ,并 设 Fl 和 下 ,是 
把 下 沿 着 两 个 彼此 夹 角 为 60" 的 方向 分 别 平移 0.001 后 所 得 到 的 图 形 . 
于 是 由 已 知 条 件 可 知 , 这 三 个 图 形 下 ,Fl,F, 彼此 不 交 , 但 它们 都 含 在 


边 长 为 1.001 的 正方 形 中 . 由 此 可 见 , 下 的 面积 小 于 二 (1.001)2 < 
0.34. 

12.2 ”给 定 若干 个 正方 形 ,它们 的 面积 之 和 等 于 4. 求 证 用 这 些 正 
方形 可 以 覆盖 面积 为 1 的 正方 形 . 

(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 不 妨 设 给 定 正方 形 的 边 长 都 小 于 1. 把 边 长 ! 满足 关系 式 
2-(-1) > 1 宇 2* 的 所 有 正方 形 都 缩小 成 边 长 为 2-* 
的 正方 形 , 于 是 缩小 后 的 每 个 正方 形 的 面积 都 大 于 
原 面积 的 地. 从 而 所 有 缩小 后 的 正方 形 的 面积 之 和 
大 于 1. 而 它们 可 以 从 大 到 小 , 互 不 重合 地 放 在 面积 
为 1 的 正方 形 上 ,当然 可 以 覆盖 住 ( 见 右 图 ). 

12.3 ” 试 证 规格 为 n x2m(n >>1 与 m 都 是 自 
然 数 ) 的 矩形 中 ,可 以 铺 上 两 层 砖 块 ,每 块 砖 的 规格 为 1 x 2, 使 得 每 层 
砖 块 都 盖 满 整个 矩形 , 但 上 下 两 层 砖 块 中 的 任何 两 块 都 不 完全 重 
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合 . 
(第 41 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

组 [证 ] 当 为 偶数 时 ,非常 容易 排 .只 要 一 层 将 砖 全 都 横 问 排放 ， 
而 另 一 层 全 都 纵向 排放 就 可 以 了 . 

当 为 奇数 时 ,第 一 层 中 将 上 面 两 行 纵向 排 ,其 余 各 行 都 横向 排 ; 
第 二 层 中 将 第 1 行 横向 排 ,其 余 各 行 都 纵向 排 就 可 以 了 . 

12.4 已 知 一 个 是 五 边 形 的 所 有 内 角 都 是 钝 角 , 求 证 它 必 有 两 条 
对 角 线 ,使 得 分 别 以 这 两 条 对 角 线 为 直径 的 两 个 圆 面 可 以 完全 覆盖 住 
这 个 五 边 形 . 


只 


(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 在 五 边 形 ABCDE 中 取 定 顶点 A, 连 对 和 角 线 AC,AD, 并 月 
分 别 以 它们 作为 直径 作 圆 O 和 O，, 其 中 圆心 O, 和 O, 分 别 为 AC， 
AD 的 中 点 .因为 ABC 和 一 AED 都 是 钝 角 , 故 圆 面 O| 和 O，, 分 别 盖 
住 了 人 和 ABC 和 和 ADE. 考 察 <ACD 和 一 ADC. 若 其 中 有 1 工 个 角 非 锐 
角 , 则 全 4CD 被 琴 圆 面 之 一 完全 盖 住 ,问题 就 解决 了 ; 若 两 角 都 是 锐 
角 , 则 过 点 A 作 公 ACD 的 高 AT, 点 瑟 在 CD 上 .这 时 圆 面 O| 和 O， 分 
别 盖 住 了 公 ACH, 全 ADH .可见 ,两 贺 面 完全 盖 住 了 五 边 形 . 
12-5 ”在 桌子 上 有 一 张大 的 方 格 纸 , 纸 上 方 格 
的 边 长 是 1 厘米 . 此 外 还 有 足够 多 的 硬币 ,硬币 的 半 
径 为 1.3 厘米 . 试 证 可 以 用 这 些 硬币 来 覆盖 纸 ,使 得 
硬币 互 不 重病, 而 纸 上 的 所 有 结 点 均 被 盖 住 . 
(第 39 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 考察 以 $ 个 结 点 4,B,C,D,E 为 顶点 的 
五 边 形 ,其 中 和合 ACD 的 外 接 圆 半径 为 1.25. 因而 当 把 硬币 中 心 放 在 
全 ACD 的 外 心 时 ,恰好 将 五 边 形 ABCDFE 完全 盖 住 . 容易 算出 ,AG < 
0.36, BF < 0.6,BH < 0.28. 这样 , 像 右 图 那 
样 划分 五 边 形 并 用 硬币 去 覆盖 每 个 五 边 形 , 这 
些 人 硬币 便 互 不 重 登 . 
12.6 ” 试 证 任何 一 个 周 长 为 2a 的 多 边 
形 ,总 可 以 用 一 个 直径 为 a 的 圆 纸 片 盖 住 . 
(第 12 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
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[证 ] 设 W 是 周 长 为 24 的 多 边 形 .在 W 的 周 界 

上 取 两 点 A 和 B, 使 它们 平分 W 的 周 界 , 亦 即 沿 W 的 
周 界 从 A 到 B 和 从 B 到 A 的 长 度 都 是 a . 以 线段 AB 的 NS 
中 点 O 〇 为 心 , 仿 为 半径 作 圆 O , 则 圆 面 O 就 盖 住 了 多 4 7/ 
边 形 W. ~ 

若 不 然 , 设 点 C 在 多 边 形 W 的 周 界 上 但 在 圆 O 
之 外 ,于 是 OC > 9 .但 沿 着 多 边 形 W 的 周 界 从 点 B 到 点 C 再 到 点 A， 
长 度 为 a, 所 以 有 AC+ BC< a. 又 因 在 三 角形 中 ,两 边 之 和 大 于 第 3 条 
边 上 中 线 的 2 倍 , 故 有 

a > AC+ BC > 20C > aw， 
逆 盾 . | 
12.7 ”在 边 长 分 别 为 20 和 25 的 矩形 中 已 经 放 有 120 个 边 长 为 1 
的 正方 形 ,求证 可 以 把 直径 为 1 的 圆 放 到 矩形 中 ,使 它 与 任何 正方 形 都 
不 相交 
(第 1 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 直径 为 1 且 完 全 在 矩形 内 部 的 圆 的 圆心 


与 矩形 的 任何 一 边 的 距离 都 大 于 广 ,所 以 ,圆心 必 落 
在 将 原 矩形 的 每 边 向 内 收缩 了 后 所 得 的 19 x 24 的 


矩形 中 ,这 个 矩形 的 面积 为 456. 另 一 方面 ,直径 为 1 
的 圆 与 某 单位 正方 形 相交 , 当 且 仅 当 圆心 落 在 右 图 所 


示 的 图 形 的 内 部 或 边 上 ,而 这 一 图 形 的 面积 为 3 二 二. 因为 120 个 这 种 





图 形 的 面积 为 120(3 + 下 ) = 360+ 30x < 360 + 96 = 456, 所 以 ,无 论 


这 120 个 正方 形 在 短 形 中 如 何 放置 , 当 将 每 个 正方 形 都 放大 成 上 图 所 
示 的 图 形 后 ,它们 仍然 不 能 覆盖 住 收 缩 后 的 19 x 24 的 矩形 .于 是 内 要 
把 直径 为 工 的 贺 的 圆心 放 在 没 被 盖 住 的 点 上 ,此 圆 就 与 所 有 正方 形 都 
不 相交 . 

12.8 ”在 100 x 100 的 方 格 棋盘 上 放置 着 800 个 如 图 所 示 的 工 形 
块 ,每 个 这 样 的 图 形 恰 盖 住 棋 盘 上 的 4 个 方 格 , 且 任何 两 个 图 形 都 不 重 
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sk 中 党 


线段 AP 关于 平面 x 的 对 称 曲线 段 A'P. 于 是 A”， 


全 .求证 在 棋盘 上 还 可 以 再 放置 1 个 这 样 的 图 形 ,使 它 完 


全 盖 住 4 个 空 方 格 . 
(第 32 届 马 克 兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


[证 ] 将 图 (a) 中 阴影 线 所 示 的 方 格 称 为 中 心 方 
格 . 设 在 棋盘 上 已 放 好 1 个 工 图 形 , 这 个 工 图 形 与 其 周转 (a) 
的 8 个 方 格 如 图 (b) 所 示 . 如 果 在 棋盘 上 再 放置 1 个 个 图 
形 , 且 其 中 心 格 不 在 图 (b) 所 示 的 12 个 方 格 中 , 则 后 放 人 的 工 图 形 与 原 
来 的 了 图 形 不 相 重 亚 . 另 一 方面 , 若 放 人 的 工 
形 的 中 心 格 不 在 棋盘 四 周 的 边 格 中 , 则 此 图 形 不 
会 超出 棋盘 之 外 .由 于 棋盘 内 部 共有 98” 个 方 格 ， 
而 98* - 12 x 800 = 4, 故 知 还 可 以 再 放 和 人 1 个 工 
图 形 ,使 它 与 已 有 的 了 图形 不 相 重 登 . 

12.9 ”半径 为 1 的 球面 上 的 两 点 用 位 于 球 内 
且 长 度 小 于 2 的 曲线 段 连结 起 来 ,求证 这 条 曲线 (b) 
段 一 定 落 在 这 个 球 的 某 个 半球 内 . 

(第 3 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 设 球面 上 给 定 的 两 点 是 A 和 B, 过 球 心 0O 作 垂直 于 AOB 
的 平分 线 OC 的 平面 x. 于 是 平面 x 将 球 分 为 两 个 半球 ,点 A 和 B 所 在 
的 半球 即 为 所 求 . 

让 我 们 来 证 明 曲 线段 45 全 部 落 在 上 述 半 球 


内 . 若 不 然 , 设 曲线 段 AB 交 半球 的 底面 于 点 P. AT 
ry 










多 


轧 光 
GZ 绝 
国画 加 






O 〇 ,BB 三 点 共 线 且 A'B = 2. 由 于 曲线 段 AP+ PB 4 
构成 一 条 连结 两 点 A 和 B 的 曲线 , 故 长 度 不 小 于 
2. 但 它 的 长 度 又 等 于 所 给 的 曲线 段 AB 的 长 度 ,又 应 小 于 2, 矛盾 . 
12.10 ”在 某 个 正方 形 的 内 部 放置 一 个 边 长 为 大 正方 形 一 半 的 小 
正方 形 ,求证 小 正方 形 必 盖 住 大 正方 形 的 中 心 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 设 大 正方 形 ABCD 的 边 长 为 2, 于 是 小 正方 形 边 长 为 1. 记 
大 正方 形 的 中 心 为 O. 
各 不 然 , 则 点 O 在 小 正方 形 之 外 .因而 从 点 O 到 小 正方 形 的 某 条 
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边 MN 的 距离 大 于 1. 注 意 MN = 1, 从 而 点 M 和 NN 
不 能 在 大 正方 形 的 同一 条 边 上 . 作 以 OO 为 心 ,以 1 
为 半径 的 圆 O, 则 MN 在 圆 外 .过 中 心 O 作 与 正方 
形 的 边 平行 的 十 字 线 ,将 大 正方 形 分 为 4 个 面积 为 
1 的 正方 形 .这 时 ,AN 必 在 某 个 小 正方 形 内 ,例如 . 
在 如 图 所 示 的 正方 形 OEAF 内 . 双向 延长 线段 
MN ,使 它 与 正方 形 OEAF 的 周 界 分 别 交 于 AM 和 
N .于 是 有 








SAOMN < SAOMN < 六 SIAFOE 一 六 

为 一 方面 ,因为 MN = 1 而 点 O 到 MN 的 距离 大 于 1, 故 又 有 
Saomv > 方 ,矛盾 .这 就 证 明了 小 正方 形 一 定 盖 住 大 正方 形 的 中 心 ， 

12.11 已 知 一 条 线段 被 放 在 它 上 面 的 若干 条 短线 段 所 覆盖 , 求 
证 这 些 短 线段 的 左 半 段 可 盖 住 原 线段 长 度 的 至 少 一 半 . 

( 圣 和 从 得 堡 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 首先 从 左 到 右 去 掉 那 些 完全 被 其 他 短线 段 所 盖 住 的 短线 
段 .然后 对 短线 段 的 条 数 n 使 用 归纳 法 来 证 明 . 

当 wn = 1 时 结论 显然 成 立 . 设 结论 于 ”= 上 时 成 立 . 当 ”= +1 
时 , 设 原 线段 为 [a ,5] 并 设 盖 住 点 a 的 短线 段 的 右 端点 为 x 并 设 其 余 
短线 段 的 左 端 点 中 最 靠 左 的 一 个 是 点 y, 于 是 有 a < y < x. 由 于 除 [a， 
zj] 之 外 的 上 条 线段 覆盖 了 [y,5j, 故 由 归纳 假设 知 它 们 的 左 半 段 可 盖 
住 线 段 [ y,b] 长 度 的 一 半 . 又 因 第 1 条 线段 [a ,x] 的 左 半 段 显然 盖 住 
线段 [La ,yj 长度 的 一 半 , 所 以 这 + 1 条 线段 的 左 半 段 盖 住 了 线段 [a， 
bj 长 度 的 至 少 一 半 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

12.12 给 定 面积 之 和 等 于 1 的 若干 个 正方 形 .求证 可 以 把 它们 互 
不 重合 地 放 入 面积 为 2 的 正方 形 中 . 

(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 我 们 按 边 长 递减 的 次 序 来 排列 这 些 正方 形 , 并 从 最 大 的 正 
方形 开始 自 左 至 右 地 把 它们 排放 到 面积 为 2 的 正方 形 的 底 边 上 ,直到 
无 法 再 放 为 止 .然后 沿 最 左面 一 个 正方 形 的 上 底 作 一 条 水 平 线 并 将 余 
下 的 正方 形 依次 排 在 这 条 水 平 线 上 方 和 大 正方 形 的 内 部 ,直到 无 法 再 
放 为 止 .并 继续 这 个 过 程 直 到 所 有 正方 形 都 放 完 为 止 .我 们 把 每 行 正方 
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ee 中 演 


形 中 最 左面 一 个 的 边 长 依次 记 为 hj,h,,…， 
有 .于 是 问题 就 是 要 证 明 有 = hi + ht+… 十 
h,, < 2. 


NS - 
办， SS 1 
让 我 们 来 估计 这 些小 正方 形 的 总 面积 候 “ 汶 SS 
设 我 们 把 第 太行 最 左面 的 正方 形 拿 到 第 - 1 


2 pd 
行 排 在 末尾 , 则 它 有 一 部 分 要 处 在 大 正方 形 之 


外 .( 第 | 行 的 最 左面 一 个 正方 形 也 拿 掉 单 独处 理 ) 于 是 第 R(& = 1,2， 
…,M 一 1) 行 的 正方 形 面 积 之 和 不 小 于 (V2 hh 宕 (V2 - 
有 )hiw1. 由 于 已 知 所 有 小 正方 形 面 积 之 和 为 1, 故 有 
ht + (V2— hhs+hst+ +h,)1l, 
hi + (2 一 AR 有)< 扫 1 
由 此 及 均值 不 等 式 , 即 得 
th = 3-|205-00+ 万 上 < 

12.13 ”同一 平面 上 的 4 个 半 平 面 完 全 攻 盖 了 这 个 平面 ,求证 从 中 

必 可 去 掉 1 个 半 平 面 ,使 余下 的 3 个 半 平 面 仍 能 覆盖 住 整个 平面 . 
( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 

[证 1]” 设 4 个 半 平 面 分 别 为 fi,f,f3,f4. 若 不 然 , 则 存在 点 已 
€ fi,i = 1,2,3,4, 使 得 P; 和 Ef,j 关 i 

(1) 各 4 点 中 有 3 点 已 ,PP 共 线 且 P; 在 另 两 点 之 间 , 则 半 平 
而 fi, 至 少 还 要 盖 住 男 两 点 已 , P; 中 之 一 ,此 与 反 证 假设 矛盾 . 

(2) 若 4 点 忆 ,了 ,P3 ,PP 的 凸 包 是 凸 四 边 形 , 则 对 角 线 PP; 和 
P2 Ps 的 交点 M 必 属 于 某 一 半 平面 廊 .从 而 f; 必 至 少 盖 住 Pj ,Ps 之 
一 ,也 必 至 少 盖 住 P,, Ps 之 一 , 即 至 少 盖 住 两 点 ,了 矛盾. 

(3) 在 4 点 的 凸 包 是 三 角形 ,不妨 设 点 Py 在 人 AP P;,P; 之 内 .连结 
PP4 并 延长 交 边 P,P; 于 点 M. 因 为 半 平 面 f 盖 住 点 Ps 但 未 盖 住 点 
Pi, 故 必 盖 住 点 M. 因 而 fy 又 必 至 少 盖 住 点 P;,P; 之 一 ,此 与 反 证 假 
设 矛盾 . 

[证 2] 首先 我 们 指出 一 个 事实 ; 

如 果 3 条 射线 盖 住 了 一 条 直线 , 则 从 中 可 以 选 出 两 条 射线 ,使 之 仍 
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能 盖 住 这 条 直线 . 

设 4 个 半 平 面 分 别 为 f1 ,fo,f3,f4. 考察 fi 的 边界 线 11. 它 被 男 外 
3 个 半 平 面 所 覆盖 .如果 所 ,fi, fs 之 一 完全 盖 住 了 ,不妨 设 为 户 , 则 
或 者 fi 和 f; 盖 住 了 整个 平面 ,或 者 fi 含 在 fo 之 中 ,无 论 哪 种 情形 , 结 
论 都 成 立 .以 下 设 3 个 半 平 面 中 的 每 个 都 至 多 盖 住 了 /) 上 的 一 条 射线 . 
于 是 由 开头 指出 的 事实 便 知 ,3 个 半 和 平面 中 的 两 个 半 和 平面 完 全 盖 住 了 
i1( 当 有 1 个 半 平 面 没 盖 住 直线 /1 上 的 任何 点 时 ,结论 更 成 立 ) ,不 妨 设 
这 两 个 半 平 面 是 户 和 万. 

考察 户 和 户 盖 住 直线 1 的 各 种 情形 . 设 半 平 面 户 和 户 的 边界 线 
分 别 为 /2 和 /053. 

(1) 车 [2 NO, 则 必 疙 在 方 中 , 心 在 户 中 .从 而 户 , 户 就 盖 住 了 
整个 平面 . 

(2) 厂 与 13 的 交点 M 在 fi 内 , 则 广 , 户 , 户 就 盖 住 了 整个 平面 
( 见 左 图 ). 





(3) 右 102 与 03 交点 在 fi 之 外 ( 见 右 图 ), 则 半 平 面 f; 和 fs 完全 六 
住 f1, 从 而 fi 可 以 去 掉 而 使 f,f;, fi 完全 盖 住 平面 . 

[证 3] 设 4 个 半 平 面 分 别 为 万 , 户 , 户 , 户 . 若 不 然 , 则 存在 点 P; 
E fi,i = 1,2,3,4, 使 得 P; 入 f;,j 关 i 连结 PiPy,P;Pi,P3Ps 并 考察 
线段 Pi Ps 被 覆盖 的 情形 . 

知 某 半 平 面 盖 住 线段 P,P4 上 的 某 点 , 则 它 至 少 盖 住 两 个 端点 之 
一 . 因 ,fs 都 既 未 盖 住 已 | ,也 未 盖 住 P4 , 故 二 者 也 不 能 盖 住 已 | Pi 上 
的 任何 一 点 . 因 己 和 fi ,Ps E fi, 故 线段 PjPsy 必 与 半 平 面 万 的 边界 
线 /4 相交 , 记 交 点 为 Qi. 于 是 Qi 必 属 于 fi 但 不 属于 户 ,f;. 同 理 ,在 
上 可 以 找到 点 Q 和 Q;, 使 Q,€ 户 ,Qa 6 ,但 Q; 不 属于 i, 而 
Q; 不 属于 fi, 记 .不 妨 设 Q; 在 点 Qi 与 Qi 之 间 . 由 于 户 盖 住 点 Q:， 
故 它 还 至 少 盖 住 点 Q 和 Qi 之 一 ,矛盾 . 

12.14 ”在 平面 上 任 给 100 个 点 , 试 证 可 以 用 若干 个 不 交 的 圆 面 来 
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盖 它 们 ,使 得 这 些 圆 面 的 直径 之 和 小 于 100, 且 任何 两 圆 之 间 的 距离 
大 于 1.( 两 个 不 交 的 国之 间 的 距离 是 指 它们 的 两 个 最 近 点 之 间 的 距 
离 .) 

(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] ”首先 ,以 每 个 给 定点 为 心 ,以 村 为 半径 作 100 个 圆 , 则 这 些 
圆 的 直径 之 和 为 100. 
其 次 , 若 有 上 述 圆 中 的 两 个 圆 相交 (包括 相 切 ) , 则 用 包含 两 圆 在 内 
的 最 小 圆 来 代替 二 者 .显然 ,后 者 的 直径 不 超过 前 两 圆 直径 之 和 .这 样 
处 理 直 到 所 得 的 圆 互 不 相交 为 止 .这 时 ,所 得 的 所 有 圆 的 直径 之 和 不 超 


过 100 且 每 个 给 定点 到 覆盖 它 的 圆 面 的 边界 的 距离 不 小 于 方 ， 

最 后 ,既然 这 些 圆 两 两 相 离 , 故 它们 两 两 之 间 的 距离 大 于 零 . 又 因 
这 样 的 距离 只 有 有 限 多 个 , 故 其 中 必 有 最 小 者 , 记 为 + 且 有 > 0. 不 妨 
设 x < ! 将 上 面 所 得 的 所 有 图 的 半径 都 缩小 > - 所 ,重新 作 圆 , 则 所 
得 的 一 组 圆 面 便 满 足 题 中 要 求 ， 

12.15 ” 试 证 任 一 凸 多 边 形 中 必 有 3 个 相 邻 顶点 ,使 得 过 这 3 点 的 


较 面 包含 整个 多 边 形 . 


《保加利亚 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 考虑 所 有 这 样 的 加 它 过 已 知 多 边 形 的 
某 3 个 顶点 ,其 中 两 个 顶点 相 邻 而 第 3 个 顶点 对 前 两 
点 的 张 角 不 超过 90". 这 种 圆 当然 存在 ,比如 过 3 个 相 
邻 顶点 的 圆 即 是 如 此 .在 这 些 圆 中 , 取 直 径 4 最 大 的 
圆 S , 则 圆 S 即 为 所 求 . 

若 不 然 , 则 或 者 圆 S 之 外 还 有 多 边 形 的 顶点 ， 
或 者 圆 S 不 过 多 边 形 的 3 个 相 邻 顶点 . 

设 贺 S 上 的 多 边 形 的 3 个 顶点 为 A,Al,A,, 其 中 有 | 与 A, 是 相 邻 
顶点 ,多边形 顶点 B 在 圆 S 之 外 .因为 点 A 与 B 在 直线 AlA, 的 同 侧 ， 
所 以 人 A1BA, < 人 Ai1AA; 过 90"( 如 图 所 示 ). 于 是 由 正弦 定理 知 
全 A1A2B 的 外 接 圆 直径 大 于 全 AA;A; 的 外 接 圆 S 的 直径 ,此 与 圆 S 
的 直径 的 最 大 性 矛盾 .这 表明 圆 面 $ 覆盖 了 多 边 形 . 

由 反 证 假设 知 顶 点 A 既 不 与 顶点 Ai 相 邻 也 不 与 顶点 A, 相 邻 且 
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Ai 与 A; 的 各 另 一 个 相 邻 顶点 Ao,A; 都 在 圆 S 内 部 .具体 地 说 ,Au 和 
A; 分别 含 在 以 AA1,AA, 为 弦 的 弓形 内 .显然 ,人 AAA; 和 AAA 
中 至 少 有 1 个 是 锐角 ,不 妨 设 “AAA 为 锐角 .于 是 有 AAA， > 
180° - 了 AA,A1 > 90" .从 而 由 正弦 定理 又 知 全 AAoA1 的 外 接 圆 直径 
大 于 圆 S 的 直径 ,矛盾 .这 意味 着 圆 S 过 Ao,Ai,A, 这 3 个 相 邻 顶点 . 
12.16 ”在 平面 上 有 1000 个 角 ,其 和 小 于 360". 能 否 适 当 放置 这 些 
角 ,使 之 盖 住 整个 平面 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 不 能 实现 . 若 不 然 , 设 这 1000 个 角 已 经 放置 好 并 盖 住 了 整 
个 平面 , 记 这 些 角 之 和 为 2 < 2x. 在 平面 上 取 一 点 O 为 心 ,以 足够 大 
的 尺 为 半径 作 圆 ,使 所 有 角 顶 都 在 圆 内 .然后 再 以 点 O 为 心 , 作 半径 为 
kR 的 圆 $. 于 是 这 些 角 与 圆 S 内 部 相交 所 得 的 1000 个 扇形 的 面积 之 和 
不 超过 (& + 1)*R?t, 而 加 S 的 面积 为 &*R?x .因为 
Lr 
所 以 当 雪 充分 大 时 ,(&R + 1)*R?*t < R2R2r ,矛盾 . 
12.17 ”在 一 个 面积 为 1 的 正三 角形 内 部 ,任意 放置 5 个 点 . 试 证 
在 此 正三 角形 内 ,一定 可 以 作 3 个 正三 角形 盖 住 这 5 个 点 ,使 得 这 3 个 
正三 角形 的 各 边 分 别 平行 于 原 三 角形 的 边 ,并 且 它 们 的 面积 之 和 不 超 
过 0.64. 
(第 2 局 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1987 年 ) 
[证 ] 因为 给 定 的 5 点 都 在 正三 角形 的 内 部 , 故 可 以 正三 角形 中 
心 为 位 似 中 心 , 作 一 个 与 原 三 角形 位 似 且 略 小 于 原 三 角形 的 人 ABC ， 
使 得 $ 个 给 定点 都 在 全 ABC 的 内 部 .这 时 ,全 ABC 的 面积 S < 1. 


分 别 在 边 AB , BC ,CA 上 各 取 一 点 如 , C2 ,A3 ,使 得 BIB 一 AB, 
CC = 二 BC,A3A = 沁 CA. 过 Bi 作 BiC， N BC 4 


交 CA 于 Ci. 类 似 地 作 CA,// C4 ,43;B3 AN AB. 所 
作 的 3 条 线段 互相 相交 将 入 ABC 分 成 7 个 区 域 ,分 
别 以 数字 1,2,…,7 编 号 ( 见 下 图 ). 我 们 简 记 入 |; = 
和 4BICl,As = 人 BC 4 ,Ai = 人 CA3B; ,显然 ， 
这 3 个 三 角形 的 面积 相等 且 均 小 于 0.64. 
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(1) 如 果 入 ,入 x,A3; 之 一 的 内 部 及 边界 上 至 少 含有 3 个 给 定点 ， 

则 因 这 个 三 角形 面积 小 于 0.64, 故 可 取 a > 0, 使 得 

0.64S + 2a < 0.64. 
再 用 两 个 面积 均 不 超过 a 的 小 正三 角形 分 别 盖 住 另 两 点 即 满足 题 中 要 
(2) 以 下 设 全 1, 会;, 合 ;3 中 任何 一 个 都 不 能 盖 住 5 个 给 定点 中 的 3 
个 点 , 则 所 给 的 5 点 的 分 布 必 有 如 下 的 特点 ，; 

(a) 在 标号 为 1,3,5 的 3 个 萎 形 区 域 中 ,每 一 个 中 都 至 少 有 1 个 给 
定点 .否则 ,假如 1 号 区 域 中 无 点 , 则 5 个 给 定点 全 落 在 个; 与 人 3 中 ,两 
个 三 角形 中 至 少 有 一 个 至 少 盖 住 3 个 给 定点 ,矛盾 . 

(b) 7 号 三 角形 区 域 中 没有 给 定点 .否则 ,其 中 至 少 有 1 个 给 定点 . 
对 入, 入 ,As 统计 所 盖 住 的 给 定点 的 个 数 时 ,这样 的 每 点 将 被 计数 3 
次 .于 是 3 个 三 角形 中 至 少 含有 7 个 给 定点 .由 抽 居 原理 知 必 有 1 个 三 


”角形 中 人 至少 含 有 3 个 给 定点 ,矛盾 . 


(c) 标 号 为 2,4,6 的 3 个 梯形 区 域 中 ,至 多 有 一 个 给 定点 . 若 其 中 至 
少 有 两 个 给 定点 , 则 因 每 个 这 样 点 都 恰 属 于 公 |, 公 ,, 公 ; 中 的 两 个 ,于 
是 又 导致 这 3 个 三 角形 中 至 少 含 有 7 个 给 定点 . 像 (b) 中 一 样 地 又 可 导 
出 矛盾 . 

综合 (a) ,(b),(c) 可 以 断定 ,5 个 给 定点 的 分 布 本 质 上 只 有 下 列 两 
种 不 同和 情形 : 


(a) (b) 


(3) 在 上 面 图 (a) 所 示 的 情形 下 ,可 作出 图 中 虚线 所 示 的 3 条 线 
段 ,它们 从 大 三 角形 截 得 的 3 个 小 正三 角形 分 别 盖 住 了 5 个 给 定点 且 每 
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个 小 三 角形 的 面积 为 (之 】S < 0.16, 故 3 个 三 角形 的 面积 之 和 小 于 
0.48, 当然 更 小 于 0. 64. 

(4) 在 上 面 图 (b) 所 示 的 情形 下 ,过 线段 BIC， 
中 点 口 分 别 作 EH/AC, FG/ AB( 如 右 图 所 示 )， 
连结 EF , 则 1 号 菱形 与 A 相对 的 顶点 在 EF 上 . 因 z , 
为 全 EBH 和 公 FGC 盖 住 了 标号 为 3,4,5 的 3 个 区 /7 信和 A 
域 中 的 3 个 给 定点 .二 者 之 一 盖 住 了 两 点 ,不 妨 设 G HH 
全 FGC 盖 作 了 两 点 .由 于 全 AEF 也 盖 住 了 两 点 且 
这 两 个 三 角形 的 面积 之 和 为 

(三 ) s+ (三 ) s<0.52， 
故 可 再 用 面积 不 大 于 0. 1 的 正三 角形 盖 住 3 号 区 域 中 的 1 个 给 定点 ,这 
3 个 三 角形 便 满 足 题 中 的 要 求 . 

12.18 平面 被 两 族 互 相 垂 直 的 平行 直线 划分 为 单位 正方 形 , 即 
成 为 无 穷 大 的 方 格 纸 . 考察 由 所 分 成 的 方 格 构 成 的 x x z 的 正方 形 .将 
其 中 至 少 有 1 条 边 位 于 边界 上 的 所 有 单位 正方 形 的 并 集 称 为 该 正方 形 
的 边框 ,简称 为 框 形 .求证 对 于 由 所 分 成 的 方 格 构 成 的 100 x 100 的 正 
方形 , 怡 有 1 种 方法 可 以 用 50 个 框 形 互 不 重 秋 地 盖 住 它 . 

(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 首先 ,把 100 x 100 的 正方 形 自己 的 边框 作为 第 1 个 框 形 . 
除了 它 之 外 ,余下 一 个 98 x 98 的 正方 形 . 将 它 的 边框 作为 第 2 个 框 形 . 
去 掉 它 之 后 余下 一 个 96 x 96 的 正方 形 . 这 样 继续 下 去 ,直到 最 后 得 到 
一 个 2x2 的 正方 形 . 它 就 是 第 50 个 框 形 .这 50 个 框 形 恰好 互 不 重 伦 地 
盖 住 了 100 x 100 的 正方 形 . 

下 面 证 明 ,满足 题 中 要 求 的 覆盖 中 的 50 个 框 形 必 为 上 述 的 50 个 杠 
形 . 为 此 ,又 只 须 证 明 100 x 100 的 正方 形 的 4 个 角 格 A,B,C,D 必 为 同 
一 框 形 所 覆盖 . 

为 简单 起 见 , 既 用 A ,B,C,D 表示 4 个 角 格 ,又 用 它们 分 别 表 示 正 
方形 的 4 个 顶点 .注意 ,正方 形 ABCD 的 对 角 线 AC 和 BD 上 各 分 布 有 
100 个 方 格 .每 个 框 形 至 多 盖 住 每 条 对 角 线 上 的 两 个 方 格 . 因此 , 当 50 
个 框 形 盖 住 正方 形 ABCD 时 ,每 个 框 形 恰好 盖 住 两 条 对 角 线 上 的 各 两 
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个 方 格 . 

当 一 个 方 格 被 某 框 形 盖 住 时 ,我 们 就 说 这 个 方 格 属于 该 框 形 .下 面 
先 来 证 明 角 格 A 和 CC 必 属 于 同一 个 框 形 . 若 不 然 , 设 角 格 A 和 C 分 属于 
两 个 不 同 框 形 . 这 时 , 较 小 的 框 形 的 一 边 上 至 多 有 50 个 方 格 . 所 以 ,这 
个 框 形 不 能 盖 住 对 角 线 BD 上 的 任何 方 格 ,矛盾 .所 以 角 格 A 和 C 必 属 
于 同一 个 框 形 K. 

如 果 角 格 A 和 C 属于 框 形 K 的 相 邻 的 两 边 上 ,那么 ,KK 的 这 两 条 边 
的 公共 角 格 也 是 正方 形 的 角 格 ,不妨 设 为 角 格 B. 又 因 K 得 盖 住 对 角 
线 BD 上 的 两 个 方 格 ,所 以 品 也 属于 K. 即 50 个 框 形 中 最 大 的 框 形 必 为 
100 x 100 本 身 的 边框 . 

如 果 角 格 A 和 C 位 于 框 形 K 的 一 组 对 边 上 ,那么 框 形 K 的 边 长 必 
为 100. 从 而 角 格 B 和 DD 也 必 属 于 KK. 从 而 最 大 的 框 形 KK 也 必 为 100 x 
100 的 正方 形 本 身 的 边框 . 

综 上 可 知 , 用 5S0 个 边框 互 不 重奏 地 盖 住 100 x 100 的 正方 形 的 方法 
恰 有 工种 . 

12.19 ”在 凸 100 边 形 的 内 部 标 出 了 有 个 点 ,2 雪上 去 50. 求 证 可 从 
该 100 边 形 的 顶点 中 选 出 2& 个 点 来 ,使 得 所 标 出 的 上 个 点 全 都 落 在 以 
选 出 的 2& 个 顶点 为 顶点 的 28& 边 形 的 内 部 . 

(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 设 多 边 形 M = AAA, 是 & 个 标定 点 的 凸 包 ,于 是 ， 云 
上 . 设 OO 是 M 内 部 的 一 点 .对 每 个 i E 41,2,…,n| ,连结 OA, 并 延长 交 
此 100 边 形 的 周 界 于 点 B;. 记 1B1,B;,…,B,1 的 凸 包 为 M , 则 M 含 于 
M 的 内 部 . | 

事实 上 ,对 于 M 上 的 任意 一 点 P, 直 线 OP 与 M 的 周 界 交 于 两 点 . 
记 这 两 个 交点 分 别 位 于 M 的 边 AAi 和 AAj,1 上 .于 是 由 BI,B,,…， 
B, 的 取 法 便 知 直线 OP 与 线段 BB;,1 ,BB;;| 分 别 相 交 . 记 交点 为 S 和 
T. 因 B;,Biw1,B;,Birt EM ,所 以 S,TE M .从 而 O,PE M'. 这 就 
证 明了 M C M 

设 M = C1Cy…C,; 于 是 mw 之 过 上 .注意 ,所 有 C, 都 在 给 定 的 
器 100 边 形 的 周 界 上 .考察 这 些 C; 所 在 的 点 100 边 形 的 边 的 端点 的 集 
合 G, 则 |G| 志 2&. 再 任 选 凸 100 边 形 的 2 一 | G | 个 顶点 补 入 G, 则 GG 
便 恰 有 2&k 个 点 , 上 且 以 G 中 所 有 点 为 顶点 的 凸 2& 边 形 包 含有 Ci， 
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CC 当然 含有 M ,从 而 含有 所 有 个 给 定点 . 

12.20 已 知 正方 形 ABCD 的 竖 直 边 AB 被 分 成 条 线段 ,使 有 
奇数 号 码 的 线段 长 度 之 和 等 于 有 偶数 号 码 的 线段 长 度 之 和 . 过 每 个 
分 点 作 边 AD 的 平行 且 相 等 的 线段 ,所 得 到 的 n 条 带 形 都 被 对 角 线 
BD 分 成 左右 两 部 分 .求证 有 奇数 号 码 的 带 形 的 左边 部 分 面积 之 和 
等 于 有 偶数 号 码 的 带 形 的 右边 部 分 面积 之 和 ( 见 下 图 中 用 和 斜 线 标 出 
的 部 分 ). 

(第 14 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 ] 将 对 角 线 BD 左右 两 方 用 阴影 线 标 出 
的 部 分 的 面积 之 和 分 别 记 为 $1 和 S; ,左边 空白 部 
分 面积 之 和 记 为 $y. 由 已 知 有 Sj + S3 = S;+ 9S3， 
从 而 得 到 S| = 5S;. 

12.21 ”把 边 长 为 1 的 正六 边 形 内 部 一 点 0 
同 它 的 所 有 项 点 连结 起 来 . 试 证 由 此 而 将 六 边 形 
分 成 的 6 个 三 角形 中 ,总 存在 两 个 三 角形 ,它们 的 
各 边 之 长 都 不 小 于 1. 





(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ]， 如 果 点 O 为 中 心 , 则 6 个 三 角形 都 满足 要 求 . 如果 点 O 不 
是 中 心 , 则 中 心 所 在 的 那个 三 角形 的 3 条 边 长 都 不 小 于 1 而且, 与 这 个 
三 角形 相 邻 的 两 个 三 角形 中 至 少 有 一 个 三 角形 满足 要 求 . 
12.22 已 知 晤 n(n 之 5) 边 形 被 它 的 所 有 对 角 线 分 割 成 车 干部 
分 ,求证 其 中 必 有 面积 不 等 的 部 分 . 
(第 21 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 考察 凸 n 边 形 的 顶点 A;,A,,Al， 
4,,A, -1 和 A4( 当 ?= 5 时 ,A4 = A,_1), 连 结 
对 角 线 A1A;3,A1A4,A;A, ,4 4 它们 互 
相交 于 Bi,B:,B3,B4 四 点 ( 见 上 图 ). 若 各 部 
分 面积 都 相等 , 则 有 AI 了 ， 一 B,B3,A,B, 一 
B2B1, 从 而 四 边 形 A1A,B3B1 为 平行 四 边 形 . 
故 有 A2A,-.1 / AiAs, 此 不 可 能 . 
12.23 ” 试 证 在 2” Xx 2"(n € N) 的 棋盘 上 删 去 一 个 方 格 后 , 剩 下 
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的 部 分 可 以 用 三 个 小 方 格 组 成 的 角形 “上 | 二 " 覆盖 而 无 重奏 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
合 [证 ] (1) 当 ”= 1 时 ,命题 显然 成 立 . 
郑 (2) 假设 当 n = 上 & 时 ,命题 成 立 . 

当 ? = 上 有 +1 时 ,将 挖 去 一 个 小 方略 的 2*1! x 
2**1 的 棋盘 ABCD 四 等 分 得 到 四 个 2* x 2* 的 棋盘 
AEOH ,EBFO ,OFCG , GOHD. 其 中 必 有 一 个 是 
挖 去 一 个 小 方 格 的 棋盘 , 设 为 GDHO. 

现 将 L 形 块 放 在 O 处 , 使 AEOH ,EBFO， 
OFCG 中 各 占 去 一 格 ( 如 图 ), 则 这 四 个 2* x 2* 的 棋盘 都 成 了 挖 去 一 个 
小 方 格 的 棋盘 了 ,由 归纳 假设 都 恰好 能 被 上 形 铺 满 ,所 以 n = +1 时 
命题 成 立 . 

由 以 上 ,对 一 切 n € N ,命题 成 立 . 

12.24 能 涯 将 下 列 m x n 和 矩形 分 割 成 若干 个 “L 形 "(由 3 个 单位 
正方 形 组 成 的 图 形 上 | ): 

(1)m x n = 1985 x 1987? (2)m xm = 1987 x 1989? 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[ 解 ] (1) 因为 3 二 (1985 x 1987) ,所 以 第 1 个 矩 
形 不 能 分 割 成 若干 个 上 形 . 

(2) 因为 用 上 形 瓦 既 可 拼 成 2x 3 的 矩形 又 可 拼 
成 7x 9 的 和 矩形 ( 匈 右 图 ) ,而 

1987 x 1989 = 1980 x 1989 + 7 x 1989 

= (2 x 3) x (990 x 663) + (7 x 9) 
x 221, 
故 知 1987 x 1989 的 矩形 可 被 分 割 成 若干 个 工 形 . 

12.25 ”用 平行 于 三 角形 各 边 的 直线 将 边 长 为 ”的 正三 角形 分 成 
n” 个 边 长 为 1 的 正三 角形 . 沿 着 所 得 到 的 三 角形 的 边 作 一 条 不 封闭 的 
折线 ,使 它 通过 这 些 三 角形 的 全 部 顶点 中 的 每 点 恰好 一 次 .求证 折线 中 
存在 不 少 于 n 对 相 邻 线段 ,使 其 中 每 对 的 两 条 线段 的 夹 角 都 是 锐角 . 

(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 兄 见 ,所 分 成 的 小 三 角形 的 顶点 总 数 为 
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1+2+.…+(n+t+1) = 方 (n + 1)(n +2), 


这 意味 着 折线 由 省 (n? + 3n) 段 小 线段 组 成 .将 与 
原 三 角形 同 向 位 似 的 小 正三 角形 都 染 成 黑色 ( 见 上 
图 ), 于 是 共有 性 (n? + x) 个 黑 三 角形 .由 此 可 知 至 少 
有 7 个 黑 三 角形 ,每 个 都 包含 折线 的 两 条 相 邻 线段 ,二 者 的 夹 角 为 60”. 

12.26 ” 设 在 一 张 正方 形 的 纸 上 画 着 n 个 矩形 ,它们 的 边 都 平行 
于 纸 边 ,任何 两 个 矩形 都 没有 公共 内 点 .求证 当 控 去 所 有 和 矩形 后 , 纸 的 
剩余 部 分 的 块 数 不 多 于 n + 1. 

(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 设 正方 形 纸 的 剩余 部 分 被 分 成 个 小 块 ,因为 每 块 的 边 都 
平行 于 正方 形 的 边 , 故 每 一 小 块 上 可 以 标 出 4 个 顶点 (在 这 些 顶 点 上 的 
角 为 90" 或 270°).& 个 小 块 共 标 出 4 个 顶点 ,其 中 每 一 个 都 是 被 挖 掉 - 
的 ”个 矩形 或 者 原 正方 形 的 顶点 .同时 , 若 有 某 一 点 被 标 出 两 次 ,那么 
它 是 两 个 矩形 的 公共 顶点 .因而 有 4& 过 42 + 4, 由 此 即 得 之 n++1. 

12.27 ”在 两 张 相同 的 圆 形 纸 片上 ,画家 通 了 两 条 一 样 的 龙 .第 ! 
张 纸 片上 的 龙 的 眼睛 恰好 与 圆心 重合 ,第 2 张 上 的 龙 则 不 然 . 试 证 可 将 
第 2 张 纸 片 分 成 两 部 分 ,使 得 当 将 两 部 分 重新 拼 成 一 个 与 原来 半径 相 
同 的 圆 时 , 龙 的 眼睛 刚好 也 与 圆心 重合 . 

(第 44 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 将 两 张 纸 片 适当 重合 ,使 得 其 上 画 的 龙 
的 图 案 完 全 重合 .然后 将 第 2 张 纸 片 沿 弧 AnB 剪 开 ， 
并 将 前 下 的 月 形 部 分 拼 到 弧 AmB 上 即 可 . 

12.28 ”一 个 正方 形 被 划分 为 一 些 凸 多 边 形 . 
试 证 可 以 把 它们 划分 为 更 小 的 是 多边形 ,使 得 在 正 4 
方形 的 这 种 新 的 划分 之 下 ,每 一 个 多 边 形 都 与 奇数 
个 多 边 形 相 邻 (具有 公共 边 ). : 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 首先 将 每 个 凸 多 边 形 都 划分 成 三 角形 ,于 是 整个 正方 形 被 
分 成 了 奉 二 个 三 角形 .位 于 正方 形 内 部 的 三 角形 显然 与 另外 3 个 三 角 
形 相 邻 ,已 经 满足 题 中 要 求 ,而 有 两 条 边 在 正方 形 边 界 上 的 三 角形 也 满 
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足 题 中 要 求 , 故 只 须 再 对 恰 有 1 条 边 在 正方 形 边界 上 
的 三 角形 进行 加 工 . 而 这 只 要 像 上 图 所 示 那 样 进行 划 


纠 分 即 可 . 
12.29 ”一 个 正三 角形 被 分 割 成 ”个 凸 多 边 形 ， 人 AN 
使 得 每 一 条 直线 都 至 多 与 其 中 的 40 个 相交 (如 果 一 po 


条 直线 与 多 边 形 有 公共 点 ,就 称 它们 相交 ,其 中 包括 
直线 经 过 多 边 形 顶 点 的 情况 ). 问 n 能 否 大 于 一 百 万 ? 
(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 】 首先 从 三 角形 上 截 去 3 个 角 ,然后 从 所 得 的 六 边 形 上 截 去 6 
个 角 ,再 从 所 得 的 十 二 边 形 上 截 去 12 个 角 ,这 样 继续 截 角 19 次 ,一 共 得 
到 凸 多 边 形 1+3+3.2+3.22+…+3.28>>105 个 .任意 一 条 下 
线 与 每 一 档次 的 三 角形 相交 不 会 超过 两 个 , 故 相 交 的 多 边 形 总 数 不 超 
过 2x19+1= 39 个 .这 表明 在 满足 题 中 要 求 的 前 提 下 ,三 多 边 形 的 个 
数 可 以 大 于 一 百 万 . 
12:30 证明; 用 15 块 大 小 是 4 x 的 矩形 瓷砖 和 1 块 大 小 是 2 x 
2 的 正方 形 次 砖 ,不 能 恰好 铺盖 8 x 8 的 矩形 地 面 . 
(中 国 部 分 省 市 初中 通讯 赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 如 图 ,用 红 (A), 蓝 (B), 白 (C), 黄 (D) 四 种 颜色 之 一 给 每 


个 小 方 格 涂 色 ,并 使 与 对 角 线 ( 表 中 的 DD) 平行 方向 的 方 格 都 涂 上 相 


癌 的 颜色 ,于 是 不 论 如 何 放置 4 x 1 的 瓷砖, 总 是 占据 四 种 颜色 的 方 格 
各 一 个 ,而 每 块 2 x 2 的 瓷砖 总 有 两 格 沿 着 与 对 角 线 DD 平行 方向 放置 
而 同色 , 即 2 x 2 瓷砖 所 占据 的 四 个 
方 格 只 有 三 种 颜色 , 因此 , 对 于 分 
别 涂 有 红 、 蓝 、 白 、 黄 四 色 各 16 格 的 
和 矩形 地 面 , 当 放 置 15 块 4 x 1 的 和 矩 
形 奖 砖 后 ,四 种 颜色 各 占 15 格 , 不 
可 能 在 剩 下 的 四 格 ( 四 种 颜色 各 1 
格 ) 放置 2 x 2 瓷砖 . 
12.31 已 知 一 个 正方 形 被 分 D| 

割 成 若干 个 和 矩形 ,求证 这 些 和 矩形 的 
外 接 圆 的 面积 之 和 不 小 于 原 正方 形 的 外 接 圆 的 面积 . 

(第 和 2 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
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[证 ] 因为 圆 内 接 和 矩形 中 正方 形 面积 最 大 ,而 正方 形 面积 是 它 的 
外 接 贺 面积 的 所 , 故 有 
S(R) < ES(C), 


其 中 C 为 矩形 尺 的 外 接 圆 ,而 S(R),S(C) 分 别 表示 二 者 的 面积 . 
设 正方 形 Q 被 分 割 成 了 个 矩形 R;,i = 1,2,…,n, 于 是 有 


zx _xv 工 S 2 
75(Q) = HOS(R) ET 2 区 S(C) 


= > S(C,), 
这 恰好 表明 所 有 和 矩形 的 外 接 圆 面积 之 和 不 小 于 原 正方 形 的 外 接 圆 的 面 


12.32 将 8x8 方 格 纸板 的 一 角 前 去 一 个 2x2 的 正方 形 , 问 余下 
的 60 个 方 格 能 否 前 成 15 块 形 如 上 -上 的 小 纸 片 ? 
(中 国 东 北三 省 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 如 图 所 示 , 将 +1, -1 填 人 8 x8 方 格 内 . 
由 于 在 方 格 纸 的 一 角 剪 去 2x2 的 正方 形 ,其 数字 和 为 0, 于 是 剩 下 
的 60 个 方 格 数字 和 为 0. 
注意 到 , 任 一 符合 要 求 的 “L” 型 四 连 格 中 的 数字 之 和 或 者 为 + 2， 
或 者 为 - 2. 
假设 能 分 成 15 块 “L” 型 四 连 
格 , 并 设 其 中 数字 和 为 2 的 有 x 块 
(其 总 和 为 27), 数 字 和 为 -2 的 有 y i 
块 (其 总 和 为 ~ 2y). 因 而 有 
XxX+y= 15, 
27+(—-2y)=0. 


解 得 r=y= 光 . 
不 是 整数 ,这 是 不 可 能 的 
因此 , 题 设 的 要 求 不 能 做 到 . 


12.33 ” 试 证 当 n 实 5 时 ,能 把 任意 一 个 矩形 划分 成 n 个 矩形 ,使 
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得 任何 两 个 相 邻 矩形 在 原 地 拼 起 来 的 图 形 都 不 是 矩形 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 


组 [证 ] 对 于 ”= 5,6, 可 像 
“| ” 右 图 所 示 那 样 来 划分 . 易 见 ,n 
= 6 的 分 法 ,实际 上 是 从 矩形 上 
先 分 出 一 个 与 原 和 矩形 等 高 的 条 
状 和 矩形, 然后 把 余下 部 分 按 7 
= 5 的 情形 来 划分 .类 似 地 ,n = 
7 时 ,可 以 先 从 所 给 矩形 上 分 出 一 个 与 原 和 矩形 等 长 的 条 状 和 矩形 ,然后 把 
其 余部 分 按 n = 6 的 情形 来 划分 . 依 此 类 推 , 当 n = 已 分 好 时 , 若 n = 
&+I 为 偶数 , 则 像 = 6 那样 从 原 矩 形 左 方 分 出 一 个 
与 原 矩 形 等 高 的 条 状 矩 形 , 若 mn = +1 为 奇数 , 则 像 
n 三 7 那样 从 原 和 矩形 下 方 先 分 出 一 个 与 原 和 矩形 等 长 
的 条 状 矩 形 . 然后 余下 部 分 按 nw = & 的 情形 来 划分 . 7 
容易 看 出 ,这 种 划分 满足 题 中 的 要 求 . 
12.34 ” 设 正 方形 内 排列 着 n 个 两 两 相 离 的 圆 , 求 证 可 以 把 正方 
形 划分 成 ”个 凸 多 边 形 ,使 得 每 个 多 边 形 内 恰 含 有 1 个 圆 . 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 记 正 方形 为 Q,n 个 圆 为 S,,S,,… ,Sn .对 于 任意 点 PE 
Q ,我 们 把 点 PP 关于 圆 S; 的 朝 记 为 &(P) 并 令 
M;= {PIP EQ,d(P)S<Ad(P),j) = 1.2,.,n},i = 1,2 ,7 
由 于 ”个 圆 两 两 相 离 ,所 以 两 圆 恰好 在 其 根 轴 的 两 侧 , 且 均 与 根 轴 
不 交 . 易 见 ,每 条 根 轴 都 有 一 段 是 某 两 个 T; 的 公共 边 ,而 且 每 个 工 : 都 
是 由 S; 与 男 外 的 n 一 1 个 圆 的 mn - 1 条 根 轴 中 的 某 些 条 (可 能 是 全 部 也 
可 能 不 是 全 部 ) 以 及 正方 形 Q 的 边界 (也 可 能 用 不 着 ) 围 成 的 多 边 形 . 
这 n 个 多 边 形 当 然 覆盖 了 正方 形 Q 且 两 两 内 部 不 交 , 即 这 ” 个 多 边 形 
满足 题 中 要 求 . 
12.35 ” 设 在 一 张 有 100 x 100 个 格子 的 正方 形 方 格 纸 上 沿 网 格 线 
作 了 若干 条 不 自 交 的 折线 ,这 些 折线 互 不 相交 ,它们 的 端点 在 正方 形 的 
边 上 ,但 折线 则 严格 含 于 正方 形 内 部 .求证 除了 正方 形 纸 的 顶点 之 外 ， 
还 存在 着 不 属于 任何 折线 的 结 点 (在 正方 形 内 部 或 边 上 ). 
(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
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[证 ] 我 们 把 方 格 纸 的 所 有 结 点 相间 地 涂 上 黑色 与 白色 ,不 妨 设 
4 个 项 点 都 是 黑色 .于 是 除 顶 点 外 ,边界 上 共有 4x99 个 结 点 ,其 中 白 点 
比 黑 点 多 4 个 . 设 这 些 结 点 都 是 折线 的 端点 ,于 是 端点 恬 白 的 折线 比 端 
点 和 缘 黑 的 折线 多 两 条 .注意 ,在 端点 蜡 色 的 折线 内 部 , 黑 拍 两 色 的 结 点 
数 相等 ;在 端点 缘 白 ( 黑 ) 的 折线 内 部 , 黑 ( 白 ) 色 结 点 比 白 ( 黑 ) 色 结 点 
多 一 个 .从 而 在 这 些 折线 所 经 过 的 正方 形 内 部 的 结 点 中 , 黑 点 比 白 点 多 
两 个 ,因而 这 些 结 点 的 总 数 为 偶数 .但 是 ,正方 形 内 部 结 点 的 总 数 为 99 
x 99 是 奇数 .所 以 至 少 有 一 个 结 点 不 在 这 些 折线 上 . 

12.36 ”能 香 把 一 个 凸 多 边 形 分 割 为 若 于 个 非 凸 的 四 边 形 ? 

(第 38 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 假设 凸 多 边 形 M 被 分 割 成 z 个 非 凸 的 四 边 形 .于 是 它们 的 
内 角 之 和 为 S = 2nx .如果 四 边 形 的 某 个 顶点 处 的 内 角 大 于 x, 我 们 就 
称 该 项 点 为 四 点 .显然 ,是 点 不 会 位 于 多 边 形 M 的 边界 上 ,并 且 任 何 两 
个 四 边 形 的 种 点 不 会 重合 (否则 两 个 四 边 形 内 部 将 发 生 重 春 ). 由 此 可 
知 ,? 个 非 凸 四 边 形 的 冲 点 全 都 严格 位 于 AM 的 内 部 且 互 不 相同 . 因此 ， 
这 ?个 四 边 形 的 内 角 和 将 大 于 2mr ,矛盾 . 

12.37 ”已 知 正 1000 边 形 被 不 相交 的 对 角 线 前 分 为 若 于 个 三 角 
形 ,求证 其 中 至 少 存在 8 条 长 度 互 不 相同 的 对 角 线 . 

(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 作出 正 1000 边 形 的 外 接 圆 , 则 正 1000 边 形 的 顶点 将 圆 分 
成 1000 段 相等 的 张 并 记 每 段 弧 长 为 1. 为 方便 计 , 我 们 用 弧 段 长 来 表示 
相应 的 弦 长 ( 即 多 边 形 的 对 角 线 的 长 ). 

考察 含有 外 接 圆 圆心 的 三 角形 . 它 的 最 长 边 的 长 度 不 小 于 334. 与 


这 条 边 相 邻 的 三 角形 的 另 两 边 中 较 长 的 一 条 边 长 不 小 于 当 4. 于 是 我 
” 们 又 可 考察 与 这 条 边 相 邻 的 三 角形 并 得 到 第 3 条 对 角 线 不 小 于 334 .如 
此 继续 下 去 ,直到 在 第 8 个 三 角形 中 ,找到 第 8 条 对 角 线 不 小 于 -六 > 
2. 易 见 ,这 8 条 对 角 线 长 度 互 不 相同 . 

12.38 “有 N 节 儿 童 玩 具 忽 轨 , 它 们 的 形状 都 是 半径 相同 的 十 加 
周 . 试 证 当 将 它们 一 节 一 节 地 首尾 相 接 且 每 两 节 之 间 的 过 渡 都 是 光滑 
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时 ,不 可 能 将 它们 接 成 一 条 起 点 与 终点 重合 的 封闭 

路 线 ,使 得 始末 两 节 铁轨 间 的 夹 角 为 0( 见 右 图 ). YY 
(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] ”假定 已 将 一 节 节 路 轨 接 成 了 封闭 或 非 封 

闭 的 路 线 . 于 是 我 们 可 以 把 平面 划分 成 正方 形 方 格 ， 

使 路 轨 与 正方 形 的 边 相 切 ( 参 看 右 图 ). 像 国际 象棋 


模 盘 那样 将 方 格 相间 地 涂 上 黑色 与 白色 ,不 妨 设 第 1 
节 路 轨 在 白 格 内 且 按 顺 时 针 方 向 行驶 . 容易 看 出 , 当 风 








格 中 行驶 时 ,总 是 按 逆 时 针 方向 前 进 . 如果 封闭 路 线 
的 最 后 一 节 路 轨 与 第 1 节 夹 角 为 0, 则 最 后 一 节 在 黑 格 中 且 是 顺 时 针 前 
进 ,矛盾 . 故 知 题 中 要 求 的 封闭 路 线 是 无 法 接 出 的 . 

12.39 ”能 否 将 正方 形 的 每 条 边 都 分 成 100 段 ,使 得 不 能 用 所 得 的 
400 条 线段 围 成 一 个 不 同 于 原 正方 形 的 矩形 回路 ? 

(第 34 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 设 正 方形 的 边 长 为 1, 若 分 成 的 400 条 小 线段 能 围 成 异 于 原 
正方 形 的 矩形 , 则 必 有 一 组 对 边 的 边 长 小 于 1. 为 了 使 得 围 成 矩形 不 可 
能 ,我 们 只 要 随时 注意 分 出 的 线段 中 ,不 能 找 出 两 组 长 度 和 相等 且 均 小 
于 1 的 线段 组 合 就 够 了 . 

首先 ,我 们 把 4 条 边 中 的 每 条 都 分 成 两 段 ,长 度 分 别 为 | 二 ,二 上 ， 
| 方针 |,| 才 ,所 | ,| 地,5| .容易 验证 ,由 这 8 条 线段 中 的 某 些 
线段 组 成 的 长 度 和 小 于 1 的 所 有 线段 组 的 长 度 和 互 不 相同 . 下面 ,我 们 
把 这 种 要 求 称 为 具有 性 质 p. 

然后 ,从 第 1 组 线段 中 取出 1 条 线段 .因为 上 面 所 得 到 的 小 于 1 的 
长 度 和 只 有 有 限 多 个 , 故 可 将 取出 的 这 条 线段 分 成 两 段 , 使 当 这 两 段 加 
入 后 ,性质 p 仍然 成 立 . 接着 从 第 2 组 取出 一 条 线段 并 分 成 两 段 ,使 性 
质 p 仍 然 成 立 .这 样 4 组 线段 轮流 下 去 ,每 次 划分 都 保持 性 质 p, 直 到 分 
足 400 段 为 止 ,性 质 户 仍然 成 立 . 显然 ,由 这 400 条 线段 无 法 围 成 异 于 正 
方形 的 矩形 . 

12.40” 设 有 一 个 尺寸 为 11 x 12 的 矩形 ,求证 

(1) 可 以 将 它 分 成 20 个 小 矩形 ,每 个 小 矩形 的 尺寸 都 或 为 1x6 或 
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为 1x7. 

(2) 不 可 能 分 成 19 个 这 样 的 矩形 . 

(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 图 , 竖 放 的 是 1x7 和 矩形 , 横 放 
的 是 1 x 6 矩形 ,共用 12 个 1x7 和 矩形 和 8 个 1 
x 6 矩形 恰好 拼 成 了 11 x 12 答 形 . 

(2) 将 11 x 12 撼 形 分 成 132 个 1x1 的 正 
方形 并 像 右 图 所 示 那 样 将 其 中 20 个 方 格 夯 上 
阴影 .显然 ,无论 将 1x6 或 1x7 的 矩形 横 放 还 
是 坚 放 ,至 多 盖 住 1 个 有 阴影 的 方 格 . 可 见 ,这 名 和 
个 11 xx12 和 矩形 不 可 能 分 成 19 个 1x6 和 1x7 
的 矩形 . 

12:41] 设 K 和 kK“ 是 同一 平面 上 边 长 相 
等 的 两 个 正方 形 .能 和 否 将 K 分 为 有 限 多 个 内 部 
不 交 的 三 角形 全, 和 和 …, 人 和 全， 并且 找到 2” 个 
平移 四 ,2 和 ,使 得 K = UN(AD)， 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 设 K 和 K 分 别 为 正方 形 ABCD 和 
ABCD .显然 可 经 过 平移 使 点 A 与 点 A 重合 ,于 
是 可 设 K 是 将 K 绕 点 A 顺 时 针 旋 转 w 志 45" 而 得 
到 . 

将 两 个 正方 形 划 分 如 右 图 所 示 , 其 中 AC”= 
BC ,HJ = DT,AG = IC = DG. 容 易 看 出 ,矩形 
BG KJ 和 和 矩形 CID'G 面积 相等 旦 只 须 再 证 可 将 前 
者 划分 成 若干 块 并 在 分 别 平移 后 可 拼 成 后 者 . 

将 矩形 JBG'K 平移 ,使 点 /与 点 G 重合 .连结 ， 
BD' 并 延长 , 交 G'K 的 延长 线 于 点 L'. 在 BG 上 取 。 -一 
点 M, 使 BM = DK, 过 M 作 LM | BG 交 BD 有 
于 上 , 则 有 个 BML 纪 人 DKL 先 将 人 BA 人 平移 “ 
到 公 D'KL ,然后 再 将 梯形 LMG'L' 平移 到 梯形 BCID”, 即 拼 成 矩形 
GCID’. 
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12.42 ”在 单位 正方 形 周 界 上 两 点 之 间 连 一 条 曲线 , 如果 它 把 这 

个 正方 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 , 试 证 这 个 则 线 弧 的 长 度 不 小 于 1. 
(中 国 全 国 数 学 竞赛 ,1979 年 ) 

[证 ] 设 M,N 是 单位 正方 形 ABCD 周 界 上 的 两 点 ,曲线 弧 MN 
把 这 个 正方 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 .下 面 分 三 种 情形 来 证 明 . 

(1) 设 M,N 分 别 在 正方 形 的 一 组 对 边 上 ,不 妨 设 M 在 AB 上 ,N 
在 CD 上 .连结 MN, 则 MN 过 MN, 又 因 MN 三 1, 故 得 MN 之 1 见 图 
(a). 


ee 路 浴 





(a) (b) (c) 


(2) 设 M,N 分 别 在 正方 形 的 一 组 邻 边 上 ,不 妨 设 M 在 BC 上 ,N 
在 CD 上 .连结 BD, 因 为 MN 把 正方 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 , 故 曲 线 
弧 MN 必 与 对 角 线 BD 有 公共 点 , 设 下 是 一 个 公共 点 ,过 工作 TE | BC 
于 EF, 作 TF 上 CD 于 下 , 见 图 (b). 于 是 有 

MN = MT+ TNTE+ TFE=1. 

(3) 设 点 M 和 NN 在 正方 形 的 同一 条 边 BC 上. 设 AB,CD 的 中 点 分 
别 为 P,Q, 连 结 PQ, 则 曲线 弧 MN 必 与 PQ 有 公共 点 ,否则 不 能 平分 正 
方形 的 面积 . 设 了 为 一 个 公共 点 ,过 代 作 1 下 | BC 于 E, 见 图 (c). 于 是 
有 

MN = MT+ TIN 之 TE+ TE = 2TE=1. 

综 上 可 知 ,曲线 弧 MN 的 长 度 不 小 于 1 

12.43 ”一 个 矩形 被 分 成 了 5 个 和 矩形 , 试 证 在 所 得 的 5 个 矩形 中 存 
在 着 两 个 矩形 ,其 中 之 一 可 以 完整 地 放 人 另外 一 个 之 中 (包括 边界 ). 

(第 45 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
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[证 ] ”我 们 把 一 条 平行 于 矩形 的 边 的 直线 与 怎 形 的 交 线 称 为 通 
截 线 . 

(1) 如 果 划 分 5 个 矩形 的 分 界线 中 没有 通 截 
线 , 则 大 矩形 的 每 条 边 都 至 少 被 分 成 两 段 且 5 个 矩 
形 的 位 置 必然 如 右 图 所 示 ( 方 向 可 能 不 同 ). 考察 矩 
形 工 和正 .如 果 二 者 中 任何 一 个 都 不 能 完整 地 放 
和信 男 一 个 之 中 ,不 妨 设 矩 形 工 的 长 较 大 ,而 矩形 下 


的 宽 较 大 , 则 和 矩形 I 的 长 宽 都 大 于 矩形 W ,从 而 矩形 [[ 可 完整 地 装 下 


矩形 不 , 即 这 时 结论 成 立 . 

(2) 如 果 划 分 5 个 矩形 的 分 界线 中 有 通 截 线 , 则 这 条 线 把 大 和 矩形 分 
成 两 个 矩形 ,这 两 个 矩形 之 一 中 至 少 含有 原来 5 个 矩形 中 的 两 个 ,至 多 
4 个 .但 当 把 一 个 矩形 划分 为 3 个 矩形 或 4 个 矩形 时 ,分 界线 中 必 有 通 
堆 线 ,从 而 可 把 问题 化 为 拒 一 个 和 抢 形 划分 为 两 个 和 矩形 时 , 必 能 把 其 中 一 
个 完整 地 放 人 另 一 个 之 中 ,但 这 是 显然 的 ， 

12.44 ” 试 证 任 一 正方 形 可 以 划分 成 任意 个 数 多 于 5 个 的 正方 形 ， 
但 不 能 恰好 划分 成 $ 个 正方 形 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1965S 年 ) 

[证 ] ”首先 用 数学 归纳 法 证 明 ,对 于 实 6, 一 个 正方 形 可 以 划分 
为 ?个 正方 形 . 对 于 ”= 6,7,8, 划 分 法 如 下 图 所 示 : 


设 对 6 委 2<A(R 二 9) 命题 成 立 . 当 n = 上 时,k -3 宇 6. 于 是 
申 归 纳 假设 知 可 将 正方 形 划分 为 k 一 3 个 正方 形 .再 将 其 中 之 一 分 成 4 
个 正方 形 , 便 得 到 个 正方 形 , 即 当 nw = & 时 命题 成 立 ,这 就 完成 了 归 
纳 证 明 . 

下 面 证 明 一 个 正方 形 不 能 划分 成 5 个 正方 形 . 若 不 然 , 设 正方 形 Q 
的 边 长 为 1, 顶点 为 A,B,C,D, 它 被 划分 成 5 个 正方 形 QI, Q;,Q;， 
Q4, Qs. 正 方形 Q 的 每 个 项 点 都 是 某 个 Q, 的 顶点 ,并 且 Q 的 不 同 顶点 
属于 不 同 的 小 正方 形 . 设 A,B,C,D 分 别 属于 正方 形 Qj,Q;,Q;, Qs， 
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它们 的 边 长 依次 为 a ,6 ,c,d. 
如 果 正 方形 Qis 的 顶点 都 在 正方 形 Q 的 内 部 , 则 有 
at+b=b+t+c=~c+d=dt+a=1. 
由 此 可 得 a = c,6b5 = 4. 于 是 有 
(a+6) = So= 2a’ +20 + Sos, 
7 Sos = (a+6) -2 26 =- (a- 6) <0, 
也 盾 . 
如 果 正 方形 Qs 的 某 顶 点 位 于 正方 形 Q 的 某 条 边 上 ,不 妨 设 在 边 


“AB 上 , 则 必然 是 Qs 的 一 条 边 在 AB 上 , 另 两 个 顶点 在 正方 形 Q 的 内 


部 .于 是 有 
b+c=c+d=d+a=1l,a+b<l1l. 

但 由 前 组 关系 式 可 推出 < + = (atd)+(b+c)-(c+qd)=1, 此 
与 w+D 刀 1 工 了 矛盾 . 

综 上 可 知 ,一 个 正方 形 不 能 划分 成 $ 个 正方 形 . 

12: 45 ” 设 宇 4, 试 证 每 个 有 外 接 圆 的 四 边 形 , 总 可 以 划分 成 nn 
个 都 有 外 接 圆 的 多 边 形 . 

(第 14 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 在 边 PC ,DA 上 靠近 点 的 地 方 分别 取 
点 上 和 和 FF, 并 作 人 DEG = 人 A,DFG = 人 C, 记 两 
角 的 另 两 边 交 于 点 G. 因 点 玉 和 下 都 在 点 附近 , 故 
可 保证 点 G 在 四 边 形 ABCD 的 内 部 .过 点 G 分 别 作 
GH // DA 交 AB 于 昌 ,GI // DC 交 BC 于 1, 则 把 四 “ 
边 形 ABCD 分 成 了 4 个 四 边 形 ( 见 上 图 ). 

因为 人 DEG + 人 DFG = A+ 人 C= 180", 故 四 边 形 DFGE 是 
圆 内 接 四 边 形 . 又 因 GH // FA 且 人 AFG = 180° - 人 DFG = 180° - 
AC = 人 A, 故 四 边 形 FAHG 是 等 腰 梯 形 . 同 理 , 四 边 形 GICE 也 是 等 
腰 梯 形 . 等 腰 梯 形 当 然 都 有 外 接 圆 .此 外 ,人 GHB + LGIB = AT+ 
全 C = 180 , 故 四 边 形 HBIG 也 有 外 接 圆 .这样 , 我 们 就 把 一 个 有 外 接 
圆 的 四 边 形 分 成 了 4 个 都 有 外 接 圆 的 四 边 形 . 

当 n > 4 时 ,我 们 再 用 mn -4 条 平行 线 , 将 其 中 的 一 个 等 腰 梯形 , 例 
如 梯形 GICE 划分 成 n 一 3 个 等 腰 梯形 , 便 将 原 四 边 形 ABCD 划分 成 了 
n 个 都 有 外 接 圆 的 四 边 形 . 
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12. 46 ” 设 民 为 一 矩形 , 它 是 1 个 矩形 RI,R,,… ,RR, 的 并 集 日 满 
足 

(1) R; 的 边 与 RR 的 边 分 别 平行 ,i = 1,2,…,n; 

(3) 每 个 R; 都 至 少 有 1 条 边 的 长 度 为 整数 .求证 R 至 少 有 1 条 边 
的 长 度 为 整数 . 

(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 记 算 形 R 为 ABCD, 取 以 A 为 原点 ,AB 和 AD 分 别 为 x,y 
轴 的 直角 坐标 系 . 显然, 只 须 证 明 B,C,D3 点 中 至 少 有 1 点 为 整 点 即 
可 . 

因为 每 个 小 矩形 R; 的 边 与 坐标 轴 平 行 且 至 少 有 1 条 边 为 整数 ,所 





第 
以 它 的 4 个 顶点 中 整 点 数目 为 0,2 或 4, 即 整 点 个 数 总 是 偶数 .因此 ,所 + 
有 R; 的 项 点 中 , 整 点 的 个 数 为 偶数 ,其 中 若 某 个 整 点 同时 是 个 矩形 。” | 组 = 
的 顶点 , 则 它 恰 被 计数 了 次 . 全 
矩形 R 内 部 顶点 和 小 矩形 的 情形 只 能 是 下 列 3 种 情形 之 一 : 1 
有 kt RF 
Rt 天 
FE ， E R R, p 


i 


可 见 , 无 论 哪 种 情形 ,内 部 整 点 E 被 计数 的 次 数 必 为 偶数 . 因此 ,在 民 
内 部 的 所 有 整 点 被 计数 的 次 数 之 和 为 偶数 .从 而 A,B,C,D4 点 被 计数 
的 次 数 之 和 也 是 偶数 .因为 整 点 A 只 被 计数 1 次 ,所 以 B,C,D3 点 中 至 
少 还 有 1 点 是 整 点 . 

12. 47 ” 试 证 存在 着 这 样 的 三 角形 ,可 以 把 它 划分 成 1989 个 全 等 
的 三 角形 . 

( 原 苏 联 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 

[证 ] 取 两 条 直角 边 的 边 长 分 别 为 30 和 33 的 直角 三 角形 ABC， 
并 作出 斜 边 上 的 高 CH ,于 是 人 ACH cp 人 CBH. 

我 们 指出 ,对 于 任何 一 个 三 角形 ,都 可 以 通过 将 每 边 n 等 分 并 过 分 
点 作 另 两 边 平行 线 的 方法 而 将 它 分 成 n? 个 全 等 的 三 角形 且 每 个 小 三 
角形 都 与 原来 的 大 三 角形 相似 ， 
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Wh 中 浴 


按 上 述 方 法 将 人 ACH(AC = 30) 分 成 30* = 900 个 全 等 的 三 角 

形 , 将 全 CBH 分 成 33* = 1089 个 全 等 的 三 角形 . 易 见 ,两 组 三 角形 的 斜 
塘 攻 办 下 都 和 人 ABC 相似 , 故 这 1989 个 三 角形 都 全 等 , 即 人 ABC 满 
足 题 中 要 求 . 

12. 48 ”能 否 用 如 下 5 种 形状 的 小 块 ( 图 中 每 个 正方 形 代 表 一 个 
单位 正方 体 ) 构造 一 个 平行 六 面体 ,使 得 各 边 都 是 大 于 1 的 正 整 数 而 体 
积 为 1990? 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ， 1990 年 ) 


于 申明 中 


[ 解 ] 不 能 实现 . 

者 不 然 , 假 设 已 用 所 给 的 5 种 元 件 砌 成 了 满足 题 中 要 求 的 平行 六 
面体 .因为 1990 = 2xSx199 且 2,$,199 都 是 素数 ,所 以 这 个 平行 六 
体 的 棱 长 分 别 为 2,5$,199. 因 而 有 一 个 面 的 面积 是 $ x 199. 记 这 个 面 为 
S. 

将 S 面 上 的 小 立方 体 的 面 像 国 际 象棋 棋盘 那样 相间 地 涂 上 黑白 两 
色 . 因 为 这 个 面 的 边 长 都 是 奇数 ,不 妨 设 黑色 方 格 比 白色 方 格 多 工 个 . 
由 于 每 个 形 如 “| “,“ “| 的 小 块 无 论 横 放 还 是 竖 放 , 它 在 所 涂 
面 S 上 的 暴露 部 分 的 黑 格 与 白 格 都 是 同样 多 ,而 每 个 形 如 “二 ”| 
的 小 块 上 , 黑 格 与 白 格 个 数 之 差 为 上 + 3( 这 两 种 小 块 都 只 能 平 放 ). 这 样 
一 来 ,S 面 上 黑 格 与 白 格 个 数 之 差 必 为 3 的 倍数 而 不 会 是 1 ,矛盾 . 

12. 49 “试用 三 角形 覆盖 住 整个 平面 ,使 得 其 中 任何 两 个 三 角形 
的 内 部 都 不 相交 上 且 二 者 也 不 是 相似 三 角形 . 

《基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,用 两 族 互 相 垂 直 的 平行 线 将 整个 平面 分 成 无 限 多 个 
面积 为 1 的 正方 形 ， 并 按 顺 时 针 方向 将 这 些 正方 形 编号 ， 于 是 得 到 正方 
形 序 列 


| Qi lk= 42 
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它们 覆盖 了 平面 且 内 部 互 不 相交 . 








定义 数列 ; 
2 k 四 
di 二 3142 一 2 28 十 1 9，C2 一 
十 
起 ,…. 由 于 0 < Adlai dl < G2A+l 


< 机 < 了 < 四 < Gok+2 < Qk 所 “人 Qa2 毛 1 , 故 


知 诸 a 互 不 相同 .又 因 az + ae = 1, 故 可 将 正方 形 Qx 分 解 成 1 x 
aze_! 和 1 x azs 的 两 个 矩形 Rp! 和 Ry, 使 二 者 内 部 不 交 且 并 集 为 
Q; .于 是 规格 依次 为 1 x wx 的 第 形 序 列 害 盖 了 整个 平面 . 

将 矩形 R, 用 一 条 对 角 线 分 成 两 个 三 角形 ,再 用 
其 中 之 一 的 斜 边 上 的 中 线 将 它 分 成 两 个 等 腰 三 角 | 4 < 
形 ,并 将 这 3 个 三 角形 分 别 记 为 4,,B,,C,( 见 右 
图 ). 则 三 角形 族 |A, ,BC = 1,2… 柳 盖 整 个 -一 人 人 人、 
平面 且 其 中 任何 两 个 三 角形 的 内 部 都 不 相交 . 为 证 这 族 三 角形 满足 题 
中 要 求 ,只 须 再 证 其 中 任何 两 个 三 角形 都 不 相似 . 

(1) 由 于 A, 为 直角 三 角形 ,B, 为 锐角 等 腰 三 角形 ,C, 为 钝 角 等 腰 
三 角形 ,分 别 将 {A,1 ,1B;1,1C,! 视 为 3 组 , 则 异 组 的 两 个 三 角形 不 相 
似 . 

(2)1A,1 中 的 三 角形 的 两 条 直角 边 长 分 别 为 1,a;, 当 i 关 j 时 ,A 
与 A; 当然 不 相似 . 

(3) 类 似 地 可 证 1B,| 中 的 任何 两 个 三 角形 不 相似 ,1G,i 中 的 任何 
两 个 三 角形 也 不 相似 

” 综 上 可 知 ,这 族 三 角形 满足 题 中 要 求 . 

12. 50 ”在 某 凸 100 边 形 中 ,任何 3 条 对 角 线 都 不 相交 于 内 部 一 

点 ,求证 可 以 用 它 的 50 条 对 角 线 把 多 边 形 划分 成 1200 个 部 分 . 
( 原 苏联 国家 教委 推荐 试题 ,1989 年 ) 

[证 ] 首先 ,考察 100 边 形 的 任意 一 组 对 角 线 划 分 多 边 形 的 情形 . 
设想 逐条 引出 它们 . 如 果 新 引出 的 对 角 线 同 有 条 已 有 的 对 角 线 相交 , 则 
所 分 成 的 部 分 区 域 的 个 数 就 增加 + 1. 这 样 一 来 ,如 果 这 组 对 角 线 的 
条 数 为 n ,互相 之 间 交 点 总 数 为 m , 则 所 分 成 的 部 分 区 域 的 个 数 ; = 7 


二 m+1. 
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下 面 来 构造 满足 要 求 的 一 组 对 角 线 .在 凸 100 边 形 上 按 逆 时 和 针 顺 
序 依 次 选取 4 个 顶点 A,B,C,D, 使 得 A,B 两 点 间 夹 有 凸 100 边 形 的 
11 个 顶点 ,C 和 万 之 间 夹 有 凸 100 边 形 的 10 个 顶点. 如果 两 个 项 点 间 夹 
有 上 同 100 边 形 的 49 个 顶点 , 则 称 这 两 个 顶点 为 对 偶 顶 点 .显然 , 凸 100 
边 形 共有 50 对 对 偶 顶 点 .将 除 含 A,B 之 外 的 48 对 对 偶 顶 点 之 间 各 连 
一 条 对 角 线 , 则 这 48 条 对 角 线 两 两 相交 ,共有 Cis = 1128 个 交点 .再 连 
结对 角 线 AB 和 CD , 则 它们 与 前 48 条 对 角 线 的 交点 数 分 别 为 11 和 10. 
于 是 ,由 开头 一 段 的 论证 即 知 这 50 条 对 角 线 将 凸 100 边 形 划分 成 的 部 
分 区 域 总 数 为 

50 + 1128 + 21 + 1 = 1200. 

12， 51 ”如 采 一 个 三 角形 的 每 条 边 长 都 大 于 1 ,就 称 它 是 “大 ”三 
角形 .已 知 一 个 边 长 为 5 的 正三 角形 ABC ,求证 

(1) 从 全 ABC 中 能 前 出 100 个 大 三 角形 . 

(2) 能 够 把 全 ABC 分 成 不 少 于 100 个 大 三 角形 . 

(3) 能 够 把 人 ABC 前 分 成 不 少 于 100 个 大 三 角形 , 即 分 成 的 任何 
两 个 三 角形 或 者 不 相交 ,或 者 有 一 个 公共 顶点 ,或 者 有 一 条 公共 边 . 

(4) 对 于 边 长 为 3 的 正三 角形 证 明 (2) 和 (3). 

(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 我 们 对 边 长 为 
3 的 正三 角形 构造 (3) 中 
所 要 求 的 前 分 :将 人 ABC 
的 底 边 三 等 分 并 过 分 点 
忆 , 正 分别 作 底 边 垂 线 DF 
和 EG. 在 BG 上 靠近 G 处 . 
取 点 M1, 则 CMI > 1. 连 
结 AM 交 DF 于 Ni, 连 (a) (b) 

BN 交 EG 于 Mi, 连 AM, 交 DF 于 N;,,…, 依 次 下 去 ,直到 三 角形 数 达 
到 100 为 止 ( 见 上 图 (a)). 容 易 看 出 ,这 种 划分 满足 (2) 但 不 满足 (3) 的 
要 求 . 

为 满足 (3) 中 的 要 求 ,将 图 (a) 中 的 Ni, M,N;,…, 依 次 稍微 下 
移 ,并 构成 很 窗 的 三 角形 AMiNi, BN,Miy1,k = 1,2,…( 上 图 (b)). 

12. 52 ”给 定 一 个 边 长 为 10 的 正三 角形 ,用 平行 于 其 边 的 直线 将 
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它 划 分 为 若干 个 边 长 为 工 的 正三 角形 . 现 有 7 个 
边 长 为 2 的 正三 角形 和 25 - 请 个 平行 四 边 形 (如 MO /7 
图 (a) 所 示 ). 

(1) 车 mm = 10, 能 否 用 它们 拼 成 原 三 角形 ? 

(2) 求 用 它们 能 拼 出 原 三 角形 的 所 及 、 (a) 

(第 26 届 独 联 体 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 将 大 正三 角形 被 划分 成 的 100 个 小 正 
三 角形 相间 地 涂 上 白色 或 黑色 ,即使 得 任何 两 个 
有 公共 边 的 三 角形 都 涂 有 不 同 颜 色 ( 见 图 (b)). 于 
是 共有 55 个 白 三 角形 和 45 个 黑 三 角形 .给 出 的 平 
行 四边 形 块 总 是 斤 盖 两 白 两 黑 4 个 三 角形 ,而 边 
长 为 2 的 正三 角形 块 则 可 覆盖 1 白 3 黑 或 1 黑 3 白 
4 个 三 角形 .由 于 白 三 角形 比 黑 三 角形 多 10 个 ,所 
以 覆盖 3 白 1 黑 的 三 角形 块 必须 比 覆 盖 1 白 3 黑 
的 三 角形 块 多 5 个 .可 见 ,m 宇 5 且 mm 为 奇数 . 因 
而 当 wm = 10 时 ,用 它们 不 能 拼 成 原 三 角形 . 

男 一 方面 ,将 原 三 角形 划分 成 5 个 边 长 为 2 
的 正三 角形 和 10 个 边 长 为 2 的 萎 形 块 如 图 (c) 所 
示 . 由 于 每 个 菱形 块 恰 可 分 成 两 个 边 长 为 2 的 正 
三 角形 块 , 故 知 对 满足 不 等 式 5 达 mm 志 25 的 所 有 
奇数 ,都 可 用 所 给 的 25 个 图 形 拼 成 原 三 角形 . 

12* 53” 设 m 和 n 都 是 奇数 .将 在 坐标 平面 上 的 一 个 以 (0,0),(0， 
1), (2 7),( 20) 为 质点 的 矩形 训 分 成 若干 个 三 角形 .如 果 所 得 的 三 
角形 的 一 条 边 位 于 形 如 x = j 或 y = &(j,k € No) 的 直线 上 , 则 称 这 
条 边 是 “好 边 ”; 不 是 好 边 的 边 称 为 “ 坏 边 ”. 设 这 一 剖 分 满足 下 列 条 件 : 

(1) 每 个 三 角形 至 少 有 1 条 好 边 且 该 边 上 的 高 等 于 1; 

(2) 三 角形 的 一 条 边 如 果 是 坏 边 , 则 该 边 必须 是 两 个 三 角形 的 公 
”，” 试 证 至 少 存在 两 个 由 章 分 产生 的 三 角形 ,它们 各 有 两 条 好 边 . 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[证 上 如 果 一 个 三 角形 只 有 1 条 坏 边 , 则 称 之 为 好 三 角形 ,否则 称 

之 为 坏 三 角形 . 设 V 是 剖 分 所 成 的 所 有 三 角形 的 坏 边 中 点 的 集合 ,EE 






VHD 
[NG 从 





(c) 
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是 所 有 连结 坏 三 角形 的 两 条 坏 边 中 点 的 线段 的 集合 ,G 是 以 Y 为 顶点 
集 , 以 为 边 集 的 图 .不 难看 出 ,G 的 每 一 条 边 都 平行 于 某 一 坐标 轴 ， 
且 该 边 到 坐标 轴 的 距离 是 半 整 数 , 即 形 如 + -的 数 ,这 里 人 是 整数 ， 
对 于 PEV, 用 d(P) 表 示 点 的 度 , 妈 以 PP 为 端点 的 边 的 条 数 .显然 ， 
对 任何 PE V, 都 有 4(P) 志 2. 

(1) 存在 PE V ,使 得 4(P) = 0. 由 于 点 已 位 于 两 个 三 角形 的 公 
共 坏 边 上 , 故 d(P) = 0 意味 着 这 两 个 三 角形 都 只 有 1 条 坏 边 , 即 两 个 
三 角形 都 是 好 三 角形 . 

(2) 存在 Q E VY, 使 得 d(Q) = 1. 因 为 每 点 度数 都 不 超过 2, 故 这 
时 在 图 G 中 存在 以 Q 为 端点 的 一 条 链 . 设 R 为 该 链 的 另 一 个 端点 , 则 
R 和 QQ 各 在 一 个 好 三 角形 的 坏 边 上 , 即 命题 结论 也 成 立 . 

(3) 对 每 点 PE V, 均 有 a(P) = 2. 这 表明 图 G 是 每 点 度数 均 为 
2 的 偶 图 ,所 以 它 可 分 解 为 若干 个 互 不 相交 的 圈 . 将 所 给 的 和 矩形 划分 成 
ni X2 个 顶点 为 整 点 , 边 长 为 1 的 小 正方 形 ,并 用 黑白 两 色相 间 地 为 这 
些 方 格 染 色 , 就 像 国际 象棋 棋盘 那样 , 易 见 ,每 个 小 正方 形 的 中 心 恰 在 
G 所 分 解 成 的 一 个 圈 上 .每 一 个 圈 交 替 地 通过 黑色 与 白色 方 格 , 所 以 它 
所 经 过 的 方 格 数 必 为 偶数 . 从 而 小 方 格 的 总 数 必 为 偶数 ,此 与 方 格 数 
mm 为 奇数 矛盾 .这 表明 图 G 必 为 前 两 种 情形 之 一 , 故 知 命题 成 立 . 

12. 54 ”给 定 (3n +1)x(32 +1) 的 方 格 纸 (n € N), 试 证 任意 前 


去 一 个 方 格 后 ,余下 的 纸 必 可 全 部 剪 成 形 如 [| 的 纸 片 . 


(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 

[证 ] 用 数学 归纳 法 来 证 明 .首先 分 别 考察 x = 1,2,3 的 情形 .为 
便于 叙述 ,将 题 中 要 求 前 成 的 纸 片 的 形状 称 为 上 状 . 

n = 1 时 ,可 将 4x 4 的 方 格 纸 分 成 4 个 2 x 2 的 正方 形 .不 论 所 去 
掉 的 方 格 位 于 哪个 正方 形 中 ,该 正方 形 中 所 余下 的 3 个 方 格 都 恰好 为 
一 个 工 状 纸 片 . 其余 的 3 个 2x2 的 正方 形 构成 一 个 大 上 状 
纸 片 ,容易 将 它 剪 开 为 4 个 上 状 纸 片 , 故 知 = 1 时 结论 成 
立 ， 四 

n = 2 时 , 需 对 7x7 的 方 格 纸 分 情况 讨论 .首先 引述 三 i 
个 事实 ， 

(1) 2 x 3 的 方 格 纸 可 以 前 成 两 个 了 状 纸 片 ， (a) 
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(2) 将 5x5 的 方 格 纸 去 掉 角 上 一 个 方 格 后 ,余下 部 
分 可 前 成 8 块 工 状 纸 片 , 见 右 图 (a); 

(3) 在 4x4 的 方 格 纸 中 去 掉 角 上 的 一 个 工 状 纸 片 
后 所 得 的 图 形 中 ,任意 去 掉 一 个 方 格 后 均 可 分 成 4 块 L 
状 纸 片 .这 由 n = 1 的 结果 即 可 看 出 . 

将 7x7 方 格 纸 划 分 成 4 块 如 右 图 (b) 所 示 , 由 上 述 (b) 
三 个 事实 便 知 , 当 去 掉 的 一 个 方 格 在 A 中 时 ,可 以 将 余 
下 部 分 前 成 革 状 纸 片 .因此 ,只 须 再 证 当 剪 去 的 一 个 方 
格 为 中 心 方 格 或 与 中 心 方 格 有 公共 边 的 方 格 时 ,结论 
也 成 立 .对 于 这 两 种 情形 ,可 按 下 图 (c) 所 示 的 方式 将 7 
x7 的 方 格 纸 剪 开 . 显然 ,事先 去 掉 的 方 格 落 在 正方 形 B 
中 , 故 知 这 时 命题 的 结论 也 成 立 . (0) 

至 此 ,我 们 证 明了 n = 2 时 结论 成 立 . 

n 二 3 时 ,将 10 x 10 的 方 格 纸 按 图 (d) 的 方 
式 分 成 8 块 ,使 去 掉 的 一 个 方 格 落 在 7x 7 的 正方 
形 中 . 则 由 ”= 1,2 的 结论 知 mn = 3 时 结论 也 成 
1， 

假设 对 于 n 二 上 结论 者 成立. 当 n = 有 +1 时 ， 
可 先 自 (3k + 4) x (3&k+4) 的 方 格 纸 中 分 出 一 个 位 
于 角 上 的 (3k -2) x (3k -2) 的 正方 形 ,使 去 掉 的 
一 个 方 格 位 于 其 中 ;再 将 其 余部 分 划分 成 6( 一 1) 
个 2x3 的 矩形 和 一 个 缺 一 个 角 格 的 7x7 正 方形 . 
参看 图 (e). 于 是 由 归纳 假设 及 已 证 结果 便 知 , 当 ? 
= 此 + 1 时 ,结论 也 成 立 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . jx vae 

12. 55 ”把 沿 着 对 角 线 打 了 洞 的 单位 正方 体 
看 成 “念珠 ”, 并 将 p Xx gq Xr(p,g,r EN) 个 念珠 
用 软 绳 穿 成 串 ,使 它 在 保持 相 邻 的 两 个 正方 体 至 
少 有 1 个 顶点 相 接触 的 条 件 下 ,可 在 空间 中 自由 移动 . 设 A 是 软 绳 从 第 
1 个 正方 体 穿 人 的 起 始 顶 点 ,B 是 软 绳 从 最 后 一 个 正方 体 穿 出 的 终端 
顶点 . 

(1) 求 所 有 p,q,r 的 值 ,使 念珠 串 可 砌 成 边 长 分 别 为 p,qg,r 的 长 
方 体 ; 














(e) 
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(2) 在 要 求 上 述 长 方 体 中 A = B 时 ,讨论 同样 的 问题 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 我 们 把 边 长 分 别 为 p,q,r 的 长 方 体 称 为 p x g xr 的 长 方 
体 . 

当 g = x = 1 时 ,显然 对 任何 正 整 数 bp, 都 可 用 p 个 正方 体 的 串 砌 
成 p x 1 x 1 的 长 方 体 ,而 且 当 p 为 奇数 时 ,A 和 B 是 长 方 体 的 一 对 和 角 
线 的 两 个 端点 ; 当 p 为 偶数 时 ,A 和 B 是 长 方 体 的 一 条 棱 的 两 个 端点 . 

当 y = 1 县 p 为 奇数 时 ,把 p x 1x1 长 方 体 作 为 一 个 整体 来 代替 
单位 正方 体 .于 是 对 任何 正 整数 g, 可 用 9 个 p x 1x1 长 方 体 砌 成 一 个 
PX gq Xx1 长 方 体 .显然 , 当 g 为 奇数 时 ,A 和 B 是 这 个 长 方 体 的 一 条 对 
角 线 的 两 个 端点 ; 当 gq 为 偶数 时 ,A 和 8B 是 这 个 长 方 体 的 一 条 棱 的 两 个 

当 p 和 4g 都 是 奇数 时 ,把 p x g x1 长 方 体 作为 一 个 整体 来 看 .于 是 
对 任何 +r € N, 都 可 用 + 个 p x gq x1 长 方 体 砌 成 一 个 p x gq xr 长 方 
体 , 且 当 > 为 奇数 时 ,A 和 B 是 这 个 长 方 体 的 一 条 对 角 线 的 两 个 端点 ， 
当 7 为 偶数 时 ,A 和 BB 是 这 个 长 方 体 的 一 条 棱 的 两 个 端点 .此 外 ,考察 p 
x g x1 的 底面 一 层 长 方 体 ,其 中 有 奇数 p x g 个 单位 正方 体 .因此 ,对 
于 以 任意 方式 串 好 的 珠 串 ,这 一 层 中 的 任何 两 个 正方 体 的 穿线 方向 都 
不 同 .从 而 这 一 层 只 能 首先 由 下 向 上 穿 出 ,到 最 后 一 个 正方 体 时 也 是 由 
下 同上 穿 出 ,所 以 起 点 A 和 终点 B 不 能 重合 . 

考察 p,g,r 中 只 有 1 个 奇数 的 情形 .不 妨 设 p 为 奇数 .把 偶数 g 表 
成 两 个 奇数 之 和 :q = ql + 0 .这 时 ,可 先 由 串 上 的 前 p x gl; Xr 个 正 
方 体 砌 成 一 个 p x ql Xr 长方体 ,并 把 软 强 从 此 长 方 体 中 穿 出 的 顶点 
记 为 C. 由 前 面 论证 可 知 ,A 和 C 是 p x gi xzr 长 方 体 的 一 条 棱 的 两 个 
端点 .然后 ,再 从 C 出 发 ,用 后 面 的 户 x gsxr 个 正方 体 砌 成 一 个 p x g， 
x rr 长 方 体 ,C 和 妃 是 它 的 一 条 棱 的 两 个 端点 .最 后 ,把 这 两 个 长 方 体 拼 
在 一 起 ,使 终点 B 与 4 重合 ,就 得 到 一 个 p x g xy 长方体 .显然 ,4 与 
B 将 重合 于 p Xx 9g x r 长 方 体 的 一 条 棱 上 且 不 在 棱 的 端点 

如 果 p,g,r 都 是 偶数 , 则 可 把 偶数 p 表 成 两 个 奇数 之 和 : p = + 
Pz2. 先 由 前 pt Xx gq Xr 个 正方 体 砌 成 一 个 pt x g x xr 长方体 ,并 把 软 绳 
从 其 中 穿 出 的 点 记 为 C. 由 前 段 讨论 知 ,点 A 与 C 重 合 于 长 方 体 的 一 条 
校内 .再 把 后 ps x g x r 个 正方体 砌 成 pb, x 9 x +r 长 方 体 ,使 点 B 与 C 
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重合 .然后 将 这 两 个 长 方 体 拼 在 一 起 ,就 得 到 一 个 p x g xr 长 方 体 ,点 
A = C = B 重合 于 长 方 体 的 某 一 侧面 的 内 部 . 

综 上 所 述 ,对 于 任何 正 整 数 p,g,r, 共 有 p x gq xr 个 正方 体 的 串 
都 可 以 砌 成 p x g xr 长 方 体 . 当 且 仅 当 p,qg,r 这 3 个 下 整数 中 至 少 有 
2 个 偶数 时 ,念珠 串 可 以 砌 成 使 起 点 A 和 终点 B 重合 的 px gq xr 长 方 
体 . 

12. 56 ” 试 证 在 任何 一 个 九 边 形 中 , 必 和 存在 两 条 对 角 线 ,它们 之 间 
的 夹 角 小 于 9". 

z  。 (基辅 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 因为 从 九 边 形 的 每 个 顶点 都 引出 6 条 对 角 线 , 故 九 边 形 中 
共有 27 条 对 角 线 .过 平面 上 的 任意 一 点 O 〇 作 与 这 些 对 角 线 分 别 平行 的 
27 条 直线 ,它们 将 以 点 O 为 项 点 的 周 角 分 成 54 个 角 . 显然 ,其 中 最 小 的 
角 不 大 于 "54 < 7 .这样 ,与 这 个 角 两 边 分 别 平行 的 两 条 对 角 线 的 来 角 
就 小 于 了. 

12. 57 已 知 5 个 圆周 中 的 任意 4 个 都 经 过 同一 点 ,求证 存在 一 
点 ,使 5 个 圆周 都 经 过 这 点 . 

(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 5 个 贺 共 可 组 成 5 个 不 同 的 四 圆 组 , 按 已 知 ,每 组 的 4 个 圆 
都 有 一 个 公共 点 ,共有 5 个 这 样 的 公共 点 . 若 这 5 点 互 不 相同 , 则 因 每 个 
圆 恰 出 现在 4 个 四 圆 组 中 , 故 每 个 圆 都 通过 上 述 5 点 中 的 4 点 ,从 而 两 
个 圆 总 有 3 个 公共 点 ,此 不 可 能 .由 此 可 知 ,$ 个 公共 点 中 至 少 有 两 点 重 
合 ,而 这 点 就 是 $ 个 圆 都 经 过 的 公共 点 . 

12: 58 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 内 有 一 条 不 自 交 的 折线 , 它 的 长 度 
不 小 于 200. 试 证 存在 一 条 与 正方 形 的 边 平行 的 直线 , 它 与 折线 至 少 有 
101 个 交点 . 

(第 44 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 将 折线 的 每 条 边 都 分 别 投影 到 正方 形 的 一 组 邻 边 上 .车 结 
论 不 成 立 , 则 每 条 与 正方 形 的 边 平行 的 直线 与 折线 的 交点 都 不 多 于 
100 个 , 即 这 些 投 影 对 正方 形 的 这 组 邻 边 的 覆盖 不 多 于 100 次 .又 因 折 
线 是 在 正方 形 内 , 故 对 这 组 邻 边 的 公共 顶点 附近 部 分 不 能 盖 住 , 故 知 折 
线 的 长 度 小 于 200 ,矛盾 . 
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12* 59 ”求证 任何 凸 多 面体 中 都 有 某 两 个 面 的 边 数 相等 . 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 设 点 多 面体 中 边 数 最 多 的 一 面 有 2 条 边 ,于 是 它 有 n 个 相 
邻 的 面 . 但 这 个 不 同 的 面 的 边 数 只 能 从 j3,4,…,nj 这 nn 一 2 个 数 中 
取 值 , 故 由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 两 面 边 数 相同 . 
12. 60 ” 现 有 一 张 无 穷 大 的 方 格 纸 , 其 中 每 个 方 格 面积 为 1. 规定 
只 人 允许 向 网 格 线 前 开 . 试 证 对 任意 整数 mx > 12 ,总 可 以 前 出 一 个 面积 
大 于 m 的 矩形 ,但 不 能 再 从 这 个 矩形 中 前 出 一 个 面积 为 六 的 矩形 . 
(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 如 果 存 在 _ 个 矩形 的 边 长 zy( 工 入 y) 满足 不 等 式 zy > 
m 和 x《(y 一 1) < 和, 则 这 个 矩形 就 合乎 要 求 .下 面 我 们 就 来 分 类 确定 
这 个 矩形 . 
(1) 当 m = k* 时 ,kk 宇 4, 上 述 不 等 式 组 有 和解 一 1j,y= + 


羽 字 泣 


2; 
(2) 当 RR <m<k(k+1),k4 时 ,xr = k,y=k+ti; 
(3) 当 m= k(k+1) 时 ,x =k-1,y=k+3; 
(4) 当 RCEk+I)<m<(k+1),k23NH,r=y=k+1. 
12. 61 ” 试 证 任何 一 个 四 面体 都 至 少 有 1 个 顶点 ,这 个 顶点 的 所 
有 面 角 都 是 锐角 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 者 不 然 , 则 每 个 顶点 都 至 少 有 1 个 面 角 不 小 于 90". 因为 三 
面 角 的 任何 两 个 面 角 之 和 都 大 于 第 3 个 面 角 , 故 知 四 面体 中 每 个 顶点 
处 的 3 个 面 角 之 和 大 于 180". 从 而 四 面体 上 的 所 有 面 角 之 和 大 于 720" 
男 一 方面 ,四 面体 上 每 面 的 3 个 面 角 之 和 为 180". 从 而 四 面体 上 所 
有 面 角 之 和 应 该 等 于 720" ,矛盾 .这 表明 四 面体 中 至 少 有 1 个 顶点 处 的 
3 个 面 角 都 是 锐角 . 
12. 62 试 证 在 任何 2n 边 形 中 ,都 存在 一 条 对 角 线 , 它 不 平行 于 
多 边 形 的 任何 一 条 边 . 
(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 和 若 不 然 , 则 每 条 对 角 线 都 至 少 平行 于 2 边 形 的 1 条 边 . 考 
察 由 1 条 对 角 线 和 与 它 平行 的 1 条 边 所 组 成 的 线段 对 . 
一 方面 ,由 反 证 假设 知 每 条 对 角 线 都 至 少 属于 1 个 线段 对 . 而 在 
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2n 边 形 中 共有 C3 - 2n 条 对 角 线 , 故 至 少 有 C3 - 2m = 
2n ( 7 一 3 ) 个 线段 对 ， 

另 一 方面 ,对 于 每 条 边 , 至 多 有 n -2 条 对 角 线 与 它 平 行 , 即 至 多 有 
n 一 2 个 线段 对 含有 此 边 .从 而 至 多 有 2n(n - 2) 个 线段 对 ,矛盾 . 

12. 63” 设 点 M 为 凸 多 边 形 AAA, 中 的 任意 一 点 ,过 M 回 多 
边 形 各 边 所 在 的 直线 引 告 线 , 求 证 这 些 垂 线 的 垂 足 中 至 少 有 1 个 点 是 
在 多 边 形 的 边 上 而 不 是 在 边 的 延长 线 上 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 

[证 ] 设 边 A1A, 是 多 边 形 的 各 边 中 与 点 M 
距离 最 近 的 一 条 .可 以 证 明 , 过 点 M 引 直 线 A,A， 
的 垂 线 的 垂 足 在 边 A1A;， 上 .和 蔡 不 然 , 设 垂 足 五 在 
边 4;A; 的 延长 线 上 . 因 多 边 形 是 凸 的 ,点 日 当然 
在 形 外 . 垂 线 MH 既然 不 与 AiA; 相交 , 则 必 与 男 
一 条 边 相 交 ,不 妨 设 MH 交 边 A;A; 于 点 G. 过 点 
M 作 MH | A,A;, 于 是 有 

MH > MG > MD ,此 与 MH 的 最 小 性 耶 盾 . 

12. 64 ” 试 证 任何 不 自 交 的 五 边 形 都 位 于 它 的 某 条 边 的 同一 侧 . 

(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 ] 五 边 形 的 凸 包 是 西 五 边 形 , 凸 四 边 形 或 者 是 三 角形 , 凸 包 
的 顶点 中 至 少 有 3 点 是 原 五 边 形 的 顶点 .五 边 形 共有 5 个 顶点 , 故 3 个 
顶点 中 必 有 两 点 是 相 邻 顶点 .连结 这 两 点 的 边 即 为 所 求 . 

12. 65 ” 设 条 长 度 均 为 1 的 线段 相交 于 同一 点 ,以 这 些 线段 的 
端点 为 顶点 可 得 一 个 2n 边 形 . 试 证 这 个 2n 边 形 中 至 少 有 一 条 边 的 长 
度 不 小 于 直径 为 1 的 圆 的 内 接 正 2n 边 形 的 边 长 . 

(第 22 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 设 相 邻 两 条 线段 夹 角 中 最 大 的 是 a, 则 a 之 二. 设 构成 角 a 
两 边 的 单位 长 线段 是 和 1;, 则 7 与 1 所 交 成 的 一 组 对 顶 角 a 中 ,总 
有 一 个 角 的 两 边 之 和 不 小 于 1, 记 其 两 边 为 a 和 6,a + 5 之 1. 从 而 , 作 
为 以 a,b 为 两 边 ,以 a 为 项 角 的 三 角形 的 第 3 边 的 2n 边 形 的 一 边 的 长 
度 的 平方 为 
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CQ ~ 2abcosa > 2( 2 > 2) -2 (428) cosa 


六 -六 cosa 之 二 (1 -coos 下)， 
而 上 式 右 端 恰 为 直径 为 1 的 圆 的 内 接 正 22 边 形 的 边 长 的 平方 . 

12. 66 ”在 平面 上 给 定 一 条 直线 ,一 个 半径 为 n 厘米 的 图 以 及 在 
圆 内 的 4n 条 长 为 1 厘米 的 线段 , 试 证 在 给 定 的 圆 内 可 以 作 一 条 与 给 定 
直线 平行 或 垂直 的 弦 , 使 它 至 少 和 两 条 给 定 的 线段 相交 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 以 给 定 的 直线 作为 横 轴 , 再 作 一 条 与 它 垂直 的 直线 为 纵 
轴 , 并 将 给 定 的 4n 条 线段 分 别 投影 到 横 轴 和 纵 轴 上 . 记 在 横 轴 和 纵 轴 
上 所 得 的 投影 线段 长 分 别 为 clyaz，…,a4w 和 5 ,bs,…,b4. 因 为 

a;: tb, 宇 1, ?7= 1,2,…,4n, 


所 以 有 > a; 十 26, 之 47. 

男 一 方面 ,给 定 圆 在 两 轴 上 的 投影 长 均 为 2n .因为 4n 条 给 定 线段 
部 位 于 圆 内 , 故 每 条 线段 的 投影 都 在 圆 的 相应 投影 内 部 .因而 , 横 轴 上 
4n 条 投影 线段 之 并 的 长 度 小 于 2n ,纵横 上 投影 的 情形 也 是 如 此 .由 此 
可 知 , 必 有 某 轴 上 的 两 条 投影 线段 有 重 玲 部 分 . 过 重奏 部 分 上 任 一 点 作 
所 在 轴 的 垂 线 与 圆 相交 截 得 的 弦 即 为 所 求 ， 

12. 67 ” 试 证 在 四 面体 ABCD 中 总 有 一 个 顶点 ,以 从 它 络 出 的 三 
条 楼 作为 三 边 可 以 构成 一 个 三 角形 . 

(第 .10 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 1] 考察 从 每 个 顶点 所 发 出 的 三 条 楼 的 长 度 之 和 ,不 妨 设 点 
A 的 棱 长 之 和 最 大 ,于 是 以 AB,AC,AD 为 三 边 ,可 以 构成 一 个 三 角 

奋 不 然 , 必 有 某 两 条 棱 长 之 和 不 大 于 第 三 条 棱 长 ,不妨 设 AC + 
4DPD 和 45. 因 4B+A4C+4D 最 大 , 故 有 BC+BD+B4 委 4B+A4C 
+ AD,BC + BD AC+ AD. 从 而 BC + BD+ AC + AD 达 2AB. 另 
一 方面 ,因为 AD + BD > AB,AC+ BC.> AB, 又 有 AD + BD+ AC 
+ BC > 2AB ,矛盾 . 

[证 2] 设 AB 为 四 面体 的 最 长 棱 之 一 , 则 A,B 两 点 中 至 少 有 一 
点 发 出 的 三 条 楼 可 以 构成 一 个 三 角形 . 
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若 不 然 , 则 必 有 AC + AD 志 AB,BC+ BD 过 AB. 从 而 有 2AB 这 
AC+ AD+ BC+ BD = (AC+ BC)+ (AD + BD) > 24B, 刻 上 盾 . 

12. 68 ”在 平面 上 分 布 着 一 些 已 知 直 线 和 点 . 试 证 平面 上 存在 点 
A ,七 不 重合 于 任何 已 知 点 ,并 且 它 到 任何 已 知 点 的 距离 都 大 于 它 到 任 
何 已 知 直线 的 距离 . 

(第 41 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 在 每 条 直线 上 各 取 1 点 ,并 记 这 些 点 和 所 有 已 知 点 的 集合 
为 S. 作 一 个 半径 为 R 的 贺 , 将 S 的 所 有 点 都 围 在 圆 内 .过 圆心 作 一 条 
不 垂直 于 任何 一 条 已 知 直线 的 直线 7 ,并 记 /与 所 有 已 知 直 线 的 最 大 夹 
角 为 pg, 于 是 0 过 vo < 90',sing < 1. 因 而 可 取 足 够 大 的 自然 数 六 ,使 得 


sinp < 性 二 .在 直线 /上 取 点 4 ,使 它 与 圆心 的 距离 为 mR. 于 是 点 A 


m+l 
与 任何 已 知 点 的 距离 都 大 于 (x 一 1)R; 点 A 与 任何 一 条 已 知 直线 的 距 
离 都 小 于 (m + 1)Rsing. 由 数 mz 的 取 法 即 知 点 A 满足 题 中 的 要 求 . 
12: 69 ” 设 点 O 〇 为 正 多 边 形 A1A，…A, 内 的 任意 一 点 ,求证 必 存 
在 两 个 顶点 A; 和 Ai ,1 委 ; <j 祈 n, 使 得 


(1 -4 )< LAOA < 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 Al 是 正 多 边 形 的 顶点 中 与 点 O 最 近 的 一 点 , 即 有 OA 
< 04iz = 2,3,…,n. 连 结对 角 线 A1A;,i = 3,4,…,n 一 1, 于 是 将 多 
边 形 剖 分 成 x -2 个 三 角形 .因而 点 O 必 落 在 某 一 个 人 AAA 的 内 
部 或 边界 上 .车 点 O 〇 位 于 全 AlAxA441 的 边界 上 ,个 妨 设 位 于 A1A; 上 ， 
则 一 AD4， 一 区 满足 不 等 式 . 若 点 O 落 在 人 AAA 的 内 部 , 则 因为 
OA 所 OA ,OAI O44p+t1, 所 以 有 人 OAAI 志 人 OA1Ay, 人 OAy1A 








生生 0414k 又 因 一 DO44A + LOA At = 一 AAA = 二 ,元 
有 AiO4 + AIO4A = 2r - (LOAAs + 一 04 4) - 
(LA OAAI 十 了 OA > 2 一 一 一 2 (1 一 外 这 样 一 来 ， 
人 A1OA4 和 A1OA4,1 中 至 少 有 1 个 角 不 小 于 x (1 十 ) ,而 这 个 角 


小 于 x 是 显然 的 ,这 就 完成 了 证 明 . 
12. 70 “在 凸 四 边 形 的 内 部 标定 4 点 ,求证 可 在 凸 四 边 形 的 周 界 
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上 找到 一 点 ,使 它 到 四 边 形 的 各 顶点 的 距离 之 和 大 于 它 到 4 个 标定 点 
的 距离 之 和 . 
组 (圣彼得堡 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 
证 ] 4 个 标定 点 的 凸 包 可 能 是 四 边 形 , 三 角形 ,也 可 能 是 一 条 线 
段 .但 从 下 面 的 证 明 过 程 可 知 , 只 须 就 凸 包 是 四 边 形 的 情形 来 证 明 . 
设 西 四 边 形 ABCD 内 的 4 个 标定 点 M,N ,PP， 
Q 的 凸 包 是 凸 四 边 形 . 对 于 四 边 形 ABCD 周 界 上 
的 任意 一 点 ,用 f(E) 表示 点 下 到 4 个 顶点 A， 
B,C,DD 的 距离 之 和 , 即 f(E)= EFA+ EB+ EC+ 
ED; 用 g(E) 表 示 点 下 到 4 个 标定 点 的 距离 之 和 ， 
即 g(E) = EM + EN+EP+ EQ. 显 然 , 只 须 证 明 
存在 点 五 ,使 得 f(E) > g(E). 
作 直 线 MP, 交 四 边 形 ABCD 的 周 界 于 点 下 和 G( 见 右 图 ). 于 是 有 
f(F)+ f(G) 
= FA+FB+ FC+ FD+GA+GB+ GOC+ GD 
= (FD+GA)+(FC+ GB)+ FA+FB+ GC+ GD 
> AD+FG+ BC+ FG+ FA+ FB+GC+ GD 
= (FA + AD+ GD)+ (FB+ BC + GC) + 2FG 
> Le + FQO+GN+ FN+2FG 
= g(F)+ g(G). 
这 表明 不 等 式 AF) > g(F) 和 f(G) > g(G) 至 少 有 1 个 成 立 . 当 直 
线 MP 与 四 边 形 ABCD 的 周 界 的 两 个 交点 位 于 一 组 邻 边 上 时 ,可 完全 
类 似 地 证 得 同样 的 结论 . 
12: 71 已 知 在 凸 五 边 形 ABCDE 的 边 和 对 角 线 中 ,没有 互相 平行 
的 线段 .延长 边 AB 和 对 角 线 CE ,使 之 相交 于 某 点 .然后 在 边 AB 上 标 
十 一 个 箭头 ,使 之 指向 交点 的 方向 . 按 此 办 法 为 五 边 形 的 其 余 各 边 也 都 
标 上 第 头 . 求证 必 有 两 个 箭头 指向 五 边 形 的 同 


一 个 顶点 . 
( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) | 


ye 中 





[证 ] 在 由 五 边 形 的 每 3 个 相 邻 顶点 所 构 4 /1 
成 的 5 个 三 角形 中 ,取出 面积 最 小 的 一 个 , 设 为 -< -> 人/ 
入 ABC( 见 图 ) .我们 来 证 明 , 边 AB 和 BC 上 的 
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箭头 都 指 癌 点 B. 过 点 A 和 DD 分 别 作 直线 BC 的 垂 线 AG 和 DH .因为 
SAaBC 忆 Sapgc; 所 以 有 AG 志 DH. 又 因 AD 与 BC 不 平行 , 故 有 AG < 
DH. 从 而 直线 AD 与 BC 的 交点 位 于 点 B 的 一 方 ,因此 边 BC 上 的 箭头 
指 同 点 B. 同 理 , 边 AB 上 的 箭头 也 指向 点 B. 
12. 72 ”过 空间 中 一 点 O 作 1979 条 直线 11,1，,… ,4io7 ,其 中 任何 
两 条 都 不 互相 垂直 .在 直线 /!; 上 取 异 于 点 O 的 任意 一 点 Al. 试 证 可 以 
在 直线 !; 上 选取 点 A; ,i = 2,3,… ,1979, 使 得 
AAnmn Li, 7= 1,2,.…,1979, 
其 中 Ao = Aliesz9,Aioso = Al. 
(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 设 e; 是 直线 1; 上 的 单位 向 量 , 并 令 e ;ejit = ci = 1， 
2,…,1978, e 1979 e = cl979; 此 处 c; 是 向 量 e ; 与 e ii 的 夹 角 的 余弦 . 
记 OA， 一 Ci e ,. 直线 Ai_1Aiil J [; 等 价 于 
(ai-i e di+tl e ir1) e = 0, aiicil = Girlci 的 
由 于 al 和 “ 都 是 已 知 的 且 c 天 0, 故 可 由 鸭 式 依次 解 出 a3,as,…， 
4a14979, 42，44，…,41978. 它们 满足 的 中 的 前 1978 个 关系 式 : 


1 十 汪 


高 吕 宁 注 


43 _ CL 05 C3 .4979 C797 G2 _ Ci979 
i ? 3 3 » 3 
Ql C2 U3 Cd 以 1977 C1978 W1979 cl 
44 .C2 U6 C4 4978 _ C1976 
四 由 一 、 让 一 。 
U2 C3 Q4 Cs U1976 C1977 


把 这 1978 个 等 式 连 乘 即 得 的 式 中 最 后 一 个 关系 式 . 

12. 73 ” 面 饼 的 形状 如 同一 个 内 接 于 半径 为 上 的 圆 的 正 ” 边 形 ， 
过 每 边 的 中 点 都 在 饼 上 切 出 一 个 长 度 为 工 的 直线 切口 ,求证 这 样 切 了 
之 后 ,总 能 从 面 饼 上 切 下 一 块 来 . 

(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 设 正 久 边 形 的 项 点 依次 是 A,B,C,D， 
… ,中心 是 点 O,K 和 工分 别 是 边 AB 和 BC 的 中 点 , 则 3B 
O,K,B,L 四 点 共 圆 , 记 此 圆 为 $. 连结 OK ,OL. 若 x 
过 点 kK 的 切口 在 边 心 距 OK 的 右 侧 而 过 点 上 L 的 切口 ， 
在 OL 的 左 侧 , 则 二 者 必 相 交 , 从 而 从 饼 上 切 下 一 块 . 
由 此 可 见 ,只 须 再 考察 w 个 切口 同 在 各 自 边 心 距 右 侧 : 
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(或 左 侧 ) 的 情形 ， 
如 果 过 KK,L 的 两 条 切口 平行 , 则 a < B8( 参 看 上 图 ). 如果 两 条 切口 
组 ”所 在 的 两 条 直线 交 于 点 PP 且 点 在 圆 S 内 或 加 上 , 则 KP 志 1,LP 过 1 
且 不 能 同时 为 1 ,从 而 点 已 即 为 两 条 切口 的 交点 , 故 知 必 从 饼 上 切 下 一 
块 来 .以 下 设 交点 了 在 圆 S 之 外 .这 时 ,人 KPL < 人 KOL ,因而 «< 8. 
这 样 一 来 .如果 任何 两 条 相 邻 切口 都 或 者 平行 或 者 所 在 直线 交 于 
相应 的 圆 外 , 则 当 绕 多 边 形 一 圈 时 得 到 c < 8<y<…<g< 之 a, 此 不 
可 能 . 故 必 有 两 条 相 邻 切口 交 于 相应 的 圆 内 或 圆 上 ,导致 必然 从 饼 上 切 
下 一 块 来 . 
12. 74 ”已 知 一 个 八 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 , 旦 边 长 都 是 有 理 数 ， 
求证 这 个 八 边 形 必 有 对 称 中 心 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 由 于 多 边 形 的 外 角 和 为 360", 而 八 边 形 的 所 有 内 角 都 相 
等 , 故 知 它 的 每 个 外 角 都 等 于 45°. 
设 八 边 形 为 AAA8g. 分别 延 长 边 A;A， 
和 A4A43 交 于 点 M, 则 一 M = 90". 同 理 , 分 别 延 4 SN 
长 边 A3A4 和 A6A5 交 于 点 N ,延长 边 AsA6 和 ANAL A 
AgAz 交 于 点 P, 延 长 边 AyAg 和 AAA 交 于 点 ， 入 
Q ,得 到 矩形 MNPQ, 且 边 A14; 和 AsAs 位 于 、 /WAM 
此 矩形 的 一 组 对 边 上 ( 见 上 图 ). 4 4 
依次 记 八 边 形 的 8 条 边 长 为 cl ,ez，…,ag. 于 是 有 
MQ = azcos4S + al + agcos45", 
NP = ad4cos45 + as + akcos43 "， 
从 而 得 到 
al 一 a5= (a4 t+ a6~— a — ag)cos45°. 
因为 aj ,a,,…,as 都 是 有 理 数 , 故 上 式 左 端 为 有 理 数 ,从 而 右 端 也 是 有 


理 数 ,因为 cos45” = 学 为 无 理 数 , 故 括号 中 的 数 必 为 零 . 从 而 有 ai = 


as. 同 理 可 证 a = a6,a3 = a7,a4 = ag. 这 样 一 来 , 八 边 形 的 对 角 线 
AsA6,A3A1,A4Ag 都 过 AlAs; 的 中 点 O 且 被 点 O 平 分 , 即 点 O 〇 为 八 边 

形 的 对 称 中 心 . 
12. 75 ” 设 凸 多 面体 P 有 9 个 顶点 A1,A,,…, Ao,P; 是 通过 平移 
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Al 一 A; 所 得 到 的 多 面体 ,i = 2,3,…,9. 求 证 多 面体 P,P,,…, Po 中 
总 有 两 个 多 面体 ,它们 至 少 有 一 个 公共 内 点 . 
(第 13 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 对 多 面体 Pi 进行 以 A| 为 中 心 ,2 为 位 似 比 的 同 向 位 似 变 
换 , 并 记 所 得 的 多 面体 为 P. 显 然 有 PC .下 面 往 证 PCP,z = 2， 
3,.. ,9, 

设 XX 是 多 面体 P;(2 志 i 声 9) 中 任意 一 点 ,YE Pl 是 X 在 将 Pl 平 
移 为 已 的 变换 下 的 原 象 , 即 在 此 平移 变换 下 ,Y 变 为 X. 由 于 AlY 之 
AX , 改 四 边 形 AIAXY 为 平行 四 边 形 . 记 对 角 线 A1X 和 A,Y 的 交点 为 
Z. 因 为 YE€ Pi,A,€ Pi 月 多 面体 Pl 是 凸 的 ,所 以 ZE Pi. 又 因 Z 是 
X 在 位 似 变换 下 的 原 象 ,所 以 XE 了 .由 XEP 的 任意 性 便 知 PC P， 
i = 2,3，…,9. 


i 





此 外 ,关于 多 面体 的 体积 有 关系 式 全 
Vp + Vp, + + Vp, = 9Vp,,. 名 
Vp 一 8Vp, 。 
于 是 由 关于 体积 的 重 肥 原理 便 知 , 多 面体 P, ,P; ,…, P。 中 至 少 有 两 个 
的 内 部 相交 ,当然 至 少 有 一 个 公共 内 点 . 


12. 76 ”在 平面 上 给 定 正 ” 边 形 4A,A;…A4,, 试 证 

(1) 如 果 ”为 偶数 ,那么 对 于 平面 上 任意 一 点 M ,表达 式 + MA It 
MA;st… 士 MA, 中 可 以 适当 选取 正 负 号 ,使 所 得 的 和 为 零 向 量 ， 

(2) 如 果 7 为 奇数 ,那么 仅 对 于 平面 上 有 限 多 个 点 M ,才能 使 在 上 
述 表 达 式 中 适当 选取 正 负 号 ,使 所 得 的 和 为 零 向 量 . 

(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 《1) 设 O 为 正 ? 边 形 的 中 心 , 于 是 MA = MO+ OA = |， 
2,… ,7n .在 所 给 表达 式 中 ,只 要 在 奇数 下 标 项 前 取 “+” 号 ,在 偶数 下 标 
的 项 之 前 取 “- ”号 , 即 可 满足 要 求 . 

(2) 将 11,2;… ,nl 任意 分 成 互 不 相交 的 两 个 子 集 fi ,i,,…,i,| 和 
[41,72 ,jn-k| .对 于 任何 一 个 这 样 的 分 解 , 在 所 论 表 达 式 中 ,当下 标 
属于 前 一 子 集 时 ,该 项 之 前 取 “+” 号 ,否则 取 “- ”号 . 为 使 和 式 为 零 向 
量 , 应 有 
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MO = 一 一 元 (04 + OAist + OA OA- OA … 
- OAj,.1), 
这 个 关系 式 惟一 确定 点 M. 
因为 集合 11,2,… ,ni 的 分 解 只 有 有 限 多 种 , 故 这 样 的 点 M 只 有 
有 限 多 个 . 
12. 77 已 知 18 块 骨牌 铺 满 一 块 6x6 个 方 格 的 棋盘 (每 块 骨 有 牌 恰 
好 盖 住 两 个 方 格 ) ,求证 不 论 将 骨牌 如 何 放置 ,总 可 以 沿 着 棋盘 的 某 条 
网 格 线 (水 平 的 或 竖 直 的 ) 把 棋盘 分 成 两 部 分 , 但 不 损坏 任何 一 块 骨 
牌 . 


与 中 浴 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 先 考 察 骨 有 牌 与 网 格 线 的 相交 特征 .一 方面 ,每 块 骨 有 牌 怡 与 1 
条 网 格 线 相交 . 另 一 方面 ,一 条 网 格 线 总 是 与 偶数 块 骨牌 相交 . 若 不 然 ， 
设 有 一 条 网 格 线 与 奇数 块 骨牌 相交 . 由 于 棋盘 的 每 行 每 列 都 有 6 个 方 
格 , 故 这 条 网 格 线 把 棋盘 分 成 的 两 部 分 中 ,每 部 分 的 方 格 数 都 是 偶数 . 
但 是 ,与 这 条 网 格 线 相交 的 奇数 块 骨牌 却 在 两 部 分 各 盖 住 奇数 个 方 格 ， 
这 将 导致 棋盘 两 部 分 被 盖 住 的 方 格 个 数 都 是 奇数 ,矛盾 . 

棋盘 内 部 共有 10 条 网 格 线 ,如果 每 条 都 与 骨牌 相交 , 则 至 少 与 20 

块 骨牌 相交 ,此 不 可 能 .这 说 明 至 少 有 1 条 网 格 线 不 与 骨牌 相交 . 

12: 78 ”平面 上 给 定 x 个 不 同 的 圆 .它们 的 半径 都 是 1, 求 证 其 中 
必 有 一 个 圆 含有 一 段 统 , 这 段 弧 和 其 他 的 所 有 加 都 不 交 且 长 度 不 小 于 
7 
天 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 当 n%n = 1,2 时 ,结论 显然 成 立 .以 下 设 n 实 3. 
如 果 2 个 圆 的 圆心 共 线 / , 则 最 左边 的 圆 的 左 半圆 不 与 其 他 圆 相 交 
” 且 x > 经 , 故 知 结论 成 立 . 
如 果 ?个 圆 的 圆心 不 全 共 线 , 则 考察 这 ?个 点 的 凸 包 . 设 凸 包 多 边 

形 是 ni 边 形 OO ,2 过 m1 天 ,并 设 /O010; 是 它 的 最 小 内 

角 . 于 是 有 
LO0O; < EHR i Zn 

nm 


如 一 。 
nm n 
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注意 , 当 两 个 等 圆 相交 时 ,交点 在 连 心 线 的 垂直 平 
分 线 上 .因此 ,由 垂直 于 连 心 线 的 直径 所 分 出 的 远离 另 
一 个 圆 的 半 图 (包括 端点 ) 上 没有 交点 . 过 点 CO 作 
OA 4 O010;,O1B | O10, 容易 看 出 , 劣 弧 AB 上 没 
有 交点 ,点 A 和 B 也 不 是 交点 且 人 AO1B = 180" - 


L01010% 宇 符 ， 

12- 79 “在 坐标 平面 中 , 以 每 个 整 点 为 圆心 ,各 作 一 个 半径 为 六 
的 圆 ,求证 任何 半径 为 100 的 圆 , 都 至 少 与 这 些 圆 中 的 一 个 相交 ， 

(第 49 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 若 不 然 , 则 存在 以 坐标 平面 上 的 点 O 为 心 ,以 100 为 半径 的 
圆 ,不 与 任何 整 点 圆 ( 即 以 整 点 为 心 ,以 十 为 半径 的 圆 ) 相交 . 设 平面 上 
与 贺 O 有 公共 点 的 水 平 直线 中 ,y 取 最 大 整数 值 的 一 条 是 y = A, 即 y 
= + 1 与 圆 O 没有 公共 点 

如 果 直 线 y = 上 上 的 所 有 整 点 都 在 圆 O 之 外 , 设 点 M 是 直线 y = 
k 与 圆 O 的 一 个 公共 点 , 则 存在 y = k 上 的 一 个 整 点 A ,使 得 AM 去 


十 .这 时 ,OM = 100, 由 余弦 定理 知 OA 过 100.01. 由 此 可 知 图 O 必 与 


以 点 4 为 心 的 整 点 圆 相 交 ,矛盾 .所 以 ,直线 y = 有 上 的 整 点 不 能 都 在 
O 之 外 . 
设 点 A 和 如 是 直线 y = & 上 的 两 个 相 邻 整 点 , 且 使 点 A 在 圆 O 之 
外 ,点 B 在 圆 O 之 内 ,于 是 有 AB = 1. 既 然 圆 O 与 整 点 圆 A 和 B 都 不 
区 , 故 有 
OA > 100 + 坟 ， 


因而 有 O4 - OB 之 考 以 及 








9 < 0B 达 100 -十 QD 


OA* - OB’ = (OA - OB)(OA + OB) > 了 外 


过 点 O 作 直线 y = & 的 垂 线 , 垂 足 为 O' .i 记 OB= zx,0OA=x+ 
1 ,于 是 由 含有 
199 


2t +1= (rt+ 1)* -x = OA2 -OOB2z > 了 
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由 此 解 得 OB = + > 痢 . 因 而 由 勾 股 定理 有 / 
组 00 = OB? - OB’ < (100 -十 ) - (名) < 99 
着 ”从 而 有 OO” < 99. 由 于 点 O 到 直线 y = +1 的 距离 是 O00’ +1< 100， 
故 略 O 与 直线 y = 有 + 1 必 相 交 ,此 与 直线 y = 上 & 的 最 大 性 矛盾 .从 而 
证 明了 任何 一 个 半径 为 100 的 圆 必 至 少 与 一 个 整 点 圆 相 交 . 
12. 80 已 知 两 个 凸 多 边 形 A1A,…A, 和 BB,…B, 满足 条 件 
AiBi+ A,B2+ …* + A,B, 一 0, 求 证 
(1) 多 边 形 A A，…A, 和 B11B，…B, 有 公共 点 ; 
(2) 可 以 旋转 多 边 形 A,A，…A， 为 多 边 形 A1A2… A; ,使 得 A1A; 
| BiB, BAiBI+ ASBy+ *… + AB,= 0. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 先 证 (1). 若 不 然 , 则 在 两 个 多 边 形 上 各 取 一 点 连 成 的 所 有 : 
线段 中 , 必 有 一 条 最 短线 段 , 记 之 为 AB. 作 AB 的 垂直 平分 线 !, 则 /将 
两 个 多 边 形 分 开 ,每 侧 一 个 .在 线段 4B 上 到 从 A 指向 B 的 方向 为 正 向 ， 


于 是 AB; (i = 1,2,…,n) 在 有 向 线段 AB 上 的 投影 均 不 为 零 量 同 为 正 
向 .从 而 有 A1B1+ A2B2+… + A,B, 承 0, 此 与 已 知 巴 盾 . 从 而 两 个 凸 多 


边 形 必 相 交 . 

青 证 (2). 首 先 证 明 两 个 多 边 形 的 重心 M 和 M; 重合 . 在 平面 上 任 
取 一 点 O ,于 是 有 

OM = 二 (OA+ "** 十 OA, ), OM, = (OBit+ ”二 OB, ). 
由 此 及 已 知 可 得 


M1 M, 一 OM, - OM, 一 二 [(GO5B- OA41) 十 "十 (OB, - OA )] 
一 AiBi+ “十 A,B,) = 0， 
M2 Bi+ "十 M,B, 二 (OB,- OM,) 十 … 十 (OB, — OM,) 


一 (OBi+ **， 十 OB, ) 一 n OM, = 0 ， 
所 以 有 


890 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 杆 典 








MiBit+:…+ MiB,=0. 

设 多 边 形 A1A，…A, 绕 点 Ml 旋转 后 得 到 多 边 形 A1A2… A, .因为 
向 量 MIA + … + MiA, 绕 点 MI 旋转 后 所 得 向 量 为 MiAi+ … 
M1A; , 零 向 量 旋 转 后 仍 为 零 向 量 , 故 有 MIAT+ …+ MA = 0. 从 而 有 

AiBit + AB, = (MBI- MIAD) + :+ (M1B,— MiA’) 
= (MiBit :+ MiB,)- (MIAi+ *… + M1A’) 
= 0， 
即 多 边 形 A1A,…A, 绕 其 重心 Mi 旋转 任意 角度 后 所 得 到 的 多 边 形 
A'1A',…A', 都 满足 条 件 41B1+ … + A 人 B, = 0. 这 样 一 来 ,我 们 总 可 以 


绕 点 M 旋转 多 边 形 A1As…A, 而 得 到 AiA 和 … A;， 使 得 


Ai1A; | B1B;. 这 个 多 边 形 当 然 满 足 题 中 要 求 . 

12. 81 已 知 四 边 形 PlP;P3Ps 的 4 个 顶点 都 位 于 全 ABC 的 周 界 
上 ,求证 4 个 三 角形 人 PP;,Pi,AP， WP 人 P ‘PsPs 和 人 人 PaP; Py 中 ， 
至 少 有 1 个 的 面积 不 大 于 人 ABC 面积 的 

(第 1 届 中 国 中 学 生 才学 冬令 营 ,1986 年 ) 

[证 ] PP ,Pi,P4 这 4 点 分 落 在 人 ABC 
的 3 条 边 上 ,其 中 必 有 两 点 落 在 同一 条 边 上 . 设 
Pl 和 P; 位 于 边 BC 上 ,P; 和 Ps 分 别 位 于 边 AC 
和 AB 上 .如 果 P3 和 P4 也 位 于 同一 条 边 上 , 则 可 
化 为 前 一 种 情形 . 

设 点 Ps 到 边 BC 的 距离 不 小 于 点 P4 到 BC 
的 距离 .过 点 P4 作 边 BC 的 平行 线 , 分 别 交 线 段 Pa3P;, PC 于 点 Q,R. 
连结 PIQ. 过 点 R 作 AB 的 平行 线 交 BC 于 点 工 . 这 样 ,人 P;P,P，， 
全 QPsPi 和 全 P,PaPi 都 以 PiP 为 底 且 它们 的 第 3 个 顶点 P;,Q,P， 
共 线 ,点 Q@ 在 点 P3 和 P, 之 间 ( 见 上 图 ). 我们 把 ABC, 和 AP;P;P， 
全 PP4P AQP:P, 忆 BTRP4: 的 面积 依次 记 为 S,S,,S;3,So 和 5S,， 
于 是 有 So 之 mini S,, S31, 即 全 QP4P; 的 面积 不 小 于 信 P3PsPl 和 


仿 P2PsPi 面积 之 较 小 者 .又 因 全 QP4Pi 的 3 个 顶点 都 在 忆 BTRP4 的 


周 界 上 , 故 有 
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i 二 法 





2x1 的 抢 形 拼 成 的 . 如 右 图 所 示 , 其 中 前 个 算 


min! S,, Si! < Sa 入 3 (由 
因为 PR / BC,RTVW AB, 故 有 人 ABCc 人 APIRc2 会 RTC. 
从 而 有 
S|: SAAP,R 二 AC” 。 AR’*,S : SARTC 二 AC” : RC*. 


因为 (AR2 + RC2) : AC* 六 方 ,所 以 有 
SAAP,R 十 San 之 也 S ©) 


由 @@ 和 人 即 知 ,Ss 和 Ss 中 之 较 小 者 不 大 于 地 5. 
12. 82 ”给 定 一 张 方 格 边 长 为 1 的 无 穷 大 的 方 格 纸 , 试 证 对 任意 
E N ,都 存在 一 个 多 边 形 , 它 不 一 定 是 凸 多 边 形 , 但 它 的 边 都 在 网 格 线 
上 ,使 得 它 恰好 可 用 ” 种 不 同 的 方法 被 分 成 若干 个 2 x 1 的 矩形 . 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] “我们 设想 所 求 的 多 边 形 M, 是 由 个 


形 拼 成 的 多 边 形 即 为 M,. 

让 我 们 来 证 明 这 样 拼 成 的 M, 满足 题 中 的 要 
求 .为 此 ,我 们 使 用 数学 归纳 法 . 

记 将 M 分 成 2 个 2x 工 矩形 的 所 有 不 同方 法 
数 为 a, .显然 有 al = 1,az = 2. 设 当 n = & 时 有 a = . 往 证 ut = 
&+TI. 当 将 和 矩形 Ri 拼 上 去 时 ,AM 原 有 的 种 分 法 仍然 各 是 一 种 方 
法 , 且 在 这 些 种 方法 中 Ri,1 都 保持 完整 . 但 现在 还 有 一 种 方法 ,即将 
Re+l 从 中 剪 开 ,使 二 者 分 别 与 Ri 的 一 半 及 R ,| 的 一 半 构 成 2 x 1 工 的 矩 
形 ,然后 Ri 与 Ri 余 下 的 一 半 再 往 下 递 推 .这 种 分 法 显然 与 前 有 种 方 
法 不 合并 且 将 Ri 前 开 的 分 法 也 只 此 一 种 , 故 得 ar+1 = k+l. 

12. 83 ” 试 证 对 于 任何 13 边 形 ,都 存在 一 条 直线 ,该 直线 上 恰好 
包含 13 边 形 的 一 条 边 ; 但 是 对 于 任何 n > 13, 都 存在 这 样 的 边 形 ,不 
具备 上 述 性 质 . 





(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 在 每 条 经 过 13 边 形 的 边 的 直线 上 ,都 至 少 包 含 了 13 边 


形 的 两 条 边 , 则 这 样 的 直线 至 多 6 条 .所 以 其 中 的 每 一 条 直线 与 其 余 吉 
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线 相 交 ,至 多 有 5 个 交点 .因而 每 条 直线 上 至 多 有 13 边 形 的 $ 个 顶点 . 
但 是 ,13 边 形 的 位 于 同一 条 直线 上 的 边 互 不 相交 , 当然 没有 公共 顶点 ， 
因此 每 条 直线 上 至 多 有 13 边 形 的 两 条 边 .从 而 总 边 数 不 超 过 12 条 ,也 
盾 . 由 此 可 知 , 必 有 一 条 直线 上 恰 有 13 边 形 的 1 条 边 . 

当 n > 13 时 ,确实 存在 n 边 形 不 具备 题 中 所 要 求 的 性 质 . 当 n = 
2k 时 , 正 角 星 形 便 是 反例 ,有 正 & 角 星 形 之 边 的 每 条 直线 上 都 恰 有 两 
条 边 . 当 n = 2k + 1,k&k 实 7 时 ,对 于 nn = 15, 下 左 图 给 出 了 反例 .对 于 
k > 7, 可 像 下 右 图 那样 ,将 左 图 截 去 偶数 个 角 而 得 到 : 





十 五 边 形 十 七 边 形 
12. 84 ” 试 证 对 于 任意 一 个 四 面体 都 存在 两 个 平面 ,使 四 面体 在 
这 两 个 平面 上 的 投影 的 面积 之 比 不 小 于 Y2. 
z (第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 过 四 面体 的 两 条 对 棱 分 别 作 两 个 互相 平行 的 平面 p 和 pp”. 
设 二 者 之 间 的 距离 为 .我们 将 只 考察 四 面体 对 垂直 于 平面 p 的 那些 
平面 g 的 投影 ,并 在 其 中 求 出 使 投影 的 面积 之 比 不 小 于 Y2 的 两 个 平面 . 
四 面体 在 平面 g 上 的 投影 是 梯形 (如 果 两 校 之 一 的 
投影 为 一 点 时 , 则 退化 为 三 角形 ), 其 底 为 ev 和 6, 二 
者 分 别 是 在 平面 户 和 请 上 的 棱 a 和 6 的 投影 ,梯形 的 高 pe 


为 ,因而 面积 等 于 十 (a+ b',)h. 显然 ,投影 面积 的 


大 小 依赖 于 投影 w。 和 2 的 大 小 ,而 这 又 依赖 于 楼 和 
对 平面 9 的 倾斜 度 .为 此 ,我 们 把 四 面体 的 楼 a 和 5 视 


为 向 量 .不 妨 设 a 宇 5, 且 向 量 a,6 之 间 的 夹 角 y 不 超 

` 过 90”. 把 这 两 个 向 量 移 到 一 个 起 点 O ,于 是 四 面体 的 校对 平面 g 的 投 
影 的 长 度 和 就 化 为 向 量 a 和 对 直线 (在 过 OO 上 所 且 平行 于 p 的 平面 上 ) 
的 投影 的 长 度 . 





鱼 


=} 


世界 数学 奥林匹克 解 匡 大 辞典 893 


对 平行 于 向 量 a+ 的 直线 /1 的 投影 长 度 之 和 为 | e+ 5| ,对 垂直 
于 a 的 直线 /, 的 投影 等 于 bsiny. 这 两 个 值 的 比 不 小 于 Y2: 


合 [d+ 6l? = a2+ 6 +2abco8y > a th 20 > 20siny. 
者 12. 85 “在 平面 上 给 定 两 条 封闭 折线 ,每 条 折线 有 奇数 条 边 ,这些 





边 所 在 的 直线 互 不 相同 ,并 自 其 中 任何 3 条 不 共 点 . 试 证 必 可 从 每 条 折 
线 上 选 定 一 条 边 ,使 以 二 者 为 对 边 可 作出 一 个 凸 四 边 形 . 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 我 们 把 两 条 折线 的 各 一 条 边 视 为 一 组 称 之 为 “ 边 对 ”. 显 
然 , 每 个 边 对 中 的 两 条 边 的 相互 位 置 有 三 种 不 同情 形 : 

(1) 两 边 相 交 ，; 

(2) 两 边 中 恰 有 一 条 延长 后 与 男 一 条 相交 ; 

(3) 两 边 中 的 每 一 条 延长 后 也 不 与 男 一 条 边 相 交 . 

显然 ,我 们 要 证 明 的 就 是 第 三 类 边 对 的 存在 性 . 

车 不 然 , 则 所 有 边 对 都 属于 前 两 类 ,当然 共有 奇数 个 . 

为 一 方面 ,对 于 第 一 条 折线 上 | 的 一 条 边 , 它 所 在 的 直线 与 第 二 条 
折线 工 ; 的 交点 为 偶数 个 . 共 组 成 偶数 个 前 两 类 边 对 . 当 我 们 取 遍 上 和 
L; 的 所 有 边 时 ,所 得 的 边 对 总 数 为 偶数 .在 这 个 计数 过 程 中 ,第 一 类 边 
对 计数 两 次 ,第 二 类 边 对 恰 计 数 一 次 . 因 第 一 类 边 对 数 等 于 两 条 折线 的 
交点 数 ,当然 是 偶数 ,从 而 前 两 类 边 对 数 应 为 偶数 ,矛盾 .从 而 知 第 三 类 
边 对 必 存 在 . 

12. 86 ”在 半径 为 1 的 球面 上 分 布 着 一 些 大 圆 的 弧 段 (经 过 球 心 
的 平面 与 球面 的 交 线 称 为 大 怖 ), 所 有 这 些 弧 段 的 长 度 之 和 小 于 x. 试 
证 可 以 找到 一 个 经 过 球 心 的 平面 ,使 它 不 与 土 述 弧 段 中 的 任何 一 条 相 
交 . 





(第 43 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 ] 设 ca，…oa 为 给 定 的 弧 段 ,于 是 有 al 

二 ozt+…+oar<x 和 .考察 其 中 任 一 段 弧 a, 在 其 上 任 
取 一 点 S ,作出 点 S 的 极 圆 Os( 如 果 一 个 大 圆 上 的 所 
有 点 到 点 S 的 距离 都 相等 , 则 称 该 大 疼 为 关于 极点 S 
的 极 圆 , 即 当 点 S 为 两 极 之 一 时 的 赤道 ). 显然 ,当量 
仅 当 点 PE Os 时 ,点 P 卫 的 极 圆 Op 过 点 S. 令 S 取 遍 
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整 条 弧 a;, 则 相应 的 极 贺 Os 扫 过 下 图 所 示 的 球面 上 画 有 阴影 线 的 部 


分 ,这 个 部 分 区 域 的 面积 占 整个 球面 面积 的 二 . 易 见 , 当 且 仅 当 这 个 
域 中 的 点 的 极 圆 与 弧 w 相交 . 对 每 条 w 都 找 出 相应 的 区 域 , 则 由 已 


知 条 件 可 知 ,这些 区 域 在 球面 上 所 覆盖 的 面积 至 多 为 De 至 < 1. 故 知 


在 球面 上 必 可 找到 未 被 这 些 区 域 所 覆盖 的 点 A. 显然， 同 A 的 极 圆 不 
与 所 给 的 弧 段 相交 . 

12. 87 ” 设 S 是 边 长 为 100 的 正方 形 ,L 是 在 S 内 自身 不 交 的 折线 
AoAi1A2…A,-1A,(Ao 关 A,), 对 于 5S 的 边界 上 的 任 一 点 己 , 总 存在 L 


上 的 一 点 , 它 与 点 的 距离 不 大 于 方 . 求 证 在 L 上 必 存 在 两 点 X 和 了， 
使 得 它们 之 但 的 距离 不 大 于 1 ,但 两 点 沿 折 线 上 的 距离 不 小 于 198. 
(第 23 届 国际 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 我 们 将 两 点 P 与 Q@ 之 间 的 距离 记 为 a (P,Q), 而 将 沿 折 线 
从 A 到 B 的 路 程 的 长 度 记 为 p(A,B). 为 方便 计 , 我 们 将 折线 上 的 点 排 
定 顺序 : 若 o(40,4) < po(Ao,B), 则 记 为 A < B. 设 正方 形 的 四 个 项 
扣 为 5S1,S2,S;3, Sy, 按 已 知 ,在 折线 工 上 可 选取 点 Ti ,T; ,T; ,T, ,使 得 


4d(Si,T) 之 方 ,i = 1.2.3,4. 不 妨 设 有 Ti < Ti < Ty. 


今 





Li= {XIXEL,X<T,|, 
[= {XIXxe L,X>T|, 
Mi = |X|XE SiS:, 存 在 了 YE Li, 合 得 4(X,Y) 之 十 | ， 


Mi = | XIXE SiSz2, 存 在 YE L2, 使 得 d(X,Y) 之 十 | 


显然 ,Mi U M, 一 Si1$S, 日 Mi 人 AT 汉 OO. 取 P 和 Ad 站 Mo ,于 是 按 
M1 和 M 的 定义 知 存在 L 上 的 点 X 和 大; 上 的 点 了 ,使 得 


4dCP,X) 扩 本 ,d(P,Y) 二 十. 


于 是 COX,Y) 委 1 且 X<TI <Y. 从 而 有 
p(X,， Y) 一 p(X, Ts) 十 p(Ts, Y) 
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e 中 这 


之 d(X,T4) + d(T4s,Y) 
> d(P,S4) ~ d(P,X)- d(S4s,T4) + d(P,S4) — 
d(P,Y)— dl(Ss, Ty) 
之 99+99 = 198. 
可 见 ,点 X 和 Y 即 满足 题 中 要 求 . 
12. 88 ”已 知 闭 折线 M 有 奇数 个 顶点 ,依次 为 Al ,A2,… ,Aznr1. 
用 SCM) 表 由 M 而 作 的 新 的 闭 折线 , 它 的 顶点 依次 为 B1,B;,…， 
B214i 并 且 BI 是 线段 A4iA， 的 中 点 ,B， 是 线段 A3A4 的 中 点 ,…, B, 41 
是 线段 AzriAl 的 中 点 ,B,+2 是 A A; 的 中 点 ,…,B2w+1 是 线段 
A2wA2n+1 的 中 点 .着 记 Mo = M.M; = S(Mi-1),i = 1,2,…, 则 序列 
{M1 中 必 存 在 一 条 折线 , 它 与 初始 折线 M 同 向 位 似 . 
《第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 到 点 组 1A1,A3,…,A2w41| 的 重心 ( 形 心 )O, 则 有 
OAi+ 0O4;+…+O4 =0 0 
利用 向 量 关 系 式 , 我 们 有 
OB,= 方 (OA 1+ OA2),j = .22m+1， 
其 中 当 w > 22 + 1 时 ,A, = A,_(2s+41): 更 一 般 地 , 设 M; 的 顶点 依次 
为 P1,P;,…,P2,+1, 递 推 可 得 
OP ,= 2-(O420 D1it OAzi(j Da 二 OA2， )， © 
其 中 ) = 1,2,…,2n 十 1,i = 1,2,…. 
由 抽 展 原理 知 , 数 列 12*| 中 必 有 两 次 除 以 2n + 1 时 的 余数 相等 , 设 
这 两 项 是 24 和 24?, 于 是 (2n + 1) | (242 ,一 241). 邻 ko = ks 一 上 &1, 因 为 
(2n +1,2*) = 1, 故 得 (2n +1)| (2% 一 1). 这 样 ,折线 Mi 与 折线 M 同 
向 位 似 . 
事实 上 ,这 时 者 仍 把 Mio 的 顶点 记 为 Pi ,P,P2,41, 则 由 名 和 人 @ 
有 
OP = 2-k0( OA sko0 D+i+ OA sto0 Dr2+ … 十 OA ,0j) 


二 2 如 OA,,j 一 1 2，……,277 十 1. 
这 说 明 Mio 与 M 同 向 位 似 且 位 似 系数 为 2 名 . 
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12. 89 ”在 空间 中 给 定 ” 个 平面 (n 之 5), 其 中 任何 3 个 平面 都 恰 
有 1 个 公共 点 ,但 任何 4 个 平面 都 不 共 点 ,求证 在 这 nn 个 平面 将 空间 划 


分 成 的 内 部 不 相 重 套 的 诸 部 分 中 ,至 少 有 “2 二 个 四 面体 . 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 我 们 约定 ,把 任意 3 个 平面 的 公共 点 都 称 之 为 顶点 . 按 已 
知 ,n 个 给 定 平面 中 的 任何 3 个 平面 都 惟一 确定 1 个 顶点， 

设 $ 是 一 个 给 定 平面 , 它 把 整个 空间 分 为 两 个 半空 间 , 设 顶点 是 
某 半空 间 内 的 所 有 顶点 中 距 S 最 近 的 一 个 (点 P 不 在 S 上 ) ,而 确定 顶 
点 尸 的 3 个 平面 是 $1,S,,S3. 于 是 ,4 个 平面 $S,SI,S,,S; 从 空间 中 切 
出 一 个 四 面体 个 .可 以 断言 ,其 他 wx -4 个 平面 中 的 任何 一 个 都 不 与 四 
面体 了 相 截 , 即 工 是 2” 个 给 定 平面 将 空间 划分 成 的 部 分 中 的 一 个 . 否 
则 ,将 得 到 一 个 比 P 距 S$ 更 近 的 顶点 ,此 与 点 已 的 选 法 矛盾 . 

如 果 一 个 给 定 的 平面 两 侧 都 有 顶点 , 则 可 以 得 到 两 个 这 样 的 四 面 
体 . 我 们 把 这 样 的 平面 称 为 第 一 类 平面 .把 所 有 顶点 都 在 某 平面 同一 侧 
或 平面 上 的 给 定 平面 称 为 第 二 类 平面 .我 们 来 证 明 如 下 的 引 理 

引 理 “在 给 定 的 平面 中 ,第 二 类 平面 不 多 于 3 个 . 

震 不 然 , 设 有 4 个 第 二 类 平面 Si,S:,S3,S4, 并 设 ABCD 是 它们 所 
围 成 的 四 面体 .因为 给 定 平面 数 守 5, 故 必 有 异 于 Sj， S;,,S;, Sz 的 平 
面 $S. 显 然 ,S 不 可 能 与 四 面体 的 6 条 楼 都 相交 .不 妨 设 S 与 棱 AB 不 交 
且 与 直线 AB 交 于 线段 AB 之 外 的 点 EE, 且 点 玉 与 点 B 在 点 A 异 侧 .这 。 
样 一 来 ,顶点 和 B 在 给 定 平面 ACD 的 异 侧 , 蔬 盾 . 

由 引 理 可 知 ,n 个 平面 中 至 多 有 3 个 第 二 类 平面 ,因此 至 少 有 27 - 
3 个 四 面体 (包括 重复 计数 ) ,它们 都 是 ”个 平面 将 空间 所 划分 成 的 部 
分 . 男 一 方面 ,这 样 的 每 个 四 面体 在 上 述 过 程 中 至 多 被 计数 4 次 , 即 每 
个 面 计 1 次, 所以, 不同 四 面体 的 个 数 不 少 于 2 二 . 

12 90 ” 设 四 面体 的 条 边 的 长 度 均 为 a ,其 余 的 6 一 上 条 边 的 长 
度 均 为 1 , 试 分 别 对 k = 1,2,3,4,5 的 情形 确定 四 面体 存在 的 充分 必要 
条 件 , 即 确定 a 必须 满足 的 条 件 . 

(第 11 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 我 们 对 = 1,2,3,4,5 的 情形 分 别 加 以 讨论 .显然 ,a > 0. 
(1)k& = 1 的 情形 .如果 存在 一 个 四 面体 ABCD 满足 题 中 的 要 求 ,不 
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这 时 ,全 ACD 和 人 BCD 都 是 边 长 为 1 的 正三 角 NR 
i 5 /CN 
形 . 设 M 为 CD 中 点 , 则 AM = BM = 六 .从 而 得 ,4 人 NA 4 


妨 设 AB=a,AC = AD= BC= BD= CD=1. 


到 a = AB < AM + BM = 3. 7 

在 平面 上 作 边 长 为 1 的 正三 边 形 4CD ,到 CD 
中 点 M 并 在 过 直线 AM 且 垂 直 于 平面 4ACD 的 平面 上 以 NM 为 心 ,1 为 半 
径 作 半圆 4S4  , 则 它 的 直径 AA”= Y3( 见 上 图 ). 对 于 任何 0 < a < 
y3 ,在 半圆 上 取 一 点 了 了, 使 AB = a, 则 四 面体 ABCD 便 满足 题 中 要 求 . 
所 以 , 当 & = 1 时 ,满足 题 中 要 求 的 四 面体 存在 的 充分 必要 条 件 是 a < 
V3. 

(2)& = 5 的 情形 .只 要 将 棱 长 <c 和 1 对 换 , 这 就 化 成 了 & = 1 的 情 


形 .由 (1) 的 结果 知 这 时 四 面体 存在 的 充分 必要 条 件 是 4 > 号， 

(3)k = 2 的 情形 .这 时 我 们 按 两 条 长 为 a 的 楼 的 位 置 的 不 同 分 两 
种 情形 来 讨论 

( 1) 长 度 为 a 的 两 条 楼 有 一 个 公共 端点 ,不 
妨 设 BC = BD=a,AB= AC= AD= CD=1. 
在 全 ABM 中 ,我 们 有 z 

AB— AM < BM < AB+ AM, 


1- <BM<its 


从 而 再 由 a = BM* + DM 便 得 V2-Y3<a< V2+V3. 
为 一 方面 ,在 平面 上 作 边 长 为 1 的 正三 角形 ACD, 取 CD 中 点 M 并 
在 过 直线 AM 且 年 直 于 平面 ACD 的 平面 上 以 点 A 为 心 ,1 为 半径 作 半 


加 ESE' ,其 中 BE' 为 直径 ( 见 上 图 ). 于 是 有 ME = 1+ 写 ,ME = 1- 


郊 . 这 样 一 来 ,对 任何 V2 二 万 < < V2+ 万 ,可 在 半 加 上 取 点 有 ,使 





BM? = a? - 才 , 则 四 面体 ABCD 便 满足 题 中 要 求 . 
(站 ) 长 度 为 a 的 两 条 棱 没 有 公共 端点 .不 妨 设 AB = CD = a,AC 
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= AD = BC = BD = 1. 记 CD 中 点 为 M, 于 是 AM = BM = 
A/1 -对 ,从 而 有 2A/1- 邱 = AM + BM > AB = a. 由 此 解 得 a < 
V2. 


另 一 方面 ,对 于 任何 0< a < v2 ,在 平面 上 作 一 个 以 a 为 底 , 1 为 腰 
的 等 腰 三 角形 ACD , 取 CD 中 点 M 并 在 过 直线 AM 且 甜 直 于 平面 4CD 


的 平面 上 以 M 为 心 ,以 V1 - 全 为 半径 的 半圆 周 ASA“, 其 中 AA” 为 


直径 是 有 AA' = 2A/1 - 和- > > a. 可 见 ,在 半圆 上 存在 一 点 B, 使 


AB = 4. 于 是 四 面体 ABCD 便 满 足 题 中 要 求 (参看 (1) 中 的 图 ). 
将 (iD 与 (i 结合 起 来 可 知 ,在 上 = 2 时 ,四 面体 ABCD 存在 的 充分 


必要 条 件 是 a < V2+ V3 = 二 (J6 + 2) 
(4)k = 4 的 情形 . 只 要 将 棱 长 a 与 1 对 换 ,这 就 化 成 了 = 2 的 情 
形 .由 (3) 的 结果 便 知 这 时 四 面体 存在 的 充分 必要 条 件 是 a > 三 (V6 - 


V2). 

(5)k = 3 的 情形 .这 时 按 长 度 为 a 的 3 条 校 的 不 同位 置 可 以 分 为 
三 种 情形 ,但 下 面 将 可 看 到 ,只 要 讨论 两 种 情形 就 可 以 了 . 

(i) 设 长 度 为 “的 3 条 棱 有 一 个 公共 端点 ,例如 是 AB = AC = AD 
=a,BC=CD=BD=1. 这 时 ,四 面体 ABCD 为 正三 棱锥 ,所 以 顶点 
A 在 底面 上 的 投影 O 恰 为 正三 角形 BCD 的 中 心 . 从 而 有 a = AB > 4O 


= 如 .反之 , 当 4a > 号 时 ,我 们 也 总 可 作出 满足 这 种 要 求 的 四 面体 


(ii) 长 度 为 a 的 3 条 楼 构成 一 个 正三 角形 .这 时 ,长 度 为 1 的 3 条 棱 
有 一 个 公共 端点 .因而 当 把 棱 长 a 和 1 对 换 时 ,这 就 化 成 了 (i) 的 情形 . 
由 (i) 的 结果 便 知 ,这 时 四 面体 存在 的 充分 必要 条 件 是 a < v3. 
将 (i) 与 (ii) 结合 起 来 便 知 , 当 & = 3 时 ,对 所 有 a > 0 都 存在 满足 
题 中 要 求 的 四 面体 . 
综 上 所 述 ,满足 题 中 要 求 的 四 面体 存在 的 充分 必要 条 件 是 : 
(1) 当 k=1 时 ,0<a<3; 


(2) 当 hk = 2 时 ,0 < a < 池 (W6 + 2); 
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(3) 当 &= 3 时 ,a > 0; 
(4) 当 k = 4 时 ,a > 本 (人 6 一 全) 


(5) 当 = 5 时 ,a > 8 

12. 91 已 知 一 水 平 带 形 ( 它 的 两 条 边 互 相 平行 ) 以 及 与 这 条 带 形 
相交 的 六 条 直线 ,这 些 直线 中 的 任何 两 条 都 在 带 形 内 部 相交 , 且 任 何 3 
条 都 不 共 点 .考察 起 点 在 带 形 的 下 边界 ,经 由 给 定 的 直线 ,终点 在 带 形 
上 边界 的 所 有 路 线 ,它们 具有 以 下 性 质 ; 当 沿 着 每 条 路 线 行走 时 ,始终 


是 向 上 走 ; 当 走 到 直线 的 交点 时 ,必须 走 到 另 


一 条 直线 上 去 ( 右 图 ). 求 证 在 这 些 路 线 中 ， 一 ~ 一 一 
(1) 两 两 没有 公共 点 的 路 线 不 少 于 过 区 


条 ; z BBB BD 

(2) 存在 一 条 路 线 , 它 至 少 由 n 条 线段 组 
成 ; 

(3) 存在 一 条 路 线 ， 它 至 多 经 由 + 1 条 直线; 

(4) 存在 一 条 路 线 ， 它 经 由 所 有 直线 

” (第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年) 

[证 ] 设 Al,A;,,…,A, 和 B,,B;,,…,B, 分 别 为 n 条 直线 与 带 形 
的 上 ,下 边界 的 交点 ,次 序 都 是 从 左 至 右 . 于 是 n 条 直线 为 A;B, ;41，,1 
= 1,2,…,n. 把 从 A; 出 发 的 路 线 称 为 第 i 条 路 线 ,于 是 从 构造 路 线 的 
规则 知 它 们 具有 下 列 性 质 : 

(i) n 条 线段 互相 相交 及 被 带 形 的 两 条 边界 线 所 截 而 得 到 的 每 条 
小 线段 都 恰好 有 一 条 路 线 通 过 . 

(ii) 相 邻 的 第 条 与 第 k + 1 条 路 线 仅 有 顶点 重合 , 除 此 之 外 ,第 有 
条 路 线 总 在 第 上 + 1 条 的 左 方 ,& = 1,2,…,n 一 1. 不 相 邻 的 两 条 路 线 没 
有 公共 点 . 

(ii) 第 & 条 路 线 起 点 为 人 ,终点 为 Bi. 

有 了 这 些 准备 后 ,下面 就 来 对 本 题 的 结论 一 一 加 以 证 明 . 

(1) 了 因而 没有 公共 点 .它们 的 条 数 


当然 不 少 于 
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(2) ”条 直线 中 的 每 一 条 与 带 形 相交 于 一 条 线段 . 这 n 条 线段 中 
的 每 一 条 又 与 其 余 n -1 条 相交 而 被 截 成 段 , 故 知 共 有 mn? 段 小 线段 . 
由 上 述 性 质 (i) 知 ,这 n* 段 小 线段 要 被 条 路 线 走 遍 , 故 知 存在 一 条 路 
线 , 它 至 人 少 由 n 条 小 线段 组 成 . 

当然 ,(2) 也 可 作为 (4) 的 推论 而 得 到 . 

(3) 考察 第 1 条 路 线 与 第 ”条 路 线 . 记 直 线 A1B, 与 A,B1 的 交点 为 
P. 不 难看 出 ,第 一 条 路 线 在 全 AiPB, 的 内 部 或 边 上 ,第 n 条 路 线 在 
人 A,PB, 的 内 部 或 边 上 .其 他 的 直线 A,B,_1,A;3B,_;,…, A,_18B; 中 的 
每 一 条 只 能 与 上 述 两 个 三 角形 中 的 一 个 相交 , 故 其 上 的 小 线段 只 能 有 
一 段 在 第 1 条 或 第 nn 条 路 线 之 一 上 .从 而 知 第 1 和 第 ” 两 条 路 线 上 ,至 


多 有 4 + (7 - 2) 条 小 线段 ,所 以 其 中 必 有 一 条 路 线 上 至 多 有 女 + 1 条 
小 线段 . 

《4) 考察 号 码 为 | 二 |+ 1 的 那 条 路 线 ,例如 图 中 用 粗 实 线 画 出 的 
路 线 .注意 到 条 线段 A,B, ;1(i = 1,2,…,nn) 的 两 个 端点 的 足 标 中 ， 
总 有 一 个 不 超过 | 二 |+ 1, 而 另 一 个 不 小 于 | 如 ]+ 1. 从 而 条 线段 中 


的 每 一 个 都 与 第 | 乞 | + 1 条 路 线 相交 , 故 必 有 一 段 在 这 条 路 线 上 . 这 
意味 着 这 条 路 线 必然 经 由 所 有 直线 . 
12. 92 ” 试 证 存在 凸 1990 边 形 ， 它 具 有 如 下 的 性 质 : 
(1) 多 边 形 的 各 内 角 都 相等 ; 
(2) 多 边 形 的 各 边 的 长 度 是 六,22,…,19892 ,19902 的 一 个 排列 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 设 1990 边 形 AuAN… 人 


AAA， 用 复数 ne 来 表示 ,其 中 w = 5 ， ;7 = 0,1,…,1989 且 约 定 


当 y 之 1990 时 ,4y = A 9% .这 时 ,zao,mi，…,miosg 是 12,22,… ,19902 
的 一 个 排列 于 是 问题 可 表述 为 : 求 数 ,2 ,19902 的 一 个 排列 ,使 得 


Zn 
为 方便 计 , 我 们 称 my 为 重量 ” . 设 单位 加 盘 水 平 支撑 在 位 于 原点 O 的 
尖 针 上 .于 是 问题 化 为 :怎样 将 1?,2?,… ,1990? 这 些 重量 分 别 放 在 等 分 
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圆周 的 1990 个 点 上 ,才能 使 圆 盘 保持 平衡 ? 


首先 ,我 们 把 这 1990 个 重量 分 成 995 对 : 

(12 ,22),(32 ,42)，…,(19892 ,19902 ) ， 
并 将 每 对 中 的 两 个 重量 分 别 放 在 某 条 直径 的 两 个 端点 上 . 这 样 一 来 , 问 
题 就 化 为 较 简 单 的 情形 :怎样 将 

22-1=3,42--32 = 了 7,…,19902 - 1989: = 3979 
这 995 个 重量 分 别 放 在 等 分 单位 圆 盘 的 圆周 上 的 995 个 点 上 ,才能 使 贺 
盘 保 持平 衡 ? 注 意 到 995 = 5 x 199 ,我 们 将 这 995 个 重量 分 成 199 组 : 
(3,7,11,15,19),(23,27,31,35,39),-: 


(3963 3967,3971,3975,3979). 个 
令 B= 全, = 所 .我们 用 F 来 记 以 j1,e?,e?7,e37,ei47| 为 顶点 的 


下 五 过 形 用 Pir 来 记 正 五 边 形 ex .将 中 中 第 + 1 组 的 5 个 重量 
依次 放 在 RH 的 5 个 顶点 上 ,于 是 第 有 + 1 组 5 点 所 对 应 的 复数 为 

(20k + 3 + 4j)e'®t7), ; = 0,1,2,3,4, 四 
其 中 k= 0,1,…,198. 因 为 1 十 er 十 2i2yY 十 37 十 ci47 — 0, 故 由 G@) 知 
可 将 第 + 1 组 5 个 复数 之 和 写成 me 淮 , 其 中 p= 4e? + 8e27 + 12e37 
+ 16e*7, 因而 ,这 199 组 复数 的 总 和 为 


7 3 er = 0. 
至 此 ,我 们 证 明了 确实 存在 1990 边 形 具有 题 中 所 要 求 的 性 质 . 
最 后 ,我 们 指出 ,上 述 解法 可 直接 写 出 如 下 


198 4 


0= > >) (20k + 4j + 3)e 0 
k=0)= 
198 4 


= 2 >， [(10k + 27+2)*— (10k + 27 + 1)2]ei(*tiy) 
k= 0 壮 1 
198 了 


= 2 之 oo 十 21 十 7z )2e iCkB+jYt mr) 


当 取 沉 0. | 198 ,7 取 遍 0,1,2,3,4 而 mm 取 遍 1,2 时 ,表达 式 10&k 


+ 27 + m 取 遍 1,2,…,1990 且 恰 好 每 个 值 取得 一 次 ,而 表达 式 
i(RB+ jy+ oz) 110&8+3987+995 7 
e 一 e 1990 


恰好 取得 1,e*,… ,e'%%e 每 个 值 一 次 . 
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12. 93 ”有 一 块 正方 形 的 肉 饼 . 试问 能 否 在 正方 
形 的 内 部 选取 两 个 点 ,然后 用 直线 段 将 这 两 个 点 分 别 
和 4 个 顶点 连结 ,从 而 将 正方 形 肉 饼 分 为 9 等 分 ?如 果 
可 以 ,应 当选 取 哪 两 个 点 ? 

(第 30 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 考察 右 图 中 用 阴影 线 所 标 出 的 5 部 分 . 它 
们 的 面积 之 和 是 -> 而 不 是 言 .因此 , 题 中 所 要 求 的 分 法 是 无 法 实现 的 . 

12. 94 ”已 知 有 77 个 规格 为 3x3x1 的 长 方块 , 问 能 否 把 这 些 长 
,方块 码 放 到 一 个 规格 为 7 x 9 x 11 的 带 盖 的 长 方形 盒子 中 ? 

(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 因为 3x3x 1 的 长 方块 的 每 个 侧面 的 面积 数 都 是 3 的 售 
数 , 但 盒子 的 一 个 侧面 的 面积 为 77, 不 是 3 的 倍数 , 故 不 可 能 把 这 77 个 
长 方块 都 放 到 盒子 中 . 

12. 95 “是否 存在 一 个 凸 1976 面体 ,使 得 当 随意 将 它 的 各 条 棱 都 
标 上 第 头 时 ,所 得 的 向 量 之 和 都 不 为 零 ? 

(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 存在 .任意 一 个 以 凸 1975 边 形 为 底面 的 棱锥 都 满足 要 求 ， 
这 是 因为 所 有 向 量 在 棱锥 的 高 上 的 投影 之 和 不 为 零 的 缘故 ， 

12. 96 ”是 否 存 在 非 正 的 凸 五 边 形 , 其 中 恰 有 4 条 等 长 的 边 和 4 条 
等 长 的 对 角 线 ? 

(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 存在 . 取 正 三 角形 ABD ,作出 它 的 两 
条 高 并 分 别 延长 到 C 和 ,使 AC = AB = BE. 连 
结 AE ,ED,DPC,CB, 则 五 边 形 ABCDE( 见 右 图 ) 
即 为 所 求 .事实 上 ,AFED = 1530 ,FDC = 90"， 
所 以 EC < AD. 即 惟有 4 条 对 角 线 等 长 . 

12. 97 是否 存在 边 长 分 别 为 3,4,9,11,13， 
而 又 具有 内 切 圆 的 五 边 形 ? 

(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 不 存在 . 若 不 然 , 设 存在 满足 要 求 的 五 边 形 .因为 对 于 有 内 

切 圆 的 任 一 五 边 形 , 它 的 5 条 边 被 切 点 分 成 10 条 线段 ,上 且 两 两 成 对 相 
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等 ,所 以 任何 两 条 不 相 邻 的 边 长 之 和 都 小 于 周 长 之 
半 . 但 对 于 满足 题 中 要 求 的 五 边 形 来 说 , 周 长 为 40， 
而 边 长 分 别 为 9,11,13 的 3 条 边 中 总 有 两 条 不 相 邻 ， 
县 长 度 之 和 不 小 于 周 长 之 半 , 韦 盾 . 
12. 98 ” 设 一 张 m x nn 的 矩形 方 格 纸 上 的 方 格 
边 长 为 1, 问 能 否 沿 网 格 线 作 一 条 折线 ,使 它 经 过 和 矩形 内 部 及 周 界 上 的 
每 个 结 点 恰好 一 次 ?如 果 能 作 , 问 折线 的 长 度 是 多 少 ? 
(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 构造 折线 如 下 :在 mx xi 和 窍 形 中 ,共有 mr + 1 条 竖 直 网 格 
线 .将 第 1 条 与 第 2 条 沿 上 边界 线 连 结 起 来 ,将 第 2 条 与 第 3 条 沿 下 边界 
线 连 起 来 ,如 此 下 去 ,直到 最 后 一 条 线 连 完 为 止 .显然 ,这 样 得 到 的 折线 
满足 题 中 要 求 . 
对 于 任何 一 条 满足 要 求 的 折线 , 沿 折线 将 全 部 (mm + 1) x (n+ 1) 
个 结 点 连 起 来 ,每 相 邻 两 点 间 恰 有 长 度 为 1 的 线段 , 故 知 折线 的 总 长 度 为 
(m+1)x(nx+1)—-1= mn+i+m+i+n. 
12. 99 ”在 一 张 无 限 大 的 方 格 纸 上 铺 放 骨 牌 ,使 它们 恰好 覆盖 所 
有 方 格 ,每 块 骨牌 恰好 盖 住 两 个 方 格 .能 否 适 当铺 放 骨 牌 ,使 方 格 纸 上 
的 每 条 网 格 线 都 仅 能 截 割 有 限 多 块 骨牌 ? 
(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 可 以 做 到 ', 像 右 图 那样 用 骨牌 铺 成 无 限 多 个 角形 即 可 . 
12.100 ”对 于 哪些 ,存在 有 n 条 棱 的 多 面体 ? 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] (1) 因为 每 个 多 面体 至 少 有 4 个 顶点 ,每 个 顶点 至 少 引 出 3 
条 棱 , 所 以 每 个 多 面体 都 至 少 有 6 条 楼 .四 面体 怡 好 有 6 条 棱 . 
(2) 有 7 条 棱 的 多 面体 不 存在 . 如 果 这 样 的 多 面体 存在 , 则 当 它 有 
一 个 面 是 边 数 至 少 为 4 的 多 边 形 时 ,由 这 个 面 上 的 每 个 顶点 至 少 向 面 
外 引出 1 条 术 , 故 知 多 面体 至 少 有 8 条 楼 ,从 而 多 面体 的 每 个 面 都 是 三 
角形 .因而 ,多 面体 的 棱 数 为 & = -> S, 此 处 S 为 多 面体 的 面 数 .这 意味 
着 上 为 3 的 倍数 , 故 不 能 为 7, 矛 盾 ， 


(3) 当 m 宇 4 时 , 底 为 m 边 形 的 棱锥 是 有 2m 条 楼 的 多 面体 . 
(4) 从 棱 数 为 & = 2(m - 1) 的 棱锥 出 发 , 砍 去 底面 一 角 即 可 得 到 
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棱 数 为 = 2m + 1(m 这 4) 的 多 面体 .实际 上 ,人 设 
M,N,P 是 由 棱锥 底面 的 顶点 S 引 出 的 3 条 楼 的 
中 点 . 过 这 3 点 作 一 个 平面 , 并 截 去 四 面体 | 
SMNP ,所 得 的 多 面体 恰 有 2m + 1 条 楼 . ] 

综 上 所 述 , 当 且 仅 当 n 宇 6 且 n 关 7 时 ,存在 
n 条 校 的 多 面体 . 

12.101 ”对 于 哪些 整数 ” 3, 平 面 上 存在 站 
正 n 边 形 , 它 的 所 有 顶点 全 是 整 点 ? 

(第 26 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] (1) 显然 , 当 n = 4 时 ,有 整 点 正方 形 . 

(2) 当 > 6 时 ,如 果 存 在 满足 检 求 的 正 % 边 形 P, 则 当 将 它 的 各 边 
都 平移 到 一 个 端点 为 原点 时 , 男 一 端点 也 是 整 点 ,于 是 又 得 到 一 个 顶点 
全 是 整 点 的 正 2 边 形 已 .者 记忆 的 边 长 为 c, 则 已 的 边 长 为 a = 2asin 
< a. 将 这 一 过 程 无 限 重 复 下 去 时 ,可 得 严格 递减 的 无 限 多 个 边 长 . 条 
但 不 超过 a 的 整 点 间 的 距离 只 有 有 限 多 种 , 牙 盾 . 

(3) 当 n = 3 或 5 时 ,如 果 存 在 满足 要 求 的 正 x 边 形 , 则 当 将 正 n . 
边 形 PP 绕 中 心 旋 转 90° 而 旋转 3 次 后 ,就 得 到 一 个 正 12 边 形 或 正 20 边 . 
形 , 其 所 有 顶点 全 是 整 点 .由 (2) 知 ,这 是 不 可 能 的 . 

(4) 当 n = 6 时 , 若 有 整 点 正六 边 形 已 , 则 已 的 3 个 不 相 邻 的 顶点 
构成 整 点 正三 角形 .由 (3) 知 ,此 不 可 能 . 

综 上 可 知 , 当 有 日 仪 当 nn = 4 时 ,平面 上 存在 顶点 全 是 整 点 的 正 ” 边 形 . 

12.102 在 形状 为 凸 多 边 形 A,4，……A, 的 台球 桌 上 放 着 两 只 台 
球 MI 和 M2; ,应 该 从 什么 方向 击 球 Mi ,才能 使 得 球 M | 在 依次 撞击 边 
4i42 424 ,4A4I 之 后 而 击 中 球 AM2?( 台 球 的 反射 规律 是 人 射 角 
等 于 反射 角 . ) ,Mh 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) x 
[ 解 ] 因为 从 点 Mi 击 出 台球 撞击 边 A1A，“” 天 
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后 射 向 边 A2A3, 与 从 点 Mi 关于 边 A1A; 的 对 称 wm . 

点 Mf? 直接 沿 台球 从 边 A1A; 反射 出 的 方向 击 Le 

向 边 A2A3 的 结果 是 一 致 的 . A 
作出 点 Mi 关于 直线 A1A; 的 对 称 点 M1? 之 
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后 ,再 作 点 Mn 关于 直线 A;A; 的 对 称 点 Mf{”. 依 此 类 推 ,直到 最 后 作 
点 Mf"-D 关于 直线 A,A1 的 对 称 点 Mi. 连结 Mf Ma 交 直 线 A,AI 
于 点 已 .再 连结 Mf”- P, 交 直 线 A,_14; 于 点 P,_1. 依 此 类 推 ,直到 最 
后 连结 M1?P, 交 直 线 A1A, 于 点 Pi .如果 有 
PE€ AMA,j = 1,2.,n, 

则 由 Mi 指向 点 Pi 的 方向 即 为 所 求 的 方 品 ,如 果 上 式 中 的 个 属于 关 
系 式 至 少 有 1 个 不 成 立 , 则 本 题 无 解 . 

12.103 ”是 否 存 在 自然 数 mx 和 nn, 使 得 mx x n 个 方 格 的 矩形 方 格 
纸 可 用 右 图 所 示 的 “ 角 块 ” 拼 成 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) 任何 两 个 角 块 都 不 能 组 成 3 x 2 个 方 格 的 矩形 |; -十 

(2) 在 任何 一 点 都 没有 3 个 或 3 个 以 上 的 角 块 相 邻 
接 ( 指 有 公共 顶点 ). 

(第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 不 存在 . 若 不 然 , 即 存在 满足 要 求 的 拼接 . 我们 指出 , 若 在 
拼接 m x n 矩形 时 有 某 个 角 块 以 工 个 方 格 的 短 边 与 矩形 的 某 条 边 邻 “ 
接 , 则 它 必 由 另 一 个 角 块 补充 为 3x 2 的 矩形 .所 以 ,每 一 个 角 块 都 以 两 


“个 格子 的 长 边 与 矩形 的 边 相 邻接 .从 而 m 和 都 是 偶数 . 设 mm = 2k,n 


= 2A,R, 六 和 六 .这 时 和 拖 形 共有 4 如 个 方 格 . 
因为 每 个 角 块 有 6 个 顶点 ,所 以 覆盖 wm x n 矩形 的 所 有 角 块 共有 


x 2k Xx 2h xX6 = 8k 妈 个 顶点 . 


为 一 方面 ,用 条 件 (2) 知 ,矩形 内 部 的 每 个 结 点 上 至 多 有 角 块 的 两 
个 项 点 ,在 长 为 2k 个 方 格 的 边 上 ,至 多 有 和 角 块 的 2(& -1) 个 顶点 .在 算 
形 的 每 个 角 上 各 有 1 个 顶点 .因而 角 块 顶点 的 总 数 不 多 于 

2(2k — 1)(2h —1)+4(k -1)+4(h—-1)+4= 8kh -2， 
矛盾 . 

12.104 ”在 8x8 的 方 格 表 上 标 出 每 个 方 格 的 中 心 , 共 得 64 个 点 . 
能 否 引 出 不 经 过 这 些 点 的 13 条 直线 来 ,将 这 些 点 全 都 彼此 隔 开 ? 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 】 不 能 .我 们 仅 考 察 方 格 表 边缘 方 格 的 中 心 点 , 共 28 个 点 的 
情形 并 证 明 如 下 的 减弱 命题 :不 经 过 这 些 点 的 任何 13 条 直线 ,都 不 能 
把 这 28 个 点 全 都 彼此 隔 开 . 
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将 以 4 个 角 格 的 中 心 点 为 顶点 的 矩形 作出 来 , 则 全 部 28 个 点 都 在 
此 和 矩形 的 周 界 上 . 任 作 不 经 过 这 些 点 的 13 条 直线 ,每 条 直线 至 多 与 矩 
形 周 界 交 于 两 点 . 13 条 直线 与 矩形 周 界 的 交点 至 多 26 个 .这 些 交 点 至 
多 将 矩形 周 界 分 成 26 部 分 .于 是 由 抽 屠 原理 知 ,其 中 至 少 有 一 部 分 中 
至 少 有 两 个 中 心 点. 
12.105” 设 O 为 平面 上 一 点 试问 能 否 在 平面 上 作出 (1 个 圆 ; 
(2)4 个 圆 ,使 得 它们 都 不 盖 住 点 O ,但 自 点 O 发 出 的 任何 一 条 射线 都 
至 少 与 两 个 圆 相 交 ? 





(第 42 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 j (1) 可 以 做 到 .在 平面 上 取 和 定点 O 并 由 点 O 引出 5 条 射线 
O4 ,7 = 1,2,3,4,5, 每 相 邻 两 条 的 夹 角 为 72° ,并 按 逆 时 针 顺 序 排列 . 
然后 将 5 条 射线 同时 绕 点 O 按 逆 时 针 方向 旋转 6", 得 到 5 条 射线 OA  ， 

= 1,2,3,4,5. 依 次 作 5 个 角 A;OA',,, 的 内 切 圆 ( 即 与 角 两 边 相 切 的 
圆 ),; = 1,2,3,4,5 且 A = 4 427 = 42. 则 所 得 的 5 个 圆 便 满足 
题 中 的 要 求 . 

(2) 无 法 做 到 . 知 不 然 , 设 有 4 个 圆满 足 题 中 要 求 , 按 道 时 针 排 列 依 
次 为 S1,S,,S;, Ss4. 因 点 O 在 S; 之 外 (i = 1,2,3,4) , 故 可 过 点 O 分 别 
作 4 个 圆 的 8 条 切线 ,每 个 贺 的 两 条 切线 的 夹 角 依 次 记 为 ul ,aa ,a3， 
oj4. 于 是 有 w < 180',i = 1,2,3,4, 故 有 al + as + ai + a4 < 720". 这 
表明 4 个 角 覆 盖 以 点 O 为 角 硕 的 周 角 不 到 两 层 , 故 必 有 点 O 引出 的 一 
条 射线 ,至 多 在 4 角 之 一 的 内 部 或 边 上 . 这 意味 者 这 条 射线 至 多 与 4 圆 
之 一 相交 ,矛盾 . 

12:106 ”任意 连结 正 n 边 形 的 个 顶 点 ,得 到 一 条 封闭 的 nn_ 折 
线 . 试 证 当 ”为 偶数 时 ,在 折线 中 有 两 条 边 平行 ; 当 为 奇数 时 ,折线 中 
不 可 能 恰 有 两 条 边 平行 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 按 逆 时 针 顺 序 将 个 顶点 编号 为 1,2,…,n ,于 是 题 中 所 述 
的 闭 折 线 可 以 用 这 n 个 数 的 一 个 排列 (a ,a,,…,a,) 来 表示 . 易 见 ,两 
边 平行 aiaiwi // aitt 的 充分 必要 条 件 是 wa = & ,ia ,而 这 又 等 价 
于 a;+ Qaitl 三 aj + ajr(mod 2), 其 中 ao = ai， 

当 ?2 为 偶数 时 ,完全 剩余 系 的 和 
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1+2+…+n=n{n+1) 关 0(mod 1). 


了 
2 
而 因 

Da + a;+1) = >a + Dan = = 2 > a; (Onod 7)， 


所 WD a + a 12 不 是 mod 的 完全 剩余 系 ， 从 而 其 中 
必 有 两 数 同 余 , 即 有 i 天 j， | < ,j 委 1 使 得 
di + ait! 三 Qj;+ aj+1(mod n ) . 
这 表明 两 边 平 行 , 即 Udi+#!l NA Qj+tl- 
当 2” 为 奇数 时 ,如 果 恰 有 两 边 平 行 , 即 有 aairl / aairi 了 关 ] ,于 
么 ja + ai= 1,2,…,n| 中 恰 有 两 数 同 余 , 记 其 剩余 数 为 .因而 也 
少 了 1 个 剩余 数 。 夭 ~. 从 而 有 


(oa +a) 三 1+2+*…+n+r-s 汪 rr ~ s(mod 27). 
但 另 一 方面 又 应 有 
Da + a) = 22)0 = 三 n(n 4 1) = 0(mod n), 


矛盾 ， 放 知 当 六 为 奇数 时 ， 不 可 能 恰 有 两 条 边 平行 . 

12.107 ”对 怎样 的 目 然 数 ,存在 一 个 凸 n 边 形 , 其 各 边 的 长 度 互 
不 相同 , 且 其 内 部 所 有 点 到 多 边 形 的 各 边 ( 或 边 的 延长 线 ) 的 距离 之 和 
都 是 相等 的 . 


ee 吵 浴 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 容易 验证 , 正 n 边 形 内 的 所 有 点 到 各 边 或 边 的 延长 线 的 路 
离 之 和 相等 . 

当 nn 宇 5 时 ,将 正 边 形 的 每 边 都 向 着 正 n 边 形 的 中 心 略 为 平移 一 
段 ,使 移动 的 距离 互 不 相等 ,从 而 导致 所 得 的 n 边 形 的 n 条 边 互 不 相 
等 .于 是 所 得 的 凸 n 边 形 便 满 足 题 中 要 求 . 

当 % = 3 时 ,对 于 任 一 个 不 等 边 三 角形 ABC， , 
设 AD 为 BAC 的 平分 线 .过 AD 上 任 一 点 作 EF 
| AD 并 分 别 交 AB,AC 于 E 和 下 . 则 线段 EF 上 的 B 
所 有 点 到 AE,AF 的 距离 之 和 相等 .但 因 人 4BC 
为 不 等 边 三 角形 , 故 EF 与 BC 不 平行 ,所 以 EF 上 “ pp 
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的 不 同 点 到 BC 的 距离 不 等 .从 而 EF 上 的 不 同 点 到 人 和合 ABC 的 三 边 的 
距离 之 和 不 等 .这 表明 ”= 3 时 满足 要 求 的 三 角形 不 存在 . 

当 n = 4 时 ,4 边 互 不 相等 的 凸 四 边 形 至 少 有 
一 组 对 边 延 长 后 相交 . 若 另 一 组 对 边 平 行 , 则 四 
边 形 为 梯形 ,显然 不 能 使 内 部 所 有 点 到 四 边 的 距 “ 
离 之 和 都 相等 .所 以 第 2 组 对 边 也 相交 . 作 一 组 对 
边 交 角 人 开 的 平分 线 EG ,过 EG 上 一 点 作 EG 的 
垂 线 ,分别 交 AB,CD 于 K 和 互 .. 则 线段 HK 上 的 
所 有 点 到 4B ,CD 的 距离 之 和 相等 .但 是 , HK 显然 不 能 垂直 于 一 下 的 
平分 线 , 故 其 上 的 点 到 AD,BC 的 距离 之 和 互 不 相等 ,从 而 到 四 边 形 的 
4 边 的 距离 之 和 也 互 不 相等 .这 表明 n = 4 时 ,满足 要 求 的 多 边 形 也 不 
存在 . 

综 上 可 知 , 当 是 仅 当 n 宇 5 时 ,满足 要 求 的 多 边 形 存在 . 

12.108 ” 设 封闭 的 五 星 形 折线 的 任何 3 个 顶点 都 不 共 线 ,求证 它 
可 以 有 1 个 ,2 个 ,3 个 或 5 个 自 交点 ,但 不 可 能 恰 有 4 个 自 交 点 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 1] 在 下 图 所 示 的 3 条 折线 中 ,分别 有 1 个 ,2 个 ,3 个 自 交 点 , 正 


五 角 星 形 有 5 个 自 交 点 . 


如 果 折 线 有 4 个 自 交点 ,4 个 自 交点 在 5 条 边 
上 ,于 是 至 少 有 3 条 边 上 各 有 两 个 自 交 点 .而 3 条 边 
中 必 有 两 条 相 邻 . 设 这 两 条 边 是 4B 和 BC. 另 外 3 条 。 
边 与 这 两 条 边 交 于 4 个 点 ,其 中 必 有 一 条 边 与 AB， 
BC 都 相交 ,这 条 边 当然 是 DE( 见 图 ). 这 时 ,AB 和 
BC 上 分 别 还 有 一 个 交点 ,所 以 边 DC 必 与 4B 相交 ， 
边 AE 必 与 BC 相交 .这 样 一 来 ,顶点 A 和 五 在 直线 DC 两 侧 , 顶 点 也 和 
C 在 直线 AE 两 侧 ,从 而 边 AE 与 DC 必 相 交 . 这 导致 共有 5 个 自 交点 ， 
即 折线 不 可 能 恰 有 4 个 自 交 点 . 
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12.109 在 平面 土 给 定 奉 于 个 单位 圆 . 问 是 否 总 能 在 平面 上 选 定 

一 些 点 ,使 得 在 每 一 个 给 定单 位 圆 的 内 部 都 恰 有 一 个 选 定点 ? 
(圣彼得堡 代表 队 选 拨 试 题 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 不 是 总 能 实现 

若 不 然 ,以 每 个 选 定点 为 心 各 作 一 个 单位 圆 , 于 是 原来 所 给 定 的 每 
个 单位 圆 的 圆心 便 都 恰好 属于 1 个 新 作 的 单位 圆 的 内 部 . 这样 一 来 , 问 
题 就 转化 为 :在 平面 上 给 定 了 若干 个 点 , 虽 总 可 以 作出 车 于 个 单位 癌 ， 
使 得 每 个 给 定点 都 恰好 位 于 其 中 1 个 单位 圆 的 内 部 . 

作 一 个 边 长 为 10 的 正方 形 ,并 用 平行 于 边 的 直线 族 将 它 均 分 成 
10 个 边 长 为 0.001 的 小 正方 形 .将 这 些小 正方 形 的 所 有 顶点 都 作为 给 
定点 . 设 对 于 这 些 给 定点 ,已 经 作出 若干 个 单位 圆 ,使 得 每 个 给 定点 都 
恰好 位 于 1 个 单位 圆 的 内 部 . 

显然 ,其 中 任何 两 个 单位 圆 的 圆心 距 都 大 于 2 - 0.002 ,和 否则 二 者 
的 相交 部 分 中 将 有 给 定点 .考察 盖 住 正方 形 中 心 的 单位 圆 DD. 易 见 ,在 
每 个 与 圆 D 相交 但 却 未 被 D 完全 盖 住 的 小 正方 形 中 ,至 少 有 1 个 顶点 
不 在 DD 内 而 是 属于 另 一 个 单位 圆 的 内 部 .后 者 称 为 与 D 相 邻 (可 能 与 
D 相交 , 相 切 或 相 离 ). 显然 ,与 相 邻 的 圆 至 多 7 个 .由 于 单位 圆 卫 直 
径 为 2, 它 至 少 与 2000 行 方 格 相交 , 故 上 述 的 与 忆 相 交 的 小 正方 形 的 位 
于 圆 疡 之 外 或 之 上 的 顶点 不 少 于 2000 个 .这 样 一 来 ,与 贺 态 相 邻 的 至 
多 7 圆 中 必 有 1 个 圆 S 的 内 部 至 少 含有 这 至 少 2000 点 中 的 280 个 点 . 
圆 S 与 D 相交 如 此 之 “ 深 ”, 以 至 于 必 有 某 个 给 定 项 点 位 于 两 圆 的 公共 





”部 分 中 ,矛盾 . 


12.110 ” 设 有 一 张 规格 为 101 x 200 的 方 格 纸 , 从 某 个 角 上 的 方 格 
起 沿 着 对 角 线 前 进 ,在 每 次 碰 到 纸 边 的 方 格 时 ,都 按照 光线 的 反射 方向 
而 改变 方向 继续 前 进 . 试问 还 能 在 某 
个 时 刻 到 达 某 个 角 上 的 方 格 吗 ? 
(第 16 届 莫 斯 科 数 学 
奥林匹克 ,1953 年 ) 
[ 解 1] 将 方 格 表 的 行 和 列 标 上 
号 码 如 右 图 所 示 , 并 用 (i,;) 来 表示 
第 i 行 ; 列 的 方 格 .对 于 任何 正 整 数 } 
< 100, 从 方 格 (1,j) 出 发 , 顺 次 到 达 纸 的 四 边 的 方 格 如 下 ， 
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(1 7) 一 ~(101,100 + 旋 一 > G+ 1,200)—> (1,200—})) 
一 (101,100 - 六 一 ~ (2+71) 一 ~ (1 ,2 + 了 一 一 
(101,102 + 7) —> (7 + 3,200) 一 ~ (1,200 - j; — 2). 

这 就 是 说 ,从 第 1 行 的 前 99 个 方 格 之 一 出 发 时 ,经 过 nn 次 反射 再 回 到 第 
1 行 前 半 行 时 , 列 的 坐标 增加 2; 而 当 从 第 1 行 的 后 98 个 方 格 之 一 出 发 ， 
理 回 到 第 1 行 后 半 行 时 , 列 的 坐标 减少 2. 因此 ,从 左上 和 角 的 方 格 (1,1) 
出 发 时 , 经 若干 次 反射 后 ,将 到 达 (1,101), 接 着 就 进入 左下 角 的 方 格 
(101,1). 这 就 得 到 了 肯定 的 答案 . . 
[ 解 2] 从 左上 角 的 方 格 出 发 并 按 规则 前 进 .. 当 进行 到 某 一 步 到 
达 某 个 角 格 时 ,运动 就 停止 了 ,问题 也 随 之 解决 了 . 


大 个 然 ,将 无 限 地 运动 下 去 .我 们 约定 ,将 从 一 个 边 格 ( 包 括 角 格 ) 


沿 平行 于 小 方 格 对 角 线 的 直线 运动 到 另 一 边 格 所 走 的 每 条 路 线 都 称 为 
方 格 表 的 对 角 线 且 运 动 方 向 不 同时 认为 是 不 同 的 对 角 线 . 显然 ,这 样 的 
对 角 线 共有 有 限 多 边 . 因此 , 当 继 续 运动 下 去 时 ,总 可 以 使 运动 轨迹 的 
折线 的 边 数 大 于 对 角 线 数 . 从 而 由 抽 层 原理 知 ,折线 中 必 有 两 条 边 重 
合 . 设 为 第 i 条 边 和 第 j 条 边 且 ; < j. 因 为 按 规则 沿 折线 前 进 和 倒退 都 
是 惟一 确定 的 , 故 当 沿 折线 从 ; 边 和 j 边 同时 倒退 ,i 边 退 到 第 1 条 边 
时 ,j 边 退 到 j - i+ 1 边 .这 条 边 和 第 1 条 边 重合 ,也 是 从 左上 角 的 方 格 
出 发 的 ,矛盾 .这 就 证 明了 运动 不 能 无 限 进行 下 去 ,而 在 某 一 时 刻 停止 
恰好 意味 着 进入 了 某 一 角 上 的 方 格 

12*111 已 知 一 个 棱 长 为 1 的 正四 面体 ,求证 

(1) 在 四 面体 表面 S$ 上 存在 4 点 ,使 得 对 于 S 上 的 任何 一 点 ,4 点 中 
总 有 一 点 与 它 的 距离 不 超过 二 (S 上 两 点 间 的 距离 指 沿 表面 的 距离 ); 

(2) 对 于 S 上 的 任何 3 点 组 ,都 不 具有 类 似 的 性 质 ， 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 分别 取 6 条 楼 的 中 点 P,Q,R,T,U， 
V ,并 将 位 于 同一 面 上 的 每 两 点 之 间 都 连 一 条 线 ， 
于 是 每 一 面 的 三 角形 都 被 分 成 了 4 个 小 正三 角形 ， 
其 边 长 为 > . 易 见 ,只 要 取 4 点 P,Q,R,Y, 则 四 面 4 
体 表 面 S 上 的 16 个 小 正三 角形 中 的 每 个 三 角形 都 
至 少 被 取 定 一 个 项 点 ,从 而 对 于 S 上 的 每 点 ,都 至 





世界 数学 奥林匹克 解 题 太 辞 典 911 








Sk 中 注 


少 有 一 个 取 定点 与 它 的 距离 不 超过 六 
设 在 S 上 有 3 点 P,Q,R, 使 得 对 于 S 
上 的 任何 一 点 ,这 3 点 中 总 有 一 点 与 它 的 距 站 


ZA 
离 不 大 于 方 . 由 抽 层 原理 知 ,P, Q,R 中 总 / MW 


有 一 点 与 四 面体 的 两 个 顶点 的 距离 都 不 大 “ 0 EB 





于 二 .不妨 设 己 与 A,D 两 顶点 的 距离 都 不 大 于 十 .从 而 为 线段 AD 


的 中 点 . 当 我 们 将 四 面体 表面 展开 后 ,其 上 与 点 已 距 离 不 大 于 二 的 点 


的 集合 如 上 图 中 阴影 线 所 示 . 
考察 点 与 点 Q,R 间 的 距离 .如果 点 D 与 Q,R 的 距离 都 大 于 


方 , 则 因 和 人 BCD 的 高 DE 上 的 点 ( 除 点 口 之 外 ) 与 P 的 距离 都 大 于 方 ， 


故 DE 上 靠近 点 万 的 点 与 P,Q,R 的 距离 都 大 于 十 ,矛盾 .这 意味 着 点 
D 至 少 与 Q,R 之 一 的 距离 不 大 于 . 同 理 ,点 和 也 至 少 与 点 Q,R 之 一 
的 距离 不 大 于 过 .此 外 ,B,C 与 点 P 的 距离 大 于 十 , 故 也 都 至 少 与 Q， 


R 之 一 的 距离 不 大 于 方 . 这 样 , 像 前 面 一 样 地 可 证 点 Q 与 尺 也 都 是 四 
面体 的 某 条 棱 的 中 点 ,而 且 两 点 所 在 的 两 条 棱 必 为 一 组 对 棱 , 即 没有 公 
共 顶 点 的 两 条 棱 .上 述 论证 也 可 以 从 点 Q 开 始 而 导致 点 P,R 也 位 于 一 
组 对 棱 上 ,此 不 可 能 . 这 就 证 明了 任何 3 点 都 不 能 具有 (1) 中 所 述 的 性 
质 . 
12.112 是否 存在 外 切 于 某 圆 的 1992 边 形 , 其 边 长 分 别 为 1,2， 
… ,1992( 顺 序 可 以 任意 )? | 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 如 果 存 在 这 样 的 凸 1992 边 形 A A…Ajow , 设 其 边 长 依次 
为 好 1 人 2 ”人 1902 , 边 与 内 切 圆 的 切 点 依次 为 己 ， , P, a ,Pjop. 记 1992 
一 yy , 令 
AiPi= AiP,= xi,AsPi= AzP; = x7, ,AsP,.1 = AsP, = zx, ,由 
则 方程 组 
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有 正 数 解 , 其 中 和 aj,az,…,a,l = 11,2,… ,nl. 

反之 , 如 果 对 于 11,2,…,n| 的 一 个 排列 
fa1,a2,… ,41 ,方程 组 @ 有 正 数 解 , 则 满足 题 
中 要 求 的 1992 边 形 也 必然 存在 . 这 时 可 按 方程 
组 外 中 右 端 数值 的 顺序 作出 一 条 折线 
A1A2A3…AsA'1, 使 得 边 长 依次 为 CC2， 
a .然后 以 较 大 半径 作 一 圆 ,并 将 这 条 折线 缠绕 
在 圆 的 外 侧 , 使 折线 既 不 自 交 , 也 未 封闭 . 注意 ,因为 AP = x1 = 
A PP, 所 以 有 O4 = O04 1 

逐渐 缩小 圆 的 半径 + ,将 可 达到 





arctg 一 十 arctg 一 十 。， 十 arctg 二 = xXx. | (3) 
因为 加 式 左 端 作为 > 的 函数 是 连续 的 ,所 以 这 一 点 定 能 做 到 . 由 于 
AIO = A'10, 这 时 折线 恰好 封闭 ,就 得 到 了 满足 要 求 的 外 切 多 边 
形 . 

后 ,我 们 指出 ,方程 组 @ 对 于 ”= 4& 存在 正 数 解 组 (1992 = 4 x 
498 恰 为 这 种 情形 ) .事实 上 , 令 
s, 当 s = 4t +1,4t+2,， 
和 当 s = 4t +3， 
s—1, 当 = 41， 


QR 一 


方 ， 当 s = 4t:+1， 
太一 1 方 ， 当 s = 4:+3, 


| | -1 方 ， 当 s 为 偶数 . 
综 上 上 可见, 满足 要 求 的 凸 1992 边 形 是 存在 的 . 
12.113 ” 试 证 不 存在 这 样 的 四 面体 ,其 中 每 条 棱 都 是 它 的 某 个 侧 
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面 上 的 钝 角 的 边 . 
: (第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 设 有 一 个 这 样 的 四 面体 ABCD ,并 设 AB 是 它 的 最 长 棱 . 当 
然 , AB 是 全 ABC 和 公 ABD 中 的 最 长 边 , 从 而 它 的 邻 角 都 为 锐角 , 刻 
盾 . 

12.114 ” 设 在 平面 上 给 出 了 若干 条 互 不 相交 的 线段 ,其 中 任何 两 
条 都 不 共 线 . 问 是 否 总 能 再 作者 干 条 连结 已 知 线段 端点 的 线段 ,使 得 所 
有 线段 构成 一 条 不 自 交 的 折线 ? 

(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

{ 解 ] 不 是 总 能 做 到 这 一 点 .例如 在 右 图 中 有 6 _ 
条 线段 ,其 中 有 3 条 长 线段 和 3 条 短线 段 . 若 能 用 -- 些 ”一 一 一 
线段 连 成 一 条 不 自 交 的 折线 ,3 条 短线 段 中 至 少 有 一 
条 处 于 折线 的 中 间 , 即 两 个 端点 都 要 与 其 他 线段 连 \ AN 
结 .但 显然 ,要 使 折线 不 自 交 , 它 只 能 与 它 附近 的 长 线 
段 连 结 ,矛盾 . z 

12.115 ” 试 证 除 四 面体 外 ,不 存在 其 他 的 多 面体 ,使 它 的 任何 两 
个 顶点 之 加 都 有 棱 相 连 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1948 年 ) 

[证 ] ” 设 有 一 个 凸 多 面体 , 它 的 ”个 顶点 中 的 任何 两 点 间 都 有 楼 

相连 ,于 是 共有 Cs 条 楼 .每 条 棱 恰 属于 两 个 面 , 每 个 面 至 少 有 3 条 棱 ， 


所 以 多 面体 的 面 数 不 大 于 邱 C3. 利用 凸 多 面体 的 欧 拉 定理 , 便 有 


二 CC2 + 2. 





由 此 化 简 可 得 
(2 -3)02 -4) 志 0. 

解 得 n 委 4. 所 以 ,每 个 顶点 都 与 其 他 所 有 顶点 有 棱 相 连 的 凸 多 面体 只 
能 是 四 面体 . 

12.116 ” 试 证 在 平面 上 不 可 能 作出 多 于 4 个 凸 多 边 形 ,使 得 其 中 
每 两 个 多 边 形 都 有 公共 边 . 

: (第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 

[证 ] 车 不 然 , 设 有 5 个 凸 多边 形 ,其 中 每 两 个 多 边 形 都 有 公共 

边 . 换 句 话 说 ,其 中 每 个 多 边 形 都 同 另 外 4 个 多 边 形 各 有 1 条 公共 边 . 取 
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定 一 个 多 边 形 Mo ,并 将 另外 4 个 多 边 形 按 公共 边 在 Mo 的 位 置 顺 次 记 
为 Mi ,MD ,M3 ,Ma. 按 已 知 ,IMi 与 Ms 有 一 条 公共 边 . 于 是 , Mo, Mi， 
Ms 这 3 个 多 边 形 或 将 M2 围 在 中 间 , Mi 在 外 ,或 将 M4 围 在 中 间 而 M， 
在 外 .无 论 哪 种 情形 , MM 与 M4 都 不 可 能 有 公共 边 ,矛盾 ， 

12.117 ”给 定 一 组 25 条 线段 ,它们 的 起 点 都 是 某 定 点 A ,它们 的 
终点 都 在 同一 条 不 过 点 A 的 直线 ! 上 . 试 证 不 存在 这 样 的 闭 折 线 , 它 共 
有 25 段 , 对 其 中 的 每 一 段 ,都 可 在 给 定 线段 组 中 找 出 一 条 线段 与 它 平 
行 且 相等 . 

(第 26 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 大 不 然 , 则 存在 一 条 满足 要 求 的 折线 . 按 道 时 针 方 向 将 折 
线 的 边 标 上 箭头 视 为 向 量 并 将 线段 组 中 的 相应 线段 也 视 为 同 向 的 向 
量 .因为 折线 是 封闭 的 , 故 折线 上 的 25 个 向 量 在 任何 一 条 直线 上 的 投 
影 之 和 都 是 零 . 而 线段 组 中 的 相应 的 25 办 向 量 或 起 点 为 A ,终点 在 直 
线 1 上 或 者 相反 .将 它们 都 投影 到 过 点 A 所 作 , 的 垂 线 上 , 则 投影 的 长 
度 都 相等 日 异 于 零 . 又 因 25 为 奇数 , 当 投 影 带 上 符号 时 也 不 会 正 负 相 
消 . 换 句 话说 ,线段 组 中 的 25 个 向 量 的 投影 之 和 异 于 零 ,矛盾 . 

12.118 ” 试 证 在 半径 为 1 的 圆 中 ,不 可 能 无 重合 地 放 人 两 个 面积 
都 大 于 1 的 三 角形 . 

(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 我们 来 证 明 它 的 加 强 命题 :如果 面 积 大 于 1 的 三 角形 位 于 
半径 为 1 的 圆 内 , 则 圆心 必 严 格 地 位 于 三 角形 内 . 

因为 三 角形 的 每 条 边 都 在 圆 内 , 故 每 条 边 长 都 不 大 于 2. 又 因 三 角 
形 面积 大 于 1, 故 知 三 角形 的 3 条 高 都 大 于 1. 作出 3 条 边 所 在 的 3 条 直 
线 , 并 分 别 过 3 个 顶点 作对 边 的 平行 线 , 得 到 3 个 宽度 均 大 于 1 的 带 形 
区 域 . 而 三 角形 恰 是 这 3 个 带 形 域 的 交 . 因为 圆心 在 每 个 带 域 的 内 部 ， 
故 在 三 角形 的 内 部 . 

既然 圆心 严格 地 在 每 个 面积 大 于 1 的 三 角形 内 部 , 故 两 个 三 角形 
的 内 部 必 相 交 . 

12.119 右 图 是 一 个 由 16 条 线段 组 成 的 图 形 ， 
求证 不 可 能 作出 一 条 折线 ,使 它 穿 过 图 中 的 每 条 线 
段 恰好 一 次 .( 折 线 可 以 是 不 封闭 的 或 自 交 的 ,但 它 | | | | 
的 项 点 不 能 在 图 中 的 线段 上 , 它 的 边 不 能 通过 线段 
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中 座 


的 端点 ) 
(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[ 解 1] 假定 能 作出 满足 题 中 要 求 的 折线 .让 我 们 来 考察 图 中 工 ， 
[ ,区 这 三 个 区 域 .显然 ,其 中 每 个 区 域 的 边界 都 由 5 条 线段 组 成 . 因为 
所 作 的 折线 与 每 条 线段 都 怡 好 相交 一 次 ,所 以 每 个 区 域 中 都 包含 折线 
的 一 个 端点 (否则 ,折线 进入 区 域 的 次 数 与 走出 区 域 的 次 数 必然 相等 ， 
从 而 与 区 域 边界 相交 的 次 数 应 为 偶数 而 不 能 是 5). 但 折线 的 端点 至 多 
两 个 ,矛盾 .从 而 证 明了 所 要 求 的 折线 是 不 能 作出 的 . 

[ 解 2] 显然 ,图 中 的 线段 将 平面 分 成 
6 个 区 域 . 现 于 每 个 区 域 中 选 定 一 点 , 共 得 
到 对 应 于 6 个 区 域 的 6 点 . 对 于 每 两 个 区 
域 ,如 果 它 们 的 公共 边界 由 条 线段 组 成 
(k = 1,2), 则 在 相应 两 点 间 连 结 上 条 边 , 于 
是 得 到 一 个 有 6 个 顶点 和 16 条 边 的 图 .这 
时 , 题 中 的 要 求 就 化 为 要 求 将 这 个 图 无 重复 地 一 笔画 出 ,这 是 不 可 能 
的 .因为 图 中 的 6 个 顶点 中 有 4 个 顶点 各 引出 奇数 条 线段 ,而 能 一 笔画 
出 的 图 只 能 有 0 或 2 个 这 样 的 顶点 . 

12.120 将 2x2 个 方 格 正方 形 前 去 其 中 的 一 个 方 格 后 , 剩 下 3 个 
方 格 所 成 的 图 形 称 为 “ 角 片 ”. 试 证 规格 为 1961 x 1963 的 方 格 和 矩形 不 能 
恰好 剪 成 一 些 角 片 ,而 规格 为 1963 x 1965 的 定形 则 恰好 可 以 全 部 曾 成 
一 些 角 片 . 





E 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 为 每 
个 角 片 的 面积 为 3， 
而 1961 x 1963 不 是 
3 的 倍数 , 当然 不 能 
恰好 分 成 一 些 角 片 . 
将 1963 x 1965 
的 方 格 和 矩形 分 成 规格 分 别 为 1965x 1958,1956 x5 和 9x5 的 3 个 矩形 ， 
第 1 个 矩形 的 一 条 边 长 是 3 的 倍数 , 另 一 条 边 长 是 2 的 倍数 ,因此 它 可 
以 划分 成 一 些 3x2 的 矩形 ,而 每 个 这 样 的 矩形 恰 可 分 成 两 个 角 片 .第 2 
个 矩形 可 以 划分 成 一 些 6 x 5 的 矩形 ,而 每 个 这 样 的 矩形 恰 可 分 成 10 个 
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角 片 ( 见 左 下 图 ). 第 3 个 矩形 则 恰 可 分 成 15 个 角 片 ( 见 右 下 图 )， 

12.121 已 知 凸 nn 边 形 的 边 两 两 不 平行 而 〇 为 形 内 一 点 . 试 证 过 
点 O 〇 不 可 能 作出 n 条 以 上 的 直线 ,使 其 中 的 每 条 直线 都 平分 n 边 形 的 
面积 . 

(第 7 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 设 有 两 条 直线 都 平分 凸 n 边 形 的 面积 . 
于 是 多 边 形 落 在 由 这 两 条 直线 构成 的 每 一 对 对 顶 
角 中 的 部 分 有 相等 的 面积 ( 见 右 图 ). 

将 已 知 多 边 形 M 和 它 关 于 点 O 的 中 心 对 称 的 
多 边 形 M 一 起 来 考察 .这 时 ,上 图 中 画 有 阴影 线 的 
图 形 恰好 一 个 落 在 另 一 个 之 上 ,从 点 O 发 出 的 两 条 
边 分 别 重 合 , 但 原 多 边 形 的 边界 部 分 则 不 会 完全 重合 ,否则 将 会 导致 多 
边 形 M 的 两 条 边 平行 .这 意味 着 多 边 形 M 和 MM 的 周 界 在 过 点 O 的 两 
条 线 的 夹 角 内 必 相 交 . 

设 过 点 O 且 平 分 多 边 形 面 积 的 直线 共有 & 条 , 则 在 它们 互相 相交 
而 成 的 2& 个 角 的 每 个 角 中 ,都 至 少 有 M 与 MM 边界 的 一 个 交点 ,总 共 
至 少 有 2& 个 交点 . 另 一 方面 ,多 边 形 M 的 每 一 边 上 至 多 有 两 个 这 样 的 
交点 ,从 而 这 样 交点 的 总 数 至 多 为 2n 个 .结合 起 来 即 得 过 ”. 

12.122 ” 试 证 在 球面 上 不 可 能 放置 3 条 各 为 300" 的 大 圆 弧 ,使 得 
其 中 任何 两 条 弧 都 没有 公共 点 (包括 没有 公共 端点 ). 

(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[证 ] 和 若 不 然 , 设 我 们 可 以 在 球面 上 画 出 3 条 各 为 300" 的 大 圆 弧 
S1,S;,S;3, 使 其 中 任何 两 条 弧 都 没有 公共 点 (包括 端点 ). 将 3 条 弛 所 
在 的 圆周 分 别 记 为 Ci,C3,Cs, 并 记 S11 = Ci- SS = C,-S,,S’; 
= C3 - S3. 将 大 圆 Cl 和 C; 相交 的 对 径 点 记 为 已 和 已" ,大圆 C。 和 C， 
相交 的 对 径 点 记 为 Q 和 Q-“ ,大圆 C3 和 C) 相交 的 对 径 点 记 为 R 和 R“. 
因为 Si, Sa,Ss 中 任何 两 条 弧 都 没有 公共 点 , 故 可 设 Si 站 S',= P,S”, 
站 SS =P,SfnSsS3 =Q,S2nmns =Q Smns =R,S23 ms 
一 展 F Q 

考察 球 的 3 条 直径 PP', QQ 和 RR- 相交 所 成 。 EE 
的 诸 角 .因为 R,P’€ SP,QE SS,,R’,QE gy ~p 
S';, 故 有 





i 


总 呈 只 入 
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关中 党 


xc< 60",8< 60" ,7y > 120" .但 另 一 方面 ,ac,8,y 作 为 三 面 角 的 3 个 
面 角 , 应 有 a + 8 > y, 了 矛盾 ， 

12.123 ”给 定 一 个 平面 图 形 ( 如 图 ) 以 及 在 该 平面 内 但 不 在 线段 
S1,S;,"… ,Se 上 的 任意 两 点 Qi 和 Q: .证 明 连 结 
Q, 和 Q, 且 具 有 下 述 性 质 的 折线 P 不 存在 . 

(1)P 穿 过 每 一 S;(i = 1,2,…,6) 恰 有 一 次 ; 

” (2)P 不 与 它 自身 相交 

(3)P 不 通过 任 一 个 顶点 V, Vi, Vy, V3. 

(第 7 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1947 年 ) 

[证 ] 人 先 证 明 一 个 引 理 ; 

在 由 三 角形 确定 的 一 个 平面 内 有 一 条 折线 ,如 果 它 不 经 过 三 角形 
的 顶点 , 它 穿 过 三 角形 的 每 条 边 恰好 一 次 , 它 的 两 个 端点 又 都 不 在 三 角 
形 的 边界 上 , 则 此 折线 必 有 一 个 端点 位 于 三 角形 的 内 部 . 

引 理 的 证 明 : 设 工 为 三 角形 ,并 设 以 Qi 和 Q; 为 端点 的 折线 尸 满 
足 引 理 的 条 件 . 

如 果 Qi 在 三 角形 的 内 部 , 则 引 理 已 成 立 . 

如 果 Qi 在 三 角形 十 的 外 部 , 当 我 们 沿 着 折线 PP 从 Q) 移 向 Q, 时， 
我 们 只 遇 到 外 点 ,直到 我 们 穿 过 T 的 第 一 条 边 为 止 ,然后 我 们 只 遇 到 
内 点 ,直到 我 们 穿 过 工 的 第 二 条 边 为 正 , 然 后 我 们 又 只 遇 到 外 点 ,直到 
我 们 穿 过 本 的 第 三 条 边 为 止 ,而 且 从 穿 过 工 的 第 三 条 边 开始 ,包括 端 
点 Q@; 在 内 的 所 有 点 都 在 本 的 内 部 ,这 时 ,Q; 就 是 开 的 一 个 内 点 ， 

于 是 , 引 理 得 证 . 

下 面 证 明 本 题 . 

假设 存在 一 条 满足 题 设 条 件 的 折线 P. 则 P 穿 过 人 VVIV，， 





LAVVV3,AVVIYV3 的 每 条 边 恰 好 一 次 ,由 引 理 ,这 三 个 三 角形 的 每 


一 个 内 部 都 有 了 的 一 个 端点 ,但 是 这 些 三 角形 的 内 部 互 不 相交 ,而 P 
又 只 有 两 个 端点 ,所 以 这 是 不 可 能 的 . 
12.124 试 证 在 证 边 形 中 ,不 能 挑选 出 多 于 条 对 角 线 ,使 得 它 
们 之 中 任何 两 条 对 角 线 都 有 公共 点 . 
(多 牙 利 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 1] 分 为 对 于 对 角 线 的 不 同 选取 法 只 有 有 限 多 种 , 故 满足 题 
中 要 求 的 选 法 中 必 有 一 种 对 角 线 条 数 最 多 的 选 法 . 设 这 时 共 选 出 m 条 
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对 角 线 .将 多 边 形 的 边 和 其 他 对 角 线 都 擦 去 ,于 是 我 们 得 到 一 个 有 nn 个 
顶点 和 mm 条 边 的 图 ,其 中 任何 两 条 边 都 有 公共 点 . 

对 于 图 中 每 个 度数 为 i > 2 的 顶点 ,由 它 恰 引出 i 条 边 ( 对 角 线 ). 
由 于 nn 边 形 是 凸 的 , 故 其 中 必 有 两 条 对 角 线 处 于 边缘 ,而 其 他 i 一 2 条 
处 于 二 者 构成 的 小 于 180" 的 角 中 .考察 了 -2 条 位 于 中 间 的 对 角 线 的 另 
外 的 端点 .显然 ,这 i 一 2 个 顶点 都 是 1 度 的 .因为 它们 中 的 每 点 除了 已 
与 原 i 度 顶 点 连 有 一 条 对 角 线 外 ,不 能 再 与 任何 其 他 顶点 连 有 对 角 线 . 
否则 ,这 样 的 对 角 线 至 少 与 两 条 边缘 对 角 线 之 一 没有 公共 点 ,此 与 假设 
了 矛盾. 这样 一 来 ,每 个 度数 为 1 > 2 的 顶点 以 及 与 它 有 对 角 线 相连 的 i 一 
2 个 1 度 顶 点 一 起 ,共有 i 一 1 个 顶点 且 度 数 之 和 为 i + (i 2) = 2(i 
-1). 

我 们 将 图 中 每 个 度数 大 于 2 的 顶点 及 与 它 相 令 的 度数 为 1 的 顶点 
划 为 一 组 ,而 度数 不 超过 2 的 顶点 自己 算 作 一 组 . 易 见 ,每 组 顶点 的 度 
数 之 和 都 不 超过 顶点 数 的 2 倍 .由 于 图 中 所 有 顶点 的 度数 之 和 为 2m， 
故 有 m 这 ,这 就 证 明了 至 多 能 挑 出 条 对 角 线 ,使 得 其 中 任何 两 条 都 
有 公共 点 . 

[证 2] 注意 , 凸 多 边 形 的 两 条 对 角 线 是 否 有 公共 点 , 仅 与 作为 两 
条 对 角 线 的 端点 的 多 边 形 的 顶点 的 相互 位 置 有 关 ,而 与 多 边 形 的 形状 ， 
具体 地 说 ,与 多 边 形 每 条 边 的 长 度 及 每 个 内 角 的 大 小 无 关 . 从 而 对 于 任 
一 凸 nn 边 形 ,我 们 总 可 以 把 问题 化 到 正 n 边 形 中 来 考虑 . 

我 们 把 正 ” 边 形 中 互相 平行 的 所 有 对 角 线 划 为 一 组 ,于 是 可 以 把 
所 有 对 角 线 分 成 n 组 . 如果 有 一 组 m 条 对 角 线 ,其 中 任何 两 条 都 有 公 
共和 点 , 则 必 有 mx 碌 1. 车 mx > 1, 则 由 抽 必 原理 知 ,其 中 必 有 两 条 对 角 
线 属于 上 述 ”组 中 的 同一 组 .从 而 二 者 平行 而 没有 公共 点 ,矛盾 . 这 就 
证 明了 满足 题 中 要 求 的 对 角 线 组 中 不 能 有 多 于 ”条 对 角 线 ， 

12.125 ” 试 证 在 坐标 平面 上 不 存在 一 条 有 具 有 奇数 个 顶点 ,每 个 顶 
点 的 坐标 都 是 有 理 数 且 每 条 边 的 长 度 都 为 1 的 闭 折 线 . 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 我 们 把 坐标 都 是 有 理 数 的 点 称 为 有 理 点 . 设 有 一 条 满足 题 
中 要 求 的 闭 折线 ,( ,也 ) 与 ( 匈 ,2 ) 是 它 的 一 条 边 的 两 个 端点 ,其 
中 六 ,三 , 禾 ,六 都 是 最 简 分 数 . 设 5b 和 d 都 是 奇数 ,可 以 证 明 六 ,dz 及 
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号 哨 入 


(a 一 c) 一 (a -ec) 也 都 是 奇数 .为 此 , 令 
多 -和 = 了 了， 语 - 计 = 售 ， 9 
2 2 
其 中 雪 ,二 都 是 最 简 分 数 . 因 线 段 长度 为 1, 即 有 (万 】 + (二 ) =1 
故 有 
252 + r202 = 0252， 
由 @ 式 可 知 go | ps*, 故 有 gl|ps. 又 因 g 与 p 互 素 ,所 以 g|;s. 同 理由 
@ 可 知 s| gq. 因 而 得 到 ; = g. 代 和 信 名 @ 即 得 
p” 二 二 gq”. (3 
由 于 pp 与 q 互 素 , 故 由 人 @ 可 知 p 与 r 互 素 .因而 p 与 r 不 能 都 是 偶数 . 
者 户 与 > 都 是 奇数 , 则 由 @ 有 
gq =p +r=l+1= 2(mod 4)， 
此 不 可 能 .因此 ,p 与 > 必 为 奇偶 各 一 ,从 而 g 为 奇数 .又 因 已 知 b 为 奇 
数 , 故 bg 为 奇数 .由 人 由 有 
“ a CI + 
te © 
因此 6 |abg. 因 a 与 6 互 素 , 故 4 | 6bg. 从 而 5' 为 奇数 . 同 理 可 证 
为 奇数 .进而 , 因 6,d,g 及 p -rr 都 是 奇数 . 故 有 
(ag + bp)—- (cqgtdr)=(a-c)+(p-r) 
二 a -c+1(mod 2). GD) 
由 由 知 a 与 ag + 妙 奇 偶 性 相同 . 同 理 与 cg + dr 奇偶 性 相同 .于 是 
由 加 便 知 (e 一 c) - (a ~ c) 为 奇数 . 
记 闭 折线 为 40044741 Ai 一 4 ,不 妨 设 Ao 为 原点 ,并 


_ 记 


其 中 oo = co = 0,60 = do = Lp = 1,…,2n) 都 是 最 简 分 数 . 
于 是 由 前 段 的 结论 知 ,6;,d; 都 是 奇数 ,i? = 1,2,…,2n,2n+1, 目 a 一 
Ci 与 aj+l Ci+l 的 奇偶 性 不 同 ,i 一 0,1,.… ,2n. 因 cn 一 Cn0 二 0 为 偶数 ， 
故 可 推 得 az 一 c2,41 为 奇数 ,矛盾 .这 表明 满足 题 中 要 求 的 闭 折线 不 
可 能 存在 . 
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12.126 ” 试 证 一 个 正方 形 不 可 能 与 多 于 8 个 互 不 重 杰 ,大 小 与 之 
相同 的 正方 形 相 邻 接 ( 指 有 公共 边界 点 但 没有 公共 内 点 ). 

(第 12 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1949 年 ) 

[证 1” 设 给 定 的 正方 形 Q 的 边 长 为 1, 中心 为 点 .O. 易 见 , 与 正 
方形 Q 邻接 的 正方 形 的 中 心 都 落 在 以 点 O 为 心 ,分 别 以 1 和 V2 为 半径 
的 两 圆 所 界 的 圆 环 上 (包括 边界 )， 

若 有 9 个 正方 形 都 与 Q 邻接 , 则 把 它们 的 中 
心 都 与 点 O 连结 起 来 ,于 是 以 点 O 为 顶点 的 周 角 
被 分 成 9 个 角 ,其 中 的 最 小 角 了 AOB 过 40" ,这 里 
点 A 和 8B 分 别 是 两 个 与 Q 邻接 的 正方 形 的 中 心 . 
因为 分 别 以 点 A 和 了 为 中 心 的 两 个 正方 形 内 部 不 “ 





第 
重合 , 故 有 AB 之 1. + 
另 一 方面 , 当 分 别 记 两 圆 与 射线 O4 ,OB 的 交点 为 E,F,C,D 时 组 二 
( 见 图 ) ,我 们 有 风 
何 


AB < max! AF, AD'i ,AF < max| EF, CF|, 
AD < max{ ED, CDI ,EF < CD,CF = ED. 
故 得 
mo CE Q) 
因为 OD = 2， 区 竺 < , 故 有 


cD < CD =- Ju 去 JIx < < Jix07<Jx 迷 -1@ 
同时 由 余 弱 定理 又 有 
CF* = OC + OF? -20C .OF .cosa 
~ 2+1—-2V2c0s0 <2+1-2Vc0d5 = 1 G) 


将 人 和 国 代 人 中 , 即 得 4AB < 1 矛盾 . 
[证 2] 若 不 然 , 则 至 少 有 9 个 互 不 重 耕 目 大 小 均 与 给 定 正方 形 可 
Q 相同 的 正方 形 都 与 Q 相 邻 接 . 当 一 个 正方 形 与 Q 有 1 条 公共 边 或 仅 
有 1 个 公共 点 在 Q 的 某 边 内 部 时 , 称 该 正方 形 邻接 于 Q 的 该 边 ; 当 正 
方形 Q 的 某 项 点 属于 另 一 正方 形 的 某 边 内 部 或 为 与 男 一 正方 形 的 惟 
一 公共 点 时 , 称 另 一 正方 形 与 Q 的 过 该 顶点 的 两 条 边 相 邻接 . 
9 个 正方 形 与 正方 形 Q 的 4 条 边 相 邻接 ,由 抽 居 原理 知 其 中 必 有 3 
个 与 Q 的 同一 条 边 邻 接 . 易 见 ,3 个 正方 形 中 两 边 的 两 个 必 通 过 这 条 边 
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的 顶点 与 Q 邻接 , 即 二 者 各 与 Q 的 两 条 边 邻 接 .这 样 一 来 , 当 去 掉 中 合 
的 正方 形 后 ,其余 8 个 正方 形 都 分 别 与 Q 的 另 3 条 边 之 一 相 邻 接 . 由 抽 
屋 原 理 知 ,3 边 中 必 有 两 边 各 与 3 个 正方 形 相 邻接 .重复 上 述 证 明 可 知 ， 
正方 形 Q 的 每 边 都 与 3 个 正方 形 邻 接 ,从 而 每 个 顶点 都 与 一 个 正方 形 
邻接 .但 这 又 导致 正方 形 Q 与 8 个 不 同 的 正方 形 邻 接 ,矛盾 . 
12.127 已 知 在 一 条 自 交 的 闭 折线 中 , 它 的 每 一 条 边 都 恰好 与 其 
他 边 相 交 一 次 ,求证 这 条 折线 共有 偶数 条 边 . 
(第 19 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[证 ] 因为 折线 的 每 一 条 边 都 恰好 与 其 他 边 相 交 一 次 , 故 当 令 每 
条 边 都 对 应 于 其 上 的 交点 时 ,就 得 到 一 个 映射 .又 因 每 个 交点 都 是 两 条 
边 交 出 来 的 , 故 这 个 映射 是 倍数 为 2 的 倍数 映射 ,所 以 边 数 是 交点 数 的 
2 倍 , 当 然 是 偶数 . 
12.128 已 知 一 个 凸 多 边 形 的 各 边 都 位 于 某 个 凸 100 边 形 的 对 角 
线 上 ,求证 这 个 凸 多 边 形 的 边 数 不 会 超过 100. 
(第 43 届 莫 斯 科 数 学 更 林 匹 克 ,1980 年 ) 
[证 ] 按 逆 时 针 方 向 为 内 部 的 多 边 形 的 每 条 边 都 标 上 箭头 ,并 令 
其 每 条 边 对 应 于 该 边 上 的 箭头 所 指 的 外 部 的 凸 100 边 形 的 顶点 . 因为 
内 部 多 边 形 是 凸 的 , 故 不 可 能 有 两 边 对 应 于 同一 个 顶点 , 即 这 个 对 应 是 
单 射 . 故 知 内 部 多 边 形 的 边 数 不 超 过 外 部 多 边 形 的 顶点 数 100. 
12'129 已 知 一 个 凸 多 边 形 的 所 有 对 角 线 的 长 度 都 相等 , 求 多 边 
形 边 数 的 所 有 可 能 值 . 
(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,正方 形 和 正 五 边 形 的 对 角 线 的 长 度 都 相等 . 
为 一 方面 , 当 n 之 6 时 , 设 凸 n 边 形 的 顶点 依次 为 Al, A,,… ,A,. 
考察 凸 四 边 形 A1A;A4A6, 则 有 AIA4 + A3A6 > A14A3+ AsAc. 由 于 
这 4 条 线段 都 是 凸 多 边 形 的 对 角 线 ， 故 其 中 必 有 两 条 对 角 线 长 度 不 相 
等 . 
可 见 ， 满足 题 中 要 求 的 多 边 形 的 边 数 为 4 或 5. 
12:130 ”有 1000 块 正 100 边 形 的 木头 被 钉 在 地 板 上 ， 我 们 用 绳子 
把 整个 体系 夭 起 来 , 绷 紧 的 绳子 将 界 出 某 个 多 边 形 .求证 此 多 边 形 的 顶 
点 多 于 99 个 . 
(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
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[证 ] 正 多 边 形 的 外 角 之 和 为 2r, 故 正 100 边 形 的 每 个 外 角 都 等 
记 绳 子 所 界 的 多 边 形 为 M. 因为 M 的 每 个 内 角 都 大 于 或 等 于 正 
100 边 形 的 内 角 , 所 以 M 的 每 个 外 角 都 不 大 于 5 车 M 的 边 数 小 于 
100 , 则 AM 的 外 角 之 和 小 于 2x ,此 不 可 能 , 故 知 M 的 顶点 数 必 多 于 99 
12.131 今 有 16 个 同样 的 弹子 球 , 欲 从 中 取出 个 球 来 搭 成 一 个 
空间 形体 ,使 得 其 中 每 个 球 痢 怡 好 与 男 外 3 个 球 相 切 , 求 所 有 满足 条 件 
的 ” ,并 说 明 n 个 球 应 如 何 搭 放 ? 
(第 54 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 若 有 ?7 个 球 可 以 搭 放 得 满足 要 求 , 则 每 个 球 上 恰 有 3 个 切 
点 ,共有 32 个 点 ,但 在 这 个 计数 过 程 中 恰好 每 点 计数 两 次 , 故 知 不 同 的 
切 点 恰 有 方 个 .可 见 ,n 必 为 偶数 且 n > 2. 
当 ? = 4 时 ,可 将 4 个 球 心 分 放 在 棱 长 为 球 的 直径 长 的 正四 面体 的 
4 个 顶点 上 . 当 % = 2k, 上 k 之 3 时 ,可 先 将 个 弹子 球 放 在 一 个 平面 上 ， 
使 得 它们 的 中 心 恰 为 一 个 边 长 等 于 球 的 直径 长 的 正 边 形 的 个 顶 
点 ,然后 再 在 每 个 球 的 正 上 方 放 1 个 弹子 球 ,使 得 该 2 球 相 切 即 可 . 
综 上 可 知 ,所 有 可 以 满足 要 求 的 为 14,6,8,10,12,14,16|. 
12.132 ” 设 在 半径 为 1 的 加 上 作出 若干 条 弦 , 已 知 任何 一 条 直径 
都 不 能 与 多 于 6 条 弦 "相交, 求证 所 有 这 些 弦 的 长 度 之 和 小 于 19. 
( 基 畦 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 将 每 条 弦 都 对 应 于 它 所 对 的 劣 弧 .显然 , 弦 长 之 和 小 于 它 
们 所 对 应 的 强 长 之 和 . 故 只 须 证明 这 些 弧 长 之 和 不 超过 19. 
显然 ,与 缠 相 交 的 直径 必 与 该 弦 所 对 应 的 弧 相 交 , 即 直径 的 1 个 端 
所 落 在 该 浙 上 ( 当 弦 为 直径 时 ,约定 它 所 对 应 的 半圆 只 带 1 个 端点 ). 按 
已 知 ,每 条 直径 至 多 与 6 条 弦 相 交 , 所 以 它 的 两 个 端点 至 多 共 落 在 6 条 
弧 上 . 
任 作 贺 的 一 条 直径 ,并 把 在 该 直径 下 方 的 劣 弧 或 其 一 部 分 关于 圆 
心 对 称 到 上 半 贺 上 去 .这 样 一 来 ,上 半 加 上 的 每 一 点 至 多 被 6 条 弧 所 办 
盖 . 因 而 这 些 弧 的 长 度 之 和 不 超过 半 周 长 的 6 售 , 妈 这些 弧 的 长 度 之 和 
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绊 中 座 


L 过 6x < 19. 从 而 知 所 给 的 弧 长 之 和 小 于 19. 
12.133 ”在 方 格 纸 上 作 闭 折线 ,使 折线 的 每 个 顶点 都 是 方 格 纸 上 
的 结 点 ,而且 折线 的 各 边 之 长 都 相等 ,求证 折线 的 边 数 必 为 偶数 . 
(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ]】 取 以 一 个 结 点 为 原点 ,以 过 该 结 点 的 水 平 网 格 线 为 x 轴 ， 
以 方 格 一 条 边 长 为 单位 长 的 直角 坐标 系 . 设 折线 的 第 ; 条 边 在 坐标 轴 
上 的 投影 分 别 为 zi ,yi = 1,2,…,n. 于 是 


zlyz2+…+m=0， Wtyt+y, = 0, WW 
zi+ y= C,i= 1,2,,n, : 四 
其 中 C 为 固定 的 自然 数 . 
下 面 我 们 分 3 种 情形 来 证 明 . 


(1)C 为 奇数 .因为 完全 平方 数 必 为 4 或 很 + 1 的 形式 , 故 由 ?++ 
yi 为 奇数 便 知 zx; 与 六 奇偶 性 不 同 . 设 iz zz， 中 有 m 个 奇数 ， 
于 是 yy,y2,…,y,| 中 有 一 mm 个 奇数 ,由 名 知 m,n 一 mm 均 为 偶数 ， 
故 知 ”为 偶数 ， 

(2)C = 4& + 2. 这 时 ,由 @ 知 x,,y, 均 为 奇数 ,再 由 人 名 便 知 为 
偶数 . : 

(3)C = 4&. 由 国 知 zy 均 为 偶数 . 设 2” 是 所 有 zx; 和 vy 都 能 被 
其 整除 的 2 的 最 高 方 赛 . 这 时 , 只 要 把 坐标 系 的 单位 取 成 方 格 边 长 的 
2” 倍 ,上 述 情形 就 化 成 了 前 两 种 情形 之 一 .因而 结论 也 成 立 . 

12.134 ”在 边 长 为 100 的 正方 形 内 , 放 着 ”个 半径 为 1 的 圆 .已 知 
正方 形 内 的 任何 一 条 长 度 为 10 的 线段 都 至 少 与 -一 个 圆 相 交 ,求证 ”之 
400. 

(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 ] 在 下 面 的 图 形 中 ,中 间 


是 1 个 2x 10 的 矩形 ,两 边 各 并 上 1 (一 一 下 
个 半径 为 1 的 半圆 ,我 们 称 之 为 “ 辣 

头 和 矩形” :如果 有 某 个 半径 为 1 的 圆 与 圆 头 矩 形 中 间 的 长 为 10 的 线段 
(图 中 粗 实 线 画 出 的 线段 ) 相交 , 则 圆心 必 在 圆 头 矩形 中 . 


将 所 给 的 边 长 100 的 正方 形 用 平行 于 底 边 的 平行 线 把 它 分 成 50 个 
2 X 100 的 矩形 .显然 ,在 每 个 矩形 中 可 放 8 个 圆 头 和 矩形 是 互 不 相交 . 婚 
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然 每 条 长 度 为 10 的 线段 都 至 少 与 一 个 圆 相 交 , 故 每 个 贺 头 矩形 中 至 少 
有 一 个 所 给 融 的 圆心 .从 而 知 ”之 400. 

12.135 ”已 知 在 边 长 为 50 的 正方 形 内 有 一 条 折线 , 且 对 正方 形 内 
任意 一 点 ,折线 上 总 有 一 个 点 与 它 的 距离 不 大 于 1, 求证 折线 的 长 度 大 
于 1248. 

(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 将 圆心 属于 点 集 M 且 半 径 为 1 的 所 有 圆 面 的 并 集 记 为 
V(M), 并 对 n E N 用 数学 归纳 法 证 明 , 对 任意 折线 AoA1…A, ,都 有 


DVv(AIA…A ) 和 2 > Ai_1Ai 十 Xx， 中 
1 = 上 
其 中 Svoxn 表示 集合 VCM) 的 面积 . 


第 

当 n = 1 时 ,集合 V(AoA1) 可 以 分 成 两 个 半径 为 1 的 半圆 面 和 1 + 

个 边 长 为 AoA1 与 2 的 矩形 ,因此 有 组 二 
SvV(AA)) 一 240Ai 十 区 ， 几 
何 


即 当 ”= 1 时 人 @ 式 成 立 . 设 当 nn = 时 国 式 成 立 . 当 = +1 时 , 记 
入 二 V(AoA1'…A,),Y 一 V(AA411),2 一 门 Y 
因为 V(Ai) C 2Z, 故 有 Sz 之 x. 于 是 由 归纳 假设 便 有 
Sv(AoAr'AcAt11) = SxUr = Sx+ Sy—~ Sy 
< (20AiiAi +t ar)+ (2AAsr + x)-x=22)Ai-1A; + x, 即 当 
2 二 + 1 时 四 式 成 立 . 
设 给 定 的 折线 为 A6A1…A, ,正方 形 为 Q , 按 已 知 应 有 
V(AoA.…A,) DQ. © 
由 心 和 人 名 便 知 ， Wile 


Da 1A; 之 二 一 2 广 (Svea 1 “A x) > 方 (50? 一 4) = 1248. 


12， 136 ”在 平面 上 给 定 一 条 不 自 交 的 闭 折 线 , 它 的 任何 3 个 顶点 
都 不 共 线 .如 果 不 相 邻 的 两 条 边 中 的 一 条 边 的 延长 线 与 另 一 条 边 相交 ， 
则 称 它们 是 “奇异 对 ”. 求 证 这 种 奇异 对 共有 偶数 个 . 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ， 1977 年 ) 

[证 ] 将 折线 的 某 一 条 边 BC 延长 后 所 得 的 直线 与 其 他 的 边 相 交 
的 次 数 是 偶数 还 是 奇数 取决 于 它 的 两 条 邻 边 AB, CD 在 直线 BC 的 同 
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9 中 淮 


侧 还 是 异 侧 , 属 于 后 一 种 情形 的 边 BC , 称 之 为 奇异 边 .奇异 边 延 长 后 所 
得 的 直线 与 折线 的 奇数 条 边 相 交 , 当然 构成 奇数 个 奇异 对 .因此 ,问题 
归结 为 证 明 折 线 上 共有 偶数 条 奇异 边 . 


(a) (b) (c) 

当 我 们 沿 折 线 按 逆 时 针 方 向 行走 时 ,可 以 指出 在 每 个 顶点 是 左 损 
还 是 右 拐 .容易 看 出 ,一 条 边 为 奇异 边 , 当 且 仅 当 在 它 的 两 个 端点 处 的 
拐弯 是 异 向 的 . 

将 左 拐 顶点 对 应 于 1, 右 拐 顶点 对 应 于 ~ 1, 每 条 边 对 应 于 它 的 两 
个 端点 所 对 应 数 的 乘积 . 则 奇异 边 对 应 于 - 1. 因为 折线 是 封闭 的 ,所 
以 ,所 有 边 所 对 应 的 数 之 积 为 1, 故 对 应 于 - 工 的 边 , 即 奇异 边 的 条 数 为 
偶数 . 

12.137 ”已 知 某 个 图 形 在 空间 中 恰 有 ?条 对 称 轴 , 求 证 ”为 奇数 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 我 们 先 来 证 明 两 条 引 理 . 

引 理 1 如果 直角 坐标 系 的 zx 轴 和 y 轴 都 是 图 形 下 的 对 称 轴 ,那么 
z 轴 也 是 这 个 图 形 的 对 称 轴 . 

设 点 4 = (zx,y,x) 是 图 形 下 上 的 任意 点 .因为 工 轴 和 y 轴 都 是 对 
称 轴 , 所 以 (z, -= y - x) 和 (- z,- y,z) 都 是 下 上 的 点 .但 后 者 怡 为 
点 A 关于 z 轴 的 对 称 点 . 

引 理 2 ”如 果 直 线 2 和 2 都 是 图 形 下 的 对 称 轴 , 那 么 直线 /关于 
直线 /2 的 对 称 直线 /3 也 是 下 的 对 称 轴 . 

设 点 Al 是 图 形 下 上 的 任意 一 点 , A, 是 A1 关于 直线 /2 的 对 称 点 ， 
A; 是 4: 关于 直线 1 的 对 称 点 ,A, 是 A; 关于 1, 的 对 称 点 . 按 已 知 ， 
42,43,44 都 是 图 形 玉 上 的 点 . 易 见 ,点 A4 是 A1 关于 直线 /3 的 对 称 
点 .由 AiE 下 的 任意 性 便 知 /3 也 是 下 的 对 称 轴 . 

现在 回 到 题目 结论 的 证 明 . 设 图 形 下 的 ”条 互 不 相同 的 对 称 轴 为 
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[1 12，… ,li 不 妨 设 n > +. 对 于 任意 的 1;,i 宇 2, 如 果 1; 与 1 垂直 相交 ， 
则 由 引 理 1 知 必 有 过 二 者 交点 且 与 二 者 都 垂直 的 对 称 轴 局, 令 1; 与 1; 对 
应 ,显然 ,六 与 互相 对 应 ;如 果 志 与 三 不 交 或 相交 但 不 垂直 , 则 由 引 理 
2 知 ,4i; 关于 /1 的 对 称 直线 1 ( 隆 1;) 也 是 图 形 FF 的 对 称 轴 , 令 1; 与 对 
应 , 则 二 者 也 是 互相 对 应 .这 样 一 来 , 除 /1 之 外 ,其 余 的 n 一 1 条 对 称 轴 
恰好 配 成 若干 对 , 即 n - 1 为 偶数 ,所 以 n 为 奇数 . 
12.138 已 知 在 多 边 形 中 存在 着 两 点 A 和 B ,使 得 任何 连结 着 A， 
B 且 整 个 位 于 多 边 形 内 部 或 边 上 的 折线 的 长 度 都 大 于 1, 求 证 多 边 形 
的 周 长 大 于 2. 
(第 21 局 莫斯科 数学 奥林匹克 ,19S8 年 ) 
[证 ] ”如果 线段 AB 整个 地 含 于 多 边 形 
之 中 , 则 直线 4B 将 多 边 形 的 周 界 分 为 两 部 
分 ,每 部 分 的 长 度 都 大 于 1, 周 长 当然 大 于 2. 
现在 设 线段 AB 不 是 整个 地 含 于 多 边 
形 之 中 .我 们 在 直线 AB 上 取 两 个 它 与 多 边 
形 边界 的 交点 A 和 B”, 二 者 都 在 线段 AB 的 
延长 线 上 且 分 别 最 靠近 于 点 A 和 了 如 ; 再 类 似 地 在 线段 AB 上 取 两 个 它 
与 多 边 形 边界 的 交点 A” 和 于 ,二 者 分 别 最 靠近 于 点 A 和 B( 见 上 图 ). 
于 是 线段 A'A” 和 BB” 将 整个 多 边 形 分 成 3 部 分 :区 域 1 的 边界 由 线 
段 AA 及 多 边 形 的 部 分 边界 组 成 ;区 域 I[ 的 边界 由 线段 B'B” 及 多 边 
形 的 部 分 边界 组 成 ;区 域 于 的 边界 由 线段 A'A”,B'B” 以 及 多 边 形 的 两 
部 分 边界 a ,8 组 成 .折线 A4x B'B 和 AA’B BB 都 整个 含 于 原 多 边 形 
内 部 及 边界 上 , 按 已 知 ,二 者 的 长 度 都 大 于 工 ,两 条 折线 的 长 度 之 和 大 
于 2. 当 用 区 域 工 和 了 与 原 多 边 形 共有 的 边界 分 别 代替 A%A4” 和 BB” 
时 ,长 度 和 不 减 .从 而 知 原 多 边 形 的 周 长 大 于 2. 
12'139 ” 设 平 面 上 吓 n 边 形 的 所 有 对 角 线 的 长 度 之 和 为 4, 周 长 
为 p ,求证 , 
3< 借 < [二 ] 2 区] -2 0 
(第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 设 上 西边 形 为 A1A，…A, ,AjAj 为 它 的 一 条 对 角 线 .于 是 由 
三 角 不 等 式 有 : 
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Sx 中 党 


AAj + AtAjrit > AAirt AAjr, | 
其 中 车 有 > n, 则 约定 A = A_，. 把 上 式 对 所 有 对 角 线 求 和 , 则 每 条 
对 角 线 在 左边 出 现 两 次 ,而 每 条 边 在 右边 出 现 n - 3 次 , 故 得 
n~3< 全 G 
为 证 @ 中 第 二 个 不 等 式 ,考察 对 角 线 4;Ai .因为 这 是 连结 A; 和 A; 
的 最 短线 , 故 有 
AA; < AAjr + AiriAirz + 二 Ai-IA， G) 
AA; < AArnt+ArArt 十 Ai-14i. 出 
若 n 为 奇数 , 设 n = 2k - 1, 对 于 每 个 A;Aj, 取 人 @,@ 两 式 中 右 端 
式 子 中 项 数 较 少 的 一 个 ,并 把 这 方 n(n - 3) 个 不 等 式 相 加 ,于 是 左边 
得 到 4 ,右边 得 到 各 边 长 度 的 和 ,其 中 每 一 条 边 都 恰好 出 现 2+3+… + 


(k-1) = 方 k(k - 1) -1 次 .因此 


d < 了 -DJ= (= 了 (和 | 对 


2) © 
车 = 24 为 偶数 , 除 对 角 线 AAi,( 称 为 “直径 ”) 外 再 加 上 运用 不 
等 式 @ 和 @ .对 直径 我 们 直接 有 不 等 式 
AAiik pi = 1 2 
把 这 些 不 等 式 相 加 ,得 到 


1 Pp p/w oN\_p rn+l n 
d<k 坟 pt 人 ok-D- 习 = 了 (于 -2)= 也 (|[ 于 1][ 筷 | 
-中 © 
将 回 与 @ 合 起 来 即 得 证 @. : 
12.140 ”已 知 一 个 长 方 体 盒 子 ,可 用 单位 正方 体 填 满 . 如 果 改 放 
尽 可 能 多 的 体积 为 2 的 正方 体 且 使 每 个 正方 体 的 棱 与 盒子 的 棱 分 别 平 
行 , 则 盒子 的 容积 恰 被 填 满 40% , 试 求 出 具有 这 种 性 质 的 盒子 的 容积 
(y2 = 1.2599…). 














(第 18 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
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[ 解 j】 设 Q 为 一 个 具有 题 中 所 述 性 质 的 长 方 体 盒子 ,其 3 边 长 分 
别 为 ae,p,c 且 za 委 0 委 c. 由 于 盒子 可 被 单位 正方 体 填 满 , 故 < ,bc 均 
为 自然 数 .因为 体积 为 2 的 正方 体 的 棱 长 为 V5 , 故 有 ae 之 2. 当 在 盒子 中 
放 体 积 为 2 的 正方 体 时 ,最 多 可 放 人 


LE 本 
个 .由 于 其 体积 为 盒子 体积 的 40% , 故 有 











:入 ][ 和 ][ 半 -os 
为 便于 讨论 ,我 们 将 @ 改写 成 
5 @ 
| 务 | | 淘 ] [ 辫 ] 
为 求 @ 的 自然 数 解 组 ia ,b,cj ,考虑 函数 
g(n) = n = 2,3,.…. 四 


n 
竟 | 
为 讨论 函数 g(n) 加 加 四 站 


213141516017 10 
En 
由 表 中 可 以 看 出 ,从 w= 6 开始 , 便 有 g(n) < 立 , 且 当 之 7 时 ， 


g(z) < 六 .下 面 我 们 来 具体 证 明 这 一 点 .事实 上 , 当 w > 10 时 ,直接 估 
算 便 有 : 












荔 | 1] 1 
V2 V2 V2 
1.26 1.26 _ 42 

= 1-01 <087* 20<1.5. 由 
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由 @ 和 国 及 上 表 所 列 的 结果 可 知 a = 2. 若 不 然 , 则 a 这 3, 从 而 
g(a) <3,g(6) <3,g(e) 三 当 , 故 得 g(a)g(b)ele) < (3 = 


稚 < 5, 此 与 @ 序 盾 ， 
将 g(a) = 2 代入 四 式 ,得 到 
g(b)g(c) = 学 ， © 


由 加 可 知 ,g(6) 和 g(c) 中 至 少 有 一 个 大 于 与 ,因此 ,可 能 的 情形 只 有 
下 列 两 种 ; 
Da) 2840 14 


(2)g(6) = 与 ,g(c) = 守 ( 或 g(6) = 了 ,g(c) = 外 


但 因 g(n) 宇 这 > 1.25 所 以 (1) 不 可 能 而 由 (2) 及 上 表 便 知 加 的 人 
有 两 组 :5 = 5,c =6 和 6= 3,c=5. 
综 上 可 知 ,长 方 体 盒子 的 容积 是 2x 3x5 = 30 或 2x5x56 = 60. 
12.141 ， 试 证 平面 上 的 整 点 凸 五 边 形 ( 即 五 个 顶点 坐标 都 是 整数 
的 凸 五 边 形 ) 的 面积 不 小 于 学 ， 
(第 51 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 对 于 五 个 整 点 , 必 有 两 点 的 连 线 的 中 
点 M 也 是 整 点 ,因为 是 整 点 凸 边 形 ,所 以 M 在 五 
边 形 的 内 部 或 边界 上 . 
(1) 和 奋 M 在 凸 五 边 形 的 内 部 ; 
不 妨 设 M 为 凸 五 边 形 PP P3P4P; 中 PP PP? 总 
的 中 点 ,连结 PM ,PM ,PM ,， 得 到 五 个 整 点 三 
角形 . 
因为 每 个 可 点 三 角形 面积 不 小 于 二 。 R 
所 以 五 边 形 面积 不 小 于 5x 二 = 这 ， ~, 
(2) 若 M 在 边界 上 , 设 M 是 PiP, 的 中 点 ， 
因为 PP; P; P,Pj; 是 凸 五 边 形 ,所 以 P;Ps， n M PF 
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P4P; 这 两 条 边 中 必 有 一 条 与 PP 不 平行 . 
设 PP4 与 PiPs 不 平行 
这 时 人 PP3Ps, 人 MP3Ps, 全 PiPsP4 的 面积 互 不 相等 ， 


又 因为 每 个 整 点 三 角形 的 面积 均 为 六 x 整数 ,所 以 上 述 三 个 三 角 
形 中 面积 最 大 的 一 个 必 不 小 于 六 , 设 入 PP3P4 的 面积 不 小 于 ,于 是 


五 边 形 P| PP; PP 一 SAP P,P, T AP PP + DAPIPP, 
3 1 
2 2 
由 以 上 ,命题 得 证 . : 
12.142 ”在 坐标 平面 上 给 定 一 个 100 边 形 P, 满 足 条 件 : 
(DP 的 顶点 都 是 整 点 ; 
(2)P 的 边 都 与 坐标 轴 平 行 ; 
(3)PP 的 边 长 都 是 奇数 . 
求证 已 的 面积 是 奇数 . 


上 
2 


(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1987 年 ) 
[证 ] 不妨 设 多 边 形 P 全 在 第 一 象限 内 部 ,否则 可 经 过 一 个 适当 
的 平移 化 成 这 种 情形 . 沿 多 边 形 P 的 边界 顺 时 针 绕 行 一 周 ,将 依次 经 
过 的 50 条 水 平 边 分 别 编号 为 1,2,…,50. 将 底 边 在 二 轴 上 并 以 第 ; 号 水 
平 边 为 上 底 的 矩形 的 面积 记 为 S;(i = 1,2,…,50). 于 是 PP 的 面积 S$ 可 
以 表 为 诸 S; 的 代数 和 : 


50 
SS 一 > (二 S, ) ， 


其 中 的 正 负 号 视 沿 该 矩形 上 底 前 行 时 的 方向 与 过 轴 的 正 向 相同 还 是 相 
反而 定 . 例 如 ,下 图 中 的 多 边 形 P 的 面积 S 
为 

三 9I+9 + 一 Sst Sst + Sy 

一 948 十 949 一 950. 

由 于 矩形 的 上 底 长 为 奇数 , 故 其 面积 的 奇 
偶 性 由 其 高 度 来 决定 . 易 见 ,编号 相 邻 的 两 
个 矩形 ,它们 的 高 度 差 为 奇数 ,因而 面积 的 ” : 
奇偶 性 不 同 . 从 而 在 50 个 矩形 面积 值 中 ， 
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号 这 


~、 一 一 一 一 一 ~ 一 -一 一 
A,A,+1A,+2 一 AAA 十 An+1A,+2 


奇偶 数 交 替 出 现 , 其 中 恰 有 25 个 奇数 . 故 知 S 为 奇数 . 
12.143 ” 求 所 有 可 能 的 zE (N- 用 及 ,使 当 圆 内 接 2” 边 形 中 有 


一 1 组 对 边 分 别 平行 时 ,余下 的 1 组 对 边 也 平行 


(芬兰 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 我们 时 请 忌 丰 要 求 的 了 有 的 集合 为 
= ln|n=2k+1,kE€EN|. 
设 n€EM py 2n 边 形 A1A，…A,, 中 除 1 组 对 边 AAA AN 
外 ,其 他 n -1 组 对 边 分 别 平行 .如 果 A1A,A,,，= 180 + a( 见 图 ), 则 
因 A1A; / 4 4 , 故 有 


一 AlA2nA,+2 + AAA 
= 360 — 人 AIAA = 180 — Qa. 





生 + A 十 让 


同 理 有 
AAA = 180+auAA AT = 180° — a, 
AAA， = 180° + (— 1)"-lg = 180°+ a. 

由 此 即 得 

AiA2A, = 180° + a -AAA 


所 以 AvAnn yA A 这 这 表明 M 中 的 所 有 人 


AM. 构 造 一 个 贺 内 接 2n 边 形 ， 使得 它 的 每 组 对 边 者 平行 但 Al1A,A,ii 


< 180". 为 此 ,只 和 需 在 圆 上 先 取 A1A,+1 = 178" ,然后 用 分 点 44 
A, 将 它 n 等 分 . 再 依次 作 弦 AAA NA Ai A,,A n+2An43 / As A;,” 
A2n-1A2, AN A,-1A,. 由 前 段 证 明知 ， AAA AN AAA+1， 这 时 有 


AAA+a = = 360 — A 1A2A,+1 = = 182 = -44 
因而 得 到 
42434 一 AAA = AAA -AAA 


二 AAA 一 (360° 一 AnA1A,) = 4 0. 
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由 此 可 知 44， 与 44 不 平行 ， 即 圆 内 接 2m 边 形 
AA3…AA,4127A143"…A2, 有 m 一 1 组 对 边 分 别 平行 ,但 男 一 组 对 边 却 
不 平行 . 

12.144 ”对 两 条 有 方向 的 曲线 的 交叉 点 A ,我们 定义 “交叉 特征 
值 "e(A) 如 下 : 


甲 CC 
> 一 一 
ef(A) =+1 
et4A) =-1 ( 申 在 乙 的 下 面 ) 
( 甲 在 乙 的 上 面 ) 
现 有 一 张 两 条 曲线 圈 放 在 一 起 的 模糊 照片 (在 
各 交点 处 哪 条 曲线 在 上 面 已 分 辨 不 清 ) 对 两 条 曲线 
立 所 规定 的 方向 
如 图 中 所 示 , 照 片 中 四 个 点 的 交叉 特征 值 满 足 
e(AI)+ e(As) + e(A3) + el(As) = 0. 
求证 这 两 条 曲线 图 实际 上 是 可 以 完全 分 离开 
的 ( 即 成 为 两 个 单独 放置 没有 重要 的 曲线 圈 ). 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 因为 e(Al)+e(A,)+e(A3)+ el(As) = 0， 
所 以 e(A;) 中 必 有 两 个 + 1, 两 个 一 1. 
因此 在 (Ai,A2), (A2,A3), (A;,A4),(As4,Al) 中 必 有 一 对 的 交 
又 特征 值 正 好 符号 相反 .不 妨 设 为 (4A:,A3) 两 点 的 交叉 特征 值 符号 相 
肥 , 即 e(Az),s(A3) 中 一 个 为 -1, 男 一 个 为 + 1. 
则 依 交叉 特征 值 定义 可 以 判定 ,横向 的 两 股 曲线 都 在 竖 向 的 上 部 
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a). 从 而 有 人 FAG = 人 AFG, 由 此 得 到 + = FG = “ 


或 下 部 .如 图 
从 而 可 分 离 成 如 图 的 样子 . 
”但 Ai,As 两 点 的 交叉 特征 值 也 一 个 为 + 1, 一 个 为 -1. 

所 以 同样 两 圈 可 以 分 离 , 变 为 分 离 状 态 . 即 可 分 成 两 个 单独 的 没有 
重奏 的 曲线 圈 . 

“12.145 已 知 一 个 多 面体 有 12 个 面 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) 所 有 面 都 是 等 腰 三 角形 ; 

(2) 棱 的 长 度 只 有 z 和 y 两 个 值 ; 

(3) 交会 于 每 一 顶点 的 棱 数 为 3 或 6; 

(4) 所 有 的 二 面 角 都 相等 . 

求 比 > 之 值 .… 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 这 个 多 面体 共有 12 个 面 ,每 个 面 有 3 条 边 ,每 条 校 恰 为 两 
个 面 的 公共 边 ,所 以 ,多 面体 共有 18 条 棱 . 由 欧 拉 公 式 知 , 它 共 有 8 个 顶 
点 . 设 引 出 3 条 校 的 顶点 有 个 ,引出 6 条 棱 的 顶点 有 wv 个 ,于 是 有 

u+v=8, 3u+6v = 36. 
解 得 = 4,vw = 4. 

设 引出 3 条 校 的 4 个 顶点 是 4A,B,C,D, 引 出 6 条 棱 的 4 个 顶点 是 
E,F,G, 昌 .因为 E,F,G,H4 点 间 至 多 有 6 条 校 , 故 由 它们 至 少 向 前 4 
点 引出 12 条 楼 .而 由 A,B,C,D 这 4 点 共 引 出 12 条 棱 , 故 这 4 点 之 间 没 有 
棱 . 

设 从 点 A 引出 的 3 条 棱 为 4E ,APF,AG, 则 AE 
= AF = AG . 若 不 然 , 不 妨 设 AE = AF = zx,AG = 
yy, 而 EF = y. 如 果 FG = 那么 人 4AFF Ge 
全 FGA ,从 而 有 人 FEAF = 人 AFG. 因 已 知 所 有 二 面 
角 都 相等 ,所 以 人 EAF = 人 FAG = 人 GAE( 记 为 





AG = y, 矛 盾 . 可 见 ,FG = y( 见 上 图 ). 同 理 EG = 
y. 设 一 = 》, 于 是 从 人 EAF 得 到 y = 2zsin ,从 人 AGF 得 到 x = 
2ycosa , 故 得 : 
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-2_ 


2 


人 二 2Ssin 一 ， 二 = 2cosa ， 


由 此 可 得 关于 的 方程 
(A—1)(A+A-1)=23-2A4+1=0. 


解 得 惟一 满足 要 求 的 解 为 = .从 而 得 到 cosa = 去 = 二 1 


由 特殊 和 角 的 三 角 函 数值 知 a = 36". z 

过 五 ,下 分 别 作 AG 的 垂 线 , 由 于 AGE = 人 AGF = 108", 由 余弦 
定理 知 , 二 面 角 玉 - 4AG - 下 的 平面 角 的 余弦 值 等 于 

(ysin72") + (ysin72°)* — ye cos36” 1 

2 ysin72°)? = T+ 2+1>0. 

为 一 方面 , 设 M 是 FG 的 中 点 ,过 M 作 FG 的 垂 线 交 AF 于 点 NN, 则 
EMN 是 二 面 角 EE -FG -A 的 平面 角 , 对 个 EMN 和 公 EFN 使 用 余 
弦 定 理 , 得 到 











NM’ + EM’ — EN” 
2NM . EM ， 


其 中 EN? = NF? + EF? - 2NF . EFcos72". 因 而 有 


cosEMN = 


] 


多 3 
(44 一 D+ 一 yy A*+1—-24(——s—1) 





了 .7 
cOSFEATN - 4 1 

2 . 之 tg36" . 汪 

2 27 
_ 44-A+t2 _ 34-2 四 

A V3tg36° A V3tg36° l 

其 中 最 后 的 不 等 式 是 因为 
-2=3.4F1-2- 了 十 36-7<0 


由 和 人 名 可 见 ,二 面 角 玉 -AG -~ 下 为 锐角 而 二 面 角 A GF- 所 为 
印 角 .又 因 二 面 角 A - GF -五 为 多 面体 的 以 GEF 为 楼 的 二 面 角 的 一 部 
分 ,所 以 多 面体 的 这 两 个 二 面 角 不 等 ,此 与 已 知 矛 盾 . 从 而 得 知 ,AE = 
AF= AG= zx,EF= FG= GE= y. 

对 珊 点 B,C,D 进行 类 似 论证 可 知 ,这 个 12 面体 是 由 一 个 边 长 为 
y 的 正四 面体 EFGH 出 发 ,在 它 的 每 一 个 面 上 向 外 作 一 个 正 棱锥 
AEFG , BEFH ,CFGH, DEGH 而 构成 的 . 
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i 二 梁 





组 


过 A,B,C 三 点 作 一 个 平面 分 别 交 EF,HF,GF 于 E,F',G 三 
点 .于 是 由 对 称 性 易 知 六 边 形 AE'BF'CG 是 正六 边 形 , 日 FA = FE 


Xx,AE = 万 (如 右 图 ) 


记叙 AFE = 0, 则 有 


= 00s0 =1-2(sn§), 
- F< 7 E 


5 PP- 一 一 | 


由 此 即 得 、 


12， 146 由 2X2 方 格 纸 去 掉 1 个 方 格 所 余下 的 图 形 称 为 捐 形 . 用 
这 种 拐 形 去 覆盖 5x7 的 方 格 板 ,每 个 拐 形 恰 覆 盖 3 个 方 格 , 可 以 重 码 
但 不 能 超出 方 格 板 的 边界 . 问 能 否 使 方 格 板 上 每 个 方 格 被 覆盖 的 层 数 
都 相同 ?说 明理 由 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 将 5x7 方 格 板 的 每 个 方 格 中 都 填写 -2 或 1 如 右 图 所 示 . 
易 见 ,每 个 拐 形 所 用 盖 的 3 个 方 格 中 的 3 数 之 和 非 负 .因而 无 论 用 多 少 
个 抛 形 履 盖 方 格 板 多 少 次 , 盖 住 的 所 有 数 之 和 (一 个 数 被 盖 几 层 就 计数 
几 次 ) 都 是 非 负 的 . 
另 一 方面 , 方 格 板 上 共有 12 个 |-23 1 -2 1 -2T1 [一 2 
-2 和 23 个 1 ,总 和 是 - 1. 当 被 覆 上 -二 上 二 二 25 
闽 &A 层 时 , 盖 住 的 所 有 数 之 和 又 等 [1111111 LTII 
于 一, 矛盾 .这 表明 题 中 所 要 求 的 iiLLEa 
覆盖 是 不 可 能 实现 的 . 
12'147 ”将 凸 九 边 形 工 的 一 个 顶点 记 为 A. 在 平面 上 平移 ,使 
导 顶 点 A 依次 重合 于 原 多边 形 的 其 余 8 个 顶点 ,得 到 8 个 与 本 全 等 的 
凸 丸 边 形 .求证 这 8 个 凸 九 边 形 中 总 有 两 个 局 部 重奏 . 
(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 】 以 顶点 A 为 中 心 ,以 2 为 相似 比 , 作 多 边 形 下 的 同 向 位 似 
图 形 们 .容易 证 明 ,平移 所 得 的 8 个 凸 九 边 形 全 都 位 于 T' 之 中 .因此 ， 


S(UT) S(T')=45 (T)， 0 
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其 中 TiT ,Ts 表示 平移 所 得 的 8 个 凸 九 边 形 ,SCT) 表 示 图 
形 , 了 的 面积 .因为 
S(T)=S(T), i=1,2,.…,8, © 
所 以 由 信和 @ 得 到 : 

S(UT)S4AS(T)<8S (T)= > S(T,). 
由 此 可 知 , 必 存在 1] 委 :< jj 系 8, 使 得 
S(T T)>0, 
即 凸 九 边 形 T; 与 T 局 部 重 肥 . : 

12.148 ”对 于 任何 目 然 数 ,我 们 将 规格 为 1 Xk 的 和 矩形 都 称 为 
“长 条 ”. 求 所 有 自然 数 ,使 得 规格 为 1995 x xz 的 矩形 可 以 划分 为 两 两 
规格 不 同 的 一 组 长 条 . 

(第 58 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,划分 成 的 所 有 长 条 的 边 都 应 分 别 平行 于 所 给 的 大 算 
形 的 边 .将 问题 分 为 两 种 情形 来 分 别 加 以 解决 . 

(1) 设 n<<1995. 这 时 所 能 分 出 的 长 条 的 最 大 长 度 为 1995. 于 是 规 
格 不 同 的 长 条 至 多 1995 个 ,它们 所 能 覆盖 的 面积 至 多 为 


1+2+..+1955= -1 x1996x1995=998x 1995. 


2 
由 此 立即 得 到 ”入 998. 

对 于 每 个 自然 数 n 志 998, 首 先 作 一 组 平行 于 和 矩形 长 边 的 平行 线 ， 
将 手 形 分 成 n 个 长 为 1995 的 长 条 ,然后 第 1 个 长 条 不 动 ,第 2 个 长 条 、 
分 成 长 度 分 别 为 1 和 1994 的 两 个 长 条 ,第 3 个 长 条 分 成 长 度 分 别 为 2 
和 1993 的 两 个 长 条 . 这样 继续 下 去 , 即 可 将 整个 1995 x 7 的 矩形 划分 
成 两 两 规格 不 同 的 长 条 . 

(2) 设 n 之 1995. 这 时 所 能 划分 出 的 最 长 的 长 条 的 长 度 为 n .长度 
不 大 于 n 的 规格 互 不 相同 的 一 组 长 条 所 能 覆盖 的 面积 至 多 为 


1+24.…+n= 方 (n+1), 





1995n 志 六 n (nt+1). 


由 此 可 得 ”之 3989. 易 见 , 用 类 似 于 (1) 中 的 分 法 总 能 将 1995 x n 的 算 
形 划 分 成 两 两 规格 不 同 的 长 条 . 
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组 


” 综 上 可 知 ,满足 条 件 的 自然 数 ”为 mw<<998 和 zx 之 3989， 

12.149 如果 位 于 多 边 形 不 同 边 上 的 两 点 之 间 的 连 线 全 在 该 多 边 
形 内 部 , 则 称 这 条 连 线 是 多 边 形 的 一 条 弦 . 

(1) 是 否 对 任何 多 边 形 (不 一 定 是 凸 的 ) ,总 能 找到 它 的 一 条 藤 将 多 
边 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 ? 

(2) 求 证 任何 多 边 形 中 总 能 找到 它 的 一 条 弦 将 多 边 形 分 成 两 部 分 ， 
使 得 每 部 分 的 面积 都 不 小 于 多 边 形 面 积 的 二 

(第 S7 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] (1) 将 4 个 相同 的 正三 角形 之 间 用 狂 
罕 的 通道 连 起 来 如 右 图 所 示 . 易 见 , 这 个 止 多边 
形 的 任何 一 条 弦 都 不 能 把 它 分 成 面积 相等 的 两 
部 分 . 

(2) 由 于 在 任何 边 数 大 于 3 的 多 边 形 内 部 总 


可 以 作出 一 条 对 角 线 , 故 知 对 任何 多 边 形 总 可 以 


用 对 角 线 作 三 角 剂 分 , 即 对 任何 多 边 形 都 可 用 一 

组 不 在 形 内 相交 的 对 角 线 将 它 划 分 成 若干 个 三 角形 .显然 ,这 些 对 角 线 
都 是 多 边 形 的 弦 . 对 于 划分 出 的 每 个 三 角形 工 , 如 果 它 的 某 条 边 是 原 
多 边 形 的 对 角 线 , 则 该 边 就 将 原 多 边 形 划分 成 两 部 分 .其 中 一 部 分 包含 
, 男 一 部 分 不 包含 了 .以 下 我 们 将 不 包含 工 的 那 一 部 分 称 为 三 角形 


T 的 该 边 的 外 部 . 


现 设 已 对 多 边 形 作 了 三 角 剖 分 .如 果 其 中 存在 某 个 三 角形 , 它 的 革 
条 边 的 外 部 的 面积 不 小 于 忆 生 不 大 于 他 (其 中 S 为 原 多 边 形 的 面 


积 ) , 则 该 边 就 是 满足 要 求 的 弦 . 
假设 不 存在 上 述 的 三 角形 ,于 是 必 可 找 出 一 个 三 角形 人 ,使 得 在 


T 的 每 一 边 的 外 部 的 面积 都 小 于 与 .如 果 三 角形 的 某 边 的 外 部 的 面积 

大 于 今 ,就 可 以 到 该 外 部 中 去 找 三 角形 了 .将 三 角形 工 记 为 和 ABC 
(如 果 了 仅 有 一 条 边 AB 是 原 多 边 形 的 对 角 线 , 另 两 边 都 是 原 多 

边 形 的 边 ,那么 只 有 第 1 条 边 的 外 部 大 于 0 但 小 于 号 ,从 而 三 角形 了 
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的 面积 大 于 笠 .这 时 , 取 BC 中 点 中 ,连结 AD , 则 总 AD 就 满足 题 中 的 


要 求 . 
(让 如 果 人 有 两 条 边 AB 、AC 都 是 原 多 边 形 We BC 是 


原 多 边 形 的 一 条 边 , 则 AB 和 AC 的 外 部 的 面积 都 大 于 0 小 这 时 


仍 可 取 BC 的 中 点 DD, 而 了 AD 满足 题 中 要 求 .实际 上 , 攻 AD Dg 
人 A 外 部 与 AC 外 部 的 面积 之 差 ,小 于 


与 ,当然 满足 题 中 要 求 
(ii 设 三 角形 下 的 3 条 边 都 是 原 多 边 形 的 对 角 线 . 这 时 3 条 过 的 
外 部 面积 都 大 于 0 且 小 于 六 .让 点 D 从 点 互 开 始 沿 着 BC 向 点 C 方向 


移动 ,并 观察 多 边 形 被 过 A,D 两 点 的 弦 所 划分 成 的 两 部 分 的 面积 的 
变化 情形 .将 点 B 所 在 部 分 的 面积 记 为 Saap ,而 将 点 C 所 在 部 分 的 面 


只 记 为 Scap .如果 在 移动 过 程 中 可 使 Sawn 在 某 一 时 刻 恰 为 写 ,那么 立 
即将 点 DD 停 住 ， 有 否则 , 必 存 在 边 BC 上 的 点 五 ， 
使 当 扣 D 未 越过 EE 时 ， Sun< 写 ,而 当 点 DD 越过 后 ,又 有 Spap > 


与 .这 时 ,在 越过 点 五 且 非 常 接近 点 瓦 之 处 取 点 万 ,于 是 有 
Saap 委 SaaF + Spc + SA agp 
< 全 + SAaFEp, (9 
其 中 Sgc 表 示 BC 外 部 的 面积 .前 面 说 到 点 吕 D 非常 靠近 点 玉 , 就 是 要 靠 
近 到 足以 保证 @ 式 右 端 仍 小 于 兮 .这 就 完成 了 全 部 证 明 ， 
12.150 ” 试 找 出 一 个 多 面体 ,使 得 它 的 任何 3 个 侧面 的 边 数 都 不 
全 相等 . . 
(第 57 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 将 一 个 三 棱柱 于 一 个 顶点 处 切 去 一 个 小 四 面体 或 于 一 条 村 
处 切 于 一 个 上 下 底 不 平行 的 小 “三 棱柱 ”后 所 得 到 的 多 面体 如 下 图 所 示 
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易 见 ,这 两 个 多 面体 都 是 共有 6 个 面 , 其 中 三 角形 .四边形 和 五 边 形 各 
两 个 .当然 满足 题 中 要 求 . 

12*151 在 凸 1994 边 形 M 中 连 出 997 条 对 角 线 ,使 得 M 的 每 个 
顶点 都 恰好 引出 1 条 对 角 线 .每 条 对 角 线 都 把 M 的 周 界 分 成 两 部 分 ， 
其 中 边 数 较 少 的 部 分 中 边 的 条 数 定义 为 这 条 对 角 线 的 长 度 .将 997 条 
对 角 线 的 长 度 按 递减 次 序 排 成 数列 (d |,d;,… ,doo7). 问 对 角 线 长 度 的 


油光 和 浴 


序列 能 否 实现 
(da ,dg97) 二 (3,3,…,3,2,2,…,2), 其 中 有 991 个 3 和 
6 个 2? z 
(2)(4di,d2,…,d997) 二 (8,…,8,6,…,6,3,…,3), 其 中 有 4 个 8， 
985 个 6 和 8 个 3? 


(捷克 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 首先 证 明 如 下 的 

引 理 如果 在 一 个 凸 2n 边 形 中 连 出 ”条 对 角 线 ,使 得 这 个 凸 27 
边 形 的 每 个 顶点 都 恰好 连 出 1 条 对 角 线 ,那么 长 度 为 偶数 的 对 角 线 的 
条 数 必 为 偶数 . 

引 理 的 证 明 将 凸 2n 边 形 的 2n 个 顶点 相间 地 涂 成 黑色 与 白色 ， 
于 是 黑白 两 色 的 顶点 各 有 n 个 . 易 见 ,具有 同色 端点 的 对 角 线 的 长 度 
为 偶数 ,具有 异 色 端点 的 对 角 线 的 长 度 为 奇数 . 

设 有 上 条 对 角 线 的 端点 异 色 , 于 是 另外 的 n -上 条 对 角 线 的 端点 
同色 .去 掉 前 & 条 对 角 线 连同 它们 的 端点 , 则 还 有 黑白 顶点 各 n 一 上 
个 .由 于 这 2- 下 个 黑 点 都 只 能 连 出 顶点 同色 的 对 角 线 , 且 每 个 顶点 都 
恰 连 出 1 条 ,所 以 黑 顶 点 的 个 数 nn 一 必 为 偶数 , 即 长 度 为 偶数 的 对 角 
线 的 条 数 为 偶数 . 

因为 (2) 中 共有 985+4= 989 条 对 角 线 的 长 度 为 偶数 ,与 引 理 的 结 
论 矛 盾 ,所 以 不 可 能 实现 . 
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为 解 问题 (1), 设 M 为 A1A，…Alo%4. 连 出 对 角 线 AiA43,A4A6， 
ArAo,AsAio,AnAw3s 和 Ail,Au, 这 6 条 对 角 线 的 长 度 都 是 2. 再 连 出 
对 角 线 

AoreoA 12+067,Alo+6A are AlteAl4+ ej, 
j=1,2,3,…,330 | 
及 A,As, 共 得 到 991 条 长 度 为 3 的 对 角 线 . 容易 验证 ,这 997 条 对 角 线 
满足 题 中 的 要 求 .可 见 . (1) 中 所 要 求 的 对 角 线 长 度 的 序列 存在 . 


1 十 汪 


言 沁 吵 答 
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第 十 三 章 其 他 组 合 问题 


13.1 商店 里 运 到 了 大 锥 牛奶 . 售货员 有 一 架 缺 少 夸 码 的 天 平 
( 秤 盘 中 可 放 牛 奶瓶 ) ,并 有 3 个 一 样 的 牛奶 瓶 , 其 中 有 两 个 是 空 的 , 另 
一 个 中 盛 有 1 升 牛奶 .怎样 才能 在 一 个 瓶 中 刚好 装 进 85 升 牛奶 ,而 使 用 
天 平 称 量 不 超过 8 次 (假定 牛奶 瓶 的 容积 超过 85 升 )? 

(第 48 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 先 称 量 5 次 ,数量 分 别 为 1,1,2,4,8 升 ,再 加 上 原 有 的 1 升 ， 
均 倒 人 一 个 瓶 内 , 共 17 升 .然后 3 次 称 出 17,17,34 升 , 倒 入 1 个 瓶 内 愉 
为 85 升 . 

13:2 有 5S 个 夸 码 ,它们 的 重量 分 别 为 1000 克 ,1001 克 ,1002 克 ， 
1004 元,1007 克 ,但 夸 码 上 并 未 注 明 质量 而 外 观 又 完全 相同 . 现 有 一 台 
市 有 指针 的 台秤 , 它 可 以 指出 物体 质量 的 克 数 .要 求 经 3 次 称 量 就 确定 
出 重 为 1000 克 的 硅 码 , 问 该 怎样 称 量 ? 

(第 44 起 莫 斯 科 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 将 5 个 夸 码 分 成 3 组 ,个 数 分 别 为 2,2,1. 将 前 两 组 夸 码 各 
_ 称 量 一 次 ,因为 5 个 夸 码 中 每 对 硅 码 的 质量 和 各 不 相同 , 故 这 时 由 称 量 
结果 便 知 质量 为 1000 克 的 硅 码 在 哪 一 组 中 .如 果 在 第 3 组 ,问题 就 解决 
了 ;如 斥 在 前 两 组 之 一 , 则 再 将 该 组 的 夸 码 之 一 称 量 一 次 就 行 了 . 

13.3 在 101 枚 硬币 中 有 5S0 枚 伪 币 , 伪 币 重量 比 真 币 少 1 克 . 现 有 
一 架 天 乎 , 它 的 指针 能 指出 天 平 左 右 两 盘 重 量 的 差 值 .要 求 使 用 天 平一 
次 判定 指定 的 一 枚 硬币 是 真 币 还 是 伪 币 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 将 其 余 的 100 枚 硬币 分 放 到 天 平 的 两 盘 中 ,每 盘 放 50 枚 ， 
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进行 一 次 称 量 . 称 量 的 结果 ,如 果 差 值 是 偶数 ,表明 两 盘 中 伪 币 数 奇 偶 
性 相同 , 伪 币 总 数 为 偶数 , 故 指定 的 一 枚 硬币 是 真 币 . 如果 差 值 是 奇数 ， 
则 两 盘 中 伪 币 数目 之 和 为 奇数 , 故 知 指 定 的 硬币 是 伪 币 . 

13.4 已 知 有 2 +1 个 夸 码 ,总 重量 为 22 ,每 个 夸 码 的 重量 都 是 自 
然 数 .一 架 天 平 的 两 个 盘 处 于 平衡 状态 .将 夸 码 按 由 重 到 轻 的 顺序 逐个 
放 到 天 平 盘 中 去 且 每 次 放 硅 码 时 总 是 放 到 较 轻 的 一 方 .如 果 天 平 处 于 
平衡 状态 , 则 可 将 下 一 个 夸 码 随意 放 到 一 个 盘 中 .求证 当 所 有 破 码 都 放 
完 时 ,天 平 处 于 平衡 状态 . 

(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 用 反 证 法 容易 证 明 ,各 最 重 奔 码 的 重量 为 上 , 则 重量 为 1 的 
夸 码 的 个 数 六 之 上 . 

当 将 所 有 重量 大 于 1 的 硅 码 都 放 完 之 后 ,两 盘 夸 码 重 量 之 差 不 超 
过 有 , 故 当 把 重量 为 1 的 夸 码 逐个 放 人 后 , 必 处 于 平衡 状态 . 

13:5 已 知 利 用 一 组 6 个 硅 码 可 以 用 天 平 称 量 重量 是 连续 自然 数 
的 63 个 重 物 . 求 出 这 组 硅 码 . 

(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 】 因为 硅 码 的 部 分 和 可 以 是 连续 自然 数 , 故 其 中 必 有 一 硅 码 
重量 为 ,而 且 前 3 个 硅 码 应 为 1,2,4. 于 是 第 4 个 不 超过 8 ,第 5 个 不 超 
过 16, 第 6 个 不 超过 32. 若 第 6 个 硅 码 的 重量 少 于 32, 则 无 法 称 量 63 , 故 
知 6 个 夸 码 的 重量 分 别 为 1,2,4,8,16,32， 

13.6 已 知 $ 枚 硬币 中 有 1 枚 是 伪造 的 , 它 在 重量 上 与 真 币 不 同 ， 
但 不 知 较 重 还 是 较 轻 . 真 币 的 重量 是 $ 克 . 现 有 一 台 天 平和 一 枚 质量 为 
5 殉 的 奔 人 码 , 问 应 怎样 称 量 ,才能 只 称 量 两 次 就 找 出 伪 币 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 取 两 枚 硬币 放 在 天 平 的 左 盘 中 ,再 取 1 枚 硬币 连同 硅 码 放 
在 天 平 右 盘 中 ,并 进行 第 1 次 称 量 . 

右 称 量 结果 是 平衡 ,说 明 伪 币 在 未 称 量 的 两 枚 之 中 . 取 其 中 1 枚 与 
夸 公 进 行 称 量 . 知 平 衡 , 则 未 称 量 的 1 枚 是 伪 币 ; 若 不 平衡 , 则 天 平 上 的 
1 枚 是 伪 币 . 

大 第 一 次 称 量 的 结果 是 不 平衡 ,不 妨 设 左 轻 右 重 :将 左 盘 中 的 两 榴 
硬币 分 放 天 平 两 盘 中 进行 第 2 次 称 量 . 若 不 平衡 , 则 轻 的 1 枚 是 伪 币 ; 若 
平衡 , 则 第 1 次 称 量 时 右 盘 中 的 1 枚 是 伪 币 . 
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13.7 ”从 一 组 质量 分 别 为 1,2,… ,26 的 硅 码 中 ,可 以 选 出 6 个 来 ， 
使 得 从 它们 中 不 能 找 出 两 个 质量 和 相同 的 不 辐 夸 码 组 合 . 求 证 不 可 能 
选 出 7 个 夸 码 ,使 它们 也 具有 这 种 性 质 . 

(第 30 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[证 ] ” 取 硅 码 组 126,25,24,22,19,11} , 则 可 以 验证 , 它 满足 题 中 
的 要 求 . 

对 于 任何 一 个 有 7 个 硅 码 的 组 合 $ ,如 果 26,25,24,23E S, 则 26 
+ 23 = 25 + 24,S 不 满足 题 中 要 求 .如 果 26,25,24,23 不 同时 属于 S， 
则 S 中 任何 4 个 夸 码 的 质量 之 和 都 不 超过 97. 但 是 ,从 S 中 选取 不 超过 
4 个 硅 码 的 不 同 组 合共 有 CJ+ G3 + C3+ C4 = 98 个 .从 而 由 抽 居 原理 
知 , 其 中 必 有 两 组 不 同 夸 码 的 质量 之 和 相等 .这 就 证 明了 任何 有 7 个 在 
码 的 集合 都 不 满足 要 求 . 

13*8 已 知 19 个 夸 码 中 的 每 一 个 都 不 重 于 70 克 , 并 且 质 量 都 是 
整数 克 , 求 证 由 它们 不 能 组 成 多 于 1230 个 质量 不 同 的 夸 码 组 . 

z (第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证] ”首先 ,每 个 夸 码 的 质量 都 不 超过 70 克 ,19 个 硅 码 的 总 质量 
不 超过 1330 克 . 

设 质量 最 小 的 一 个 硅 码 为 上 克 , 于 是 这 些 硅 码 既 不 能 组 成 1,2,…， 
一 1 克 , 也 不 能 组 成 1261 + ,1262 +R,…,1330 克 ,共计 .69 个 不 同 质 
量 . 

册 设 质量 第 二 小 的 一 个 夸 码 重 上 + j 克 , 其 中 0 和 委 70. 于 是 这 
些 夸 码 除 上 面 指出 的 质量 外 ,还 不 能 组 成 &+1, 有 二 2,…,k+j 一 上, 
+ +T12R+ 一 以 及 1190+2&+7+1)1190+28 二 十 2， 
1260 + 不 克 , 共 计 至 少 有 68 个 不 同 质量 .可 见 , 这 组 夸 码 不 能 组 成 的 不 
同 质量 已 多 于 100 个 , 故 知 结论 成 立 . 

13*9 今 给 出 寿 干 个 内 容 完 全 相同 的 集合 ,集合 由 4 件 重量 均 为 
整数 到 的 物件 组 成 . 现 欲 用 这 些 物 件 作 硅 码 , 称 出 1 克 至 1985 克 ( 含 
1985 克 ) 之 间 的 每 一 整数 克 的 重 物 ,为 使 当 作 硅 码 的 物件 总 重量 达到 
最 小 ,有 多 少 种 不 同 的 选 配 4 件 物体 重量 的 方案 ? 

(奥地利 一 波兰 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 当 作 硅 码 的 物件 的 总 重量 不 能 少 于 1985 克 ,而 

198S = 5 x 397. 
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于 是 ,每 一 集合 的 4 件 物件 的 总 重量 的 最 小 值 为 5. 
选 配 为 4 件 整 数 克 的 物件 只 能 是 11,1,1,21. 
因此 ,只 有 一 种 选 配 4 件 物件 重量 的 方案 , 共 选 配 397 组 . 
13.10 ”一 组 夸 码 共有 100 个 ,其 中 每 两 个 的 质量 之 差 均 不 大 于 20 
克 . 试 证 可 以 把 这 些 硅 码 放 人 两 个 释 盘 ,每 个 盘 中 50 个 ,使 得 两 个 盘 中 
夸 码 的 质量 之 差 不 大 于 20 克 . 
(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 将 100 个 夸 码 任意 排 好 顺序 并 将 前 两 个 夸 码 分 别 放 人 两 个 
释 盘 中 .然后 把 第 3 个 夸 码 放 人 较 轻 的 一 个 盘 中 (如 果 两 盘 质 量 相等 ， 
则 可 随意 放 人 一 个 盘 中 ) .以 后 轮 到 每 个 硅 码 时 都 放 人 质量 较 轻 的 一 个 
盘 中 ,直到 放 完 为 止 .由 放 硅 码 的 原则 便 知 ,两 盘 硅 码 的 质量 之 差 不 大 
于 20 克 . 
13.11 已 知 6 个 外 观 相 同 的 硅 码 ,分 别 重 1,2,3,4,5,6 克 , 在 它 
们 的 面 上 分 别 刻 有 ”1 克 ”,“2 克 ”,“3 克 ”, “4 克 ”,“5 克 ” 和 “6 克 ” 的 字 
样 . 现 有 一 架 天 和 平 , 但 无 其 他 硅 码 . 问 怎样 通过 两 次 称 量 ,来 检验 出 其 中 
有 字样 而 与 实际 质量 不 相符 的 现象 ? 
(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 通过 两 次 称 量 来 验证 下 列 两 个 关系 式 ; 
ZL 十 2 十 3 三 6， 山 
Ti 二 6 所 TX3+ rs, O) 
其 中 .rx 表示 刻 有 “k 克 ” 的 硅 码 的 质量 .如 果 四 和 @ 式 中 至 少 有 ] 个 
不 成 立 ,就 说 明确 有 字样 与 实际 质量 不 符 的 现象 ;如 果 中 和 四 都 成 立 ， 
则 每 个 破 码 所 标的 质量 数 都 名 副 其 实 . 
事实 上 ,因为 
TI+ XI+ X33 之 1+2+3=6 守 x6， 
故 由 @ 可 推 得 zs 三 6 以 及 
[ris x2 Ta) = 11,2,31, {zazs! = 14,5}. 地 
由 此 及 名 和 合计 式 zi 辫 1z 委 3,zs 扫 S$ 又 可 推 得 关系 式 
7Xt+ re < x3+ rs <8， 
由 此 可 得 zi + zk = 7,Xx3++ x5 = 二 8, 从 而 及! = 1,x3 = 二 3,xs = 二 $5. 扯 
由 (3 即 得 rz = 2,x4 = 4, 即 对 = 1,2,3,4,5,6, 均 有 x = 上 &. 
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13.12 ”在 天 平 的 两 个 盘 中 各 放 有 不 个 夸 码 , 且 均 用 1 到 & 编号 ， 
而 且 左 边 的 盘 较 重 . 如 果 交 换 任 意 两 个 具有 同样 号 码 的 硅 码 , 则 总 是 右 
盘 变 重 或 者 两 盘 平 衡 . 求 上 的 所 有 可 能 值 . 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1]970 年 ) 

[ 解 ] 由 已 知 , 左 盘 中 每 个 夸 码 都 重 于 右 盘 中 同 号 的 夸 码 , 记 其 
重量 差 为 m;,i = 1,2,…,&. 因 为 只 要 交换 一 对 号 数 相同 的 硅 码 的 位 
置 , 右 盘 就 变 重 或 平衡 , 故 有 

m; 2 = 1,2,,k. 


将 上 式 对 i 从 1 到 求 和 有 即 得 
> mw > > Ym = (kD Dm 


由 此 得 到 2. 当 = 1 时 显然 成 立 ; 当 k= = 2 时 ,每 盘 中 的 两 个 硅 码 
重量 都 相等 即 可 . 故 知 满足 题 中 要 求 的 & 值 只 有 两 个 :1 和 2， 

13.13 ”给 定 成 等 比 数列 的 4 个 硅 码 和 一 架 等 臂 天 平 ,说 明 怎 样 只 
用 这 天 平 两 次 就 找 出 最 重 的 夸 码 . 

(第 8 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 假定 硅 码 的 重量 为 

airyar2,ar (r > 1).™ 

第 一 次 称 量 : 在 天 平 的 每 一 盘 中 放 两 个 硅 码 ,由 于 > 1, 则 

(a +a)-(er+ar)=aelr-l)r-1) >0， 

(ar? +ar)- (ar r+a)=a(r+1)(r-1)> 0， 

(ar st+ar’)- (arta)=a(r -1)(r+1)> 0,， 
因此 放 有 ar 的 盘 ( 互 ) 会 比较 重 . 

生 一 次 称 时 :只 要 比较 较 重 的 盘 ( 万) 上 的 两 个 砖 码 就 能 找 出 最 重 
的 硅 码 or- 

13.14 在 法 庭 上 作为 物证 出 示 了 14 枚 硬币 .鉴定 人 发 现 ,第 1 榴 
至 第 7 枚 硬币 是 假 的 ,第 8 枚 至 第 14 枚 硬币 是 真 的 .法 庭 仅 知道 , 假 硬 
币 的 重量 都 相同 , 真 硬 币 的 重量 也 相同 ,并 且 假币 比 真 币 轻 . 鉴定 人 使 
用 的 是 没有 硅 码 的 天 平 . 试 证 鉴定 人 可 以 利用 三 次 称 量 就 向 法 庭 证 明 ， 
醒 了 核 是 假 重 币 而 后 7 枚 是 真 的 . 

(第 7 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
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[证 ] 第 一 次 称 量 : 将 第 1 枚 放 在 天 平 的 左 盘 而 将 第 8 枚 放 在 右 
盘 . 称 量 结果 是 右 盘 较 重 , 故 知 第 1 枚 是 假币 而 第 8 枚 是 真 币 . 

第 二 次 称 量 :将 第 2,3,8 枚 放 在 左 盘 ,将 第 1,9,10 枚 放 在 右 盘 . 称 
量 结果 是 右 盘 较 重 , 故 知 第 2,3 两 枚 是 假币 而 第 9,10 两 枚 是 真 币 . 

第 三 次 称 量 :将 第 4,5,6,7,8,9,10 这 七 校 放 在 左 盘 而 将 另外 七 校 
放 在 右 盘 . 称 量 的 结果 是 右 盘 较 重 , 故 知 4,5,6,7 这 四 枚 是 假币 而 11， 
12,13,14 这 四 枚 是 真 币 . 

13*15 ”一 架 天 平 有 两 个 盘 和 一 个 指针 ,但 没有 厂 码 ,指针 治 一 根 
量 尺 移动 . 当 左 盘 重 量 为 上 而 右 盘 重量 为 R 时 ,指针 恰 指 在 量 尺 上 的 
R 一 上 处 . 

现 有 (之 3) 多 硬币 ,每 锥 装 有 方 n(n + 1) + 1 枚 硬币 .所 有 硬币 
的 形状 和 颜色 都 相同 ,其 中 有 ”- 1 伐 真 币 和 和 1 袋 伪 币 .所 有 真 币 重量 
相同 ,所 有 伪 市 的 重量 相同 ,但 真 币 与 伪 币 重量 不 同 . 

两 个 盘 中 都 放 上 硬币 并 读 出 指针 所 指 的 数 算 做 一 次 称 量 , 求 证 只 
要 称 量 两 次 即 可 断定 哪 一 袋 是 伪 币 . 

(第 30 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 设 2 为 偶数 .从 每 袋 中 各 取 1 榴 ,将 一 半 放 在 左 盘 , 另 一 半 
放 在 右 盘 进行 称 量 , 所 得 读数 x 便 是 一 枚 真 币 与 一 枚 伪 币 重量 之 
差 . 

第 2 次 称 量 时 将 第 1 氏 中 的 方 n(n+1) 枚 放 在 右 盘 .而 从 第 ; 袋 中 
取出 i 校 (i = 1,2,…,n) 放 在 左 盘 . 设 这 时 读数 为 y, 则 y = mx,m 
N. 当 nn 志 n 时 ,第 mm 袋 是 伪 币 ; 当 m > nn 时 ,第 1 袋 是 伪 币 . 

设 nn 为 奇数 .对 前 n -1 袋 进 行 与 上 面 一 样 的 称 量 . 在 两 边 相 等 , 则 
第 n 袋 为 伪 币 . 设 两 盘 之 差 x 关 0, 则 第 ” 袋 为 真 币 .在 ”> 3 时 , 像 上 
面 一 样 地 称 量 即 可 判定 出 伪 币 . 当 ”= 3 时 ,从 第 1,3 两 袋 各 取 1 枚 分 
别 放 在 左右 两 盘 进 行 称 量 . 若 读数 为 0, 则 第 2 袋 为 伪 币 ;车 读数 不 为 0， 
则 第 1 袋 为 伪 币 . 

13.16 ” 设 有 两 种 重量 (分 别 草 p 和 g 且 p > 9) 的 球 共 5 个 ,每 个 
球 都 涂 有 红 , 黄 , 蓝 三 色 之 一 .两 个 红 球 ,两 个 黄 球 的 重量 都 不 相同 ;一 
个 蓝 球 的 重量 不 知 为 p 还 是 g 且 由 外 形 无 法 确定 球 的 轻重 . 现 有 一 台 
无 夸 码 的 天 平 ( 只 能 比较 轻重 而 不 能 称 出 具体 重量 ) , 准许 称 量 两 次 而 
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x > 沪 


将 5 个 球 的 轻重 都 区 分 出 来 , 问 该 怎样 称 量 ? 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 分 别 将 两 个 红 球 ,两 个 黄 球 和 一 个 蓝 球 记 为 六 1 六 2 YI，Y2 
和 已. 

将 r +5 与 r+ yi 分别 放 人 天 平 的 两 个 盘 中 进行 第 1 次 称 量 , 结 
来 可 能 有 3 种 情形 :rm + = rt ysritb>rityritb< rt 
Yl. 

(Drit+5= 放 + 因为 让 关 记 ,元 56 关 yi. 将 5 和 yi 分别 放 在 
天 平 两 盘 中 进行 第 2 次 称 量 

各 >y 则 =zy=gq=prl= or = p; 

者 b < yi, 则 b= gq,y1 = py =aqsrl= 力 ra = 9. 

(2)rit+6 这 fr2+ yl: 因 r1 关 1r2, 故 有 ri = pr = 9. 车 b < yi， 
则 4&5 = 4g,y = p, 于 是 rt+ b= xr + y1, 予 盾 , 故 有 b 之 yi. 

现 将 5 与 y, 分 别 放 在 两 盘 中 进行 第 2 次 称 量 . 

若 5> 六 2, 则 6=py = gq,yt = p; 

大 六 = yy , 则 总 之 maxiyt,yz ,所 以 有 .0 = py = pyy1 = 4; 

若 b < yy, 则 5 = gq,yy = p,y1 = 9. 

(3)r +8<r+y 因 ri 和 尖 r, 故 有 ri 过 rr;. 因 而 有 rl 9 72? 
= p, 且 有 5b 所 yj. 

将 2 与 y 进行 第 2 次 称 量 . 

奋 0> 则 =py = gy =p; 

看 6 = 2, 则 0 委 minlytyzj 所 以 有 6 = gq,y2 = gq,y1 = p; 

帮 65 < yy, 则 6 = gqg,y2 = py = g. 

13:17 ”有 一 根 由 60 个 环 组 成 的 锁链 ,每 环 重 1 克 . 最 少 砍 断 几 个 
环 ,就 可 以 利用 断 成 的 一 段 段 锁 链 , 凌 出 1 克 ,2 克 ,…,59 克 ,60 克 的 重 
物 来 (被 砍 断 的 环 仍 重 1 克 )? 

(第 14 届 黄 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1951 年 ) 

[ 解 ] 将 锁链 上 的 第 5,14,31 环 破 断 , 则 整个 锁链 断 成 7 部 分 ,其 
重量 分 别 为 1,1,1,4,8,16,29. 容 易 验 证 ,由 它们 可 以 组 成 从 1 克 到 60 
区 的 任何 一 个 整数 重量 . 

当 仅 砍 断 两 环 时 ,整个 锁链 被 分 成 5 部 分 .5 个 元 素 的 集合 只 有 31 
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个 非 空子 集 , 故 由 5 部 分 锁链 所 能 组 成 的 不 同 重量 不 超过 31 个 ,当然 不 
满足 题 中 要 求 . 

综 土 可 知 ,最 少 要 砍 断 3 个 环 . 

13.18 ” 设 有 25 枚 外 观 相同 的 硬币 ,其 中 有 3 枚 伪 币 和 22 枚 真 币 . 
所 有 真 币 的 重量 都 相同 ,所 有 伪 币 的 重量 也 都 相同 ,但 伪 币 轻 于 真 币 . 
现 有 一 架 没 有 硅 码 的 天 平 , 问 该 如 何 称 量 两 次 ,以 便 找 出 6 枚 真 币 来 ? 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 任意 去 掉 1 枚 硬币 ,将 其 余 的 24 枚 硬币 分 放 到 天 平 两 盘 
中 ,每 盘 12 枚 并 进行 第 1 次 称 量 . 

(1) 如 果 称 量 的 结果 是 平衡 , 则 天 平 两 盘 中 各 有 1 枚 伪 币 ,11 枚 真 
币 . 再 将 一 一 盘 中 的 12 枚 硬币 分 放 天 平 两 盘 中 ,每 盘 6 枚 并 进行 第 2 次 称 
量 . 重 的 一 盘 中 的 6 枚 硬币 都 是 真 币 . 

(2) 如 果 第 1 次 称 量 的 结果 是 不 平衡 , 则 较 重 的 一 盘 中 至 多 有 1 枚 
伪 币 .将 轻 的 一 盘 中 的 硬币 取 下 后 ,将 重 盘 中 的 6 枚 硬币 移 过 来 并 进行 
第 2 次 称 量 . 如果 平衡 , 则 两 盘 中 的 12 枚 硬币 都 是 真 币 ;如 果 不 平衡 , 则 
重 盘 中 的 6 枚 硬币 都 是 真 币 . 

13.19 ”已 知 在 80 枚 金币 中 有 1 枚 伪 币 ,重量 较 轻 .要 求 用 一 架 没 
有 夸 码 的 天 平 称 量 4 次 而 找 出 伪 币 , 问 该 怎样 称 量 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1947 年 ) 

[ 解 ] 将 80 枚 金币 分 成 3 组 , 枚 数 依次 为 27,27,26 ,并 将 前 两 组 
金币 分 别 放 和 天平 的 两 盘 中 ,进行 第 1 次 称 量 . 若 不 平衡 , 则 伪 币 在 较 
轻 的 盘子 中 ; 若 平衡 , 则 伪 币 在 第 3 组 中 ,再 给 第 3 组 加 上 1 枚 ,也 变 成 
27 枚 金币 . 

将 包括 伪 币 在 内 的 这 组 27 枚 金币 分 成 3 组 ,每 组 9 枚 并 将 前 两 组 
金币 分 别 放 人 天 平 的 两 盘 进 行 第 2 次 称 量 . 像 上 次 一 样 地 可 以 确定 出 
含有 伪 币 的 一 组 9 枚 金币 . 

再 将 这 9 枚 金币 均 分 成 3 组 并 重复 上 述 过 程 即 可 确定 出 包含 伪 币 
在 内 的 3 枚 金币 .最 后 再 对 这 3 枚 金币 重复 上 述 过 程 进行 第 4 次 称 量 ， 
便 可 确定 出 伪 币 . 

13.20 ”有 11 袋 硬币 和 一 台 有 两 个 秤 盘 的 天 平 ,天 平 上 有 指针 ,可 
以 指出 哪 一 边 重 以 及 重 多 少 .已 知 有 1 袋 装 的 是 伪 币 而 其 余 袋 子 中 全 
是 真 币 , 所 有 真 币 的 重量 都 相同 ,所 有 伪 币 的 重量 也 相同 但 与 真 币 重 量 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 949 





潜 吾 喧 家 准 









不 同 . 问 最少 要 称 量 多 少 次 ,才能 够 确定 出 哪个 袋 中 是 伪 币 ? 
(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965S 年 ) 


组 [ 解 1] 将 前 10 袋 中 各 1 枚 硬币 放 在 天 平 的 左 盘 中 ,最 后 一 袋 中 
才 ”的 10 枚 硬币 放 在 右 朴 进行 第 1 次 称 量 .显然 不 会 平衡 ,不 妨 设 左 轻 右 重 
并 记 下 重量 差 a. 


然后 从 前 10 袋 中 分 别 取 出 1,2,… ,10 枚 硬币 放 在 左 盘 中 ,从 最 后 
一 袋 中 取 55 枚 硬币 放 在 右 盘 中 进行 第 2 次 称 量 . 当然 还 是 左 轻 右 重 并 
记 下 重量 差 5. 如 果 a :2 = 2 :11, 则 最 后 一 袋 是 伪 币 ;如 果 a :0=1 
: j(1 二 j 志 10), 则 第 j 袋 是 伪 币 . 可见, 最 少 称 量 两 次 即 可 找 出 伪 币 . 

[ 解 2] 从 前 5 袋 中 分 别 取 出 1,2,3,4,5 枚 硬币 放 人 和 天平 的 左 盘 
中 ,从 接 下 5 袋 中 也 分 别 取 1,2,3,4,5 榴 硬币 放 入 右 盘 中 进行 第 1 次 称 
量 . 耕 平衡 , 则 最 后 一 袋 是 伪 币 ; 若 不 平衡 , 则 最 后 一 袋 是 真 币 . 

在 不 平衡 的 情况 下 不 妨 设 左 轻 右 重 并 记 下 重量 差 a .然后 从 前 10 
袋 中 各 取 1 枚 放 在 左 盘 中 ,并 从 最 后 一 袋 取 10 枚 真 币 放 人 右 盘 中 进行 
第 2 次 称 量 . 若 左 方 重 , 则 人 擅 币 重 , 于 是 伪 币 在 6,7,8,9,10 号 袋 之 一 中 . 
藻 左 方 轻 , 则 伪 币 轻 , 伪 币 在 前 5 袋 之 一 中 . 记 下 重量 差 4b. 当 a :8 = 
j 11 委 jJ) 委 9) 时 并 视 伪 币 轻重 即 可 定 出 伪 币 的 袋子 .可 见 , 称 量 两 
次 即 可 找 出 伪 币 . 

另 一 方面 , 称 量 1 次 时 若 不 平衡 显然 无 法 确定 伪 币 . 所 以 ,为 确定 
伪 币 最 少 要 称 量 两 次 . 

13.21 给 定 13 个 夸 码 ,它们 的 重量 都 是 整数 克 重 .已 知 其 中 任意 
12 个 硅 码 都 可 分 为 两 组 ,每 组 6 个 硅 码 且 两 组 硅 码 的 重量 和 相等 .求证 
所 有 在 码 的 重量 都 相等 . 

(第 12 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1949 年 ) 

[证 ] 由 已 知 ,任意 12 个 夸 码 都 可 以 分 为 重量 和 相等 的 两 组 , 故 
知 这 12 个 夸 码 的 重量 和 是 偶数 .又 因 任何 两 组 不 同 的 12 个 佚 码 中 恰 有 
11 个 夸 码 相同 , 故 知 任何 两 个 硅 码 的 重量 之 差 是 偶数 . 这 又 意味 着 所 
有 夸 码 的 重量 同 为 奇数 或 同 为 偶数 .不 妨 设 为 后 者 , 因 若 所 有 夸 码 的 重 
量 都 是 奇数 , 则 可 转 而 考察 每 个 硅 码 重量 都 加 1 的 情形 . 

下 面 , 我 们 以 两 克 为 单位 来 表示 硅 码 的 重量 , 则 所 有 硅 码 的 重量 都 
是 整数 .重复 上 面 的 证 明 即 知 任何 两 个 夸 码 的 重量 差 都 是 偶数 . 即 当 以 
克 为 单位 时 ,任何 两 个 夸 码 的 重量 差 都 是 4 的 倍数 . 类似 地 可 以 证 明 ， 
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任何 两 个 硅 码 的 重量 差 都 是 2 的 任意 整数 次 震 的 倍数 . 因为 重量 差 为 
有 限 数 , 故 必 为 零 , 即 所 有 硅 码 的 重量 都 相等 . 

13.22 已 知 在 1000 枚 硬币 中 可 能 有 0,1 或 2 校 伪 币 .已 知 伪 币 的 
重量 彼此 相同 但 与 真 币 不 同 . 试 问 能 和 否 使 用 一 架 没 有 硅 码 的 天 和 平 称 量 
3 次 , 即 确定 出 来 其 中 有 无 伪 币 及 伪 币 与 真 币 谁 轻 谁 重 ? 

(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 将 1000 枚 硬币 分 放 到 天 平 两 盘 中 ,每 盘 各 放 500 枚 ,进行 
第 1 次 称 量 .结果 当然 可 能 有 两 种 情形 : 

(1) 不 平衡 ,不 妨 设 左 端 较 重 .这 表明 有 伪 币 存在 (可 能 有 ! 枚 或 2 
枚 ), 且 所 有 伪 币 都 在 同一 端 ( 如 果 两 端 各 有 1 枚 , 则 应 平衡 ). 这 时 ,将 
重 的 一 端的 硬币 均 分 成 两 组 ,每 组 250 枚 ,分 放 到 天 平 两 盘 中 进行 第 2 
次 称 量 .结果 如 果 是 不 平衡 , 则 可 断定 伪 币 在 这 500 枚 中 且 较 真 币 重 ， 
问题 解决 不 必 再 进行 第 3 次 称 量 . 如 果 第 2 次 称 量 的 结果 是 平衡 , 则 或 
者 伪 币 在 另外 500 榴 之 中 ( 且 较 真 币 轻 ) ,或 者 伪 币 有 两 枚 ,在 左右 两 盘 
中 各 1 枚 .这 时 再 将 一 盘 中 的 250 枚 硬币 分 成 两 组 ,每 组 125 枚 ,进行 第 
3 次 称 量 . 因 这 时 天 平 上 的 250 枚 硬币 中 至 多 1 枚 伪 币 , 故 若 结 果 是 平 
衡 ,就 知 伪 币 较真 币 轻 ; 若 结果 是 不 平衡 , 则 伪 币 较真 币 重 . 

(2) 平衡 ,这 意味 着 伪 币 可 能 有 0 或 2 枚 .将 其 中 1 组 均 分 为 两 组 ， 
每 组 230 枚 进行 第 2 次 称 量 . 若 称 量 结果 又 是 平衡 , 则 1000 枚 硬币 中 没 
有 伪 币 ; 兰 结果 是 不 平衡 , 则 表明 伪 币 有 两 枚 , 且 其 中 1 枚 在 天 平 上 .再 
将 较 重 的 一 组 分 为 两 组 ,每 组 125 枚 ,进行 第 3 次 称 量 . 若 结果 是 平衡 ， 
则 伪 币 较真 币 轻 ; 若 结 果 是 不 平衡 , 则 伪 币 比 真 币 重 ， 

13'23 ”已 知 质量 儿 为 整数 的 若干 个 夸 码 可 被 分 成 个 质量 相同 
的 夸 码 组 . 试 证 至 少 有 上 大 种 不 同 的 方法 从 中 取 走 1 个 夸 码 ,使 得 剩 下 的 
砖 码 不 能 再 分 成 六 个 质量 相同 的 组 . 

(第 37 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 如 果 1 个 硅 码 被 取 走 之 后 ,我 们 无 法 把 其 余 的 压 码 分 成 
个 质量 相同 的 硅 码 组 , 则 称 这 个 硅 码 是 本 质 性 的 .不 具备 这 种 性 质 的 夸 
得 称 为 非 本 质 性 的 .我 们 要 证 的 结论 是 :至 少 有 上 个 本 质 性 的 硅 码 ， 

者 不 然 , 则 本 质 性 的 奢 码 少 于 个 .我 们 要 来 证 明 , 对 于 任意 自然 
数 ? ,每 一 个 非 本 质 性 的 夸 码 的 质量 都 是 如 的 倍数 . 从 而 质量 只 能 是 
0, 巴 盾 . 下 面 就 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 一 命题 . 
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首先 ,全体 夺 码 之 和 是 不 的 倍数 . 取 走 1 个 非 本 质 性 硅 码 之 后 , 余 
下 的 夸 码 又 可 分 成 质量 相同 的 & 组 . 故 其 质量 之 和 也 是 上 的 倍数 .从 而 
取 走 的 非 本 质 性 硅 码 的 质量 也 是 上 的 倍数 .由 任意 性 知 每 个 非 本 质 性 
夸 码 都 是 & 的 倍数 , 即 命题 于 n = 1 时 成 立 . 

设 命题 于 n = nm 时 成 立 , 即 每 个 非 本 质 性 夸 码 的 质量 都 是 &” 的 
倍数 ,我 们 来 证 明 它 们 也 都 是 名 :的 倍数 .因为 本 质 性 硅 码 少 于 & 个 ， 
故 丰 组 中 至 少 有 工 组 夸 码 全 是 非 本 质 性 的 .于 是 这 组 夸 码 的 质量 之 和 
是 如 的 倍数 .但 上 组 硅 码 质量 和 相等 , 故 全 部 硅 码 的 质量 和 是 怒 + 的 
倍数 . 同 理 可 证 ,在 将 任何 一 个 非 本 质 性 硅 码 取 走 之 后 ,所 有 余下 的 夸 
码 的 质量 之 和 也 是 k”*!' 的 倍数 . 因此 每 个 非 本 质 性 硅 码 的 质量 都 是 
k”"*! 的 倍数 ,这 就 证 明了 命题 . 

13.24 ”一 堆 石 块 的 总 重量 是 100 千克 ,其 中 每 块 的 重量 都 不 超过 
2 于 克 . 以 各 种 方式 取出 其 中 的 一 些 石 块 ,并 求 出 这 些 石 块 的 重量 之 和 
与 10 千克 的 差 , 设 这 些 差 中 绝对 值 的 最 小 值 是 4 , 求 4 的 最 大 值 . 

(第 42 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 】 为 使 4 的 值 较 大 ,应 使 每 块 石 头 的 重量 都 较 大 , 当然 不 能 
超过 2 千克 .但 是 ,过 于 接近 2 千克 时 ,$ 块 石头 与 10 千克 的 差 又 变 小 . 
为 此 ,者 设 石 块 重量 为 x ,可 使 

10—- Sx = 6x — 10. 


解 得 x = 全. 易 见 , 当 取 55 块 石头 ,每 块 重量 都 是 如 千克 时 ,总 重量 为 
100 千 克 ,d = 1. 因此 ,a 的 最 大 值 不 小 于 1 
另 一 方面 , 设 4 的 最 大 值 D 大 于 1 , 则 必 存 在 某 堆 石 块 总 重量 为 
100 千克 , 且 从 中 取出 任何 一 组 石 块 的 重量 M 都 满足 不 等 式 
IM-101> 吉 . OD 
我 们 考察 其 中 的 这 样 一 组 石 块 ,它们 的 重量 之 和 M > 10, 但 任意 


去 抒 其 中 一 块 之 后 ,重量 之 和 都 小 于 10. 将 这 一 组 石 块 的 重量 分 别 记 
为 tl ;TX2，"… ,Xk 于 是 由 (D 有 


itzte to-= M>10+. OO) 
而 对 每 个 x; ,都 有 
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义 因 Ti 2,1 一 1,2,… ,上 上 , 卜 有 
10> rtzatrtrtrs > 


这 表明 5 块 石头 的 重量 之 和 与 10 千克 的 差 小 于 也 ,此 与 @ 矛盾 


综 上 可 知 ,d 的 最 大 值 为 了 

13.25 已 知 4 枚 硬币 中 可 能 混 有 伪 币 ,每 枚 真 币 重 10 克 , 伪 币 重 
9 克 . 现 有 一 台 具 有 一 个 秤 盘 的 人 台秤 ,可 以 称 出 盘 中 物体 的 总 重量 . 为 
了 鉴别 出 每 枚 硬币 的 真 伪 ,最 少 要 进行 几 次 称 量 ? 他 

(第 51 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 全 

[ 解 ] 将 4 枚 硬币 的 重量 分 别 记 为 ,bc,d. 称 量 3 次 ,第 1 次 称 是 
出 SI =a+po+c, 第 2 次 称 出 S$ =a+p+cd, 第 3 次 称 出 S3 三 a+ 
c+d. 于 是 有 

S= SI+S3+ S53= 3a+20+2c+2d. 
由 S 的 奇偶 性 可 知 a 为 9 还 是 为 10. 因 为 
S +Si- SI-a=2d， 

故 可 求 得 4 之 值 .因而 又 可 由 S; 一 a 一 d 和 S; -a 一 4d 而 得 到 4 和 c 的 
值 .可 见 , 称 量 3 次 可 以 鉴别 出 每 枚 硬币 的 真 伪 . 

若 仅 称 量 两 次 是 不 够 的 : 

(1) 车 第 1 次 仅 称 1 枚 , 则 第 2 次 无 法 判别 3 枚 硬币 的 真 伪 ; 

(2) 若 第 1 次 称 量 两 枚 重 19 克 , 则 第 2 次 无 法 闻 时 分 辨 4 枚 硬币 的 
真 伪 ; 

(3) 振 第 1 次 称 量 3 枚 重 29 克 , 则 第 2 次 或 称 量 3 枚 中 的 一 部 分 ， 
或 称 量 第 4 枚 , 均 无 法 同时 分 辨 4 枚 硬币 的 真 伪 . 

综 上 可 知 ,最 少 要 称 量 3 次 . 

13.26 已 知 8 枚 硬币 中 有 两 枚 伪 币 ,一 枚 轻 于 真 币 而 另 -- 枚 重 
于 真 币 . 现 有 一 架 没 有 硅 码 的 天 平 ,试问 能 否 经 过 3 次 称 量 就 确定 出 
两 枚 伪 币 的 重量 之 和 与 两 枚 真 币 的 重量 之 和 相 比 ,是 轻 , 重 还 是 相 
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es 吵 浴 


等 ? 
(第 53 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 可 以 做 到 .将 真 币 记 作 < , 重 的 伪 币 记 作 w, 轻 的 伪 币 记 作 


7, 它们 的 质量 也 用 相同 的 字母 代表 . 


第 1 次 称 量 , 在 天 平 的 左右 两 盘 中 各 放 两 枚 硬币 . 如果 平衡 , 则 一 
盘 为 aa ,为 一 盘 为 aa 或 wi .然后 将 这 4 枚 人 硬币 集中 于 左 盘 ,将 男 4 枚 硬 
币 放 于 右 盘 进行 第 2 次 称 量 . 若 平 衡 , 则 两 枚 伪 币 重量 之 和 与 真 币 相 
同 ; 硅 不 平衡 , 则 右 盘 的 轻重 决定 两 枚 伪 币 重量 和 的 轻重 . 

如 果 第 1 次 称 量 时 不 平衡 ,不 妨 设 为 左 轻 右 重 .然后 将 右 盘 两 枚 取 
下 并 另 换 两 枚 放 上 ,进行 第 2 次 称 量 并 对 称 量 结果 进行 分 析 判 断 

(1) 平衡 ,天平 两 盘 中 的 4 枚 均 为 真 币 ; 

(2) 保持 原状 ,从 右 盘 取 下 和 补 上 的 4 枚 均 为 真 币 ，; 

(3) 左 轻 右 重 倾斜 加 剧 , 从 右 盘 取 下 的 两 枚 和 两 次 称 量 都 未 用 到 
的 两 枚 共 4 枚 为 真 币 ; 

(4) 左 轻 右 重 倾斜 减轻 ,第 1 次 称 量 未 用 的 4 榴 为 真 币 ; 

(5) 左 重 右 轻 , 左 盘 两 枚 和 未 称 的 两 枚 共 4 要 为 真 币 . 

第 3 次 称 量 时 ,将 4 枚 真 币 放 在 左 盘 而 另 4 枚 放 在 右 盘 即 可 得 到 所 
要 的 结果 . 

13'27 已 知 一 架 精 确 天 平 的 左 , 右 两 盘 中 均 可 放置 夸 码 ,为 了 能 
分 别称 量 出 1,2,… ,n(n € N) 克 的 ”个 钢 球 的 质量 ,最少 需 要 多 少 个 
夸 码 ? 
(中 国 国 家 集训 队 训练 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 需 要 ; 个 夸 码 ,其 质量 分 别 为 aiyao，…,a.. 易 见 , 形 如 

elal+s2a2 + "+ eae E11,0,1| ,7 = 1,2,…,s 的 数 
共有 3: 个 ,或 者 说 互 不 相同 的 数 最 多 有 3: 个 .但 其 中 有 1 个 是 0, 其 余 


的 正 负 各 半 , 故 知 这 种 形式 的 正 数 最 多 有 二 (3 ~ 1) 个 .所 以 ,这 ;个 磷 
码 至 多 能 称 量 方 (3: - 1) 个 不 同 质量 .要 表示 出 1,2,…,n 这 个 质量 ， 
必 有 

天 < 六 (3 和 1 ) ， 

5 之 log3(2n + 1). 
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由 此 可 见 , 当 27+1 为 3 的 寡 时 ,至 少 要 s = log;(2n +1) 个 夸 码 ; 当 27 
+ 1 不 是 3 的 究 时 ,s = flog:(22 + 1)]+1. 

另 一 方面 , 取 ; 个 夸 码 的 质量 分 别 为 1,3,37,… 3, 则 这 些 夸 码 
的 质量 和 为 (3 - 1) 之 :而且 对 任何 0< As 扫 广 (3 1) 都 
可 以 用 3 的 前 ; 个 窒 的 系数 为 - 1,0,1 的 代数 和 来 表示 . 故 用 这 * 个 硅 
码 确实 可 称 出 1,2,…,n 克 的 质量 . 

综 上 可 知 , 最 少 需 要 * 个 夸 码 : 

log3(2n +1)， 当 2n+1 为 3 的 寡 ， 
[log3(2n + 1)] + 1， 其 他 情形 . 

13.:28 已 知 在 20 块 大 小 和 形状 全 都 相同 的 金属 立方 块 中 ,有 一 
些 ( 至 少 1 块 ) 是 铅 制 的 ,其 余 的 则 为 硬 馈 合金 ( 比 铝 重 ) 制 的 . 现 欲 用 一 
架 没 有 夸 码 的 天 平 在 称 量 不 超过 11 次 的 限制 下 确定 出 硬 铝 合金 块 的 
数目 , 问 该 如 何 称 量 ? 

(第 10 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,在 天 平 的 两 个 盘 中 各 放 入 一 个 金属 块 . 如 果 不 平衡 ， 
则 其 中 重 的 一 块 为 硬 铝 合 金 .然后 把 这 两 块 都 放 在 左 盘 中 ,并 在 右 盘 中 
每 次 放 人 两 块 进行 称 量 ,并 可 视 右 盘 轻 . 平 . 重 而 断定 其 中 有 0,1,2 块 
硬 铝 合金 块 .这 样 一 来 ,10 次 即 可 确定 出 硬 铝 合金 块 的 个 数 . 

如 果 第 一 次 称 量 的 结果 是 平衡 , 则 也 把 二 者 都 放 在 左 盘 中 ,并 逐次 
在 右 盘 中 放 入 两 个 金属 块 进行 称 量 ,直到 第 一 次 (第 次 称 量 ) 出 现 不 
平衡 为 止 . 若 左 盘 重 , 则 前 2(& - 1) 块 全 为 硬 铝 合金 ; 若 左 盘 轻 , 则 前 
2(k - 1) 块 全 为 铝 块 ,接着 把 右 盘 中 的 两 块 分 放 到 天 平 的 两 盘 中 进行 
称 量 . 若 不 平衡 , 则 重 的 为 硬 名 合金 ; 若 平 衡 , 则 是 与 前 2(k - 1) 块 不 同 
的 金属 块 .至 此 , 共 进 行 了 & + 1 次 称 量 , 还 有 2(10 -上 &) 块 待定 .最 后 ， 
取 两 种 金属 块 各 一 块 放 人 左 盘 ,并 每 次 将 余下 的 2(10 -&) 块 中 的 两 块 
放 人 右 盘 进行 称 量 ,进行 10 -次 即 可 完全 确定 硬 铝 合金 块 的 数目 ,总 
共 恰 好 进行 了 11 次 称 量 . 

13.29 ”在 一 张 果子 上 放 着 一 架 天 平和 个 不 同 重量 的 夸 码 ,把 
硅 码 依次 放 到 天 平 盘 中 (每 一 步 从 桌子 上 任 取 一 个 硅 码 放 到 两 盘 之 一 
中 ). 

(1) 试 证 可 以 按 适当 次 序 来 放 夸 码 , 首 先 使 得 左边 的 盘子 较 重 , 然 
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后 让 右边 的 较 重 ,接着 再 左边 较 重 ,随后 右边 较 重 ,等 等 .我 们 用 字母 人 
和 R 来 分 别 表 示 左 边 或 右边 较 重 , 于 是 称 量 过 程 就 对 应 一 个 单词 
LRLRLR… 

(2) 斌 证 对 于 由 上 和 R 构成 的 有 nn 个 字母 的 任何 一 个 单词 ,都 可 以 
设计 一 个 加 放 夸 码 的 程序 ,使 得 称 量 结 有 果 的 序列 恰好 对 应 于 给 定 的 单 
词 . 

(第 11 局 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 设 夸 码 的 重量 为 mr < ma 二 … < 7 

(1) 先 将 x1 放 到 左 盘 ,然后 将 六 放 到 右 盘 .接着 将 m3 放 到 左 盘 ， 
再 将 m4 放 到 右 盘 ， 党 续 这 个 过 程 直 到 放 完 为 止 容易 看 出 , 称 量 过 程 
对 应 的 单词 恰 为 LRLRLR… 

(2) 将 所 有 了 夏 码 接 号 码 的 奇偶 性 分 成 两 纪 ,并 将 含有 最 重 硅 码 mm， 
的 一 组 依 给 定单 词 的 最 后 -一 个 字母 是 二 还 是 R 而 放 到 左 盘 或 右 盘 中 ， 
另 一 组 夸 码 放 到 余下 的 一 盘 中 .现在 我 们 从 反 向 考察 给 定 的 单词 , 即 从 
后 面 字母 往 前 看 . 如 果 倒 数 第 2 个 字母 与 最 后 一 个 字母 相同 , 则 把 最 轻 
的 夸 码 mm: 拿 掉 ; 如 果 这 两 个 字母 不 同 , 则 把 最 重 的 夸 码 m, 拿 掉 .这 样 
一 来 ,问题 就 化 成 了 有 n - 1 个 硅 码 的 情形 .因为 x = 1 时 结论 显然 成 
立 , 故 由 归纳 法 知 结论 成 立 . 

13.30 ”已 知 在 2000 枚 硬币 中 有 两 枚 是 伪 币 ,其 中 一 枚 比 真 币 轻 ， 
习 一 枚 比 真 币 重 . 现 要 在 不 带 硅 码 的 天 平 上 通过 4 次 称 量 来 确定 两 枚 
伪 币 的 重量 之 和 与 两 枚 真 币 的 重量 之 和 相 比 ,是 轻 , 重 还 是 相等 , 问 该 
如 何 称 量 ? : 

(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 将 硬币 分 成 4 堆 , 每 堆 500 枚 . 

第 一 次 称 量 :将 1,2 两 堆 分别 放 到 天 平 的 两 盘 中 , 称 量 一 次 . 结果 
或 是 平 或 是 1 轻 2 重 (2 轻 1 重 也 同样 ). 

知 为 平 , 则 再 把 3,4 两 堆 硬 币 分 放 到 两 盘 上 进行 第 二 次 称 量 . 若 又 
古 平 , 则 答案 就 是 重量 之 和 相等 . 若 为 3 轻 4 重 , 则 把 前 两 堆 与 后 两 堆 分 
放 两 盘 中 进行 第 三 次 称 量 .后 两 堆 的 轻 、. 平 . 重 就 表明 伪 币 与 真 币 重 时 
和 相 比 的 轻 .等 . 重 

震 第 一 次 称 量 的 结 直 果 是 1 轻 2 重 . 则 把 3,4 两 堆 分 放 到 两 盘 中 进行 
第 二 次 称 量 . 若 为 平 , 则 与 前 类 似 地 用 第 三 次 称 量 即 可 得 出 结果 . 若 为 
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3 轻 4 重 . 则 再 将 1,3 两 堆 分 放 两 盘 进 行 第 3 次 称 量 . 这 时 两 堆 中 恰 有 一 
堆 含 有 轻 伪 币 , 故 不 会 平 , 不 妨 设 1 轻 3 重 .于 是 第 3 堆 中 全 是 真 币 ,从 
而 重 的 伪 币 必 在 第 4 堆 中 .将 1,4 两 堆 和 2,3 两 堆 分 放 两 盘 中 进行 第 四 
次 称 量 , 视 1,4 两 堆 的 轻 , 重 , 平 即 知 两 榴 伪 币 的 重量 之 和 与 真 币 相 比 
为 轻重 ,相等 . 

13.31 已 知 11 个 球 中 有 两 个 具有 放射 性 ,对 于 任何 一 组 球 经 过 
一 次 检测 可 知 其 中 有 无 具有 放射 性 的 球 ( 但 不 能 知道 其 中 有 几 个 球 具 
有 放射 性 ). 试 证 ,着 检测 次 数 不 足 7 次 , 则 不 能 保证 可 找 出 那 一 对 具有 
放射 性 的 球 ,而 经 过 7 次 检测 则 总 可 以 找 出 它们 来 . 

(第 29 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[证 ] 首先 ,我 们 指出 几 个 解决 问题 时 应 该 遵循 的 原则 : 

(1) 如 果 在 个 小 球 中 有 一 个 具有 放射 性 ,2”! < 所 27, 则 恰 须 
经 过 ?次 检测 可 以 找到 它 . 这 只 要 每 次 对 分 (奇数 时 取 大 于 半数 的 最 小 
整数 ) 并 取 一 半 称 量 即 可 . 

(2) 如 果 在 个 球 中 有 两 个 具有 放射 性 , 则 在 哪 一 对 球 是 有 放射 性 
的 问题 上 ,存在 着 CC 种 可 能 性 .类 似 于 (1), 如 果 C2 > 2*, 则 经 次 检 
测 不 能 保证 找 出 那 对 放射 性 球 . 

(3) 如 果 从 上 个 球 中 第 1 次 对 m 个 进行 检测 , 则 结果 为 “-”( 表 示 
没有 放射 性 ) 时 ,两 个 放射 球 存在 于 余下 的 - m 个 球 中 ,还 有 C2_ 
种 可 能 性 ; 当 结 果 为 "+ "时 ,还 有 CE - C4, 种 可 能 性 .可 见 ,每 次 检测 
的 最 佳 选择 在 于 使 这 两 个 数 尽 可 能 相同 或 相近 . 

如 果 从 入 球 中 取 两 球 做 第 1 次 检测 而 且 结 果 为 “~~”, 则 余下 9 个 球 
中 含有 两 个 放射 球 而 C3 = 36 > 25, 由 (2) 知 再 进行 5 次 检测 是 不 够 
的 .如 果 第 1 次 取 4 个 球 进行 检测 而 且 结 果 为 “+”, 则 余下 的 可 能 性 为 
C1 一 C3 = 34 > 25,5 次 检测 还 是 不 够 . 故 知 第 1 次 检测 一 定 取 3 个 球 ， 
设 结果 为 “~~” .于 是 接着 要 从 其 余 8 球 中 检测 出 两 个 放射 球 .容易 看 出 ， 
第 2 次 检测 应 到 两 个 球 .假设 结果 又 是 *-”. 于 是 问题 化 为 从 6 个 球 中 
检测 出 两 个 放射 球 . 若 第 3 次 检测 取 1 个 球 , 则 结果 为 “- ”时 导致 C2 = 
10 > 2 ,再 用 3 次 检测 是 不 够 的 ; 若 在 第 3 次 检测 时 取 两 个 球 , 则 结果 一 
为 “+” 时 导致 C6 - C4 = 9> 23,3 次 检测 也 是 不 够 的 . 这 就 证 明了 6 次 
检测 不 能 保证 确定 出 两 个 放射 球 . 

7 次 检测 足以 确定 出 两 个 放射 球 .第 1 次 检测 3 个 球 , 若 结 果 为 
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“+”, 则 第 2 次 再 检测 其 中 两 个 ,者 为 "-”, 则 余下 1 个 为 放射 球 ; 石 为 
“+”, 则 第 3 次 称 量 其 中 之 一 ,无 论 结果 如 何 ,都 可 定 出 1 个 放射 球 .其 
余 10 个 球 中 还 有 1 个 放射 球 ,进行 4 次 检测 当然 足以 定 出 来 .如 果 第 ] 
次 检测 为 负 , 则 第 2 次 再 从 其 余 8 球 中 取 2 个 进行 检测 . 若 结 果 为 "+”， 
则 再 取 其 中 之 一 进行 第 3 次 称 量 , 必 可 定 出 一 个 放射 球 , 以 下 检测 同 
上 ,当然 了 次 可 以 解决 . 若 结果 为 “-”, 则 余下 6 个 球 中 有 两 个 放射 球 ， 
还 有 5 次 检测 ,当然 毫 无 问题 ， 

13.32 已 知 有 13 枚 银币 ,其 中 恰 有 1 枚 假币 ,其 重量 与 真 币 不 





同 . 
(1) 如 何 使 用 无 夸 码 的 天 平 称 量 3 次 而 找 出 假币 ? 
(2) 求证 上 述 做 法 不 一 定 能 判断 出 假币 比 真 币 轻 还 是 重 . 若 增 加 
一 枚 已 知 的 真 币 , 则 可 称 量 3 次 后 找 出 假币 并 断定 其 轻重 . 

(3) 和 蔡 14 枚 银币 中 怡 有 二 枚 假币 , 则 无 法 用 天 平 称 量 3 次 而 找 出 假 

币 
(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 

[ 解 ] (1) 将 13 枚 银币 分 成 4,4,5 三 堆 , 并 将 前 两 堆 分 放 人 天 平 
两 盘 中 进行 第 1 次 称 量 , 结 果 有 两 种 可 能 : 

() 平衡 .从 左 盘 中 取 下 3 枚 并 换 第 3 堆 中 的 3 枚 进行 第 2 次 称 量 . 
知 仍 为 平衡 , 则 第 3 堆 中 未 称 量 过 的 2 枚 银币 中 有 1 枚 是 假 的 .再 将 其 
中 之 一 与 真 币 进行 比较 即 可 判定 哪 1 枚 是 假币 .注意 ,第 3 次 称 量 若 仍 
为 平衡 , 则 最 后 1 枚 是 假币 ,但 不 知 其 轻重 . 若 第 2 次 称 量 不 平衡 , 则 换 
上 来 的 3 枚 中 有 1 枚 假币 且 其 轻重 与 所 在 盘 的 轻重 一 致 .于 是 再 取 3 榴 
中 的 2 枚 进行 第 3 次 称 量 即 可 判定 出 假币 及 其 轻重 . 

(ii) 第 1 次 称 量 的 结果 是 不 平衡 ,不 妨 设 左 轻 右 重 .将 这 8 枚 银币 
分 成 3 组 : 左 2 右 1 左 2 右 1, 右 2, 并 将 前 两 组 分 放 和 人 天平 两 盘 进 行 第 
2 次 称 量 . 

(a) 平衡 .假币 在 第 3 组 且 是 重 的 .对 这 2 枚 进行 第 3 次 称 量 即 可 判 
定 出 假币 . 

(b) 左 轻 .假币 或 为 左 盘 中 原 在 左 盘 的 两 枚 之 一 ,或 为 右 盘 中 原 在 
右 盘 的 那 一 枚 . 于 是 再 对 前 两 枚 进行 第 3 次 称 量 即 可 定 出 假币 并 指出 
其 轻重 . 

(c) 左 重 .类 似 于 (6) 即 可 解决 . 
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(2) 设 将 13 枚 银币 分 成 3 堆 , 枚 数 分 别 为 a,a,13 - 2a ,并 对 前 两 
堆 进行 第 1 次 称 量 ,由 前 面 称 量 过 程 中 (i) 的 情形 知 a = 4 时 ,不 一 定 能 
确定 假币 的 轻重 .而 且 类 似 的 分 析 表 明 ,a > 4 或 a < 4 时 ,更 加 行 不 
通 , 即 连 假币 也 确定 不 出 来 . 

在 有 了 一 枚 已 知 真 币 的 情况 下 ,我 们 将 这 14 枚 银币 分 成 5,5,4 三 
堆 , 并 记 住 已 知 的 真 币 在 第 1 堆 中 .将 前 两 堆 分 别 放 人 天 平 两 盘 进 行 第 
1 次 称 量 . 

(i) 各 平衡 , 则 假币 是 第 3 堆 的 4 枚 之 一 .从 第 3 堆 取 3 枚 与 3 枚 真 
币 进行 称 量 . 若 不 平衡 , 则 像 上 面 (i) 中 那样 称 量 即 可 解决 ; 若 平 衡 , 则 
第 3 堆 中 余下 的 1 枚 是 假币 .再 和 1 枚 真 币 进行 第 3 次 称 量 即 可 判定 其 
轻重 . 

(ii) 寿 第 1 次 称 量 结果 是 不 平衡 ,不 妨 设 左 轻 右 重 .除去 已 知 的 真 
币 (在 左 盘 ) ,余下 9 枚 再 分 成 3 堆 : 左 2 右 1, 左 2 右 1, 右 3. 像 (i) 一 (ii) 
那样 进行 称 量 即 可 找 出 假币 并 指出 其 轻重 . 

(3) 将 14 枚 银币 分 成 3 堆 ;a,a,14-24a ,并 将 前 两 堆 分 别 放 入 天 平 
两 盘 中 进行 第 1 次 称 量 . 

(i) 若 a 这 4, 则 在 平衡 的 情况 下 ,余下 两 次 称 量 无 法 断定 6 枚 银币 
中 的 一 枚 不 知 轻重 的 假币 . 

(i) 大 a 之 5, 则 在 不 平衡 的 情况 下 ,余下 两 次 称 量 无 法 判定 出 假 
币 . 

综合 起 来 即 知 ,用 3 次 称 量 无 法 指出 14 枚 银币 中 惟一 的 不 知 轻 重 
的 假币 . 

13.33 ”已 知 有 4m 枚 硬币 ,其 中 恰 有 一 半 是 伪造 的 . 真 币 的 重量 
都 相同 , 伪 币 的 重量 也 都 相同 但 比 真 币 轻 . 现 要求 用 没有 奈 码 的 天 平 称 
量 3m 次 后 确定 出 全 部 伪 币 , 问 该 如 何 称 量 ? 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 我 们 对 偶数 的 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 .: 若 已 知 n 枚 硬币 中 


伪 币 的 数目 , 则 经 过 | :2 | 次 称 量 即 可 确定 全 部 伪 币 . 当 ， = 0 入 = 
2 时 ,结论 显然 成 立 : : 

设 n 之 4. 任 取 两 枚 硬币 进行 称 量 . 

如 果 二 者 重量 不 同 , 则 二 者 的 真 伪 立定 .于 是 问题 化 为 n ~ 2 枚 硬 
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币 的 情形 ,日 有 | 
[3 二] +1< [六] 


设 二 者 重量 相同 .将 这 两 榴 硬币 与 男 取 一 对 硬币 进行 称 量 比 较 . 如 
果 两 对 硬币 重量 不 同 , 则 再 比较 后 两 枚 ,从 而 通过 3 次 称 量 而 确定 了 4 
枚 硬币 的 真 伪 . 因 为 
3(n — 4) 3n 
[+3= [学 


于 是 问题 化 为 n -4 枚 硬币 的 情形 ,从 而 由 归纳 假设 知 这 时 结论 成 立 . 

设 第 二 次 称 量 中 两 对 硬币 重量 相同 .将 这 4 枚 硬币 同 为 外 4 枚 进行 
称 量 比较 ,如 果 两 组 重量 不 同 , 则 前 一 组 的 4 枚 硬币 的 真 伪 即 可 确定 且 
问题 又 化 成 了 n -4 的 情形 .如 果 两 组 重量 相同 , 则 将 这 8 枚 硬币 同 另 
外 8 枚 进行 称 量 比较 ,等 等 .一 般 说 来 ,如 果 在 某 一 步 称 量 出 2” 枚 硬币 
与 男 一 组 2” 枚 重量 不 同 , 则 前 一 组 的 2” 枚 硬币 的 真 伪 即 得 到 确定 .又 
因 


[9] orns [等 ]，w>3 


所 以 问题 化 为 x - 2” 枚 硬币 的 情形 并 由 归纳 假设 而 得 到 证 明 . 否则 ， 
进行 到 某 一 步 时 ,对 某 组 2” 枚 相同 的 硬币 已 经 找 不 到 另外 的 2” 枚 来 


比较 了 , 即 2”> 巡 了 , 则 由 已 知 伪 币 的 数目 是 否 超过 一 半 即 可 断定 这 


22” 枚 硬币 的 真 伪 ,而 其 余 的 由 归纳 假设 即 可 得 到 解决 . 

13.34 ”在 平面 上 的 4 个 定点 安装 了 4 个 点 状 的 探照灯 ,它们 都 能 
分 别 照 亮 一 个 直角 形 区 域 ,但 这 些 角 的 边 仅 可 以 朝 北 , 朝 南 , 朝 东 和 朝 
西 . 试 证 可 以 适当 安排 这 些 探照灯 的 照射 方向 ,使 它们 照 亮 整个 平面 . 

(第 30 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 将 4 个 探照灯 分 成 北 两 个 , 南 两 个 ,如 果 有 两 个 以 上 在 一 条 
水 平 线 ( 纬 线 ) 上 , 则 可 任 取 .然后 再 将 北方 两 个 探照灯 分 成 西北 和 东 
北 各 1 个 .如 果 两 个 在 一 条 竖 直 线 (经 线 ) 上 , 则 可 任 取 .类 似 地 ,将 南方 
的 两 个 探照灯 分 成 西南 ,东南 各 1 个 . 现 将 西北 ,东北 ,东南 ,西南 的 4 个 
探照灯 分 别 朝向 东南 ,西南 ,西北 和 东北 , 即 可 满足 要 求 . 

13.35 “天文 拧 照 灯 可 以 照 亮 一 个 卦 限 ( 所 有 平面 角 都 是 直角 的 
三 面 角 及 其 内 部 ) , 现 将 它 置 于 正方 体 的 中 心 ,能 否 将 它 转 到 适当 角度 ， 
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使 它 不 能 照 亮 正方 体 的 任何 一 个 顶点 ? 
(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 可 以 做 到 .在 正方 体 的 中 心 处 安放 8 纹 探 照 灯 , 使 它们 恰好 
照 亮 整个 空间 .由 于 主 对 角 线 之 间 的 夹 角 是 锐角 , 故 可 将 8 慢 灯 同时 旋 
转 ,使 其 中 1 世 灯 照 亮 正方 体 的 两 个 顶点 .于 是 其 余 7 坑 灯 至 多 照 亮 正 
方 体 的 6 个 顶点 .由 抽 屠 原理 知 其 中 必 有 1 营 灯 没有 照 亮 正方 体 的 任何 
顶点 . 

13.36 ”能 否 在 空间 中 放置 4 个 铅球 和 1 个 点 光源 ,使 得 从 点 光源 
发 出 的 每 一 根 光线 都 至 少 与 一 个 铅球 相交 ? 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 喘 林 匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 可 以 做 到 . 取 一 个 正四 面体 并 将 点 光源 放 在 它 的 中 心 O. 
考察 如 下 的 4 个 圆锥 (其 高 是 无 限 大 的 ) :它们 具有 公共 顶点 O 并 分 别 
将 锥 体 OBCD, OACD, OABC ,OABD 严格 地 含 于 内 部 . 这 4 个 圆锥 体 
彼此 之 间 有 些 重 至 部 分 ,因此 由 点 光源 发 出 的 每 一 根 光线 都 至 少 含 于 
1 个 圆锥 之 内 .在 每 个 圆锥 面 内 作 内 切 球 ,并 调整 它们 的 半径 ,使 这 4 个 
球 互 不 相交 (为 此 ,这 些 球 的 半径 应 当 相 差 悬 殊 ). 显然 ,由 点 光源 发 出 
的 每 一 根 光 线 都 至 少 与 1 个 球 相 交 ， 

13.37 ”在 球状 的 太阳 表面 上 发 现 有 限 个 圆 形 黑 斑 , 其 中 每 一 个 
黑 斑 所 占 面 积 都 小 于 太阳 表面 积 的 一 半 . 这 些 黑 斑 都 是 闭 区 域 且 彼 此 
不 相交 .求证 在 太阳 表面 上 有 同一 直径 上 的 相对 两 点 都 未 被 黑 斑 盖 
住 . 






弥生 中 深刻 尊 


(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 我 们 来 考察 半径 最 大 的 黑 斑 ,并 过 它 的 中 心 所 在 的 半径 上 
的 一 点 作 垂直 于 该 半径 的 平面 与 球面 交 得 一 个 圆周 ,使 得 这 块 最 大 黑 
斑 全 在 这 个 圆周 所 界 的 范围 内 且 这 个 圆周 不 与 其 他 黑 斑 相交 

将 其 他 黑 斑 全 都 关于 太阳 中 心 作 对 称 映射 .因为 这 些 映射 象 互 不 
相交 且 每 个 都 没有 所 作 的 圆周 半径 大 , 故 它们 不 能 盖 住 整个 圆周 . 任 取 
圆周 上 没有 被 盖 住 的 一 点 A ,过 点 A 的 直径 的 另 一 端点 为 A', 则 A 和 
A4- 都 未 被 黑 斑 盖 住 . 

13.38 ”在 平面 上 安放 着 7 蕉 点 式 探照灯 ,每 秦 灯 都 可 照 亮 一 个 
90 的 角 域 .如 果 在 某 营 探 照 灯 所 照 亮 的 区 域 中 设 有 另 一 莪 探 照 灯 , 那 
么 后 者 就 会 在 平面 上 投下 阴影 , 即 一 条 无 限 长 的 暗色 射线 , 试 证 可 以 适 


世界 数学 汪 林 匹克 解 同 大 辞典 961 





组 


当 安 置 7 芳 灯 ,使 得 其 中 每 一 慢 灯 投下 的 阴影 长 度 都 怡 为 7 千 米 . 
(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 按 下 图 所 示 去 安置 7 匣 灯 .首先 安置 前 4 玉 灯 ,使 之 满足 要 
求 . 然 后 再 按 要 求 安置 5,6,7 萤 即 可 . 





13.39 ”在 贺 上 的 一 点 A 向 圆 内 发 射 光线 , 当 光 线 进 行 中 遇 到 贺 

周 时 ,就 按 反射 角 等 于 人 射 角 的 规律 反射 .在 圆周 上 的 反射 点 依次 为 

B,C,D,…, 求 证 圆 上 存在 无 穷 多 个 点 ,使 得 光线 一 次 也 射 不 到 它们 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 

[证 ] 不 妨 设 圆 的 周 长 为 1. 光线 在 圆周 上 向 加 内 反射 ,相当 于 在 


“过 该 点 的 圆 的 切线 上 反射 .反射 角 等 于 入 射 角 , 即 标志 进入 的 弦 与 反射 


出 的 弦 的 弦 切 角 相 等 .因而 两 弦 长 度 相 等 .这 表明 光线 屡 经 反射 所 成 的 
折线 的 线段 ,都 是 圆 中 的 等 弦 . 又 因 等 弦 对 等 弧 , 因此 相 邻 的 两 个 反射 
点 间 所 夹 的 弧 都 相等 .将 弧 长 记 为 a, 则 每 个 反射 点 到 出 发 点 A 沿 圆 周 
的 距离 都 是 a 的 整数 倍 . 若 c 为 有 理 数 , 则 所 有 反射 点 到 A 的 距离 都 是 
有 理 数 .于 是 圆 上 对 应 无 理 数 的 点 都 不 是 反射 点 , 当然 有 无 穷 多 个 ; 若 
a 为 无 理 数 , 则 所 有 反射 点 到 A 的 距离 都 是 无 理 数 .于 是 圆 上 对 应 有 理 
数 的 点 都 不 是 反射 点 ,也 有 无 穷 多 个 . 

综 上 有 可知, 加 上 总 有 无 穷 多 个 点 不 是 反射 点 . 

13.40 ”将 规格 为 m x 2 的 矩形 屏幕 划分 成 mn 个 单位 小 方 格 ,其 
中 亮 着 的 小 方 格 多 于 (xx - 1) x (n 1) 个 .如 果 在 某 个 2x2 的 正方 形 
中 有 3 个 小 方 格 不 亮 ,那么 经 过 一 段 时 间 后 ,第 4 个 小 方 格 也 会 熄灭 . 求 
证 任何 时 候 在 屏幕 上 都 至 少 有 1 个 小 方 格 亮 着 . 

(第 54 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 者 不 然 , 设 有 一 次 ,屏幕 上 的 所 有 小 方 格 全 都 类 灭 , 则 可 以 
断言 ,从 一 开始 便 有 如 下 两 条 成 立 : 

(1) 在 每 行 每 列 中 都 至 少 有 1 个 小 方 格 不 亮 ; 
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(2) 任何 两 个 不 亮 的 小 方 格 都 是 相通 的 , 即 可 以 找到 一 串 不 亮 的 
方 格 连接 二 者 ,这 串 小 方 格 中 的 任何 两 个 相 接 的 方 格 都 或 者 在 同一 行 
或 者 在 同一 列 (但 不 一 定 是 相 邻 方 格 ). 

(1) 是 显然 的 .为 证 (2) ,我 们 来 进行 反 推 .应 当 指出 ,在 最 后 时 
刻 ,(2) 是 成 立 的 .如 果 在 方 格 A 熄 灭 之 后 (2) 成 立 , 则 在 包含 4 的 某 
个 2x2 的 正方 块 中 , 另 3 个 单位 方 格 也 是 熄灭 的 . 设 这 3 个 方 格 分 别 
”为 B,C,D, 其 中 B 与 A 同行 而 DD 与 A 同 列 .对 于 在 A 熄灭 之 后 的 任 
何 两 个 不 亮 的 方 格 E 和 下 ,由 假设 知 E 和 F 相通 .如 果 所 取 的 一 串 连 
接 巨 ,FF 的 方 格 中 不 含 A, 则 二 者 在 A 熄灭 之 前 就 是 相通 的 ;如 果 这 
串 方 格 中 含有 A , 则 按 相通 定义 知 , 方 格 玉 和 下 均 与 B,D 之 一 相通 ， 
从 而 二 者 可 由 一 串 不 经 过 A 的 方 格 相 通 , 即 在 A 熄灭 之 前 也 相通 . 
这 就 证 明了 (2). 

为 了 完成 反 证 的 证 明 , 只 须 再 证 如 下 的 引 理 ; 

引 理 ”使 (1) 和 (2) 成 立 的 屏幕 上 至 少 有 mx + n 一 1 个 不 亮 的 方 
格 . 

显然 , 引 理 的 结论 与 已 知 条 件 予 盾 . 我 们 对 = m+n 使 用 归纳 法 
来 证 明 引 理 . 

当 = 2 时 ,结论 显然 成 立 . 设 当 有 = h 时 结论 成 立 . 如果 = hh++ 
1 时 结论 不 成 立 , 即 这 时 屏幕 上 的 不 亮 方 格 数 /过 h-1=m+n 一 2， 
不 妨 设 m 宇 n ,于 是 由 抽 必 原理 知 m1 行 中 必 有 1 行 ,其 中 至 多 有 1 个 不 
亮 的 方 格 G. 所 以 当 屏 幕 上 的 任何 两 个 不 亮 的 方 格 日 和 K 相通 时 ,所 
选 的 一 串 连 接 瓦 和 天 的 方 格 或 者 不 通过 G ,或 者 沿 方 格 LGM 通过 G， 
这 时 工 和 M 都 与 G 同 列 , 故 可 划 掉 G 而 仍然 相通 .从 而 可 把 G 所 在 的 
一 行 方 格 划 去 而 余下 的 (m -1) x n = 上 -1 的 屏幕 仍然 满足 (1) 和 
(2). 但 这 时 屏幕 上 不 亮 方 格 数 ! -1 过户 - 2, 此 与 归纳 假设 矛盾 .这 就 
完成 了 归纳 证 明 . : 

13.41 已 知 信 号 盘 上 共有 64 个 灯泡 ,分 别 由 64 个 按钮 控制 一 一 
每 个 灯泡 各 由 上 自己 的 按钮 控制 .每 一 次 启动 时 ,可 以 撒 动 任意 一 组 按 
钮 ,并 可 以 记录 下 来 各 个 灯泡 的 亮 灭 状态 .为 了 搞 清 各 个 灯泡 各 由 哪个 
按钮 控制 ,最 少 应 当 启 动 多 少 次 ? 

(第 53 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 将 64 个 按钮 从 0 到 63 编号 ,并 将 这 些 号 码 用 二 进 制 来 表 
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示 ,分 别 记 为 000000,000001,…,11TH .在 第 有 & 次 启动 时 ,就 撒 动 那些 
上 位 数字 为 1 的 按钮 (& = 1,2,…,6) ,并 把 那些 变 亮 的 指示 灯 在 第 大 位 
记 为 1, 未 况 的 灯 记 为 0. 于 是 启动 6 次 之 后 ,每 营 指 示 灯 都 得 到 一 个 二 
进 制 的 6 位 数 .显然 ,该 6 位 数 就 是 控制 它 的 按钮 的 编号 . 可见 ,启动 6 
次 可 以 解决 问题 . z 

另 一 方面 ,可 以 指出 ,启动 5 次 是 不 够 的 .事实 上 ,第 1 次 启动 时 ,无 
论据 动 哪些 按钮 ,至 少 总 有 32 个 指示 灯 处 于 相同 的 亮 灭 状态 .第 2 次 启 
动 时 ,这 32 个 指示 灯 中 又 至 少 有 16 个 处 于 相同 状态 . 这样 继 续 下 去 , 直 
到 第 5 次 启动 ,总 有 两 个 指示 灯 处 于 相同 状态 . 这 意味 着 这 两 蕊 指示 灯 
在 $ 次 局 动 中 状态 全 都 相同 ,因而 无 法 分 清 控制 这 两 规 灯 的 按钮 到 底 
谁 控制 哪 一 个 灯 . 

综 上 可 知 ,最 少 应 该 启动 6 次. 

13.42 调度 室 里 有 若干 个 按钮 ,用 它们 可 以 控制 色 灯 信号 盘 . 每 
撒 一 个 按钮 ,在 信号 盘 上 都 会 有 一 些 色 灯 改变 亮 灭 状态 (每 一 个 按钮 控 
制 着 一 些 色 灯 ,不同 的 按钮 所 控制 的 部 分 可 能 有 交 ).. 求 证 信和 号 盘 所 可 
能 呈现 的 状态 的 总 数目 恰好 是 2 的 某 一 个 方 寨 . 

《第 43 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 ] 对 按钮 的 个 数 使 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 ,信号 盘 显 然 有 两 
个 状态 . 设 当 nn = 时 结论 成 立 . 当 n = 有 + 1 时 ,我 们 先 看 前 个 按钮 
的 情形 . 申 归 纳 假设 知 可 设 这 时 有 2” 种 不 同 状态 .然后 把 第 + 1 个 按 
钮 加 进去 .如 果 对 于 原 有 2” 种 状态 中 的 每 一 种 , 撤 动 第 &+ 1 号 按钮 都 
得 到 一 种 新 状态 ,显然 这 些 新 状态 也 互 不 相同 ,于 是 不 同 状态 的 种 数 增 
加 1 信 , 变 为 2”!'!, 结 论 成 立 .否则 , 必 有 原 2” 种 状态 中 的 一 种 ,在 揪 动 
第 上 + 工 号 按钮 时 , 变 为 原 2” 种 状态 的 另 一 种 . 设 在 两 种 状态 下 所 撤 动 
的 按钮 除去 相同 的 之 外 分 别 为 ,i2,…, 计 和 广 ,j2,…,jj,k + 1. 于 是 
将 ,77 都 揪 动 一 次 时 ,与 撤 动 上 + 1 号 按钮 的 效果 
是 一 样 的 .这 就 是 说 ,第 + 1 号 按钮 控制 的 信号 灯 是 前 上 号 按钮 的 一 
个 组 合 .所 以 , 它 的 加 入 并 不 能 使 信号 盘 的 状态 有 所 增加 ,仍然 是 2* 
种 .这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

13.43 ” 演 马 戏 的 圆 形 舞 台 被 n 荔 探 照 灯 照 亮 ,其 中 每 医 探 照 灯 
都 照 之 舞台 上 的 一 个 凸 图 形 .已 知 当 关闭 其 中 任何 一 落 探 照 灯 时 ,舞台 
仍 可 被 全 部 照 亮 ; 但 若 关闭 任何 两 蔓 灯 ,舞台 就 不 能 被 全 部 照 亮 了 . 求 
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所 有 可 能 的 ” 值 . 
(第 38 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 对 所 有 nn 宇 2, 都 有 可 能 .nn = 1 显然 不 满足 要 求 ;n = 2 时 ， 
只 须 安排 每 玲 灯 都 照 亮 整 个 舞台 就 行 了 . 

当 nn 之 3 时 ,将 这 些 探照灯 分 别 编 号 为 1,2,…,n. 则 由 和 ,2,…， 
| 组 成 的 不 同 的 数 对 (i,j) 共有 方 n(n -1) = mw 个 ,我 们 将 它们 按 字 
典 排列 法 排 成 1,2,…,m 的 顺序 : (1,2), (1,3),…(1,n), (2,3),…， 
(2,7n),(3,4),…,(n -~ 1,72). 考 察 圆 形 舞台 及 其 内 接 正 m 边 形 . 这 个 
正 mx 边 形 的 每 条 边 都 与 贺 周 的 劣 弧 围 成 一 个 小 弓形 ,共有 mi 个 小 弓 
形 . 将 mx 个 数 对 与 个 小 弓形 一 一 对 应 .对 于 第 i 蕉 探照灯 ,我 们 取 正 
mm 边 形 及 所 有 含 i 的 数 对 所 对 应 的 小 弓形 之 并 (当然 为 十 图 形 ) 作为 它 
的 照明 区 域 , 则 显然 满足 题 中 要 求 . 

事实 上 ,每 个 小 弓形 对 应 一 个 数 对 (i,;), 因 而 有 两 蒋 灯 同时 照 亮 
它 . 当 从 n 蕉 灯 中 关闭 一 荔 时 ,当然 仍 能 照 亮 整个 舞台 .而 当 关 闭 两 荔 
灯 时 ,两 蔓 灯 的 号 码 对 所 对 应 的 小 弓形 将 没有 被 照 亮 . 

13.44 ”在 一 个 (不 知 其 内 部 结构 的 )“ 黑 匣子 ”上 ,安装 有 一 个 由 
n 登 指示 灯 组 成 的 信号 盘 和 一 个 由 ?2 个 开关 组 成 的 控制 器 ,其 中 每 个 
开关 都 有 两 种 不 同 状态 . 当 对 控制 器 上 的 开关 作 一 切 可 能 的 状态 变换 
时 ,信号 盘 上 的 指示 灯 则 相应 地 呈现 出 一 切 可 能 的 “ 亮 ”“ 灭 " 组合, 且 
言 号 盘 上 指示 灯 的 亮 灭 状态 惟一 地 取决 于 控制 器 上 开关 的 状态 .已 知 
每 变换 一 个 开关 的 状态 时 ,都 恰好 能 改变 一 蔓 指 示 灯 的 亮 灭 状态 .求证 
每 一 邯 指 示 灯 的 状态 都 惟一 地 取决 于 一 个 开关 的 状态 ( 即 每 芝 指 示 灯 
都 有 一 个 自己 的 控制 开关 ). 

(第 36 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 奉 不 然 , 则 必 有 一 慢 指 示 灯 取决 于 至 少 两 个 开关 的 状态 . 
不 妨 设 它 恰 取 决 于 两 个 开关 的 状态 . 记 这 萤 指 示 灯 为 a ,两 个 开关 分 别 
为 a,B. 

因为 已 知 当 n 个 开关 作 一 切 可 能 的 状态 变换 时 ,n 个 指示 灯 的 一 
切 可 能 的 亮 灭 状 态 均 可 取得 . 故 可 把 2 个 开关 都 扳 到 某 种 状态 ,使 得 所 
有 指示 灯 都 灭 掉 .我 们 把 每 个 开关 现在 所 处 的 状态 称 为 “ 断 ”, 另 一 种 状 
态 称 为 “ 通 ”. 
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控制 指示 灯 a 的 两 个 开关 共有 4 种 不 同 状 态 : | 断 , 断 | ,1 断 , 通 | ， 
| 通 , 断 | 和 !{ 通 , 通 } 按 上 一 段 的 规定 ,| 断 , 世 | 肯定 对 应 于 灯 a 是 丈 
的 . 设 ” 纹 灯 处 于 上 段 所 说 的 全 灭 状 态 . 现 在 保持 其 他 开关 不 动 , 仅 把 
开关 a 扳 到 “ 通 ”. 由 于 每 变换 一 个 开关 的 状态 ,都 恰好 改变 一 塌 指 示 灯 
的 亮 灭 状态 , 故 这 时 灯 a 是 亮 的 ,其 他 灯 都 是 灭 的 .再 将 开关 8 扳 到 通 ， 
则 又 得 改变 一 坑 灯 的 状态 , 且 这 芳 灯 只 能 是 a ,于 是 又 回 到 所 有 灯 都 灭 
的 状态 .这 意味 着 灯 的 全 灭 状态 对 应 于 开关 组 的 两 种 不 同 状态 ,矛盾 . 

13.45 ” 甲 城 的 路 灯 慎 夜 都 之 着 ,这 些 路 灯 都 由 电池 供电 . 铬 电 池 
是 新 的 , 则 路 灯 能 照 亮 半径 为 200 米 的 圆 内 的 地 面 .电池 工作 时 ,该 半 
径 按 每 小 时 10 米 的 比例 线性 地 减少 .城市 的 居民 有 时 把 某 些 废 电池 换 
成 新 的 .已 知 在 一 昼夜 间 耗 尽 了 18000 个 电池 , 且 该 城 地 域 是 半径 为 10 
千 米 的 圆 .求证 在 该 城中 至 少 有 一 点 在 某 一 时 刻 被 多 于 1 个 路 灯 照 亮 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) “ 

[证 ] 在 城市 所 在 的 平面 上 引入 直角 坐标 系 , 然 后 用 Z 轴 表 示 时 
间 . 我 们 就 在 这 个 3 维 空间 中 来 研究 路 灯 照 亮 地 面 的 变化 过 程 , 即 在 时 
刻 上 被 路 灯 照 亮 的 地 面 用 平面 > = :上 的 一 个 集合 (x,y,z)|z= 4+| 
来 表示 . 设 在 时 刻 io, 某 一 路 灯 的 电池 换 成 新 的 , 路灯 的 坐标 是 (xo， 
y0) ,于 是 在 平面 z = to 上 ,以 点 O(xo, yo,to) 为 心 ,以 200 米 为 半径 的 
同 面 S(40) 被 照 亮 . 当 to < 之 + < 之 10 +20 时 ,此 路 灯 照 亮 的 范围 是 以 
O1(xo,y0;2) 为 心 ,以 200 - 10( 一 to) 为 半径 的 平面 |> = 1| 上 的 圆 
S(t). 在 t= to+20 时 , 圆 S(1) 退化 为 点 S(xo,yo,to + 20), 即 路 灯 
熄灭 . 由 此 可 见 , 换 一 次 新 电池 后 , 路 灯 照 亮 的 范围 Q = {(x,y， 
z)| (x,y)€ S(z)| 是 一 个 以 圆 面 S(zo) 为 底面 ,高 为 20, 顶 点 为 S 的 
圆锥 .我 们 称 之 为 该 路 灯 的 光 锥 . 

显然 , 当 且 仅 当 地 面 上 的 点 (z,y) 在 时 刻 z 被 路 灯 照 亮 时 , (x ,y， 


z) € Q@. 由 此 可 见 ,车 两 个 路 灯 的 光 锥 Qi 和 Q， 有 公共 点 (x ,y,z), 则 


点 (z,y) 在 时 刻 z 被 两 个 路 灯 同 时 照 亮 . 因而 只 须 证 明 存在 两 个 路 灯 ， 
二 者 的 光 锥 相交 . 
按 已 知 ,在 一 昼夜 期 间 ,该 城 耗 掉 18000 个 电池 .这 意味 着 有 18000 
个 光 锥 .每 个 光 锥 的 体积 是 
8 


V = (200)? X20 = rx 105. 
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如 果 这 些 光 锥 中 的 任何 两 个 都 不 相交 , 则 它们 的 体积 之 和 为 
V = 18000V = 48r x 10°. 

另 一 方面 ,城市 半径 为 10 千 米 = 104 米 , 故 光 锥 底面 都 在 半径 为 
10* + 200 米 的 圆 内 (城市 边缘 的 路 灯 能 照 亮 离 城市 200 米 的 地 面 ). 由 
于 这 18000 个 光 锥 的 顶点 在 平面 jx = il 与 jz = to + 24| 之 间 , 故 它 
们 的 底面 在 平面 |z = to - 20} 的 上 方 .这 意味 着 这 18000 个 光 锥 都 在 
高 为 44 ,底面 半径 为 104 + 200 的 圆柱 内 .这 个 圆柱 的 体积 为 

V = x(104 + 200)-44 = 45.7776r x 108 < V， 
矛盾 . 故 知 必 有 两 个 光 锥 相交 . 

13.46 ”能 否 在 直径 为 1 的 球形 行星 的 表面 上 安置 8 个 观察 站 ,使 
得 位 于 离 行 星 表面 高 度 为 芷 的 高 处 的 任何 目标 物 都 至 少 能 被 两 个 观察 
站 看 到 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 可 以 做 到 . 考察 同心 球 M 和 S, 其 中 M 
直径 为 1 而 S 直径 为 3. 对 于 球面 M 上 的 任何 一 点 
A, 由 它 能 观察 到 的 点 K 的 集合 是 球面 S 被 球面 M 
的 过 点 A 的 切 平面 截 出 的 那 一 部 分 ( 见 上 图 ). 记 
了 AOK = a, 于 是 有 





cosa 之 a 本. 
由 余弦 定理 有 
AK* = OA’ + OK ~ 20A . OK . cosa 2 = OK2 - Oh?. 
由 此 可 知 ,OAK 为 钝 角 或 直角 , 故 从 点 A 可 以 看 到 点 KK. 
在 球 M 内 作 一 个 内 接 正方 体 ,并 在 正方 体 的 8 个 顶点 处 各 设置 一 
个 观察 站 , 即 可 满足 题 中 要 求 . 由 前 段 证 明知 ,为 证 此 ,只 须 证 明 , 对 任 
何 K€ S， 玫 休 十 党 在 在 网 个 天 点 A 和 B, 使 得 


cosAAOK 宇 一 3 ,COSA BOK 实 本 
设 射线 OK 交 正 方 体 的 一 个 面 于 点 Kj( 可 以 交 于 面 的 边界 或 顶 
点 ), 以 A 和 B 表示 该 面 中 最 接近 点 Ki 的 两 个 顶点 .于 是 


4K < AB, BR < AB. 


因为 OA = OB = 六 = 号, 帮 有 
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| 一 


1 
1 
cosAAOK = cos“AOK > oc/ AOB = 一 一 一 =- 王 ， 
2 


3 中 沪 


同 理 ,cos 人 BOK 六 


13.47 已 知 6 台 电子 计算 机 中 ,每 两 台 之 间 都 有 导线 相连 , 现 有 5 
种 颜色 , 问 应 怎样 为 每 条 导线 涂 上 1 种 颜色 ,才能 使 得 从 每 台 计 算 机 连 
出 的 5 条 导线 的 颜色 都 互 不 相同 ? 

(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 用 6 点 A1,Ai,,…,Ase 来 代表 6 台电 子 计 算 机 ,用 两 点 间 连 
线 来 代表 导线 ,并 将 15 条 线段 分 成 5 组 : 
1AA ,AAAA AAA AAA AT 
14A43 AAAAi AAA AT AS AT 
1A;A;,AcAs,A1Asl. 

易 见 ,只 要 把 5 组 导线 各 涂 上 1 种 颜色 便 满足 题 中 要 求 . 

13.48 今 有 13 台 仪器 和 12 种 不 同 颜 色 的 导线 ,每 两 台 仪 器 之 间 
都 用 1 根 导线 连接 . 问 能 否 和 做 到 使 从 每 台 仪器 连 出 的 12 根 导线 都 是 12 
种 不 同 颜色 ? 

(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 不 能 实现 . 设 第 1 种 颜色 是 红色 . 如果 每 台 仪器 都 恰 连 有 1 
条 红 导 线 , 则 13 台 仪器 连 有 13 条 红 导 线 . 但 每 条 红 导 线 恰 连结 两 台 仪 
句 , 故 从 13 台 仪 器 连 出 的 红 导 线 数 必 为 偶数 ,矛盾 . 

13.49 ” 设 在 桌子 上 放 有 50 块 走时 准确 的 手表 .求证 存在 某 一 时 
刻 ,使 这 时 从 桌子 中 心 到 分 针 末 端的 距离 之 和 大 于 从 桌子 中 心 到 手表 
中 心 的 距离 之 和 . 

(第 10 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 考察 一 块 手 表 上 相距 30 分钟 的 两 个 时 
刻 分 针 末 端 Mi 和 M;. 设 点 O 和 S 分 别 为 桌子 中 
心 和 手表 中 心 . 显然 ,OS 为 人 OMIM; 的 中 线 , 所 x XM 
以 有 2OS 和 过 OMI + OM ,其 中 等 号 当 人 OM Mi; 
退化 为 一 条 直线 段 时 成 立 . 

选 定 相距 30 分 钟 的 两 个 时 刻 , 使 得 至 少 有 一 
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块 手表 上 ,这 两 个 时 刻 分 针 末 端的 连 线 不 过 O 点 . 于 是 便 知 这 两 个 时 
刻 从 桌子 中 心 到 所 有 手表 分 针 末端 距离 之 和 Di + D; 大 于 从 桌子 中 心 
到 所 有 手表 中 心 距离 之 和 世 的 2 倍 . 故 Di 和 Da: 中 至 少 有 一 个 大 于 世 ， 

13.50 ” 圆 形 花 坛 的 中 心 装 有 一 个 浇灌 设备 , 它 的 涛 灌 面 是 一 个 
顶 角 为 全 的 肩 形 .浇灌 设备 绕 着 花坛 的 中 心 匀速 转动 . 花坛 中 栽 有 100 
棵 玫瑰 ,任何 两 棵 玫瑰 都 不 在 同一 条 半径 上 . 试 证 必 有 某 一 时 刻 恰 好 同 
时 浇 到 10 棵 玫瑰 ,并 问 能 否 断 言 , 必 有 某 一 时 刻 恰好 同时 涛 到 11 樟 玫 
现 ? 

。” ( 原 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] (1) 将 圆 均 分 为 11 个 全 等 的 扇形 ,于 是 每 个 扇形 的 圆心 角 


都 是 全 .100 棵 玫瑰 栽 在 11 个 肩 形 中 ,由 机 尾 原 理 知 ,其 中 必 有 1 个 记 


形 中 至 少 栽 有 10 棵 玫瑰 .如 果 有 一 个 肩 形 中 恰好 栽 有 10 棵 玫瑰 , 则 前 
一 个 问题 就 解决 了 .以 下 设 11 个 扇形 中 所 裁 的 玫瑰 数 都 不 是 10, 于 是 
必 有 一 个 扇形 中 的 玫瑰 数 不 少 于 11. 则 理 ,也 必 有 一 个 扇形 中 的 玫瑰 
数 不 多 于 9. 将 前 一 个 扇形 绕 着 圆心 转向 后 一 个 扇形 . 因为 任何 两 棵 玫 
瑰 都 不 在 同一 半径 上 ,所 以 在 转动 过 程 中 ,扇形 中 的 玫瑰 数 每 次 只 能 改 
变 1. 于 是 在 由 不 少 于 11 变化 到 不 多 于 9 的 过 程 中 , 必 有 某 一 时 刻 户 形 
中 的 玫瑰 数 恰 好 为 10. 

(2) 将 圆 面 分 成 10 个 圆心 角 各 为 等 的 扇形 和 10 个 圆心 角 各 为 赤 
的 书 形 ,是 使 每 两 个 大 扁 形 之 间 都 夹 有 一 个 小 扇形 .在 每 个 小 扇形 内 部 
各 栽种 10 棵 玫瑰 , 则 花坛 中 共有 100 标 玫瑰 .显然 ,对 于 这 种 栽 法 ,任何 
时 刻 都 无 法 同时 浇灌 到 多 于 10 棵 玫瑰 .这 表明 不 能 断定 必 有 某 一 时 刻 
能 同时 恰好 浇 到 11 棵 玫瑰 . 

13.51 ”两 个 相间 的 齿轮 各 有 32 个 齿 , 它 们 在 畴 合 时 则 时 掉 了 6 
对 齿 . 试 证 可 以 适当 安排 两 个 齿轮 的 位 置 ,使 得 它们 在 转动 时 ,一 个 齿 
轮 的 断 齿 恰好 碰 上 另 一 个 具 轮 的 整 齿 . 

(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 车 不 然 , 则 对 于 两 个 齿轮 的 任何 一 种 位 置 安排 ,都 总 有 两 
个 货轮 的 各 1 个 断 上 耸 碰 在 一 起 .两 个 齿轮 的 原 有 位 置 有 6 对 断 齿 碰 在 一 
起 .保持 一 个 齿轮 不 动 , 另 一 个 齿轮 转动 位 置 , 则 共有 32 个 不 同位 置 ， 
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除 原 有 的 位 置 外 ,还 有 31 个 不 同位 置 . 每 种 情形 下 至 少 有 一 对 断 齿 磁 
在 一 起 , 共 得 到 37 对 断 齿 . 但 另 一 方面 ,一 个 齿轮 固定 , 另 一 个 旋转 一 
周 时 ,两 个 齿轮 上 的 每 个 断 齿 互 磁 一 次 ,共有 36 对 断 齿 ,矛盾 . 

13:52 ”电子 管 的 底面 圆周 上 有 7 个 管 脚 ,插座 上 相应 地 有 7 个 插 
了 筷 ( 设 它们 都 等 距 地 分 布 在 圆周 上 ). 能 否 分 别 将 管 脚 和 插 孔 都 编 上 号 
码 ( 从 1 到 7), 使 得 无 论 怎样 将 电子 管 插 在 插座 中 ,都 至 少 有 1 个 管 脚 
插 在 同 号 插 孔 中 ? 

(第 20 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 


[ 解 ] 
(1). (2) (3) 
当 电 子 管 的 管 脚 编号 如 图 (1) ,插座 的 插 孔 编号 如 图 (2) 或 (3) 时 ， 
就 满足 题 中 的 要 求 . 


13.53 ” 当 电 子 管 的 管 脚 和 插座 的 插 孔 的 数目 都 是 20 时 ,是 否 对 
于 任何 编号 方式 ,都 有 一 种 插入 方式 使 得 每 个 管 脚 与 它 插 入 的 插 孔 的 
号 码 都 不 相同 ? 

(第 20 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 我 们 指出 ,只 要 管 脚 和 揪 孔 的 数目 是 偶数 ,就 会 对 于 任何 
编号 方式 ,都 有 题 中 所 要 求 的 插入 方式 . 当然 ,我 们 只 对 数目 为 20 的 情 
形 来 证 明 . 

大 不 然 , 则 在 每 种 插 和 人 方式 中 ,都 至 少 有 一 个 管 脚 的 号 码 与 它 所 插 . 
和 人 的 捅 孔 的 号 码 相 同 .因为 共有 20 种 不 同 的 插入 方式 , 故 知 每 种 插入 
方式 都 怡 有 一 组 管 脚 与 插 孔 号 码 相 闻 . 

设 第 i 个 管 脚 的 编号 是 a;, 第 i 个 插 孔 的 编号 是 5;. 于 是 对 所 有 7， 
ai 一 b;(mod 20) 应 当 取 遍 0,1,2,…,19. 从 而 有 

(al ~ bi)+ (a — b2)+ + (a — b20) 
二 0+1+2+.…+19 二 10(mod 20). 
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但 另 一 方面 ,又 有 

aj + ay+ + aw li0(mod 20),p + b+ + by 10(mod 

20) ， 
故 有 

(al 一 po)+(a-pb)+…+(a-p0) 三 0(0mod 20), 
下 导 . 

13.54 ” 设 有 一 环形 公路 上 有 ?2 个 汽车 站 ,每 一 站 存 有 汽油 大 十 
桶 (其 中 有 的 站 可 以 不 存 ),n 个 站 的 总 存 油 量 足够 一 辆 汽车 沿 此 公路 
行驶 一 周 ,现在 使 一 辆 原来 没 油 的 汽车 依 反 时 针 方 向 沿 公路 行驶 ,每 到 
一 站 即 把 该 站 的 存 油 全 部 带 上 (出 发 的 站 也 如 此 ). 试 证 n 站 之 中 至 少 
有 一 站 可 以 使 汽车 从 这 站 出 发 环行 一 周 ,不 致 在 中 途 因 和 缺 油 而 停车 . 

《中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 

[证 1j 设 绕 此 环行 公路 行 一 周 共 需 汽油 a 桶 ,又 将 此 ”个 站 按 
逆 时 针 方 向 依次 记 为 A1 ,A;,… ,A,. 设 Ai(i = 1,2,…,n) 站 上 存 有 汽 
油 ; 桶 ， 

我 们 用 数学 归纳 法 证 明 该 命题 . 

奇 不 为 0 的 &; 只 有 一 个 ,不 妨 设 为 &, 则 之 a, 于 是 汽车 只 须 从 
Ai 站 开 出 即 可 . 

今 设 不 为 0 的 & 的 个 数 为 s(s 宇 2), 则 必 存 在 两 个 站 A 和 A，,! < 
mm ,使 得 > 0,k,, > 0,kiy1,… ,ki 皆 为 0, 而 且 从 A 出 发 ,用 此 桶 
汽油 足够 将 汽车 开 到 A,, , A, 和 A,, 的 存在 可 由 kj + 2 十 十 上 之 4a 
得 出 . 

于 是 ,汽车 大 从 A, 动身 , 它 就 可 开 到 A,, ,我 们 现 把 A,, 站 的 汽油 
kk, 桶 全 部 挪 到 A, ,这 样 一 来 ,不 为 0 的; 就是; -~ 1 个. 

由 归纳 假设 ,存在 一 个 站 A, ,车 车 从 该 站 出 发 , 则 可 依 反 时 针 方 向 
绕 行 一 周 .由 于 41,…,k,,_1 都 为 0, 故 j 关 1+1,…,m 一 1,m. 由 于 汽 
车 必 先 经 过 A ,然后 再 到 A,, , 因 4, 原来 所 存 的 & 桶 汽油 已 足够 开 到 
A , 故 硅 不 挪动 A,, 的 汽油 ,汽车 同样 也 可 从 Aj 开 到 A,, , 即 依照 原来 
存放 的 汽油 桶 数 , 汽 车 总 可 绕 此 环行 公路 行驶 一 周 , 因 而 对 任意 1 个 汽 
车 站 命题 都 成 立 . 

[证 2] 我 们 将 个 站 依 反 时 针 方向 顺 次 记 为 A ,A;,…,A,. 
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鲜 史 答 


假定 汽车 从 4 出 发 ,不 能 依 反 时 针 方 向 绕 公 路 一 周 . 汽 车 一 定 要 
停 在 某 两 站 A 与 As + 之 间 , 这 表明 ,Ai,A:,…,Au 这 些 站 的 汽油 总 
量 不 够 汽车 从 A, 到 4 41 之 用 ,我 们 设 缺 油 量 为 Ai .由 于 ”个 站 的 汽 
油 总 量 足 够 汽车 环行 公路 一 周 ,所 以 Ai 区 7 

假定 汽车 从 Au+l 出 发 不 能 到 达 Al, 它 一 定 停 在 某 两 站 A 与 
Ak,+! 之 加 ,这 表明 AR + 9 A, 这 些 站 的 存 油 量 不 够 汽车 从 Ar 到 
Aiti 之 间 , 设 缺 油 量 为 h, 且 2， < 7 

这 样 继续 下 去 ,我 们 把 公路 分 成 了 r + 工段 ,其 中 > 段 上 的 缺 油 总 
量 为 hI + Ah +…+ 玉 .最 后 一 段 是 从 Ap +1 到 AR < 20) ,由 于 7 个 
站 的 存 油 总 量 足 够 汽车 环行 公路 一 周 , 所 以 在 最 后 一 段 ,汽车 可 从 
Ai 开 到 Al ,并 且 汽 车 上 所 剩 的 油 不 少 于 hi 士 … 十 几 ,因此 ,汽车 从 
4 +1 出 发 就 可 以 环行 公路 一 周 ,不 致 因 缺 油 而 停车 ， 

13.55 ”现在 要 把 产 油 地 A 的 汽油 运往 B 地 ,已 知 运 油 车 最 大 载 
油 量 怡 等 于 运 油 车 往返 A ,B 两 地 所 需 耗 油 量 ( 运 油 车 要 求 回 到 A 和 A 地). 
因此 不 直接 将 油 运 往 B 地 ,如 果 在 A,B 之 间 设 一 转运 站 C, 那 么 

(1) 当 C 设 在 离 A 地 广 AB 处 时 ,怎样 以 最 经 济 的 方法 ,将 A 地 汽 


油 运往 B 地 ,使 B 地 收 汽油 最 多 ?此 时 运 油 率 (是 地 这 全 的 其 浊 二 ) 


等 于 多 少 ? 
(2) 转运 站 设 在 何 处 , 运 油 率 最 大 ?此 时 运 油 率 是 多 少 ? 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 ] (1)AC = 广 AB, 则 CB = 之 AB. 
设 运 油 车 的 最 大 载 油 量 为 a. 
因为 往返 AB 之 耗 油 量 为 a ,所 以 单程 AB 之 耗 油 量 为 了 -. 


单程 AC 之 耗 油 量 为 -号 = 全， 


往返 CB 之 耗 油 量 为 2. 号 = 党， 
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所 以 车 在 C 处 满载 油 a 到 日 最 多 可 外 下 油气 .因此 下 述 方法 是 最 
经 济 方 法 : 

四 第 一 次 由 人 载 油 a 至 C, 剩 油 汪 a, 印 下 分 4, 余 油 二 4, 车 返 A 
地 油 恰 好 用 完 . (此 时 C 储 油 邱 < ) 

@ 第 二 次 由 A 载 油 a 至 C, 剩 油 守 4, 再 装 上 油 厂 4, 继续 开 到 B， 
用 油饼 , 剩 油分, 印 下 号 ,用 余 油 所 , 返 C, 车 上 的 油 丛 好 用 完 ,再 装 油 
如, 返 A, 车 上 的 油 恰好 用 完 (此 时 C 储 油气 ,B 储 油 祁 ). 





@ 第 三 次 同 第 二 次 , 则 C 处 油 用 完 ,B 储 油 邱 a. 
2a 
此 时 运 油 率 = 六 = 总 一 22.2% 


役 AD -2 
AD 3 Te 


则 由 (1) ,也 有 最 佳 方案 车 运 三 次 ， 
有 储 油气 a, 运 油 率 也 为 22.2% 

@ 由 对 称 性 ,考虑 在 AB 中 点 下 设 储 油 站 , 则 可 得 最 佳 方案 ; 
车 运 两 次 ,B 储 油 55 ,此 时 运 油 率 为 


作 忆 中 党 窑 注 






所 以 储 油 站 设 在 中 点 处 , 运 油 率 最 大 为 25% . 

13'56 已 知 13.5 吨 货 物 分 装 在 一 批 箱子 里 ,箱子 的 自重 极 轻 , 每 
个 箱子 所 装 货物 的 重量 都 不 超过 350 千克 .求证 可 以 用 11 辆 载重 量 为 
1.5 吨 的 卡车 一 次 运 走 这 批 货物 . 

(第 19 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1956 年 ) 

[证 ] 将 所 有 货 箱 任 意 排 定 顺序 ,首先 将 货 箱 依 次 装 上 第 一 辆 卡 
车 并 直到 再 装 一 个 就 超过 载重 量 为 止 ,并 将 这 最 后 不 能 装 上 的 箱子 放 
在 第 一 辆 汽车 之 旁 .然后 按 同样 办 法 装 第 二 辆 ,第 三 辆 ,… ,直到 第 八 辆 
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车 装 完 并 在 车 旁 放 了 一 个 货 箱 为 止 .显然 ,前 8 辆 车 中 每 辆 车 所 装 贷 箱 
及 车 旁 所 放 一 箱 的 重量 和 超过 1.5 吨 . 故 所 余 货 箱 的 重量 和 不 足 1.5 
吨 , 可 以 全 部 装 人 第 九 辆 卡车 .然后 把 前 8 辆 卡车 旁 所 放 的 各 一 箱 贷 物 
分 别 装 入 后 两 辆 卡车 ,每 车 4 箱 , 显 然 不 超载 .这 样 装 车 就 可 用 11 辆 卡 
车 一 次 运 走 全 部 货物 . 

13.57 ”一 些 信 号 灯 依 次 编号 为 1,2,…,m(m 之 2), 沿 单线 铁路 
等 距离 的 分 布 着 .按照 安全 规定 , 当 有 火车 在 一 个 信号 灯 与 下 一 个 信和 号 
灯 之 间 行 驶 时 ,其 他 火车 不 允许 通过 这 个 信号灯 .但 火车 可 以 在 一 个 信 
号 灯 处 ,一 辆 接 一 辆 地 停 着 不 动 (火车 的 长 度 认 为 是 0). 

现 有 ?” 辆 列车 需 从 信号 灯 1 驶 到 信号 灯 m,n 辆 列车 的 速度 互 不 
相同 ,但 每 辆 车 在 行驶 过 程 中 总 是 匀速 的 . 试 证 不 论 列车 运行 的 顺序 如 
何 安排 ,从 第 一 辆 车 驶 离 信 号 灯 1 到 第 上 & 辆 车 到 达 信 号 灯 mx 所 需 的 最 
短 时 间 总 是 相等 的 ， 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 第 ; 辆 车 从 一 个 信号 灯 驶 到 下 一 个 信号 灯 所 用 的 时 间 为 
tivi 二 1,2,…,n. 不 妨 设 t1 < t2 之 … < .如 果 列 车 按照 1,2,… ,nn 
的 次 序 开 出 , 且 为 使 总 时 间 最 短 , 每 辆 车 都 是 在 按 规则 允许 时 即时 开 
出 .于 是 所 用 的 总 时 间 为 

tit+t2+ +tl+ (Cm ~ 1),. OD 

下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 ,不 论 列车 行驶 的 顺序 如 何 ,所 用 的 最 短 
总 时 间 均 为 中 z 

当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 设 结论 外 对 n = 上 有 成立, 当 nn = + 
1 时 ,如 果 &+ 工 辆 列车 按 速 度 从 大 到 小 依次 开 出 , 则 @ 照样 成 立 . 故 只 
须 骨 证 按 任意 顺序 开 出 所 用 的 时 间 都 是 @. 

设 最 先 开 出 的 是 列车 i, 然后 是 列车 i,. 如果 十 < i, 则 列车 i 对 
整个 行驶 过 程 的 影响 仅 在 于 列车 i, 在 它 驶 出 ti 之 后 启动 .由 归纳 假设 
知 ,后 面 上 辆 车 所 用 最 短 时 间 为 

tititst "+t1t+ (m1)z, 一 fi . 
故 知 所 用 总 时 间 仍 为 中 ,其 中 nn = 有 + 1. 如 果 i > is, 我 们 将 列车 局 
与 ?2 的 速度 对 调 , 看 看 对 总 时 间 产 生 什么 影响 .在 1 号 灯 至 2 号 灯 这 一 
段 , 列 车 is 原 来 需 等 待 t; ,行驶 用 时 fi, , 距 列 车 1 开 出 时 共用 fi + i. 
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速度 对 调 后 ,等 待 时 间 为 fi ,行驶 用 ty ,其 和 仍 为 ti tT ti,. 目 2 写 灯 起 ， 
在 每 两 个 相 邻 信号 灯 之 间 ,列车 i, 原来 需 等 待 二 - 4 ,行驶 要 用 1;， 
共用 t; .对 调 后 ,不 用 等 待 ,而 行驶 要 用 时 i , 仍 与 对 调 前 相同 .可 见 ， 
前 两 辆 车 速度 对 调 后 ,对 于 列车 i;, 在 每 段 行驶 所 用 的 时 间 没 有 影响 . 
因此 ,对 于 i; 后 面 的 列车 的 行 驶 也 没有 影响 , 即 总 时 间 保 持 不 变 .于 是 
由 前 一 种 情形 的 讨论 即 知 这 时 仍 有 中 式 成 立 . 

13.58 “一块 沙漠 形 如 半 平 面 ,将 此 半 平 面 分 割 为 规格 为 1x 1 的 
许多 小 方 格 , 踊 边界 15 个 小 方 格 的 沙漠 中 有 一 个 能 量 巨 = 59 的 机 器 
人 ,每 个 小 方 格 的 “ 耗 能 ” 为 不 大 于 5 的 自然 数 ,而 任意 一 个 规格 为 5x5 
的 沙漠 正方 形 的 “ 耗 能 ”为 88, 机 器 人 可 以 进入 与 它 相 邻 的 四 个 小 方 格 
中 的 任 一 个 中 去 (有 公共 边 的 小 方 格 称 为 相 邻 的 ) 每 进入 一 格 , 机 器 人 
的 能 量 会 减少 一 个 它 所 进入 的 小 方 格 的 “ 耗 能 ” 数 . 问 机 器 人 能 否 走出 
沙漠 ? 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 如 图 所 示 ,用 带 箭头 的 路 线 表示 机 器 人 $ 条 不 同 的 行动 路 
线 (※ 号 表示 机 器 人 所 在 的 位 置 ). 

这 5 条 路 线 所 经 过 的 小 方 格 的 耗 能 总 和 不 超过 

3x88+2x10+2x5 = 294. 








由 
[| 





上 述 5 条 路 线 共 经 过 3 个 5x5 的 正方 形 每 格 1 次 ,经 过 机 器 人 所 在 方 
格 的 上 下 两 个 相 邻 方 格 各 两 次 ,经 过 机 器 人 所 在 方 格 的 上 下 两 方 隔 1 
格 的 方 格 各 1 次 .由 于 
294 < 3 X 39. 
因此 在 这 5 条 不 同 的 路 线 中 至 少 有 一 条 所 经 过 的 所 有 小 方 格 的 “ 耗 能 ” 
之 和 少 于 59 ,因此 机 器 人 沿 这 条 路 线 移动 就 可 以 走出 沙漠 . 
13-59 7 个 矮人 围 坐 在 圆桌 周围 ,在 每 个 矮人 面前 放 有 一 只 盛 有 
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x o> 党 


牛奶 的 杯子 .一 个 矮人 把 自己 的 牛奶 都 均 分 到 其 余 的 杯子 中 去 ,接着 他 
右边 的 邻居 照样 做 一 遍 ,然后 下 一 个 ,等 等 ,在 第 7 个 矮人 把 自己 的 牛 
奶 分 到 其 他 杯子 中 后 ,每 一 个 杯子 中 的 牛奶 恰 与 当初 未 互 倒 时 相同 .已 
知 所 有 杯子 中 共有 3 升 牛奶 , 问 当初 每 个 杯子 中 各 有 多 少 牛 奶 ? 
(第 11 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 因为 7 个 矮人 依次 倒 奶 轮 一 周 后 又 恢复 原状 , 故 当 继续 倒 
下 去 时 也 是 以 7 为 周期 的 循环 出 现 . 设 在 某 次 倒 奶 后 某 个 矮人 A 的 牛 
奶 达 到 最 大 值 , 有 z 升 .当然 下 一 个 就 轮 到 A 分 倒 牛 奶 了 .他 倒 给 每 人 


各 升 .然后 ,其 余 6 人 依次 倒 向 A 的 杯 中 ,每 次 倒 的 牛奶 至 多 为 过 升 


但 6 人 都 倒 一 次 之 后 应 恢复 原状 为 zx 升 . 故 当 每 人 倒 奶 时 都 倒 了 冯 升 . 
因而 轮 到 每 人 倒 奶 时 杯 中 都 有 xz 升 .由 此 可 见 ,7 个 矮人 的 杯 中 应 分 别 


有 奶 人 xz 升 ,= 0,1,…,6. 又 因 共有 和 牛奶 3 升 ,可 得 x = -9 . 故 知 7 个 


13.60 ”在 2” 个 容量 充分 大 的 杯子 里 注 人 了 等 量 的 水 , 允许 自任 
何 一 个 杯子 往 其 他 任何 一 个 杯子 中 倒 水 ,但 倒 人 的 水 量 必须 与 后 者 中 
已 有 的 水 量 相等 .已 知 经 过 有 限 次 倒 水 后 ,可 以 将 所 有 杯 中 的 水 全 都 倒 
进 一 个 杯子 之 中 , 求 所 有 可 能 的 自然 数 . 
(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 开始 时 每 个 杯子 中 的 水 量 都 是 1. 既然 经 过 有 限 次 倒 水 
后 ,所 有 水 都 倒 入 一 个 杯子 中 ,我 们 就 来 考察 这 一 个 杯子 被 倒 人 水 的 情 
形 .由 已 知 ,这 只 杯子 每 被 倒 人 1 次 水 , 杯 中 的 水 量 就 增加 1 倍 .如 果 先 
后 共 往 这 只 杯子 里 倒 & 次 水 , 则 杯子 里 的 水 量 为 24. 既然 开始 时 每 只 标 
于 中 水 量 都 是 1, 故 知 共有 2* 只 杯子 , 即 满足 要 求 的 所 有 n 即 为 11,2， 
2 
13.61 在 nn 个 带 有 刻度 的 量 杯 中 分 别 装 满 了 nn 种 不 同 液体 ,此 外 
还 有 一 个 空 量 杯 . 问 能 否 通过 有 限 次 的 混合 手续 ,使 得 各 个 量 杯 中 的 液 
体 全 都 变 得 成 份 相同 ( 即 每 个 量 杯 中 都 有 原来 每 种 液体 的 十 ,而且 还 
有 一 个 空 量 标 )? 
(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
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[ 解 ] ”首先 ,将 每 杯 液体 都 倒 人 空 便 杯 中 下 , 便 得 到 一 杯 满足 要 


求 的 液体 . 
然后 用 第 1 杯 液体 将 其 余 n - 1 杯 填 满 , 则 这 一 1 杯 液体 中 各 有 


一 的 第 1 种 液体 而 第 1 杯 是 空 杯 .再 将 这 n - 1 杯 中 的 液体 每 种 都 倒 人 


A 








接着 用 第 人 n 一 2 杯 填 满 . 青 把 这 n -~ 2 杯 液 


体 每 种 都 倒 人 空 杯 一 上 ,于 是 就 又 得 到 -一杯 满足 要 求 的 混合 液体 . 这 


样 进 行 下 去 ， 直到 最 后 为 上 
13.62 ” 圆 形 跑道 上 ”个 不 同 点 处 各 有 一 辆 汽车 准备 出 发 ,每 辆 
车 都 以 匀速 每 小 时 跑 1 圈 . 听 到 信号 后 ,它们 各 选 一 个 方向 同时 出 发 . 
如 果 两 辆 车 相遇 , 则 同时 改变 方向 以 原 速 前 进 .求证 必 有 某 一 时 刻 , 所 
有 汽车 都 回 到 原 出 发 点 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[证 」 因为 任何 两 辆 汽车 的 速度 都 相同 ,所 以 同 向 运行 的 汽车 不 
会 发 生 超越 现象 .而 当 两 辆 汽车 迎面 相遇 时 ,又 各 自 改变 方向 行驶 ,所 
以 » 辆 汽车 的 顺序 永 不 改变 . 
大 在 两 辆 汽车 相遇 时 即行 交换 两 辆 车 的 号 码 , 则 相当 于 两 辆 车 各 
目 按 原 方 向 行驶 而 不 受 相 员 的 影响 . 从 而 行驶 1 小 时 后 各 自 回 到 原来 
的 出 发 点 ， 
将 以 上 两 点 结合 起 来 即 知 , 行 驶 1 小 时 后 ,原来 的 ”个 出 发 点 处 各 
有 1 辆 汽车 且 汽 车 的 方向 都 与 该 点 原来 的 汽车 的 方向 相同 .由 于 ” 辆 
汽车 的 顺序 不 变 , 故 这 时 与 原 出 发 时 相 比 , 必 为 各 辆 汽车 位 置 的 一 个 
“旋转 “这 个 旋转 当 n 点 分 布 不 均匀 时 ,不 是 刚性 的 ), 具 体 地 说 ,是 汽 
车 号 码 的 一 个 轮换 , 即 每 个 号 码 都 增加 ,0 所 上 <n( 当 i+k> nn 时， 
理解 为 i + 一). 显 然 ,n 个 小 时 之 后 每 辆 车 都 回 到 自己 的 出 发 点 . 
13'63 ”三 只 甲虫 沿 着 全 ABC 的 边界 疏 行 ,使 由 这 三 只 甲虫 所 构 
成 的 三 角形 的 重心 保持 在 一 点 不 动 . 试 证 如 果 有 一 只 甲虫 站 过 了 三 角 
形 一 周 , 则 三 只 甲虫 所 构成 的 三 角形 的 重心 与 AABC 的 重心 重合 . 
(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
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[证 ] 如果 一 只 甲虫 在 顶点 4 ,那么 由 甲 
虫 构成 的 三 角形 的 重心 必 在 人 ADE 中 ( 见 右 
图 ) ,其 中 DE / BC 且 过 和 人 ABC 的 重心 .既然 有 A FE 
一 只 甲虫 肥 过 人 ABC 的 三 个 顶点 , 故 甲 由 三 角 X72%》、， 
形 的 不 动 的 重心 应 该 同时 属于 图 中 有 边 的 平行 
线 族 标 出 的 三 个 三 角形 .但 三 个 三 角形 的 惟一 公共 点 就 是 和信 ABC 的 重 
心 . 

13.64 ”一 只 狼 被 猎人 赶 进 了 一 块 边 长 为 100 米 的 等 边 三 角形 的 
林 间 四 地 .已 知 这 位 猿人 只 要 在 离 它 不 超过 30 米 的 距离 上 就 可 以 杀 死 
它 ,求证 只 要 狼 逃 不 出 目地 ,那么 不 论 它 在 目地 中 跑 得 有 多 人 快 ,猎人 总 
能 杀 死 它 . 





hs 
~ 
一 
~ 
一 一 和 








(第 50 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 猎人 可 以 先 占据 等 边 三 角形 的 中 心 O 
点 O 到 每 边 的 距离 都 不 到 30 米 , 所 以 狼 无 法 从 右 图 
所 示 的 一 个 区 域 中 跑 到 另 一 个 区 域 中 去 . 这 样 ,猎人 
只 要 从 点 O 出 发 向 着 狼 所 在 区 域 的 三 角形 顶点 走 
去 , 必 能 与 狼 的 距离 小 于 30 米 而 杀 死 狼 . 
13.65 ”在 形状 为 正方 形 的 地 块 中 央 有 一 只 狼 ， 
而 在 正方 形 的 4 个 顶点 各 有 一 只 狗 . 狼 可 以 在 整个 地 块 上 跑 来 跑 去 ,而 
狗 只 能 沿 正方 形 的 边界 跑 .已 知 狼 能 咬 死 单独 的 一 只 狗 ,两 只 狗 一 起 可 
以 咬 死 狼 ;每 只 狗 的 最 大 速度 是 狼 的 最 大 速度 的 1.5 倍 .求证 这 些 狗 可 
以 不 让 狼 逃 出 正方 形 . 
(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 设 > 为 狼 的 最 大 速度 .过 狼 所 在 的 那 一 点 作 两 条 平行 于 正 
方形 对 角 线 的 直线 , 它们 与 正方 形 的 周 界 分 别 交 于 4 点 :Cl,C>,C3， 
C4. 显然， ee™ 这 4 和 从 玫 正方 形 的 周 界 移动 ， 且 移 动 的 速度 


不 大 于 Y2w < 


由 于 开始 时 4 只 狗 恰 好 在 Ci ,Cs,C3, GCs 这 4 点 上 ,所 以 4 只 狗 只 
要 随 着 4 点 一 起 移动 , 狼 就 无 法 逃 出 正方 形 . 

13'66 ”在 正方 形 的 中 心 坐 着 一 只 兔子 ,在 4 个 顶点 上 各 有 一 只 
狠 .假定 狼 只 能 沿 着 正方 形 的 周 界 跑 动 , 且 狼 的 最 大 速度 是 兔子 最 大 环 
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度 的 1.4 倍 , 问 兔子 能 否 从 正方 形 中 逃 出 去 ? 
(第 48 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 可 以 逃 出 .兔子 应 该 这 样 来 跑 : 首 
先 , 它 选取 正方 形 的 一 个 顶点 A, 并 以 最 大 速 
度 沿 对 角 线 朝 A 跑 去 . 设 正方 形 的 边 长 为 1. 
一 直 跑 到 离 点 A 不足 方 (有 2 一 1.4) 的 地 方 ( 例 
如 可 到 距 点 A 为 0.005 的 地 方 ), 然后 拐弯 
90", 沿 着 垂直 于 原 对 角 线 的 方向 (如 果 点 A 的 
狼 未 动 , 可 任意 左 拐 或 右 拐 ; 如 果 狼 在 左边 , 则 右 拐 ), 即 可 逃 出 正方 形 . 
因为 狼 的 速度 是 兔子 的 1.4 们 ,这 时 尚未 跑 到 ,无 法 拦截 . 

13.67 ” 沿 着 透明 立方 体 的 楼 有 3 只 蜂 蛛 和 1 只 苍蝇 在 爬行 .苍蝇 
的 最 大 速度 是 星 蛛 的 最 大 速度 的 3 倍 .在 开始 时 , 蚁 蛛 都 在 立方 体 的 同 
一 个 顶点 上 ,苍蝇 则 位 于 相对 的 顶点 上 . 问 颗 蛛 能 抓 住 苍蝇 吗 (在 整个 
过 程 中 , 早 蛛 和 苍蝇 都 能 相互 看 见 )? 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 可 以 抓 住 .一 只 蜂 蛛 守住 AB , 另 一 
只 守住 CC ,并 随 着 苍蝇 离 自 己 所 在 棱 的 哪 一 
个 端点 近 而 随时 游 动 . 这样 ,苍蝇 就 无 法 通过 这 
4 个 顶点 .而 去 了 这 4 个 顶点 ,正方 体 上 就 没有 
闭 回路 了 ,于 是 第 3 只 蜘蛛 只 要 在 后 面 追 就 可 以 
了 . 
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13.68 ” 沿 着 透明 立方 体 的 楼 有 两 只 蜂 蛛 
和 上 | 只 苍蝇 在 朴 行 .苍蝇 和 蜘蛛 的 爬行 速度 一 样 且 在 整个 过 程 中 彼此 
都 能 看 见 . 问 蜂 蛛 能 抓 住 苍蝇 吗 ? 

(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 可 以 抓 住 .一 只 蜂 蛛 占 住 顶点 A 并 
守住 B,D,A'3 点 . 另 一 只 贱 蛛 从 C 出 发 .不 妨 
设 苍蝇 在 棱 BC 上 .这 时 第 二 只 蜘蛛 从 C 出 发 
沿 CC 棱 追 击 苍 蝇 . 苍蝇 跑 过 顶点 B 后 自然 沿 
棱 BB- 疏 行 ,蜘蛛 在 后 追 一 直 追 得 苍蝇 越过 顶 
点 B' .如 果 苍 蝇 进 和 人 BA , 则 位 于 A 的 第 一 只 
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蜂 蛛 沿 AA -去 堵截 ;如 果 苍 蝇 进 入 棱 BC , 则 野 蛛 A 不 动 , 仍 由 第 二 只 
去 追 . 直 追 得 苍蝇 越过 C- ,不 妨 设 苍蝇 进入 CC 并 接着 越过 顶点 C 进 
组 人 CB, 这 时 虹 蛛 从 点 A 启动 去 堵截 即 可 损 住 苍蝇 
13.69 ”一 只 蜗牛 在 桌面 上 以 固定 的 速度 息 行 , 它 每 隔 15 分 钟 便 
折 转 90" ,在 每 两 次 折 转 之 间 都 沿 着 直线 前 进 .求证 只 有 经 过 整数 个 小 
时 的 朴 行 ,蜗牛 才 可 能 回 到 出 发 点 . 
(第 20 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[证 ] 显然 ,蜗牛 爬行 的 路 线 是 一 条 折线 , 当 蜗 牛 同 到 出 发 点 时 ， 
折线 就 是 封闭 的 .蜗牛 每 15 分 钟 所 候 过 的 直线 段 是 折线 的 一 条 边 .把 
蜗牛 开始 15 分 钟 所 息 过 的 线 取 为 模 轴 ,第 2 个 15 分钟 仆 行 所 在 的 直线 
取 为 纵 轴 . 因为 折线 是 封闭 的 , 故 蜗牛 横向 息 行 时 ,向 右 爬 行 和 向 左 疏 
行 的 边 数 同样 多 , 故 知 它 在 其 上 横向 爬行 的 边 数 是 偶数 . 又 因 蜗 牛 每 次 
折 转 90"  , 故 它 横 向 爬行 和 纵向 爬行 的 边 数 同 样 多 ,所 以 ,折线 的 边 数 是 
4 的 倍数 .因此 总 共 要 用 整数 个 小 时 . 
13.70 “动物园 里 共有 6 条 道路 ,恰好 构成 一 个 等 边 三 角形 和 它 的 
3 条 中 位 线 .两 位 值班 人 员 正 在 追赶 一 只 从 笼 中 跑 出 的 猴子 .假定 猴子 
奔跑 的 速度 是 人 的 3 倍 且 都 只 能 沿 道路 奔跑 ,在 奔跑 过 程 中 互相 都 能 
看 见 , 问 这 两 个 值班 人 员 能 抓 住 猴子 吗 ? 
(第 33 届 黄 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 可 以 抓 住 .开始 时 ,两 位 值班 人 甲 和 乙 
可 以 分 站 EE,F 两 处 . 显然 ,这 时 猴子 若 在 人 AFE 
的 边 上 , 则 很 快 便 可 抓 住 . 故 可 设 猴 子 在 人 BDF 
的 边 上 .于 是 乙 可 沿 FD 去 追 猴子 ,猴子 不 能 跑 人 
全 CDE ,只 能 沿 全 BDF 的 周 界 跑 . 这 时 甲 可 移 到 
G(GF = 2GE) 看 守 点 和 点 F. 一 旦 猴子 从 点 也 D 
进 人 全 DCE 或 从 点 下 进入 全 FAE, 则 乙 在 后 追 ， 
围 赶 到 点 上 墙 截 , 便 可 抓 住 猴子 . 当 猴 子 沿 着 人 BFD 顺 时 针 跑 时 ,一 跑 
过 点 品 , 甲 便 从 点 G 赶 到 点 下 堵截 ,而 乙 在 后 追 , 也 必 可 抓 住 猴子 . 
13.71 已 知 松鼠 在 坐标 平面 的 第 一 象限 (x 衬 0,y 实 0) 内 按 以 
下 方式 跳动 : 它 可 以 由 点 (x ,y) 跳 到 点 (x - $,y +7) 或 者 跳 到 点 (二 
1,y 一 1) ,但 不 能 跳出 第 一 象限 去 . 问 松 局 从 哪些 初始 点 (x ,y) 不 能 跳 
到 与 坐标 原点 距离 大 于 1000 的 点 上 ? 画 出 所 有 这 样 点 的 集合 并 求 出 其 
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面积 . 
(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 不 能 从 它 出 发 跳 到 无 穷 远 的 那些 点 的 
集合 是 一 个 阶梯 形 , 即 右 图 中 标 有 斜 线 的 图 形 , 但 
阶梯 形 的 边界 (0,y)10 过 yy< 5H1(z,0)10 坟 rr 5 
< 5| 包括 在 内 而 另外 部 分 不 在 内 . 
从 阶梯 形 之 外 的 任何 点 均 可 利用 若干 步 


y 


(1, 一 1) 而 到 达 x 之 5 的 区 域 中 ,然后 青 按 (一 5,7) 。 Ge 
+ 5(1, 一 1) = (0,2) 的 方式 跳 , 即 可 跳 到 足够 远 
处 . 


13.72 ”在 正方 体 的 每 个 顶点 处 都 停 有 1 只 苍蝇 .现在 让 所 有 苍蝇 
同时 飞 起 然后 再 落下 来 ,仍然 是 每 个 顶点 处 都 落 有 一 只 苍蝇 . 试 证 其 中 
必 有 3 只 苍蝇 ,它们 在 飞 起 前 的 位 置 与 落下 后 所 处 的 位 置 所 构成 的 两 
个 三 角形 全 等 . 





( 原 苏 联 教 委 推 荐 试题 ,1991 年 ) 
[证 ] 考察 原来 处 于 正方 体 的 -- 条 对 角 线 的 两 个 端点 外 的 苍蝇 
A 和 B 重新 落下 的 情形 . 
(1) 苍蝇 A 和 8B 仍 处 于 某 条 对 角 线 的 两 端 , 则 可 任 取 一 只 异 于 A 
和 B 的 苍蝇 C. 只 须 注意 有 两 个 顶点 为 正方 体 的 一 条 对 角 线 的 两 个 端 
点 的 所 有 三 角形 都 全 等 , 便 知 苍蝇 A ,B,C 满足 题 中 要 求 . | 
(2) 苍蝇 A 和 B 不 再 处 于 某 条 对 角 线 的 两 端 . 这 时 , 取 落 下 后 与 A 
处 于 一 条 对 角 线 两 端的 另 一 只 苍蝇 为 C, 则 苍蝇 A,B,C 便 满 足 题 中 
要 求 . | 
13.73 ” 设 在 一 个 正方 形 的 3 个 顶点 处 各 有 1 只 蚂 蜂 ,它们 玩 “ 跳 
背 游 戏 ”, 即 一 只 从 田 一 只 的 背 上 跃 过 去 .已 知 当 蚂 昨 A 路 过 了 蚂 昨 B 
的 背 之 后 ,落地 时 同 B 的 距离 与 起 跳 时 离 B 的 距离 相等 ,而 且 这 3 点 还 
目 然 地 保持 在 同一 条 直线 上 . 间 能 否 经 过 几 次 跳跃 ,有 一 只 蚂 昨 跳 到 了 
正方 形 的 另 一 个 顶点 上 ? 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 






你 王 中 党 密 并 


[ 解 ] 不 能 实现 . 
在 平面 上 引入 直 和 角 坐 标 系 ,使 得 3 只 蚂 昨 所 在 顶点 的 坐标 分 别 为 
(0,0),(1,0),(0,1), 于 是 正方 形 的 男 一 顶点 的 坐标 为 (1,1). 按 奇偶 性 
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来 看 ,前 3 个 顶点 为 ( 偶 , 偶 ),( 奇 , 偶 ),( 偶 , 奇 ) 而 后 1 个 顶点 为 ( 奇 ， 
奇 ). 按 题 中 要 求知 , 蚂 昨 每 次 起 跳 和 落地 所 在 的 两 个 顶点 的 坐标 奇偶 
性 相同 , 故 它们 所 跳 到 的 新 点 的 坐标 必 属 于 前 3 类 , 即 永远 也 跳 不 到 第 
4 类 整 点 ,当然 也 就 跳 不 到 正方 形 的 另 一 个 顶点 了 . 

13.74 ”把 一 个 正方 体 均 分 成 27 个 小 正方 体 .已 知 在 中 心 的 小 正 
方 体 中 有 一 只 甲虫 ,甲虫 能 从 每 个 小 正方 体 走 到 与 它 相 邻 的 ( 即 有 一 个 
公共 面 的 )6 个 小 正方 体 的 任意 一 个 之 中 . 如 果 要 求 甲 虫 只 能 到 每 个 小 
正方 体 一 次 ,那么 甲虫 能 走 遍 所 有 的 小 正方 体 吗 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 将 27 个 小 正方 体 相间 地 涂 上 黑色 与 白 
色 , 即 任何 相 邻 两 个 正方 体 都 异 色 , 不 妨 设 8 个 角 sss 
上 的 正方 体 都 是 黑色 , 每 面 中 心 的 正方 体 都 是 黑 88 
色 , 即 共有 14 个 黑 的 和 13 个 白 的 正方 体 . 国光 

另 一 方面 ， 甲 虫 每 走 一 步 , 它 所 在 的 正方 体 都 网 
要 改变 颜色 . 因为 中 心 正方 体 是 白色 的 , 故 若 甲虫 
能 走 遍 每 个 方 格 刚好 一 次 , 则 必然 共有 14 个 白 的 正方 体 和 13 个 黑 的 正 
方 体 ,矛盾 .这 表明 题 中 所 要 求 的 甲虫 走 法 是 不 能 实现 的 ， 

13.75 “将 一 张 无 限 大 的 方 格 纸 的 每 个 方 格 都 涂 上 黑白 两 色 之 一 
(不 一 定 按 某 种 规则 涂 色 ) .一 只 备 斯 在 黑 格 之 间 跳 牙 , 一 只 跳蚤 在 白 格 
之 间 跳 跃 ,每 次 跳跃 可 沿 竖 直方 向 或 水 平方 向 跳 过 任意 多 个 方 格 .求证 
它们 可 以 在 至 多 共 跳 3 次 之 后 成 为 相 邻 . 

(第 52 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 设 二 者 所 在 的 方 格 既 不 同行 也 不 同 列 , 否则 可 以 少 跳 一 
次 .考察 饭 斯 所 在 的 行 与 跳蚤 所 在 的 列 相交 处 的 方 格 . 若 为 黑 格 , 则 令 
惫 斯 跳 一 次 而 跳 到 此 格 ; 若 为 白 格 , 则 令 跳 六 跳 人 此 格 ,不 妨 设 为 前 者 . 
这 时 ,两 只 虫子 处 在 同一 列 中 , 惫 斯 在 黑 格 而 跳蚤 在 白 格 . 若 这 两 个 方 
格 不 相 邻 , 则 在 两 格 中 间 一 定 存在 两 个 相 邻 方 格 , 使 其 中 之 一 为 黑 格 ， 
另 一 个 为 白 格 .于 是 只 要 令 惫 斯 和 跳 孟 各 跳 一 次 ,分 别 进入 这 两 个 相 邻 
方 格 中 的 黑 格 与 白 格 就 行 了 . 至 此 ,二 者 至 多 跳 了 3 次 . 

13.76 ”蜗牛 非 匀速 地 向 前 爬行 (不 向 后 退 ) ,若干 个 人 依次 在 6 分 
钟 的 时 间 内 观察 了 它 的 息 行 ,每 个 人 都 在 前 一 人 尚未 结束 时 即 已 开始 
观察 ,而 且 都 恰好 观察 1 分 钟 .已 知 每 个 人 在 自己 观察 的 工分 钟 内 都 发 
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现 蜗牛 侦 行 了 1 米 , 求 证 蜗牛 在 这 6 分 钟 时 间 内 所 息 行 的 距离 不 超过 
10 米 . 
(第 23 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 ] 设 a 为 第 1 个 观察 者 ,wa 是 在 cl 停止 观察 之 前 即 已 开始 观 
察 的 人 中 最 后 一 个 开始 观察 的 人 ,a; 是 在 ca; 停止 观察 之 前 即 已 开始 观 
察 的 人 中 最 后 一 个 开始 观察 的 人 ,如 此 下 去 ,直到 取 完 为 止 .于 是 ,奇数 
号 观察 者 cl ,ai,as,… 的 观察 区 间 互 不 相交 ,偶数 号 观察 者 的 观察 区 
间 也 互 不 相交 ,这 是 由 al ,aa as,… 的 选 法 所 保证 的 .由 于 每 个 观察 区 
间 都 是 1 分钟, 而 所 有 观察 者 的 全 部 观察 区 间 为 6 分钟 ,所 以 无 论 是 偶 
数 号 观察 者 还 是 奇数 号 观察 者 的 观察 总 时 间 都 不 超过 5 分 钟 ,因此 选 
定 的 观察 者 的 人 数 不 超过 10 人 .从 而 蜗牛 疏 行 的 距离 不 超过 10 米 .( 它 
在 如 下 情形 下 恰好 息 行 10 米 : 共 可 选 出 10 人 , 当 和 是 仅 当 只 有 一 个 人 观 
察 时 , 它 即 爬行 1 米 , 而 在 有 两 人 观察 时 , 它 即 停止 不 动 . ) 

13:77 有 5 只 猴子 和 5 个 梯子 , 每 个 梯子 的 顶端 各 放 一 根 香 其 . 
梯子 之 间 有 者 干 绳子 相连 ,每 条 绳子 连接 两 个 梯子 的 两 级 , 任 一 梯子 的 
周一 级 上 没有 两 条 绳子 接 人 ,并 始 时 $ 只 猴子 分 别 位 于 不 同 梯子 的 底 
痴 , 瑟 们 沿 梯 子 上 朴 , 每 遇 到 绳子 都 沿 之 爬 到 另 一 梯子 ,然后 继续 上 疏 . 

求证 无 论 有 多 少 绳子 ,最 后 每 只 猴子 都 各 拿 到 一 根 香 欧 . 

(第 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 作 一 有 向 图 G , 它 的 顶点 是 五 个 梯子 的 起 点 ,终点 及 所 有 
系 绳子 的 点 (我 们 叫 它 为 "节点 ”") , 它 的 所 有 有 向 棱 是 猴子 可 通行 的 线 
段 ( 沿 梯 子 的 向 上 段 和 沿 绳子 的 来 回 段 ) ,每 只 猴子 的 候 行 路 线 是 G 的 
一 条 路 .由 一 个 起 点 出 发 ,不 会 再 次 经 过 任 一 起 点 且 不 会 终止 于 任 一 
“节点 ”. 

又 ,如果 一 条 路 线 中 出 现 重 复 的 楼 

‘ej 1 ei er 
其 中 <i, 且 @ = 6@, 则 必 有 e_1 = ei. 

任 一 猴子 的 路 线 必 是 由 起 点 到 终点 的 无 重复 楼 的 路 线 (图 G 中 楼 
的 总 数 有 限 ). 同 理 可 知 , 任 二 猴子 的 路 线 终点 不 同 (否则 它们 必 最 后 一 
条 核 相同 ,可 逆 推 得 起 点 亦 相 同 ). 于 是 每 只 猴子 只 能 各 拿 到 一 根 香 共 . 

13.78 ”把 1600 颗 花 生 分 给 100 只 猴子 ,证明 不 管 怎 么 分 ,至 少 有 
4 只 猴子 得 到 的 花生 一 样 多 ,并 设计 一 种 分 法 ,使 得 没有 5 只 猴子 得 到 
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一 样 多 的 花生 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 


组 [ 解 ] 要 使 没有 4 只 狭 子 分 得 的 花生 一 样 多 ,最 经 济 的 分 法 是 : 
人 3 只 得 0 颗 ,3 只 得 1 颗 ,3 只 得 2 颗 ,…,3 只 得 32 颗 ,还 有 1 只 得 33 
颗 ， 
这 样 共 需 花生 颗 数 是 
3x(1+2+…+32)+33= 1617, 
超过 了 1600 颗 . 


所 以 ,不 管 怎么 分 ,都 至 少 有 4 只 猴子 得 到 的 花生 一 样 多 . 

没有 5 只 猴子 一 样 多 的 分 法 是 很 多 的 ,如 
4 只 得 0 颗 ,3 只 得 1 颗 ,3 只 得 2 颗 ,…,3 只 得 31 颗 ,2 只 得 32 颗 ,1 只 
得 48 颗 ,这 样 共 计 

3x(lI+2+…+3t)+2x32+48 = 1600. 

13.79 ”在 半径 为 10 米 的 圆 形 表演 场地 中 ,有 一 头 狮 子 在 跑 , 它 沿 
着 折线 共 跑 了 30 千 米 , 求 证 它 在 转弯 中 所 转 过 的 角 之 和 不 小 于 2998 弧 
度 . 

(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 依次 以 狮子 奔跑 的 转弯 点 为 心 来 旋转 场地 ,把 狮子 奔跑 的 
折线 变 成 直线 .在 每 一 次 这 样 的 旋转 中 ,场地 的 中 心 O 都 转 过 了 一 段 
弧 ,其 长 度 不 超过 狂 子 的 相应 转角 之 值 (以 弧度 计算 ) 同 10 米 的 乘积 
(点 O 的 旋转 半径 不 超过 圆 形 场地 的 半径 ). 因 此 ,在 整个 过 程 中 ,点 O 
移动 的 距离 之 和 不 超过 狮子 的 转角 之 和 的 10 倍 . 但 另 一 方面 ,将 点 O 
与 狮子 奔跑 起 点 用 半径 连结 起 来 ,将 点 O 旋转 后 的 终点 与 狮子 奔跑 的 
终点 旋转 后 的 位 置 连 起 来 . 则 点 O 旋转 路 线 加 上 两 头 的 半径 与 狮子 奔 
跑 的 直线 起 点 和 终点 都 相同 , 故 知 在 旋转 中 点 O 所 走 的 距离 大 于 
29980 米 . 从 而 知 狮 子 转 角 之 和 大 于 2998 弧度 . 

13.80 ”在 面积 为 1 平方 米 的 正方 形 天 花 板 上 有 一 只 蜂 蛛 和 一 只 
苑 蝇 . 已 知 苍 蝇 在 原 地 不 动 而 蜘蛛 可 以 在 1 秒 钟 内 跳 到 连结 它 与 天 花 
板 4 个 顶点 的 4 条 线段 中 任何 一 条 的 中 点 .求证 蜘蛛 在 8 秒 钟 内 能 接近 
苍蝇 ,使 距离 不 超过 1 厘米 . 

(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 将 正方 形 天 花 板 分 成 28 x 28 个 小 方 格 ,每 个 方 格 的 边 长 为 
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2-. 记 苍蝇 的 落 点 为 A, 它 所 在 的 小 广 
格 为 Ro. 以 天 花 板 4 个 顶点 中 距 R. 最 
近 的 一 个 顶点 为 位 似 中 心 (上 图 中 的 
O)) , 作 位 似 系数 为 2 的 同 向 位 似 .显然 ， 
Ru 的 像 R1 落 在 大 正方 形 中 , 且 R 的 边 
长 为 27. 再 以 天 花 板 的 4 个 顶点 中 距 RR， 
最 近 的 顶点 为 位 似 中 心 (上 图 中 的 O)， 
作 位 似 系数 为 2 的 同 向 位 似 . Ri 的 像 R 
落 在 大 正方 形 中 , 且 R, 的 边 长 为 2-5. 继 
续 这 个 过 程 直到 第 8 次 后 ,得 到 的 像 Rs 含 在 大 正方 形 中 且 边 长 为 1, 故 
它 就 是 整个 天 花 板 . 

现在 我 们 将 上 述 过 程 逆转 回去 ,从 大 正方 形 出 发 ,经 过 8 次 系数 为 
方 的 同 向 位 似 后 ,所 得 的 位 似 像 恰 为 Ro. 设 网 蛛 所 在 点 为 B, 则 B 的 


像 在 Ro 中 ,因而 这 时 蜂 蛛 与 苍 晶 的 距离 不 超过 2- Y2 < 0.01, 而 时 间 
恰 用 8 秒 . 

13.81 设 在 某 片 树林 中 有 3 个 桩 鸟巢 ,而 且 它 们 之 间 的 距离 
互 不 相等 .在 每 个 梨 中 都 有 一 只 杭 乌 .在 某 些 时 刻 任 意 一 些 桩 鸟 飞 离 自 
己 的 巢 而 落 到 其 他 的 梨 中 .如 果 在 飞 起 的 鸟 中 , 某 一 对 术 乌 之 间 的 距离 
小 于 另外 一 对 术 鸟 之 间 的 距离 (一 只 术 马 可 以 与 其 他 任何 一 只 桩 鸟 结 
成 “一 对 ”) ,那么 在 飞 落 之 后 ,总 是 使 第 一 对 梯 岛 的 距离 大 于 第 二 对 术 
乌 之 间 的 距离 . 问 当 ” 取 何 值 时 能 够 做 到 这 一 点 ? 

(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 当 之 4 时 , 设 某 一 次 共 飞 起 4 只 梯 鸟 ,它们 飞 起 的 4 个 梨 
分 别 为 4 ,4，,43 ,44, 而 落下 的 4 个 梨 分 别 为 4 42 ,423, 423, 用 
A1i,A ,A ;3,A4 是 Al,A;,A;,Ais 的 一 个 排列 .因为 任何 两 对 鸟 之 间 
的 距离 的 大 小 要 互 反 , 故 有 

IA ,A ,| 一 143A44| ? IA ,A ,| 一 | 4, 44 9 

14 4A = 14，A 计 
从 而 有 
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z AIE {AIAN {AA NN {A,,Al = 0, 
此 不 可 能 .这 个 艺 盾 说 明 ”之 4 都 不 满足 题 中 的 要 求 .而 ”= 3 显然 满 
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足 题 中 要 求 . 

13.82 ”在 一 个 由 边 长 为 1 的 正六 边 形 构成 的 网 格 平面 上 有 两 点 

组 ” A 和 8B, 沿 网 格 线 从 A 到 8B 的 最 短路 径 的 长 度 为 100. 一 只 昆虫 沿 这 条 

人 路 线 由 A 让 到 B. 求 证 昆虫 息 行 过 程 中 有 一 半 的 路 程 候 行 的 方向 相同 . 
(第 4 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] ”显然 ,网 格 平面 上 只 有 三 种 不 
同方 向 的 线段 .不 妨 设 由 A 到 B 的 100 条 
线段 中 ,水 平方 向 的 线段 最 多 (参看 上 图 ). 

首先 ,我们 证 明 ,昆虫 想 行 的 路 线 中 的 
任何 两 条 相 邻 的 水 平 线段 之 间 夹 有 的 其 他 
方向 的 线段 条 数 必 为 奇数 (所 谓 两 条 相 邻 
的 水 平 线段 指 二 者 之 间 不 再 有 水 平 线段 ). 

设 a 和 6 是 这 条 路 线 上 的 两 条 相 邻 水 平 线段 ,中 间 夹 有 偶数 条 其 
他 方向 的 线段 .于 是 当 昆 虫 由 P 出 发 经 过 a 和 偶数 条 其 他 方向 的 线段 
到 达 线 段 时 ,只 能 沿 与 a 相反 的 方向 通过 4 而 到 达 点 Q. 但 这 时 ,由 P 
出 发 治 虚 线 到 达 点 Q 的 路 径 更 短 , 此 不 可 能 (参看 上 图 ). 

同 理 可 知 , 任 何 两 条 辣 向 线段 之 间 所 夹 的 其 他 方向 的 线段 数 均 为 
奇数 .因而 , 当 将 所 记 路 线 上 的 线段 依次 编号 为 1,2,…,100 时 ,任何 两 
条 辣 向 线段 的 编号 都 具有 相同 的 奇偶 性 . 故 知 线段 条 数 最 多 的 一 种 方 
向 的 线段 数 必 为 50 条 . 

13.83 ”在 99 x 99 的 方 格 板 上 通 有 图 形 了 (这 个 图 形 在 下 列 3 个 
问题 中 互 不 相同 ), 在 图 形 T 的 每 个 格子 中 各 有 一 只 甲虫 . 在 某 一 时 
刻 ,所 有 的 甲虫 都 飞 起 来 然后 重新 落 到 图 形 T 的 方 格 中 去 ,而 且 从 相 
邻 方 格 ( 指 两 个 方 格 有 公共 边 或 公共 顶点 ) 中 起 飞 的 甲虫 ,可 以 仍然 落 
人 相 邻 方 格 中 , 也 可 以 落 人 同一 











国 
方 格 中 , 允许 在 一 个 方 格 中 有 若 2 十 
干 个 甲虫. 4 
(1) 设 图 形 下 是 “十 字形 ” 十 
( 右 图 (a) ) ,求证 必 有 一 只 甲虫 落 2 国 轩 
入 它 原来 的 格 中 或 与 原 格 相 邻 的 I 
方 格 中 . 


(2) 若 图 形 是 “ 田 字形 "(图 (a) Cb) 


986 | 世界 数学 由 林 匹 克 解 题 大 酬 典 





(b)), 问 (1) 中 结论 是 否 仍然 成 立 ? 

(3) 如 果 图 形 是 整 块 方 格 板 , 问 (1) 中 结论 是 否 仍 然 成 立 ? 

(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 果 从 中 心 方 格 飞 起 的 甲虫 落 回 到 中 心 或 与 中 心 相 邻 
的 方 格 ,结论 已 经 成 立 . 以 下 认为 从 中 心 方 格 飞 起 的 甲虫 向 右 移动 了 上 
之 2 个 方 格 .考察 从 中 心 方 格 向 右 这 一 行 49 个 方 格 .容易 看 出 ,从 这 些 
方 格 中 飞 起 的 甲虫 还 得 落 回 到 这 行 方 格 之 中 .在 每 一 格 中 写 上 一 个 整 
数 , 它 表示 该 方 格 中 起 飞 的 甲虫 移动 的 方 格 数 ,向 右 飞 是 正 的 ,向 左 是 
负 的 .显然 ,这 行 中 最 右 端 方 格 中 的 数 是 负 的 ,但 中 心 方 格 中 的 数 宇 
2, 而 且 相 邻 两 格 中 的 数 之 差 的 绝对 值 不 超过 2. 从 而 当 方 格 中 的 数 从 
左 问 右 由 上 变 到 负数 时 ,中 间 必 有 一 个 方 格 中 的 数 是 1,0,- 1 这 三 数 
之 一 ,这 就 意味 着 从 这 个 方 格 中 飞 起 的 甲虫 落 回 到 原 方 格 或 其 相 邻 方 
格 中 . 

(2) 右 图 给 出 的 例子 说 明 这 时 (1) 中 的 结论 不 成 立 .图 (a) 方 格 中 
的 数 表示 甲虫 的 号 码 , 图 (b) 中 的 数 是 该 号 码 的 甲虫 落 在 该 方 格 中 . 甲 
虫 的 落 点 满足 题 中 的 要 求 ,但 任何 甲虫 的 落 点 都 远离 原来 的 方 格 . 

(3) 我 们 对 m x n 个 格子 的 
矩形 关于 m+ nn 使 用 归纳 法 来 证 a 
明 ,这 时 (1) 的 结论 仍然 成 立 . 

对 于 1x1,2x2,1x2 的 矩 记 
形 ,结论 显然 成 立 .对 于 1xn,2 
x 7 的 矩形 ,可 像 (1) 中 一 样 地 进 
行 证 明 . 不 难看 出 ,为 了 实现 归纳 





过 渡 ， 只 须 页 证 明 从 7 XX n(n p> 用 1 (a) (b) 
> 2) 矩形 DD 中 可 以 得 到 较 小 的 盾 形 D' ,使 凡是 从 D 中 飞 起 的 甲虫 全 
都 落 回 到 万 之 中 . 


现在 利用 国际 象棋 中 “ 王 ” 从 A 格 走 到 B 格 所 用 的 最 少 步 数 来 定 
义 A 与 B 两 格 之 间 的 距离 p(A,B). 显 然 , 对 于 + = 1,2,…, 与 C 格 距 
离 不 超过 > 的 方 格 恰好 构成 以 C 格 为 中 心 的 正方 形 , 它 有 (2r + 1) x 
(2r + 由 个 方 格 . 记 从 方 格 K 飞 起 的 甲虫 落下 的 方 格 为 1(K). 按 已 知 ， 
对 于 任何 两 个 使 op(A,B) = 1 的 方 格 4 和 B, 都 有 op( f(A),f(B)) 过 
1. 从 而 对 任意 两 个 方 格 A 和 B, 都 有 
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让 吵 入 


o(f(A),f(B)) < po(A,B). 的 

在 mxn(m 达 nn) 和 矩形 中 ,把 到 矩形 某 一 方 格 的 距离 为 nn 一 1 的 方 
格 称 为 “ 边 格 ”. 如 果 wm < n, 边 格 组 成 两 个 边 行 (矩形 的 短 边 ), 在 nx 
n 正方 形 中 ,它们 组 成 4 个 边 行 ,注意 ,相对 两 个 边 行 中 的 各 一 个 方 格 
之 间 的 距离 o = n -二 ,而 其 他 任何 两 个 方 格 之 间 的 距离 不 超过 n -2. 

如 果 飞 起 的 mx x 2 个 甲虫 一 个 也 不 落 在 某 一 边 行 中 , 则 去 掉 这 个 
边 行 的 m x (n ~ 1) 和 矩形 即 为 较 小 的 矩形 D“. 否则 ,将 所 有 边 行 去 掉 所 
得 的 较 小 矩形 即 可 作为 D'. 事实 上 ,这 时 每 个 边 行 中 至 少 落 有 一 只 有 甲 
虫 , 即 存在 方 格 K;( 两 个 ,三 个 或 四 个 ) ,使 在 每 一 边 行 中 都 至 少 包含 一 
个 方 格 f(K;). 因 为 对 于 D' 的 任 一 方 格 M ,都 有 pl(M,K,;) 志 1 -2, 故 
由 的 式 便 得 p(f(M) - f(K;)) 过 nn 一 2. 从 而 知 fA(M) ED.. 

13.84 ”平面 上 两 条 直线 相交 成 a 角 , 在 一 条 直线 上 蹲 着 一 只 
昨 , 每 隔 1 秒 钟 它 由 一 条 直线 跳 向 另 一 条 直线 (交点 算 作 两 条 直线 的 公 
共 点 ). 已 知 它 每 次 跳 的 距离 都 是 1, 而 且 任 何 时 刻 它 都 不 跳 回 1 秒 钟 前 
的 位 置 .经 过 若干 时 间 后 , 它 跳 回 了 开始 时 的 出 发 点 .求证 当 用 度 为 单 
位 时 , 角 a 为 有 理 数 . 

(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 】 设 蚂 昨 沿 折线 ABCDEF 跳跃 
(如 右 图 所 示 ). 关 于 直线 OB 作 点 C 的 对 
称 点 C , 则 BC'O = BCO = 180 - 

上 辽 A, 所 以 0,A,B,C' 四 点 共 圆 , 记 为 圆 , 
S. 再 关于 直线 OB 作 点 EE 的 对 称 点 E ,于 

是 折线 BCDEF 就 对 称 为 折线 BC'DE 下. 
然后 以 OC 为 对 称 轴 ,重复 上 面 的 过 程 ， 
便 知 DD 的 对 称 点 D’ 也 在 圆 S 上 .类 似 地 ， 

E 和 下 都 可 在 S 上 找到 自己 的 对 应 点 巨 ,F”, 且 有 AB = BC = CD 
= DE’” = EF. 

按 已 知 , 蚂 昨 经 若干 次 跳跃 后 又 回 到 出 发 点 ,这 意味 着 存在 自然 数 
n 和 ,使 得 .AB = .360", 从 而 得 到 a = 生 180", 当 然 是 有 理 数 ， 


13.85 已 知 某 片 树林 中 的 任何 两 棵 树 之 间 的 距离 ,都 不 超过 它 
们 的 高 度 之 差 ,而 且 每 棵 树 的 高 度 都 不 超过 100 米 . 求 证 可 以 用 200 米 
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长 的 篱 多 将 树林 围 起 来 . 
(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 将 每 棵 树 的 位 置 视 为 平面 上 一 点 , 作 这 些 点 的 凸 包 . 显然 ， 
只 要 证 明 凸 包 多 边 形 的 周 长 不 超过 200 米 就 行 了 . 
设 凸 包 多 边 形 的 顶点 中 ,顶点 4A; 处 的 树 最 


高 ,顶点 A, 处 的 树 最 矮 . 让 我 们 来 证 明 ,从 A， c 
出发 , 治 着 上 包 多 边 形 的 周 界 从 两 个 方向 到 A, 一 
的 距离 都 不 超过 100 米 ， 只 须 证 明 折 线 4 


A1A2…A, 的 长 度 不 超过 100 米 . ? 
按 这 nn 个 顶点 的 树 高 来 递减 排列 这 个 顶点 为 Ai， A;, ,A 
A; ，,A,. 因 为 任何 两 点 间 的 距离 都 不 超过 两 点 处 树 高 的 差 ， 就 折线 
AlA; Ai…Ai; 4 的 长 度 不 超过 Ai,A, 两 点 处 的 树 高 之 差 , 故 不 超 
过 100 米 .这 条 折线 如 果 是 不 自 交 的 , 则 它 恰 好 就 是 折线 A1A,… 有 A 
问题 就 解决 了 .不 妨 设 它 是 自 交 的 .但 当 把 折线 自 交 的 两 边 ( 右 图 中 的 
AC,BD) 用 以 它们 为 对 角 线 的 四 边 形 的 一 组 对 边 来 代替 时 ,折线 的 长 
度 变 小 .由 此 可 见 ,折线 A1A…A， 的 长 度 不 大 于 折线 AiA mA， A， 
的 长 度 ,当然 不 超过 100 米 . 
13.86 ”在 一 块 地 块 上 植 有 10000 株 树 ,每 行 100 棵 , 共 100 行 , 形 
成 整齐 的 方 格 网 .试问 最 多 可 以 砍 去 多 少 棵 树 , 可 以 保证 站 在 每 个 树 墩 
上 时 ,都 看 不 见 树 后 面 的 任何 一 个 树 墩 ?这 里 可 以 认为 树 足够 地 细 ， 
“(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 





[ 解 ] 将 行 和 列 都 依次 编号 为 1,2,…,100. 将 所 有 行 和 列 的 号 码 
均 为 奇数 的 树 砍 掉 , 则 共 砍 掉 2500 棵 树 . 易 oT TOT To TorTorTm 
证 ,这 种 砍 法 满足 题 中 要 求 , 故 知 所 求 的 最 大 二 直上 
值 不 小 于 2500. 另 一 方面 ,这 些 树 恰 好 处 于 
99 x 99 的 方 格 表 的 结 点 位 置 .将 行 和 列 的 号 
码 均 为 奇数 的 方 格 取 出 , 共有 2500 个 方 格 
( 见 右 图 ) ,它们 的 10000 个 顶点 互 不 相 重 , 恰 
为 99 x 99 的 方 格 表 的 10000 个 结 点 . 当 砍 掉 
2S01 棵 树 ,也 就 是 选 2501 个 结 点 时 ,由 抽 居 
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原理 知 ,总 有 两 点 是 某 个 选取 的 方 格 的 顶点 .这 两 棵 树 都 砍 掉 不 满足 要 

综 上 可 知 ,最 多 砍 掉 2500 棵 树 . 

13.87 ”正方 形 田 地 被 分 成 了 100 块 同样 的 正方 形 小 块 , 在 其 中 的 
9 小 块 土 萌 发 有 杂 草 .已 知 一 年 后 杂 草 能 且 只 能 蔓延 到 那些 至 少 已 有 
两 个 相 邻 (有 公共 边 ) 小 块 长 有 杂 草 的 小 块 之 中 ,求证 杂 草 永远 不 会 更 
延 到 整 块 田地 . 

(第 49 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 考察 已 长 有 杂 草 的 地 块 的 边界 的 总 长 度 . 因为 任何 一 块 新 
长 杂 章 的 正方 形 小 块 都 至 少 与 两 块 已 长 有 杂 草 的 地 块 相 邻 , 故 在 长 有 杂 
草地 块 面积 增加 的 情况 下 ,边界 的 总 长 度 并 不 增加 . 因为 开始 时 有 9 小 
块 长 有 杂 草 , 当 设 正方 形 小 块 边 长 为 1 时 ,长 有 杂 草 好 块 的 边界 总 长 不 
超过 36 ,而 整个 地 块 的 边界 长 为 40 , 故 知 杂 草 永远 不 会 草 延 到 整 块 田 地 . 

13.88 设 有 ) 张 盯 片 ,每 张 卡片 的 两 面 各 写 上 1 个 由 1,2,…,n 
中 选 出 的 自然 数 ,而 且 每 个 数 都 在 这 张 卡片 上 恰好 出 现 两 次 . 试 证 可 


以 将 这 张 卡片 摆 在 桌面 上 ,使 得 朝 上 的 一 面 1,2,…,n 这 ?2 个 数 都 出 


现 . 
(第 25 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 首先 , 取 一 张 写 有 1 的 卡片 并 将 1 朝 上 摆 在 桌面 上 . 如果 这 
张 卡 所 的 背面 也 是 1, 则 接着 取 一 张 写 有 2 的 卡片 并 将 2 朝 上 摆 在 桌面 
上 .如 果 第 1 张 卡片 的 背面 是 ; 关 1, 则 把 另 一 张 写 有 j 的 卡片 取出 并 将 
7 朝 上 摆 在 桌面 上 . 如 果 这 张 写 有 ;的 卡片 的 另 一 面 写 有 1, 则 可 随便 另 
取 一 张 卡片 摆 在 桌面 上 并 继续 下 去 ;如果 这 张 正面 为 7) 的 卡片 背面 写 
有 & 和 1, 则 又 可 把 另 一 张 写 有 不 的 卡片 取 来 并 将 上 朝 上 摆 在 桌面 上 . 如 
此 继续 下 去 ,直到 摆 完 为 止 .因为 每 个 不 超过 的 自然 数 都 恰好 出 现 两 
次 , 故 这 个 过 程 一 定 可 以 进行 到 最 后 .. 
13.89 ”给 出 n 张 卡片 ,在 每 张 卡片 的 两 面 各 写 一 个 非 负 整数 ;在 
第 1 张 上 写 0 和 1, 第 2 张 上 写 1 和 2,…, 第 nn 张 上 写 wn~-1 和 .一 个 
人 按 任意 顺序 抽出 卡片 ,并 让 第 二 人 逐 张 看 到 这 些 取出 的 卡片 的 一 面 . 
试 指出 在 哪些 情况 下 ,第 二 个 人 可 以 判断 出 他 所 看 到 的 最 后 -一 张 卡片 
的 背面 的 数 ? 
(第 21 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 


990 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 秤 典 





[ 解 ] 如果 在 最 后 一 张 卡 片 的 正面 写 着 数 &, 则 当 & = 0 或 & = 
时 ,立刻 可 以 断定 背面 的 数 是 1 或 n ~1. 当 0<<n 时 ,背面 的 数 或 
是 上 -1, 或 是 k+1. 

如 果 第 二 人 己见 过 末 张 +1, 或 者 对 某 个 1 < j 志 1 一 太一 1, 已 
见 过 1 张 有 +1,…,1 张 用 + 和 两 张 &+j 了 +1( 当 +j+1= nn 时 ,只 
须 看 到 1 张 ). 则 可 断定 最 后 一 张 卡 片 的 背面 为 1 如果 第 一 人 见 过 
两 张 有 一 1, 或 者 对 某 1 志 ;7 过 上 一 1, 第 二 人 见 过 1 张 有 一 1,…,1 张 有 
-7 和 两 张 & 一 一 1( 当 上 -7-1= 0 时 ,只 须 见 过 1 张 ), 则 可 断定 最 
后 一 张 卡片 的 背面 是 上 + 1. 

13.90 有 20 张 卡片 ,将 数字 0 至 9 中 的 每 一 个 数字 都 写 在 两 张 卡 
片上 .试问 能 否 将 这 些 卡 片 排 成 一 行 ,使 得 两 个 0 相 邻 ,而 在 两 个 1 之 间 
恰 有 一 张 卡片 ,两 个 2 之 间 恰 有 两 张 卡 片 …… ,两 个 9 之 间 恰 有 9 张 卡 
片 ? 

(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 ] 考察 两 对 数 i,i 和 j,j 的 位 置 情形 : 

(1)i,i1,j,j 或 ),j,i,i, 这 时 被 夹 的 卡片 数 为 0; 

(2)i,j,i,j 或 ,i,j,i, 这 时 被 夹 的 卡片 数 为 2; 

(3)i,j,j ,i 或 j,i,i,j, 这 时 被 夹 的 卡片 数 为 2. 

可 见 ,任何 两 对 数 中 被 夹 的 卡片 数 总 是 偶数 .如 果 题 中 所 要 求 的 排 
法 可 以 实现 , 则 被 夹 卡片 的 总 数 是 偶数 (同一 张 卡 片 被 几 对 数 所 夹 就 算 
几 次 ). 但 田 一 方面 ,又 因 两 个 i 之 间 夹 有 i 张 卡片 ,i = 0,1,…,9, 故 被 
夹 卡片 的 总 数 又 应 为 1+2+…+9= 45 为 奇数 ,矛盾 .这 说 明 题 中 所 
要 求 的 排 法 是 不 能 实现 的 . 

13.91 在 99 张 卡片 上 分 别 写 有 自然 数 1,2,3,… ,99. 将 卡片 的 顺 
序 打 乱 ,让 空白 面 朝 上 ,并 在 其 上 再 分 别 写 上 数 1,2,3,…,99. 然后 将 
每 张 卡 片 两 个 面 上 的 数 相 加 ,再 将 这 99 个 和 数 相 乘 . 求证 所 得 的 积 必 
为 偶数 . 





(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 因为 这 99 个 数 中 有 50 个 奇数 和 49 个 偶数 , 故 知 卡片 中 必 
有 一 张 ,两 面 写 的 都 是 奇数 ， 因而 两 数 之 和 为 偶数 从 而 99 个 和 数 的 乘 
积 必 为 偶数 . 
13.92 从 1 到 50 各 数 分 别 打印 在 各 张 卡片 上 ,这 些 卡 片 打 乱 , 然 
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关中 这 


后 将 字面 向 上 排 成 5 行 ,每 行 10 张 , 重 排 每 行 的 卡片 ,使 它们 从 左 到 右 
的 数目 增 大 ,然后 重 排 每 列 的 卡片 ,使 它们 从 上 到 下 的 数目 增 大 ,在 最 
后 的 排列 中 ,各 行 卡片 是 否 从 左 到 右 的 数目 仍 增 大 . 
(第 12 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 】 考虑 一 般 情形 . 

设 有 mm 张 卡片 排 成 m 行 n 列 . 设 C; 表示 最 后 排列 中 第 ; 行 第 ; 列 
的 卡片 上 的 数 . 

假定 存在 下 标 i,j,k,1 过 i 过 m,l1 志 jj < 之 上 声 n, 使 得 

C; > Ca. 

因为 各 列 的 数 从 上 到 下 增 大 ,所 以 比较 第 7 列 从 C 以 下 的 m 一 i+ 

1 个 数 : 


Cys Ci 六 Ci2 Ci 中 
和 第 上 列 从 Ci 以 上 的 ;个 数 : 
(CC CC O 


由 Ci > Ca 知 ,Q 中 的 各 个 数 都 大 于 @ 中 的 各 个 数 . 

原来 在 各 行 重 排 之 后 ,各 列 重 排 之 前 ,和 全 共 (mm 一 ! 十 1)+7 一 
m 十 1 个 数 分布 在 到 行 中 ,所 以 至 少 有 中 的 一 个 数 和 人 @ 的 一 个 数 在 同 
一 行 中 (这 是 因为 @ 中 的 任 二 数 不 同行 ;@ 中 的 任 二 数 也 不 同行 ) ,这 
与 当时 各 行 的 数 从 左 到 右 增 大 的 事实 相 矛 盾 . 

因此 ,对 所 有 1 志 i 达 mm,1 志 j<k 志 ,都 有 

Ci < Cia. 

即 最 后 的 排列 中 ,各 行 的 数 仍 从 左 到 右 增 大 . 

”13.93” 设 有 1000 张 号 码 分 别 为 000,001,…,999 的 卡片 和 100 个 
号 码 为 00,01,… ,99 的 小 匣子. 如 果 小 匣子 的 号 码 能 由 一 张 卡片 的 号 
码 中 删 去 其 中 的 一 位 数字 而 得 到 ,那么 这 张 卡片 就 可 以 放 到 这 个 小 匣 
子 中 去 . 

(1) 求证 可 以 把 所 有 卡片 分 别 放 到 50 个 小 匣子 中 去 ; 

(2) 求证 不 可 能 把 所 有 卡片 分 放 到 少 于 40 个 小 匣子 中 去 ; 

(3) 求证 不 可 能 把 所 有 卡片 分 放 到 少 于 50 个 小 匣子 中 去 . 

(4) 如 果 卡 片 的 号 码 是 4 位 数 , 从 0000 直到 9999 ,上 且 当 小 匣子 的 号 
码 能 由 卡片 的 号 码 删 去 两 位 数字 而 得 到 时 ,卡片 就 可 以 放 到 这 个 小 匣 
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子 中 去 .求证 能 把 所 有 4 位 数字 的 卡片 分 放 到 34 个 小 匣子 中 去 . 

(5) 对 于 位 号 码 的 卡片 (& = 4,5,6,…), 最 少 需 要 多 少 个 小 匣子 
才能 把 它们 按 要 求 分 放 进去 ? 

(第 11 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] (1) 将 10 个 数字 分 成 两 组 :10,1,2,3,4} 和 |5,6,7,8,9| 并 
选用 那些 号 码 中 的 两 个 数字 属于 同一 组 的 匣子 .因为 从 5 个 元 素 中 任 
取 两 个 的 有 重复 排列 数 为 25, 故 知 共 选 用 了 50 个 小 曲子 :又 因 每 张 卡 
片 号 码 中 的 三 个 数字 中 ,总 有 两 个 属于 同一 组 , 故 它 必然 可 放 到 这 50 
个 小 匣子 之 一 中 去 、 

(2) 显然 ,号 码 分 别 为 00,11,…,99 的 10 个 理子 是 一 定 要 用 的 .但 
是 ,号 码 中 的 3 位 数字 互 不 相同 的 卡片 共有 Ci = 720 张 ,而 它们 中 的 
任何 一 张 都 不 能 放 到 上 述 10 个 匣子 中 去 .每 一 个 号 码 中 两 位 数字 不 同 
的 曲子 ,例如 号 码 为 py(p 关 g) ,其 中 至 多 能 放 和 人 24 张 卡片 ( 即 号 码 为 
17pq ,prg ,par 的 卡片 ,r 关 p,r 关 9g,0 志 rr 忒 gq). 可 见 ,为 装 下 720 张 
卡片 ,至 少 还 需要 30 个 匣子 . 

(3) 把 被 选用 的 匣子 按 其 号 码 的 首位 数字 分 成 10 组 ,每 组 的 首位 
数字 相同 ,并 设 匣 子 数 最 少 的 一 组 有 个 匣子 .不 妨 设 这 组 匣子 的 首位 
数字 是 9, 而 zx 个 匣子 的 号 码 分 别 为 99,98,…,9y, 其 中 y = 10- > 于 
是 任何 号 码 为 9py(p < y,g < y) 的 卡片 都 不 能 放 入 上 面 的 x 个 匣子 
内 .因而 为 了 放置 卡片 9pg ,必须 选用 号 码 为 pq 的 匣子 ,而 这 样 的 匣子 
共有 yy 个 ,它们 的 两 位 数字 均 从 0 到 y -1. 又 因 首 位 从 y 到 9 的 x 组 
中 每 组 至 少 有 > 个 匣子 且 与 上 述 y 个 匣子 不 重复 , 故 知 选用 的 匣子 总 
数 不 少 于 





x +y = r+ (10- zr) 50. 

(4) 对 于 自然 数 上 和 *, 用 F(k,s) 表示 函数 x? + xz3+…+ x 在 
条 件 zi zz 都 是 非 负 整数 且 zx + zz+…+ = s 下 的 最 小 值 . 
易 见 ,可 以 用 六 和 s 来 表示 FF(k,s): 如 果 = kg+r,0r<k,g> 
0, 则 有 

F(k,s) = (k—-r)g +r(g+1) = kg +r(20g +1). 

现在 我 们 来 研究 一 般 的 问题 (5) ,而 把 问题 (4) 作为 它 的 特殊 情况 
来 处 理 .对 于 号 码 为 位 数 ,每 位 数 都 可 从 0 到 ; -1 这 ;个 数字 中 取 值 
的 所 有 卡片 ( 共 交 张 ), 我 们 要 证 明 当 放 卡 片 的 规则 是 从 卡片 号 码 中 删 
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组 


中 


掉 ;一 2 位 数字 而 只 余 两 位 数字 为 pg 时 ,可 以 放 入 号 码 为 pg 的 奋 子 中 ， 
这 时 所 需要 匣子 的 最 少 个 数 M(k,s) = Fl(k 一 1,s) 

写 s = (k 一 1)g +r, 把 ;个 数字 分 成 k -1 组 ,前 8&8 一 1-r 组 每 
组 有 个 数字 而 后 > 组 每 组 有 cy + 1r 数字 .然后 把 号 码 中 两 位 数字 属于 
同一 组 的 所 有 匣子 都 取出 来 ,共有 FF(k 一 1,s) 个 .对 于 任意 一 张 有 上 个 
号 码 的 卡片 ,其 上 的 个 数字 中 必 有 两 个 属于 同一 组 ,于 是 就 可 以 把 这 
张 卡 片 放 和 人 相应 的 匣子 中 去 .这 说 明 M(R,) ss 委 FOR 一 1，,5). 

为 一 方面 ,我 们 关于 + * 用 数学 归纳 法 来 证 明 反 向 的 不 等 式 . 而 

又 只 要 注意 到 
M(k,s) 之 ip Mi(k —1,s— 7x)+ x’) 
就 行 了 . 
为 了 给 出 具体 结果 ,列表 如 下 : 


特别 当 & = 4 时 ,最 少 要 34 个 匣子 , 即 (4) 成 立 . 
13.94 ”对 怎样 的 自然 数 n 和 ,二 项 式 系 数 
Ci ,Cr, Ca 





成 等 差 数列 ? 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 所 求 的 自然 数 n 和 & 应 满足 方程 


Co ~ 20 + CC! =0. CD 
显然 应 有 上 -1 守 0,k+1 志 nn, 即 有 
: 1 kn-1. ©) 


将 方程 两 端 同时 乘 以 (k + 1)(n 一 上 + 1)(C)-i, 得 到 
k(k+1)—2C(k+1)(n-k+t+1)+(n— k(n -k+1) = 0. 
化 简 得 到 


1 二 (7 一 2&) 一 2. (3) 
我 们 把 @ 式 改写 成 
n=u—2, @ 
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其 中 x 是 满足 关系 式 & = n 一 2k 或 4 = 2k -nn 的 自然 数 .由 此 可 得 
的 值 为 











hi= = -1=0 -1 © 
k, 1 Ci ] © 


由 和 人 @ 可 知 ,k 取 整 数值 . 
为 使 n 取 自 然 数 值 ,由 @ 知 4 这 2. 但 当 w = 2 时 ,kl =0 且 k= 
2,n = 2, 此 与 忆 蔬 盾 , 故 有 wu 之 3. 这 时 ， 


_n—u 


ki = C:-1 守 2,k1 = 7 < nn. 


又 因 k 有 + 二 nn 上 且 有 < 之 ,所 以 & 的 两 个 值 都 满足 不 等 式 @. 
综 上 所 述 ,我 们 得 到 二 项 式 系数 C1, Ct ,Ce 成 等 差 级 数 的 充分 
必要 条 件 是 :n = wu* 一 2,k = 二 C4 -1 或 有 = C1 -1,u 实 3. 
13.95” 设 2 和 都 是 自然 数 且 有 > + 3 委 2” ,求证 二 项 式 系 数 
CC CM, Cm 
不 可 能 是 一 个 等 差 级 数 的 连续 4 项 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 若 不 然 , 则 yr 和 x + 1 都 是 方程 
Cx-2C%! + C=0 中 
的 自然 数 解 .将 外 式 两 端 同 乘 (z + 2)(n -zz)CCe+) 1, 便 得 到 关于 = 
的 二 次 方程 
(r+1)(r+2)-2(r+2)(n -x) 
+(n-r)n-r-1l})=0, © 
它 恰 有 两 个 解 , 即 > 和 x + 1 是 它 仅 有 的 两 个 解 . 
男 一 方面 ,由 于 对 任意 育才 n, 总 有 
GC: = Cr *, G) 
所 以 =n 一 r+ 一 2,x = n 一 r+ 一 3 也 满足 方程 人 QQ, 从 而 也 是 方程 @ 的 


解 .由 二 项 式 系数 的 对 称 性 @ 知 可 设 = 过 与 ,从 而 > 近 作 -2. 于 是 





-7r-2 之 n- 了 +2-2=. 广 ,这 意味 着 ,r+1,n 一 r -2 是 方程 


的 3 个 不 同 的 解 ,此 不 可 能 . 





世界 数学 奥 林 严 克 解 题 大 辞典 995 








Mh 吵 党 


13.96 求证 恒等式 > CAC 一 Chtn- 
| (中 国 国家 集训 队 训练 题 ,1986 年 ) 
[证 1] 因为 


Hit | 
DO rT = +r)" "= (1+ "(+ ) 
了 一 


= Pcs. Der. 
考察 等 式 两 端 x 项 的 系数 即 得 所 欲 证 . 
[证 2] 设 一 班 学 生 中 有 nm 个 男生 和 wn 名 女生 ,现在 要 从 班 里 派 y 
个 人 参加 宣传 队 , 则 所 有 不 同 的 派 法 种 数 当然 是 C5,, . 男 一 方面 ,把 所 
有 派 法 按 男 学 生 数 上 & 的 不 同 分 成 r+ + 1 组 ,每 组 派 法 中 男 学 生 数 依次 为 
& 二 0,1,…,r. 当 名 学 生 中 有 名 男生 时 ,有 vr 一 上 名 女生 .所 以 第 


组 派 法 种 数 为 C5C;*. 故 所 有 取 法 的 种 数 为 > CC ;由 此 即 得 所 
欲 证 的 恒等式 . 
13.97 ” 试 证 对 任意 n € N, 均 有 
(2n)1 , 
这 (k1):((n mE) (C3). 
(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1982 年 ) 
[证 ] 将 恒等式 
(1+ 7x)" = (1+ rx) "(1l+ xr)” 
展开 , 按 二 项 式 定 理 有 


Do = Ce 


”比较 上 式 两 端 x" 项 的 系数 ， 并 利用 以 = Co = 0,1,…,n, 得 到 


C3, = (CO) + (C1) 十 ey 
因此 有 


2 


(2n)1! (2n)! (Cn! 
2 一 类)1) (nx!1)2, > De 一 到 )1)? 


= Co DG = (C2 
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13.98 ” 试 证 对 任意 n E N, 都 有 
1 
li i Cin ?172”… 1 


其 中 求 和 是 对 所 有 取 自 集合 11,2,…,n1 的 数组 7 < 12 < 了 ,天 一 
1,2,…,n 进行 的 . 





一 RNR， 


(奥地利 一 波兰 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 1] 考虑 多 项 式 
pO) = (tt) (+)(e+l), © 
它 的 展开 式 记 为 


P(r)= r+ar lt+arr ++ a,. 人 
由 韦 达 定理 有 
"1 1 
oo 和 ®S 
于 是 由 (D - 即 知 ,所 求证 的 等 式 左 端的 和 式 即 为 
ai+az+*+a, = P(1)—-1= @ + 工 ) 十 广 )( + 二 )- ] 


= (n+1)—-1=n. 
[证 2] 记 所 求证 的 恒等式 左 端 为 S, ,并 用 数学 归纳 法 来 证 明 S， 





一 Nn., 
当 nn 一 1 时 ,显然 有 Si 一 1. 设 n 宇 2 且 Sl 二 7 1. 于 是 有 
> 和 SS, -1 一 > ， -| 











Si ii 1172 "2k 
= 11+ 一 
六 Si < SELL 122 hn 
1 
nn (1 十 S,，1)， 
由 此 即 得 
S = S,, + (1 + S91)=n-1+1=n. 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
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13.99 ”求证 恒等式 >! = $0 DD ”Cr(n — m)”. 


(中 国 国家 集 川 队 训练 题 ,1986 年 ) 
[证 ] ”由 二 项 式 定 理 有 


1 i EL 

> 一 
> ， ( - 1 )2C ( n— nl )” 一 >， { -1 ) "CY >》) ( -1 )*Cer Rypk 
二 人 0 n=0 k= 0 


二 >) (= 1 )*Ce rr" k > (- 1) ”Ct. OD 
上 = 人 0 n= 0 


由 此 可 见 , 证 明 的 关键 在 于 计算 式 右 端 后 一 个 和 式 的 值 . 下面 我 们 
就 用 数学 归纳 法 来 证 明 一 组 恒等式 : 


站 0, k=0,1,.…,n—1, 
一 1)” pik 一 
G0 (— 1)"n!,k=7. @ 
当 n= 1 时 ,名 式 显 然 成 立 . 设 当 n = 及时 名 式 成 立 . 当 n = 有 + 
1 时 ,对 于 = 0 的 情形 ,@ 式 化 为 熟知 的 组 合 恒等式 ,当然 成 立 . 当 1 


太 上 记 hh + 1 时 ,利用 关系 式 pC” = nC”-1, 我 们 有 
2- 1) ”Ci mt =— > 1)” 1Ch kr! 
=— (h+1) De ”CY (Cm + 1)*-1, @ 
= 1, 则 加 式 右 端 为 0; ;和 若 & > 1, 则 由 二 项 式 定理 又 有 
1D)”C mm =- (h+1) be 1)™C% Sa im 
-+ Sci ,DC Dr @ 
再 由 归纳 假设 便 知 当 n = hh + 1 时 ,@ 式 成 立 : 
将 多 式 的 结果 代入 @ 式 右 端 , 便 得 
> (- "Co (nm)” = (1)"Can (mn! = nl. 


13:100 设 n = 254+25+…+2”%, 其 中 s,s,,…,s, 都 有 是正 整数 
旦 5s < ss < … < 5 ,求证 组 合 数 03,C!,…,C* 中 奇数 的 个 数 等 于 
2”. 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1986 年 ) 
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[证 ] (1) 首先 证 明 , 对 任何 自然 数 *, 在 (1 + r)z 的 展开 式 中 ,只 


有 两 项 , 即 1 和 x? 的 系数 为 奇数 . 

当 s = 1 时 ,(1+x)? = 1+2x+x? ,命题 显然 成 立 . 设 命题 于 ,= 
有 时 成 立 , 即 (1 + x)* 的 展开 式 中 只 有 1 和 x? 的 系数 为 奇数 . 当 = 
上 十 1 时 ,我 们 写 

(] 十 2 二 《1 十 zz)2 (] 十 rz) 

由 此 可 见 , 在 (1 + x)* ”的 展开 式 中 ,系数 为 奇数 的 项 只 能 (1 + zx? )(1 
+ zx? ) 的 展开 式 中 系数 为 奇数 的 项 ,而 后 者 当然 只 有 1 和 zz ”这 两 
项 ,这 就 证 明了 命题 于 ; = 上 + 1 时 成 立 . 

(2) 因为 六 =22+22+ 十 2 有人， 
故 有 

(1 + x) = (+) (+t x (1+ x)2. 
由 此 并 利用 (1) 中 的 结果 便 知 ,(1 + x)* 的 展开 式 中 ,系数 为 奇数 的 项 
只 能 为 乘积 表达 式 
f(r)= (1+ z2 (1 十 xz2 (1 + 之 2 ) 

的 展开 式 中 系数 为 奇数 的 项 . 显然 , f(x) 的 展开 式 共有 2” 项 ,月 因 y， 
< 52 之 … 过 5, 故 知 这 2” 项 中 没有 同类 项 ,所 以 这 2” 项 的 系数 都 是 
1 ,当然 都 是 奇数 .又 因 (1+ x)" 的 展开 式 的 系数 怡 为 C0 ,Cl ,…,(% .所 
以 C9 ,CC 中 奇数 的 个 数 等 于 2”. 


13. 101 设 总 =1+ 工 十 六 十 十 Ms 一 上 二 





tx (tt) 
十 .十 (3) ,» = ] ,2,… ,求证 
Chytt Cotit+ Ct + + Ct, = 2%5,. DD 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1923 年 ) 
[证 1] 显然 ,为 证 恒等式 外, 只 须 证 明 人 @ 式 两 端 含 (X= 0,1， 
… ,nn) 的 项 的 系数 分 别 相等 就 够 了 , 即 只 须 证 明 
Cm 十 C4 十 ”十 CC 一 27 “Ct 十 27 CC 十 … 十 CC. © 
我 们 对 x -用 数学 归纳 法 来 证 明 人 名 式 . 当 w -= 0 时 ,名 式 显 
然 成 立 . 设 nn 一 上 = ni 时 成 立 , 考察 当 n -k=pn+1 时 的 @ 式 左 端 . 
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组 


这 时 有 
C+ C+ + Cpl + Cl 
= (CG + CI) + (CH +t CO) + + (CH + CO)+ CO 
= CC+20CL+C +C).2 一 (+1) = m, 册 归纳 假设 
便 有 
(二 
= C+ 22 人 2) 
= 2" tO + 2 TIO + + 20 1 + CC， 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
[证 2] 我 们 先 来 证 明 当 x = 1 时 人 @ 式 成 立 .这 时 ,i, = n+ 1,s, 
= n+ 1, 因而 @ 式 化 为 
CI+2C2 + + (nt =2n+1). © 
利用 组 合 恒等式 
EC = (TCR = 1,2,.……,n+1, 
便 得 - 
CI +2C2 二 二 (7 十)Cz 要 
= (n+l)CC+C +…+C) = (n+ 1)2". 
当 z 天 1 时 ,将 人 @ 式 两 端 分 别 乘 以 如 下 恒等式 


1- z=2(1- 社 ) 
的 两 端 表达 式 ,然后 利用 等 比 数列 求 和 公式 
(1 — zx) = 1- x*, (1 -Lx), =1- (Lz), 





2 2 
便 知 为 证 中 ,只 须 证 明 
CH1(1 Xx) + Ciri(l i zx”) +， CL 一 .2 ) 
一 Fnt! 本 (1 十 Tl. (由 


而 由 式 恰 为 下 列 两 个 牛顿 二 项 式 的 差 : 
CO + Cit+ + Ct = 2011， 
Co 二 CI 人 十 十 CA = (+ .r)"tl. 
13.102 设 olyaz，…a 为 正 实数 ,Si 为 从 a1,a2,… ,a, 中 每 次 
取 & 个 所 得 乘积 的 和 .证 明 
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SS DC)alaa pa = 1,2,.,n -1. 


(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 于 


Sp = CQ1C2 CE 十 CD CCC 十 。， 十 QA" Gp 


共有 Cr 项 ,其 中 ad; 出 现 C21 次 . 于 是 


上 
局 ( 天 一 人 
(a | (aa2 a ) nl, 
即 
9 之 Cx(ala2…ay) ww 


同 理 有 





Ok 之 C (aia2 an) 
所 以 有 
Sk ~ Sn 
Cl CO 人 
CO Ct 








之 CC (alaya,) 


= (CC) (aiaz an) 





= (GC) (ara2*a,) 


= (CG)(araiay) 之 


一 (CD)ala2 ea， 


k=1,2,.,n-1. 
13.103 ”若是 正 整 数 , 找 出 和 


i 2 2 
Crl + C+2 “ 2 十 C3 143 “ 3 十 十 C3, ” 71 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 考虑 一 个 具有 2n + 1 名 国际 象棋 选手 的 俱乐部 ,选手 按 等 
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中 浴 


级 从 第 1 排 到 第 2n + 1 

挑选 n + 1 和 名 选手 组 成 一 个 队 ,参加 即将 举行 的 与 一 个 具有 竞争 力 
的 俱乐部 比赛 .此 外 ,从 剩 下 的 n 名 选手 中 ,挑选 一 名 领队 和 一 名 副 领 
队 . 同 一 名 选手 可 以 兼任 正副 领队 ,但 是 每 个 领队 的 等 级 至 少 要 高 于 一 
个 队员 . 

若是 最 低 等 级 的 队员 , 则 nn +2 过 上 过 2n + 1. 对 每 一 个 这 样 的 
上 ,和 镜 下 的 n 个 队员 可 有 

CE = Ci” 
种 挑选 方法 ,而 领队 有 (kk - 1 - n)* 种 挑选 方法 . 

因此 ,挑选 方法 的 总 数 是 

Cait t+ CO 2 + C3 3 + + C9, 22 
这 就 是 所 要 求 的 和 . 

用 Cs 种 方法 挑选 队员 ,而 用 n? 种 方法 挑选 领队 ,然而 ,不 能 不 
除去 这 样 一 些 选择 , 即 至 少 有 一 个 领队 的 级 别 低 于 所 有 队员 .假定 两 个 
领队 的 职务 由 同一 个 选手 担任 ,因此 可 以 用 Ci 种 方法 选择 队 ,再 加 
上 这 个 领队 而 且 让 这 2 + 2 名 选手 中 级 别 最 低 的 选手 充当 这 惟一 的 领 
队 . 假 定 领队 和 教练 不 是 同一 个 选手 ,可 用 C%31 种 方法 选择 队 加 上 这 
两 位 领队 , 若 这 ”+ 3 名 选手 中 级 别 最 低 的 选手 只 担任 一 个 领队 ,再 确 
定 其 余 n + 2 名 选手 的 其 他 职位 .由 此 推出 方法 的 总 数 是 

nC3+1 一 CS — 2(n 十 2)C3 3 
n(n + 1)7 CH 
(n+2)(nx + 3). 
此 妈 为 所 求 的 和 的 公式 ，. 

13.104 设 n,k EN 有 自 & < ,求证 每 个 小 于 0 的 自然 数 都 可 用 
惟一 的 方式 表示 成 C。 + Co + … + Cs 的 形式 ,其 中 0 志 al < az < 
‘<<a. 

(圣彼得堡 代表 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 

[证 ] 首先 ,我 们 有 

0= Chl+ C+…+ CG,, 
l= C+Ci+t+ Oy+ Cs, 
其 中 CI = 0(m = 1,2,…). 对 于 大 于 1 且 小 于 C0 的 自然 数 了 ,我 们 
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先 取 出 不 超过 x 的 最 大 组 合 数 0, ,并 令 a = 1, 易 见 上 寺 m < 之 nn. 然 
后 令 了 了 一 工 一 (局 ,于 是 有 y < Cx ii 一 Cx， 一 Cs .因而 又 可 像 上 面 一 
样 地 找 出 不 超过 y 的 最 大 组 合 数 C ,并 令 mi = 有, 易 见 一 2 二 有 h 
= ay-1 之 a4. 如 此 继续 下 去 , 即 可 得 到 所 求 的 表达 式 . 

男 一 方面 ,对 于 小 于 Ck 的 不 同 非 负 整数 ,所 得 到 的 表达 式 当 然 也 
不 同 .因此 至 少 有 Cx 个 互 不 相同 的 表达 式 . 而 每 个 这 样 的 表达 式 ,被 
它 的 个 下 标 ial,a2,… ,a | 惟一 确定 .因为 从 1i0,1,…,n 一 11 中 取 上 
个 不 同 元 素 的 取 法 总 数 恰 为 2 , 故 题 中 所 述 形式 的 表达 式 共 有 GC 种 ， 
所 以 每 个 小 于 CX 的 非 负 整数 的 表达 式 都 是 惟一 确定 的 . 

13.105 ” 设 A 是 一 个 nn 元 集合 ,A 的 mm 个 子 集 A1,A,,…,A,, 两 


两 互 不 包含 . 试 证 + 
(1) Sa 他 一 

合 

问 

(2) WC) S| 三 是 


其 中 | A | 表示 A 所 含 元 素 的 个 数 ， 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 





[证 ] 按 定 义 有 
1 A AD! 
C, A nl! 
由 此 可 见 , 为 证 (1), 只 须 证 明 等 价 不 等 式 
Dsl 1A De OD 


对 于 每 个 A; ,利用 A; 构造 集 A 中 的 n 个 元 素 的 排列 如 下 :前 | A | 
个 位 置 是 A; 中 的 所 有 元 素 的 一 个 排列 ,后 (n - | A;| ) 个 位 置 是 A; 的 
补 集 As 中 的 所 有 元 素 的 一 个 排列 .这 样 的 排列 称 之 为 从 属于 A; 的 排 
列 . 按 乘法 定理 知 ,这 样 的 排列 数 是 | A; | 1(n 一 | 4;|)1 

当 j 关 i 时 ,不 妨 设 | Aj | 宇 | A; | ,如 果 有 一 个 4 的 元 素 的 排列 既 
从 属于 A;, 又 从 属于 A,, 则 其 中 的 前 | A; | 个 元 素 都 属于 A, ,前 | A) | 个 
元 素 都 属于 A;. 从 而 有 A; CC A;, 此 与 已 知 矛 盾 . 这 表明 从 属于 不 同 子 
集 的 任何 两 个 排列 互 不 相同 . 因为 A 中 个 元 素 的 所 有 排列 总 数 为 
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n1, 故 得 不 等 式 由. 
对 于 任何 mx 个 正 数 a ,a;,,… ,a,,, 由 柯 西 不 等 式 有 


nm 1 2 ws， ] i 

7 一 (> Va * V | 过 (> a; ) ( 20). ©) 

在 加 中 令 a; = Cl 和 S| = 1,2,…,m, 由 已 证 的 不 等 式 (1) 即 得 
m’ < (> cll ) (2a, | )< 2a 和 


13.106 ” 设 P,(k) 表示 ?个 元 素 中 有 个 不 动 的 所 有 排列 的 种 
数 .求证 


号 深 


Spp,(k) = nl. OD 
k= 
z (第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
3 | ， 
[证 1] 因为 P,(&) = CSP，- ‘(0 = EI -RIP "4(0), 所 以 有 


- nC—1)! 
Dp = Dr iP 0) = 5 


一 天 $C p11(0) = 姑 Sp, io， © 


— 1)1! P,- 1- -.(0) 


因为 对 所 有 n € N, 都 和 朋 > P,(k) = n1, 故 由 加 即 得 @. 


[证 2] 设 S= ial,a;,…,a,| 是 一 个 元 集 .对 于 S 的 任 一 排 
列 ,我 们 让 它 对 应 一 个 回 量 e = (el,e3,…,e,), 其 中 的 e; 定义 如 下 : 当 
ai 是 不 动 元 时 ,e = 1; 当 a 不 是 固定 元 时 ,e = 0,i = 1,2，: 

对 于 任 一 恰 有 上 & 个 不 动 元 的 排列 , 它 所 对 应 的 向 量 中 恰 有 k DR 
量 为 1. 所 以 ,所 有 排列 所 对 应 的 向量 中 含有 1 的 个 数 为 


m = = PhP) 四 


男 一 方面 ,a; 为 不 动 元 的 排列 恰 有 (7 一 1)! 个 .因而 ， 所 有 向 量 中 
第 i 个 分 量 共 有 (n 一 1)! 个 是 1. 所 以 ,所 有 向 量 的 分 量 中 含有 1 的 个 数 
又 应 为 
m=n*:(n-1)!=n!. (4) 
由 和 也 即 得 Q@. 
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13.107 ” 设 S 为 ”元 集合 ,使 S 中 恰 有 个 元 素 不 动 的 排列 数 记 
为 P, (上), 求 证 
YY — 1)P,(k)= 741 


炎 = 


(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1987 年 ) 
[证 ] 因为 
P,(k) = CP, (0), Pb nl, © 
故 有 


YAP (有 = > AcsP 4(0) 一 nn SCP, 1(0) 


-SP (1 = al © 
于 是 由 也 和 人 @ 即 得 


到 


DO (Rk —1)2P,(k) = Sp2p,(k) -2 Spp,(k) +n! 
k= 1 k=1 


才 一 昌 


yzP (有 ) — nl 
= DCep, (0) -nl! 


一 并 D&C P, (0) nl! 
k= 1 


| 


n Ok- Pk-1)=n!. 
二 1 


13* 108 ”地 质 队 在 考察 中 共 采 和 集 了 80 种 岩 世 样本, 它们 的 重量 
各 不 相同 但 都 已 知 且 登 记 有 清单 .一 段 时 间 后 ,样本 盒子 上 所 贴 的 标签 
变 得 模糊 不 清 ,惟有 保管 员 知道 它 们 各 是 哪 种 样本 . 他 不 用 打开 盒子 ， 
仅 利 用 清单 和 一 台 有 指针 的 天 平 (可 以 指示 两 端的 重量 之 差 ) 来 证 明 
他 所 说 的 全 是 对 的 .求证 他 最 少 要 用 天 平 称 量 4 次 . 

(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[证 ] 为 下 面 叙 述 方便 起 见 , 另 拿 来 一 个 空 盒子 ,重量 为 0. 将 它 
与 原来 的 80 个 装 有 岩 芯 的 盒子 放 在 一 起 , 共 81 个 盒子 是 重量 互 不 相 
同 . 





其 
他 
组 
合 
问 
题 





十 渍 





保管 员 可 以 按 如 下 程序 来 进行 4 次 称 量 . 首先, 他 将 81 个 盒子 按 从 
轻 到 重 的 顺序 依次 编号 为 1,2,…,81( 由 于 他 记 住 了 哪个 盒子 装 的 是 
什么 样本 ,所 以 他 可 以 做 到 ). 这 样 , 他 只 须 向 别人 显示 他 的 编号 正确 即 
可 . 

第 1 步 ”他 将 81 个 盒子 分 成 3 组 :第 1 组 由 1 号 到 27 号 的 27 个 
例子 组 成 , 称 为 轻 组 ;第 3 组 由 55 号 到 81 号 的 27 个 盒子 组 成 , 称 为 重 
组 ;由 28 号 到 5S4 号 的 27 个 盒子 组 成 第 2 组 , 称 为 中 组 .保管 员 将 轻 组 和 
重组 分 别 放 到 天 平 的 左右 两 盘 中 进行 第 1 次 称 量 . 这 时 天 平 的 指针 显 
不 出 两 端 重 量 之 差 4 .由 于 留 有 清单 ,当然 能 算出 最 轻 的 27 个 盒子 与 
最 重 的 27 个 盒子 的 重量 之 差 4 .既然 保管 员 是 记 准 了 的 , 必 有 4 = 
4d ,从 而 证 明 保 管 员 的 3 组 中 确实 是 第 1 组 为 最 轻 的 27 个 盒子 ,第 3 组 
是 最 重 的 27 个 盒子 .从 而 第 2 组 是 中 间 的 27 个 盒 

第 2 步 ”保管 员 将 每 一 组 中 的 27 只 盒子 都 均 分 成 3 组 ,每 组 都 是 
轻 组 ,中 组 和 重组 各 9 个 盒子 .他 将 3 组 的 轻 组 与 3 组 中 的 重组 各 27 个 
盒子 分 别 放 到 天 平 的 左右 两 盘 中 进行 第 2 次 称 量 .这 样 ,保管 员 又 可 通 
过 天 平 指针 显示 的 重量 差 与 按 清单 计算 的 重量 差 的 一 致 来 证 明 这 9 组 
分 组 的 正确 性 . 

第 3 步 ”再 将 已 经 分 成 的 9 组 中 的 每 组 9 盒 均 分 成 3 组 ,每 组 都 是 
轻 组 ,中 组 和 重组 各 3 盒 .然后 将 9 个 轻 组 与 9 个 重组 分 别 放 到 天 平 的 
左右 两 盘 中 进行 第 3 次 称 量 ,又 可 证 明 27 组 分 组 的 正确 性 . 

第 4 步 ” 最 后 将 27 组 中 每 组 的 轻 盒 共 27 盒 放 人 天 平 的 左 盘 , 每 组 
的 重 盒 共 27 盒 放 人 天 平 的 右 盘 进行 第 4 次 称 量 . 通 过 天 平 指针 显示 的 
重量 差 与 按 清单 计算 出 的 重量 差 的 一 致 来 证 明 81 盒 样本 的 正确 性 . 这 
表明 保管 员 通 过 4 次 称 量 可 以 证 明 自 己 的 判断 全 是 对 的 . 

兄 一 方面 ,再 证 保管 员 只 进行 3 次 称 量 是 不 足以 证 明 自 己 的 正确 
性 的 . 

显然 ,每 次 称 量 都 是 将 81 个 盒子 分 成 3 组 ,将 其 中 两 组 分 放 到 两 盘 
中 进行 称 量 ,并 留 下 一 组 未 进行 称 量 , 然 后 通过 显示 的 重量 差 与 由 清单 
算出 的 重量 差 的 一 致 来 证 明 分 组 的 正确 性 ,但 是 第 1 次 分 组 时 ,3 组 中 
总 有 1 组 中 至 少 有 27 个 盒子 ,第 2 次 分 组 时 这 至 少 27 个 盒子 又 分 成 3 
组 ,总 有 1 组 中 至 少 有 9 个 盒子 .第 3 次 分 组 时 总 有 1 组 的 盒子 数 不 少 于 
3 个 .因此 ,经 过 3 次 称 量 ,只 能 判定 这 一 组 的 盒子 是 哪 几 个 , 却 无 法 确 
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定 组 中 的 至 少 3 个 盒子 哪个 是 几 号 .这 表明 只 称 量 3 次 是 不 够 的 . 

综 上 可 知 ,保管 员 最 少 要 称 量 4 次. 

13. 109 ”给 定 正 整数 ,已 知 用 克 数 都 是 正 整 数 的 上 块 夸 码 和 一 
台 天 平 可 以 称 出 质量 为 1,2,…,n 克 的 所 有 物品 的 质量 . 

(1) 求 & 的 最 小 值 f(n); 

(2) 当 且 仅 当 2” 取 什 么 值 时 ,上 述 An ) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 
确定 的 ?证 明 你 的 结论 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 

[ 解 ] (1) 设 这 不 块 夸 码 的 质量 分 别 为 cl ,aa 委 ai 委 ai 
da; EN,i = 1,2,…, 上 .因为 天 平 两 端 都 可 以 放 砖 码 , 故 可 
称 出 质量 为 z 


Dra € LO = 2 ,天 OD 


的 所 有 不 同 质 量 . 显然 大 利用 这 上 个 硅 码 可 以 称 量 质量 1,2,…,n, 则 
由 对 称 性 知 ,CD 中 的 表达 式 的 值 也 可 以 为 0, - 1, -2,…, 一 .从 而 有 


{i—- nn, ,1,0,1,.…,n| CC [ela El-1,0,1}|, 
由 此 可 得 
2n+1< | S zai| zi€ {- 1,0,11| |<3. 
解 得 n 志方 (3 -1). 


易 见 , 当 广 (3 一 1)< 2 去 之 方 (3” -~ 1) 时 ,为 了 能 称 量 出 1,2， 
.4 克 不 同 质量 应 有 m 二 上 ,这 表明 上 的 最 小 值 f(n) 守 mm. 
另 一 方面 , 当 & = mm 时, 取 a; = 3 1(;i = 1,2,…，, 和 2) 即 可 满足 题 
中 要 求 . 这 时 ， 由 整数 的 三 进 制 表示 可 知 ， 对 任意 A E 2Z， 
0 去 和 过 3”- 工 都 可 写成 
= ora E10,1,217 = 1,2,: 
于 是 
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次 要 路 洽 产 闻 





hh 一方 (3” 1) = 一 3 l - > 3 | ~— = Dy 1)3 盖 1 
了 是 Lo = 12 因此 对 所 有 
-让 (3” -DiS 方 (3” - 1) 的 整数 ! ,都 有 


i 中 这 


1 = Yarn € {1,0,1) ,i = 12 
i=] 


族 知 的 最 小 值 f(w) = mm( 二 3 D 之 志方 G3” 一))， 
(2) 首先 ,当地 (3”- 1) < wn< 方 (3”! - 1) 时 ,由 (1) 中 论证 可 


知 ,1,3,…,32-1,3” 就 是 满足 要 求 的 一 种 硅 码 的 组 成 方式 .下面 证 明 ， 
1,3,…,3”!,3” 一 1 也 是 满足 要 求 的 一 种 组 成 方式 . 


当 1 志 /过 直 (3”- 1) 时 ,由 (1) 知 可 写成 

1 = D3 € I- 01,i = bem 
从 而 有 站 

[= P31 +0. 3" -Dn € 人 LO © 
当 才 (3"- D < 1 < < 六 (3 一 1) 时 ,六 (3 一 D <1+ 1 < 
十 (31 -1), 于 是 由 (1) 知 可 写成 

+ S37 € [1,01 i = mth 

目 其 中 xu = 1 从 而 有 

I= 3+ Da€El-l0l. © 
四 和 加 表明 夸 码 组 1,3,…,3”1,3”- 1 满足 题 中 要 求 .这 样 ,就 证 明 


了 当 关 地 (3” -1)(m E N) 时 ,满足 题 中 要 求 的 /(n) 块 硅 码 的 组 
成 方式 不 惟一 . 
下 面 证明 , 当 n= 六 (3 -1)(m EN) 时 ,满足 要 求 的 f(n) = 
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块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 确定 的 , 即 a; = 3 ,i = 1,2,…,m 
若 对 每 个 - 方 (37 -1)<! <73" -~ 1), 都 有 
= Da € 1-1,0,1,i = 2.0,m, 
即 有 
I0, £1 "DIC | Dralr el-10,1l|, 
则 必 有 
10, + 1,.…, 土 方 (3”- 1)} = [Dal E11,0,]. 由 






从 而 对 于 满足 条 件 - 方 (3" -1) 志 /二 方 (3” - 1) 的 每 个 整数 / ,都 
可 惟一 地 表示 为 


(= roome Lo, i 于 2， 
特别 当 所 有 x; 都 为 1 时 ， 必 有 


ni 


Za; 一 方 (3 一 1). 


凌 古 吧 演 窑 洋 


于 是 

>, (x+ Ya; = DE + > 一 Xa; + (3” 1) 

E = ?= 
令 y= XxX; 十 1, 于 是 y < 10.121 = = 1 ,2,… .从 而 对 每 个 0 过 /二 
3” 一 1, 都 可 惟一 地 表示 为 

1 = Pyary € 10,121,1 = 1,2, 加 

由 图 可 知 ,1< wo < < pn: 

最 后 ,用 数学 归纳 法 证 明 a, = 371,; = 1,2,…,7 

当 ;i = 1 时 ,为 使 器 中 /可 取 值 1, 必 有 al = 1. 设 当 i = 1,2,… 
有时 ,有 a; = 3" .由 于 

Dyai = 2 93 1,y: € 10,1,2| 

恰 为 整数 的 三 进 制 表示 ,所 以 它们 所 表示 的 34 个 数 恰好 是 0,1,2,…， 
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3 - 1， 再 由 国 知 oi 应 是 除 上 述 3 个 数 外 
| > wai | E 10,1,21| 中 最 小 的 数 , 即 应 有 w+i = 34. 这 就 完成 了 归 
纳 证 明 . 

综 上 可 知 , 当 且 仅 当 = 二 (3”- 1)(m E N) 时 ,满足 题 中 要 求 
的 f(x ) 块 硅 码 的 组 成 方式 是 惟一 确定 的 . 

13. 110 ”者 干 人 沿 同 一 条 直线 道路 匀速 行走 , 且 在 某 段 时 间 内 这 
些 人 的 两 两 距离 之 和 不 断 减 小 ,求证 一 定 存在 一 个 人 ,在 这 段 时 间 里 他 
与 其 余 所 有 人 的 距离 之 和 也 在 不 断 减 小 ， 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[证 ] 设 共有 个 行人 P,P;,,…,P, ,并 用 V; 来 表示 P; 与 P; 靠 
近 的 速度 ,1] 么 1737 和 2 ,约定 Vs 一 0,1 一 1,2,…,n. 当 P, 与 P 相 回 
而 行 时 ， Vi; > 0; 当 P. 与 P 相 背 而 行 时 ， < 0; 当 P. 与 PP 同 向 而 行 
时 , Vi 可 正 可 负 也 可 能 为 0. 但 是 ,由 于 任何 两 人 的 行走 方向 都 固定 不 
变 , 故 二 人 至 多 相遇 或 追 及 1 次 .在 发 生 相遇 或 追 及 前 后 , V; 由 正 变 
负 ; 不 发 生 这 种 情形 时 , V; 不 变 . 可见, 所 有 的 W 都 是 不 增 的 . 

因为 在 所 考察 的 一 段 时 间 内 ,zn 个 人 的 两 两 距离 之 和 在 不 断 减 小 ， 
所 以 在 这 段 时 间 内 总 有 


>，V >0. 中 


li jen 


又 因 Vi = Vi, Vi = 0,1 委 ii 委 2 所 以 加 式 左 端 可 以 化 为 
0 < = TV Ww = v ® 


由 于 个 人 只 和 要 多 次 相关 向 及 的 机 交 故 可 在 所 考察 的 -- 
段 时 间 内 选取 一 个 在 最 后 一 次 相遇 或 追 及 后 的 时 刻 , 这 时 由 @) 可 知 ， 


存在 某 个 j,1 过 j 三 n ,使 得 


2 > 0. ® 


再 由 V; 的 不 增 性 及 没有 相遇 和 追 及 发 生 时 的 不 变性 即 知 @ 式 在 整个 
所 考察 的 一 段 时 间 内 都 成 立 , 而 它 恰 好 表明 第 ) 个 人 与 其 余 所 有 人 的 
距离 之 和 在 整 段 时 间 里 都 在 不 断 减 小 . 

13 111 指示 板 上 装 有 若干 个 电灯 泡 , 且 都 亮 着 . 今 有 若干 个 按 
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钮 ,可 以 改变 与 该 按钮 相连 接 的 所 有 灯泡 的 亮 灭 状态 . 现 知 对 任何 一 组 
灯泡 ,都 有 一 个 按钮 与 该 组 内 的 奇数 个 灯泡 相连 ,求证 可 以 通过 撤 动 这 
些 按 钮 熄灭 所 有 的 灯 炮 . 

(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[证 ] ”注意 ,最 终 的 亮 灭 状态 与 撤 动 按钮 的 顺序 无 关 . 

设 灯 泡 的 个 数 为 n ,我 们 对 ”进行 归纳 来 证 明 . 

当 n = 1 时 结论 显然 成 立 . 设 结论 于 nn = 上 时 成 立 .下 面 来 看 7 = 
k 二 1 的 情形 .从 k+1 化 灯 中 去 掉 第 i 蓄 , 于 是 由 归纳 假设 知 ,可 以 通过 
揪 动 一 组 按钮 ,熄灭 其 余 的 全 部 营 灯 而 第 ; 芳 灯 可 亮 可 灭 .将 这 一 组 
按钮 的 集合 记 为 S; ,将 i 依次 取 值 1,2,…,& + 1, 于 是 得 到 相应 的 按钮 
集合 S;,i = 1,2,…,k+1. 

如 果 存 在 1 委 io 志 + 1, 使 当 从 全 亮 状态 开始 撤 动 5 中 所 有 按 
钮 后 ,不 但 除 第 io 人 区 灯 之 外 全 都 熄灭 ,而 且 连 第 io 世 灯 也 灶 灭 了 , 则 问 
题 就 解决 了 .所 以 ,只 须 考 察 对 每 个 1 在 揪 过 S; 中 所 有 按钮 后 ,第 i 营 
灯 都 亮 着 的 情形 . 

不 难看 出 , 当 撒 过 S; 与 S (天 旋 中 所 有 按钮 之 后 , 仅 有 第 i 与 ;两 
莹 灯 改 变 了 亮 灭 状 态 ,因为 其 他 的 灯泡 都 改变 了 两 次 状态 ,等 于 没有 改 
变 . 按 题 中 条 件 知 ,存在 一 个 按钮 工 , 它 连 接着 奇数 个 灯泡 , 设 这 些 络 灯 
的 号 码 为 7 ,i;,…,iz,-1. 我 们 先 揪 动 Si; 中 的 所 有 按钮 ,于 是 所 有 灯 都 
烛 天 ,只 有 第 i 号 灯亮 着 .然后 揪 动 5; 与 5; 中 的 所 有 按钮 , 则 除 第 i 
与 3 号 灯 改 变 状态 外 ,其 余 的 灯 的 状态 不 变 . 结果 第 i ,i, ,i 这 3 改 灯 
腕 着 而 其 他 灯 都 炸 灭 了 .接着 再 撤 动 5;, S; 中 的 所 有 按钮 ,继续 进行 
下 去 ,直到 最 后 撒 动 S;,，,，S24-~1 中 的 所 有 按钮 为 止 . 这 时 编号 为 i1， 
i2，,"… ,i28-1 的 灯 全 都 亮 着 而 其 他 灯 全 都 灭 着 . 显然 ,只 要 再 撒 动 按钮 
了 ,就 使 得 所 有 灯 都 天 了 , 即 ， = + 1 时 也 成 立 .这 就 完成 了 归纳 证 
明 . 
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Sx oy 党 


附录 


索引 


本 索引 列 出 了 本 卷 所 载 的 全 部 数学 竞赛 题 及 一 些 相 关 题 目 .将 所 
有 题目 按 出 处 归 类 ， 对 于 出 处 相同 的 题目 ， 则 按 年 代 排 列 ， 以 便于 读 
者 查找 .括号 中 每 题 的 第 1 个 号 码 是 章 号 ， 第 2 个 号 码 是 该 章 中 的 是 
号 .例如 国际 数学 奥林匹克 ，1992 年 (4.39) 表 示 本 卷 第 4 章 第 39 题 


是 1992 年 国际 数学 奥林匹克 的 试题 . 


国际 数学 奥 林 匹 死 
1963 年 (6:49) 
1964 年 (1.66，5.40) 
1965 年 〈10.75) 
1967 年 〈6.26) 
1968 年 〈12.67) 
1969 年 〈1.97，12.90) 
1970 年 (1:98) 
1971 年 (3.23，10.85，12.75) 
1972 年 (2.36，12.45) 
1973 年 〈10.60，11.37) 
1974 年 《7.40，8.25) 
1975 年 〈10.76) 
1976 年 〈2.51，12.140) 
1977 年 (7:114) 
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1978 年 (5:34) 

1979 年 (1.77，4:38) 

1981 年 (2:62) 

1982 年 (12:87) 

1983 年 (2.110，10.29) 

1984 年 (12.137) ， 

1985 年 (2:21，9.4) 

1986 年 (8.132，8.158，9.33) 

1987 年 〈10.54，11.38，13.106) 

1988 年 《11.92) 

1989 年 〈14.45，2.89，10.57) 

1990 年 (8.10，9.37，12.92) 

1991 年 (2.104，4.22) 

1992 年 (4.39，10.58) 引 

1993 年 (8.160，8.161) 

1994 年 (2*114) 

1995 年 (1.29，10.86) 

1996 年 (8.171) 

1997 年 (3.90，9: 106) 

1998 年 (656) 

1999 年 (7.119，10.105) 
国际 数学 奥林匹克 候选 题 和 了 预选 题 

1977 年 (5.29，10.98，10.99) 

1979 年 (1.31，7.35，7.60，7.65，11.44，11.87) 

1982 年 (2.106，43.97) 

1983 年 〈1.63，2.413，4.77，10.81) 

1985 年 (1.53，2.47，2.65，2.78，2.86，3.34，5.9，5. 
108，7.63，8.63，8.93，8.141，9.27，10.8，10.16，10.92，10， 
97，11.6，11.17，11.85，12.41，12.101，12.145) 

1987 年 (1.27，1.40，1.89，2.14，4.7，5.62，6.43，8， 
148，9.3，10.47，12.24，13.107) 

1988 年 (1.11，1.32，1.47，2.60，2.77，2.84，2.87，3: 


Wh 
2 到 
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49 3.74，5.13，6.50，6.51，7.80，7 109， 7.111，8.117，9， 
35，10.59，11.9，41:18，11:74，1357) 

1989 年 (5.112，6.24，7.18，7.66，7 .82，7 86， 8.119，9， 
34, 10.:88,，10: 101，14.14，11.32，11.71， 12.46，12.106，13， 
15，13.62) 

1990 年 (1.18，2.11，2.82，4:68，5'14，5.93， 5.106，7， 
84, 9.88，10.65，10.102，11.67，11 89，12 48， 12.53，12.55， 
12.125 ) 

1991 年 (4.:5，8*8，10:30) 

1992 年 〈12 .112 1) 

1993 年 (2:57，2*90，2*100) 

1994 年 (5.27，8*26，8*27，8*30，8:35，8*147，10.34) 

1995 年 (2.118，2*123，5* 120) 

1996 年 (2-119，8* 172，9: 104，10.106) 

1997 年 《1: 112) z 
澳大利亚 数学 奥林匹克 

1989 年 《1:23) 

1991 年 《10:18) 
奥地利 数学 奥林匹克 

1988 年 (9:18) 
奥地利 一 波兰 数学 奥林匹克 

1978 年 (2.59，11.66，11.77) 

1980 年 《1398) 

1985 年 (4:24，13:9) 

1988 年 (7.:51，7*:99) 
比利时 数学 奥 林 匹 殉 

1977 年 《11:5) 
英国 数学 奥林匹克 

1966 年 (2:5) 

1970 年 (2.:2，7*50) 

1972 年 (4:25) 

1976 年 《11.78) 


综 中 广 
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1991 年 
1994 年 


1980 年 
1982 年 
1983 年 
1985 年 
1992 年 


1994 年 (7.118，8* 162，8*169) 
加 拿 大 数学 奥 林 匹 死 


1970 年 
1971 年 
1972 年 
1975 年 
1976 年 
1977 年 
1978 年 
1980 年 
1981 年 
1982 年 
1984 年 
1986 年 
1987 年 


(1.41) 
(1.111) 


保加利亚 数学 奥林匹克 
1978 年 (5.17，12*15) 


(1.20) 
(8.145) 
(7.94) 
(10.28) 
(8.145) 


(9.94) 
(5.83) 
(5.100) 
(5:64) 


(4.34,，13:13) 


(4:51) 
(8:34) 
(13:92) 
(5.69) 


(1.46, 7.4) 


(7:70) 
(6.30) 
(5.81) 


二 


省 深 





1988 年 (254，9* 12) 
1989 年 《1.33，13*77) 
1991 年 《1.92) 
1994 年 《594) 
1999 年 (2.120) 
加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 
1988 年 (2:58，5:46，9:45，10*61) 
1989 年 (2:31, 5*10,，5*60,，5*61,7.48，8.16，11.53) 
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1991 年 (5.84，7.2，7.95，9.80) 
“1992 年 (2.112，4'23，6:20，13: 103) 





a 中国 中 学 生 数学 冬令 营 
类 1986 年 (2:52，2:105，9*:7，12*81) 
1987 年 (3.33，6.28，1217) 
1989 年 (1.14，7:33，10:84) 
1990 年 (1.44,，4.:19，11.91) 
1991 年 (3:84，7:83) 
1992 年 (4.:21，8:118) 
1993 年 (2:92，5*55) 
1994 年 (1.99，8: 146，13: 108) 
1995 年 (2.70，8.96 ) 
1996 年 〈2 .13，5 .33) 
1997 年 (3.91，8: 168) 
1998 年 (2:122) 
1999 年 (1:113，7* 120) 
中 国 高 中 数学 联赛 
1979 年 (6.46，12.421) 
1983 年 (1.88，7 88) 
1985 年 《10*70) 
1986 年 (9*19) 
1987 年 (1.102，6* 14，11.64) 
1988 年 (6.31，11.22) 
1989 年 (3:32) 
1990 年 (1.59，5*71) 
1991 年 (2:63) 
1992 年 《10.94) 
1993 年 (777，13: 105) 
1994 年 《4:29) 
1995 年 9+8) 
1996 年 (4.107，5:119) 
1997 年 (1:108，3:89) 
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1998 年 〈1 人 109) 

1999 年 (1.110，13* 109) 
中 国 初中 数学 联赛 

1984 年 《13* 16) 

1985 年 《974) 

1987 年 (2:42) 

1989 年 (4*17) 

1990 年 《11.51) 

1991 年 (9:73) 

1992 年 (341) 
中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 

1986 年 (3.44，10.9) 

1987 年 (4.14，11.90，12.142) 

1988 年 (7.10，10:77) 

1989 年 (7*96) 

1990 年 (5.23，7.44，7'55) 

1991 年 (3.43，9.48，10.41) 

1992 年 (6.:53，142:54) 

1993 年 (4.46，10.103) 

1994 年 (7.24，7.45，11'57) 

1995 年 (6.55，7*59) 

1996 年 (2.81，2.103，6.44) 

1997 年 (6:57，7*121，11.93) 

1998 年 (6*58) 

1999 年 (7.:122，11.94) 
中 国 国家 集训 队 测 验 题 和 训练 题 

1986 年 (1.36，1.37，1.106，2.8，2.16，2.48，3.65，9.9， 
9.26,11:79，13.:32，13.:96，13:99，13.100) 

1989 年 (4.15，4.32，10.89，11:.84) 

1990 年 (2.15，2.17，2.40，2.45，2.46，2.93，2 .98，4. 
80, 5.73，7.62，7.102，8.52，8.57，8.122，9.5，11:46，11， 
81，12.34，13.27) 


CD 


一 
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1991 年 (1.38，1.91，2.67，2.91，4.16，4.35，4.36，4. 
40，4.41，4.42，7.34，7.119，10.24) 
组 1993 年 (2.102，4.37，5.56，5.57，5.101，9.29，11.48) 
1994 年 〈1.104，2.83，4.20，5.70，7:23，7.68，7.72) 
1995 年 〈1.48，2.121，4.43，8.166) 
1996 年 (4.44，7.67) 
中 国 北京 市 数学 竞赛 
1957 年 (4:53) 
1962 年 (5.92，7.71，13.78) 
1963 年 (8.142，10.10，10.36) 
1964 年 〈13.54) 
1978 年 (7:72) 
1984 年 (2.7，6.40) 
1987 年 〈7:14) 
1989 年 〈7.15) 
1990 年 (9.97) 
1991 年 (12.144) 
1996 年 (9: 4103) 
中 国 天 津 市 数学 竞赛 及 训练 题 
1979 年 (2.29) 
1990 年 (2.6，4.33) 
1991 年 (6:52) 
1992 年 (1.30，9.16，9.87，11.29) 
中 国 河 北 省 数学 竞赛 
1994 年 〈1.28) 
中 国 东北 三 省 数学 竞赛 
1987 年 〈8.144) 
1989 年 (12.32) 
中 国 上 海 市 数学 竞赛 
1960 年 (13:55) 
1962 年 《1.21) 
1982 年 (3.5，12.23) 
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1988 年 (7*58) 
1990 年 (44) 
1992 年 《1:1) 
1993 年 (5.:116，10: 104) 
1994 年 《2:50) 
1996 年 〈2 116) 
1997 年 (7*117) 
中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 
1990 年 (10.66) 
中 国 浙江 省 数学 竞赛 
1989 年 (1.51，10:52) 
1990 年 (3:6，8:76，9.98，10.14) 
中 国安 徽 省 数学 竞赛 
1978 年 (2.1，3:.10) 
1980 年 《7:74) 
中 国安 徽 省 合肥 市 数学 竞赛 
1983 年 (4*73) 
中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 
1963 年 (5:67) 
1990 年 (11.19) 
中 国 湖北 省 数学 竞赛 
1979 年 (7*28) 
中 国 湖南 省 数学 竞赛 
1979 年 〈6.…25) 
中 国 陕 西 省 数学 竞赛 
1979 年 (7:76) 
中 国 四 川 省 数学 竞赛 
1988 年 (8: 110) 
中 国 广州 、 重 庆 、 洛 阳 、 福 州 、 武 汉 初 中 数学 党 赛 
1986 年 〈12 .30) 
1989 年 (8: 140) 
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认 本 








“希望 杯 ” 数 学 竞赛 
1990 年 (913) 

组 1991 年 (3.7) 

“祖冲之 杯 ” 数 学 竞赛 
1991 年 (8 111) 
1993 年 (6.37) 

前 捷 殉 斯洛伐克 及 捷克 数学 奥林匹克 
1973 年 (1.16，12:135) 
1977 年 (9:67) 
1982 年 (10.96) 
1989 年 (4.4，7.61，9.90) 
1994 年 《12.151) 

芬 半 数学 奥林匹克 
1980 年 (12 143) 

法 国 数学 奥 林 匹 殉 
1991 年 〈2.56) 

德国 数学 奥林匹克 
1972 年 (10: 1) 
1982 年 (2.99) 
1986 年 (1.71) 
1987 年 (4*28) 

1991 年 (2.55) 
1993 年 (7:51，9.: 15) 
匈牙利 数学 奥林匹克 
1916 年 〈2.74) 
1923 年 〈13 .101) 
1927 年 〈2.27) 
1933 年 (9.99) 
1934 年 (11.27) 
1935 年 (10.46) 
1941 年 (10.93) 
1943 年 (5:1) 
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1946 年 《1.8) 
1947 年 (5.8，7.54) 
1948 年 (12.115) 
1950 年 (55953) 

1951 年 (12 13) 
1952 年 (2:41) 
1953 年 (2.37) 
1954 年 (6:27) 
1957 年 (9:96) 
1958 年 (10:26) 
1959 年 (5.82) 
1960 年 (5. 18) 

1961 年 《10.69) 
1962 年 《12:124) 
1964 年 (5:74) 
1965 年 《10.74) 
1966 年 (2.80) 
1967 年 (2.96，4.:18) 
1968 年 (1.62，12.66) 
1969 年 (8: 113) 
1970 年 (4.30，7.26) 
1971 年 《10:43) 
1972 年 《1:60) 
1973 年 (12.87，13.94) 
1974 年 (5:54，7:96) 
1977 年 (5:20) 
1978 年 (9:36) 
1980 年 (11:86) 
1981 年 (8:65) 
1986 年 (9.2，9.70，11.52) 
1987 年 (5: 18) 


二 3 
?4 至 


世界 数学 奥 林 匹 交 解 题 大 醇 典 1021 





日 本 数学 奥 林 匹 死 
1990 年 〈1.101，2.30) 
组 1991 年 (1.56，1.100，2.18，10.39) 
人 波兰 数学 奥林匹克 
1956 年 《12.6) 
1961 年 《5.39) 
1964 年 (10:21) 
1965 年 (4.8，12.44，12.108) 
1966 年 《1071) 
1967 年 (2.106，5.2，5.3) 
1968 年 (2.109，4.:13，5.6，410.19，10.42) 
1969 年 〈12.74，12.100，12.137) 
1970 年 《1.22，11:28) 
1971 年 (5:85，12.111) 
1972 年 (11:82) 
1973 年 《11.8) 
1974 年 (4.18，13.95) 
1975 年 (11:7) 
1978 年 《1:17) 
1991 年 (1.72). 
罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 
1978 年 (1.84，5.28，8.44，11.83) 
新 加 坡 数学 奥林匹克 
1987 年 (134) 
西班牙 数学 奥林匹克 
1992 年 〈5.80) 
瑞典 数学 奥林匹克 
1982 年 (9:32) 
全 苏 数 学 奥 林 匹 殉 
1967 年 (3:69) 
1968 年 (1.79，4.69，5:42，6.21，8.100) 
1969 年 (3.12，4.55，6.4，10.5，13.65) 
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1970 年 (7*29， 


1971 年 (7*46， 
1972 年 (371， 


9:30) 
8.9，8.126，8:133，9.79，12 7 1) 
11.13，12. 12) 


1973 年 (1.103,，4*27，5*12，6* 16， 8.70，9.91，12:121，13， 


14) 


1974 年 (3* 73， 


“63) 


1976 年 (349， 


“49，13:83) 


1977 年 (3'20， 


13.59，13.93) 


1978 年 (8*22， 
1979 年 (3:83， 


72，13.…71) 


1980 年 〈2 3c， 
1981 年 〈3 19， 


12.80，12.88) 


1983 年 《1.54， 
1984 年 (3*22， 
1985 年 (2*71， 


60) 


1986 年 (3*27， 


71,，12.76) 


1987 年 (3.31， 


85，13:5) 


7.401，8.38，9.6，11:36) 
8.74，9.77，11.30，11:31，11 58， 12.91，13 


3.50，3.52，8.136，10.38，12.26，1251，13 
4.85, 8.24，10.22，12.35，12.136，13 29， 


8.39，8.88，10.32，12.84，12.110) 
5.37，8.80，10.78，11.39，11.50，12 2，151 


5.91，9.61，11.33，12.20) 
5.30，6.2，8.139，9.64，9.80，10:63) 
3.1,，3.21，5.52，8.1，8.84，8.98，10.72， 
3.70，8.72，11.1，11:4) 
3.38，3.46，8.14，8.105，9.46，1374) 
3.39，8.128，9.38，9.58，9.60，9.75，12， 
3.47, 3.77，4.83，8.453，9.28，9.41，9: 


5.77，7.42，7.108，8.5，9.42，10.100，15， 


4.84，5.78，7.20，8:79，8.112) 


1989 年 (4.3，5.75，5.88，7.37，9.95，12 8c， 12.94，13， 


30，13 .80，13.81) 


1990 年 〈2 68， 


54，12.25，13.33) 





4.45，5.38，7.103，7.107，9.83，107，11 
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3 他 








1991 年 (3.35，3.36，3.42，5.103，8.71，8.83，8.115，11， 
23，11.41，11.56，11.60) 

外 全 俄 数学 奥 林 匹 邢 
1961 年 (4.2，8.99，8.130，8.131，11.42，12.7，12.119) 

1962 年 (3. 17，3.:80) 

1963 年 (1.:7，3.:3，3*56,，6:33，11.47，12:57) 

. 1964 年 (13:82) 

1965 年 (5.76，5.96，5:97，8.27，10.53) 

1966 年 (1.73，4.70，5.48，5.51，7.90，12.14) 

1980 年 (2:3) 

1984 年 《8:125) 

1986 年 (3.66，9.78，10.3) 

1987 年 (8: 108) 

1988 年 (3.57，3.61，8.78) 

1989 年 (7.36，8.56，8.129，8.138) 

1990 年 (3.24，3.53，6.8，6.19，8.46，8.47，8.86，13. 
18，13.58) 

1991 年 (3.54，9.63，12.40) 

1992 年 (2.35，4.52，4:.76，4.79，8.21，8:.53，9.69，10. 
56, 11.24) z 

1993 年 (3.67，4.31，5.41，5.113，6.17，7 .11，7.43，7， 
112, 8:41,8:94, 8.101,，9.62，10.55，11.59，11.61) 

1994 年 (3.86，5.32，8.23，8.40，8.102，9.:10，9.17，12， 
18，12.19) 

1995 年 (2.117，3.87，8.167，8.170，12.146，13.110) 

1996 年 (2.115，3.92，5.117，5.118，8.164，8.165) 
莫斯科 数学 奥 林 匹 死 

1935 年 〈1.61) 

1937 年 〈1.94) 

1938 年 (7:47) 

1940 年 《1.105) 

1941 年 《10.35) 
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ox 





1946 年 (4.64，4.65，6.34) 

1947 年 〈10.21，10.23，13.28) 

1948 年 (9:52) 

1949 年 (2.97，8.137，12.6，12:126，13.21) 

1950 年 (1.75，2.75，4.60，7.21，9-.65) 

1951 年 (4.66，5.49，13:17) 

1952 年 (1.93) 

1953 年 (1.85，1.86，411:55，12…110) 

1954 年 (3.9，4.63) 

1955 年 (3.15，3.16，3.82、6.32，6:38，7.64，1 人 12) 

1956 年 (3.2，3.11，7.6，10.15，11.26，12.127，1356 1) 

1957 年 (2.76，3.18，13.52，13.53，13:69) 上 

1958 年 (5.87,6:48, 7.12, 7.19, 7*52, 7*53，8*89，9- 和 
54, 40.83,，12.98，12.116，12.138，13*89) 引 

1959 年 (1.5，1.70，2.64，3:13，7 .104，7.105，8 :62，9， 
55，11.65，12.65，12.113) 

1960 年 (1.78，4.10，5.21，6.41，6 .45，7 1，8 69，12， 
64，142.134，13.76) 

1961 年 (7.98，8.54，8.67，9.43，10:20，10.33，11772 ) 

1962 年 (4.6， 5.50，6.:36，8.65，9.39，10.34，11:69，12， 
120，13.88) 

1963 年 (1.74，2.142，2.33，3.4，3.62，5.86，7.3，7 </，3 
.93，10.27，11.11，12.117，12:122) 

1964 年 (4.9，5.15，7.49，8.28，10.41，10:37，11:35，12， 
73，1412.133，143.60，13.61) 

1965 年 (1.87，2.4，3.23，4.47，6.1，8 .154，9.51，981， 
13.20，13.90) 

1966 年 (1.48，4.61，13.7，13.31) 

1967 年 (2.94，5.58，7.31，12.93，13.34) 

1968 年 (2.9，2.22，2.88，2.108，3 .48，3:75，4.48，4， 
59, 6:42, 7:78, 7.79, 7:91, 8.:17, 8.43, 8*64, 8.151,10.45, 
10.49，1410.51，11.2，12.29，143.84) 
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1969 年 (1.39，3.60，5.105，6.3，8.3，8.4，8:6，8.49，8， 
50，8.51，8.95，8.149，8.152，8.156，8.157，9.57，11:73，12， 

组 37，12.130) 

1970 年 (2.95，3.51，5.89，5.95，5.98，5.110，6.15，7， 
97，7.100，8.109，8.155，9.56，10.44，10.62，12.38，13.8，13 
“10，13:12，13:67，13:68，13:70，13:86，13:91) 

1971 年 (3.76，3.78，5.107，6.6，7.30，8.7，8.15，8， 
124，9.11，9.25，11.25，12.39，13.38) 

1972 年 (1.95，4.62，5.43，5.90，5.111，7.89，8.106，9， 
14，10.25，.11.49，13.22，13.85) 

1973 年 (1.12，3.29，9.49，9.50，9:76，9.89，12.28，12， 
59，13.44，13.73，13.79) 

1974 年 (4:1，5.7，5.47，7.5，8.107，12.4，12.21，12， 
62，12.83，12.118，12.129，13.23，13.51) 

1975 年 (4.56，4.57，6.5，8.18，8.90，12.36，12.104，13， 
36，13.43) 

1976 年 (9.20，9.68，10.48，10.68，12.5，12.95，12.96，12 
.99，13.35，13.37) 

1977 年 (6.12，7.16，7.32，9.1，9.66，9.101，10.91) 

1978 年 (5.24，5.109，7.7，9.21，11.40，12.3，12.68) 

14979 年 (4.49，5.114，8.32，11:3，11.16，12.31，12.105， 
13.24) 

1980 年 (3.25，3.26，9.23，12.86，12.128，13.42) 

1981 年 (2.79，5.36，10.12，12:.27，12.58，13.2) 

1982 年 (10.64，10.95，12.43) 

1983 年 (3.63，4.11，4.74，5.59，12.97) 

1984 年 (3.8，6.47，7.93，10.80，13.47，13.48) 

1985 年 (1.15，1.67，4.54，5.25，7.8，13.1，13.66) 

1986 年 (2.19，2.20，3.59，7.110，12.79，13.87) 

1987 年 (2.10，2.85，5.63，6.22，7.38，9.82，12.22，13. 
64) 

1988 年 (7:81，8:85，8:86，13:25) 


1026 世界 数学 奥 林 巨 克 解 题 大 辞典 





1989 年 (2.111，3.55，4.50，5.11，7.92，13775) 

1990 年 (2.23，5*4，5*5，13*26，13"41) 

1991 年 (3.40，4.75,，5*65,，5*66, 5*79,，5*102,，9.85, 
131，43,11，13.40) 

1994 年 〈5.16，5.31，5.121，8.37，8.42，8.103，8 104， 
147，12.149，12*150) z 

1995 年 (8:163，9* 105，12*148，13*108，13"111) 
圣彼得堡 ( 原 列 宁 格 勒 ) 数学 奥 林 匹 兄 

1984 年 (8:91) 

1988 年 (4:57，5*115，8*20，8*48，8*92) 

1989 年 (1.55，3.79，8.2，8.19，8.114，1168) 

1990 年 (2.61，7.143，8.68，8.134，8.135，8 159，9 4/， 9 


102，12.41) 
1991 年 (2.25，6.7，8.116) 引 
1992 年 (4.:50，4:67，8*82，8*143，9*31，14*21,，42*109， 13 

. 104) 


1993 年 (1.81，3.68，3.72，4:82，6 人，7 105， 8.45，8， 
77，8.123，12:70) 
独 联 体 数学 奥林匹克 

1992 年 (4.78，5*35,，5*72, 79, 7*13，8*16， 9.92，12: 
48，142.99) 
前 苏联 教委 推荐 的 数学 竞赛 试题 

1988 年 (6.10，7.87，7.116，8:35，10 40) 

1989 年 (8.81，8.1450，9.44，9.86，12 4/， 12.50 ) 

1990 年 (2，38，3.64，8.121，10.47，1271，13750) 

1991 年 (1.96，3.37，4:.72，5.99，8.33，8 .58， 8.120，11. 
43，11.62，13:…72 ) 
岛 克 兰 数学 奥 林 匹 死 

1992 年 (3.84，8.31，11:34，12 8) 
基辅 数学 奥林匹克 

1947 年 (13 19) 

1949 年 《731) 
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1952 年 
1953 年 
1957 年 
1964 年 
1965 年 
1969 年 
1970 年 


中 访 


(12.63，12.104) 
(1.69) 

(13.39) 
(3.23，10.19，13:6) 
(12.77) 

(6.9, 6.35,，13:46) 
(12.:61, 12:69) 





(1.76) 
《9.57， 
(8:11, 
(3.14， 
(4.28, 
(1.90, 
(3.58, 
(1.65, 
(1.80, 
(2.39, 


1971 年 
1972 年 
1973 年 
1974 年 
1975 年 
1976 年 
1977 年 
1978 年 
1979 年 
1980 年 
1981 年 (8.13，12.56 ) 
1982 年 (7.17，11.70，12.49，12.132，13.45) 
1983 年 (5.21，8.73，9.72，12.10，12:16) 

美国 数学 邀请 赛 
1983 年 (1.6) 
1985 年 (1.10，6:39) 
1987 年 (1.2，1.52) 
1988 年 (1.58，1.68 ) 
1989 年 (1.83，2.34) 
1990 年 《1.57) 
1992 年 (1.3，1.9，7.39) 
1994 年 〈1.35，1.82) 

美国 数学 奥林匹克 
1974 年 (12.9) 
1978 年 (5*44) 
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9.100) 

8-97，11.63) 

8.…75) 

12 33) 

9. 15,，12.107) 
10:67，11.45，13.3) 
10.4,，10.79) 
2.69,3:81，10.:13，13.74) 
2'72) 





1979 年 《5 104) ' 
1980 年 (243) 
1981 年 (4:71) 
1982 年 (5:19) 
1983 年 《11.10) 
1984 年 (6.54) 
1985 年 (5:26) 
1986 年 (5*45) 
1987 年 (1.43) 
1988 年 〈2.101) 
1989 年 〈6.18) 
1990 年 〈1.13，7.75) 
1992 年 〈2.28) 
1994 年 (9.40) 
美国 纽约 数学 奥 林 匹 死 
1980 年 (9.18) 
美国 普 特 南 数学 竞赛 
1947 年 〈12.123) 
1956 年 (1.24，4:12) 
1958 年 (2.66，6.29，10.87) 
1959 年 〈1.64，4.26，7.85) 
1962 年 《9.53，10.21) 
1964 年 《11.76) 
1965 年 (1.42，5.74，6.23，11.75) 
1973 年 《11.15) 
1978 年 (2.24，10:73) 
1979 年 (9.24) 
1980 年 (2.:53，11.88) 
1990 年 (1.26，12:141) 
前 南斯拉夫 数学 奥 林 匹 元 
1972 年 (11.80) 
1973 年 (10:6，10:50) 


2 
3 至 
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1974 年 (8.66，10.2) ， 
1975 年 (7.22，8.60，8.127) 
组 1977 年 (1.19，2.26，410:82) 
1980 年 (7.69) 
1981 年 〈2.73) 
1983 年 (8.59，8.61) 
友谊 杯 国 际 数学 奥林匹克 
1988 年 (3:28) 
亚洲 太平 洋 地 区 数学 奥林匹克 
1989 年 (1.25) 
1990 年 (5.22，13.102) 
1991 年 (9:22) 
1992 年 (11.20) 
拉丁 美洲 地 区 数学 奥林匹克 
1988 年 (2.49) 
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历届 国际 数学 奥林匹克 概况 









总 分 第 三 
前 捷克 斯 洛 伐 克 
192 


罗马 尼 亚 
248 分 
罗马 尼 亚 
197 分 
罗马 尼 亚 
257 分 
罗马 尼 亚 
191 
罗马 尼 亚 
213 分 
罗马 尼 醒 
222 分 
前 民主 德国 


举办 国家 一 - 
(或 地 区 ) 总 分 第 一 
罗马 尼 亚 牙 利 
59 年 罗马 尼 亚 2 但 分 双 办 
匈牙利 

| ee | 


1961 年 匈牙利 kpN 费 ， 茎 
1962 年 。 | 前 捷克 斯 洛 伐 克 | 。 名 节 和 前 苏 守 
一 其 冤 司 牙 利 
前 苏联 铭 牙 利 
1965 年 前 民主 德国 前 苏联 名 入 


前 苏联 匈牙利 
年 保加利亚 293 分 281 分 2 如 


| | 本 | 


Be 
© | 

器 

a 


Er 


站 闽 训 由 黄 油 怀 汪 双 到 到 水 
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吴 
外 
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S| 
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民 
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前 民主 德国 
前 民主 德国 
23 
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0 国 
201 分 
前 联邦 德国 


“- 235 分 


并 | 号 渤 | 吕 
站,| 字 
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eon a 
1991 和 | 分 2 
1996 年 印度 美国 
1998 年 中 国 台 北 保加利亚 


注 : 第 39 届 IMO 中 国 未 参加 . 
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301 


上 > 
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3 俏 管 


4 
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1 


23 


上 


6 





二 
守 半 


27 


28 
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38 1997 年 
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177 分 






美国 
184 分 
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总 分 第 三 


前 民主 德国 ,美国 
136 
匈牙利 
170 分 


爸 牙 利 
168 分 


前 联邦 德国 
196 4 
前 苏联 
235 分 


前 苏联 
217 分 


罗马 尼 亚 
177 分 


罗斯 
224 分 


爸 牙 利 


217 分 
匈牙利 美国 


”“”” 动 , 现 在 已 成 为 一 种 培养 和 选拔 数学 人 才 的 特殊 事业 ， 


时 “3 五湖四海 ,尤其 是 我 国 中 学 生 选 手 在 国际 数学 奥林匹克 中 展 


。 导数 学 奥林匹克 解 题 的 工具 书 . 希望 这 部 书 能 够 广泛 收集 国 





上 当今 的 世界 ,数学 已 成 为 广泛 渗透 到 各 种 自然 科学 、 社 |， 者 


全 科学 ,并 发 挥 着 重大 作用 的 一 门 基础 和 应 用 学 科 . 从 教育 “| 者、 


WE 。， 要 面向 世界 ,面向 未 来, 面向 现代 化 这 一 高 度 来 看 ,让 青少年 了 
。。 从 小 就 打下 扎实 的 数学 基础 ,这 对 我 国 今后 的 发 展 是 极为 重 “| 
”要 的 .国际 上 为 推动 数学 的 发 展 而 进行 的 数学 奥林匹克 活 | 


目前 数学 奥林匹克 在 我 国正 方兴未艾 ;数学 竞赛 遍及 | 





夺 金 牌 ,成 绩 显赫 ,捷报 频传 , 令 世 人 瞩目 ,为 祖国 赢得 了 矣 


和 做 和 荣誉 .这 些 ,充分 显示 了 我 国 的 数学 水 平和 中 华 民族 的 
了 明 才智 .为 此 ,许多 数学 奥林匹克 教练 员 , 许 多 大 、 中 学 的 











教师 ,许多 学 生 及 其 家 长 都 渴望 在 自己 的 案头 有 一 部 能 够 指 


。 内 外 数学 奥林匹克 试题 的 精品 ,包揽 数学 奥林匹克 的 精 钉 ， 
。 以 开阔 自己 的 眼界 ,提高 数学 能 力 , 品 鉴 数学 的 魅力 ,也 希望 
。 这 部 书 能 够 提供 这 些 试题 的 更 精确 、 更 简捷 的 解法 ; 以 开拓 
。 思路 ,提高 技巧. 为 适应 各 界 的 这 种 渴求 ,这 部 《世界 数学 奥 
。 林 匹 克 解 题 大 辞典 ) 终 于 问世 了 . 

”这 部 大 秤 典 的 出 版 ,是 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 ,南开 
。 大 学 数学 系 和 河北 少年 儿童 出 版 社 通力 合作 的 产物 ;是 中 国 





数学 奥林匹克 专家 和 教练 员 辛 勤劳 动 的 结晶 ;也 是 老 一 代数 
学 家 关心 和 支持 的 结果 .我 们 不 能 不 非常 高 兴 地 告诉 大 家 ， 
这 部 辞典 在 编辑 过 程 中 始终 得 到 数学 前 辈 陈 省 身 先 生 , 吴 大 
任 先生 的 关心 和 指导 ;中 国 数学 会 名 誉 理事 长 王 元 先生 专 为 
本 辞典 作 序 .可 以 这 样 说 ,如 果 没 有 作为 数学 泰斗 的 老 一 代 
数学 家 的 关怀 与 支持 ,没有 一 批 才 华 横 洲 的 中 青年 数学 家 的 
艰苦 努力 ,没有 极 具 胆识 的 出 版 工作 者 的 辛勤 劳动 ,艰难 而 
洗 大 的 世纪 工程 一 一 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 是 难 
以 如 此 顺利 出 版 的 . 

这 部 大 辞典 精 选 了 国内 外 数学 竞赛 的 有 代表 性 的 试题 ， 
其 中 大 部 分 是 已 经 赛 过 并 经 过 锤炼 的 试题 ,还 有 少 部 分 竞赛 
的 备 选 题 和 训练 题 .本 辞典 共 分 五 卷 , 其 中 有 四 卷 是 按 奥 林 
匹克 数学 一 般 的 分 类 方法 而 分 为 《代数 卷 》《 几 何 卷 》《 数 论 
卷 》《 组 合 卷 》; 为 了 普及 数学 奥林匹克 ,完善 辞典 中 题目 类 
型 ,又 编辑 了 《选择 题 卷 》 

《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 五 卷 共 约 500 万 字 . 
《代数 卷 》《 数 论 卷 和 《选择 题 卷 》) 是 按 知 识 内 容 分 章 的 ;《 组 
合 卷 》 是 按 题目 的 内 容 分 章 的 ;《 几 何 卷 ) 则 是 按 题目 的 结论 
分 章 的 .每 一 卷 的 正文 包括 试题 ,试题 的 出 处 及 解答 三 部 分 ， 
试题 的 多 种 解法 , 则 由 解 1, 解 2 或 证 1, 证 2 等 给 出 .正文 后 
有 附录 , 附 本 卷 常用 的 有 关 数 学 知识 提要 ;还 有 本 卷 的 索引 ， 
索引 是 按 书 中 涉及 到 的 参赛 地 区 、 国 家 和 竞赛 名 称 , 按 英文 
字母 的 顺序 排列 的 . 

《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 ) 的 出 版 ,无 疑 对 我 国 数 
学 奥林匹克 事业 的 发 展 ,对 我 国 跨 世 纪 科 技 人 才 的 培养 . 造 
就 和 选拔 有 重要 的 促进 作用 ,并 为 之 摇 榴 杨帆、 推波助澜 1 

愿 数学 奥林匹克 之 花香 飘 四 海 ， 

盼 新 一 代 科学 精英 普 降 神 州 1! / 

本 书 的 出 版 仅仅 是 一 个 尝试 , 般 切 希望 广大 读者 帮助 我 





们 完善 它 . 我 们 相信 ,经 过 不 断 地 去 粗 取 精 , 去 伪 存 真 ,去 旧 
增 新 ,伴随 着 我 国 数学 水 平 的 不 断 提高 ,这 部 大 辞典 必 将 成 
为 数学 奥林匹克 的 经 典 之 作 . 





